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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Messung von Verianderungen iiber die Zeit mittels
Stichprobenerhebungen

Ob in Politik oder Wirtschaft, Prozesse zur Entscheidungsfindung werden stark durch
die Werte quantitativer Indikatoren, d.h. von Statistiken, gelenkt. Entsprechend werden
auch Ergebnisse, die diesen Entscheidungen zugeschrieben werden, beziiglich dieser
Indikatoren evaluiert. Darum ist eine der vorrangigen Aufgaben nationaler statistischer
Amter auch die Bereitstellung von Zeitreihen fiir einige als wichtig erachtete Indika-
toren, wie z.B. die Aggregate der volkswirtschaftlichen Gesamtrechnung oder die Ar-
beitslosenstatistik und Erwerbsquote. Einige der meist beachteten Erhebungen, ob na-
tional oder international, werden regelmiBig wiederholt.! Erst durch die Beobachtung
einer Population iiber einen Zeitraum lassen sich Verinderungen erkennen. So steigt
gerade mit der Lénge des Beobachtungszeitraums einer Erhebung deren Bedeutung als
Datengrundlage in Forschung, Politik und Wirtschaft.

Zur Quantifizierung ihrer sog. Europa-2020-Ziele verwendet die Europdische Kommis-
sion eine Liste von Indikatoren, die Statistiken aus den Bereichen Beschiftigung, For-
schung und Entwicklung, Klima/Energie, Bildung, sozialer Eingliederung und Armuts-
bekdampfung umfassen (Europédische Kommission, 2011). Die Indikatoren zur Messung
sozialer Eingliederung und Armutsbekdmpfung werden auf Grundlage der EU-Statistik
iber Einkommen und Lebensbedingungen (EU-SILC) gemessen. Die Erhebung zu EU-
SILC ist eine jahrlichen Stichprobe in den EU-Mitgliedstaaten sowie in Island, Norwe-
gen, der Schweiz und der Tiirkei.”

! Beispiele wiiren:
The European Union Labour Force Survey (EU LES)
The European Union Statistics on Income and Living Conditions (EU-SILC)
Der Mikrozensus

Die allgemeine Bevolkerungsumfrage der Sozialwissenschaften (ALLBUS)

2EU-SILC wird seit 2005 durchgefiihrt, jedoch nicht durchgehend fiir alle der jetzigen EU Mitgliedstaa-
ten, bzw. der nicht EU-Linder (Eurostat, 2015).


http://ec.europa.eu/eurostat/web/microdata/european-union-labour-force-survey
http://ec.europa.eu/eurostat/web/microdata/european_union_statistics_on_income_and_living_conditions
 https://www.destatis.de/DE/ZahlenFakten/GesellschaftStaat/Bevoelkerung/Mikrozensus.html 
 http://www.gesis.org/das-institut/kompetenzzentren/fdz-allbus/ 

Die drei Indikatoren, die zur Messung von Armut und sozialer Ausgrenzung herange-
zogen werden sind wie folgt definiert:

Definition 1.1. Von Armut bedrohte Personen, nach Sozialleistungen (ARP): ,,Perso-
nen mit einem verfiigbaren Aquivalenzeinkommen unterhalb der Armutsgefihrdungs-
schwelle, die bei 60% des nationalen verfiigbaren Medianidquivalenzeinkommens (nach
Sozialtransfers) liegt.” (Eurostat, 2014b)

Definition 1.2. In Haushalten mit sehr niedriger Erwerbstitigkeit lebende Personen
(LWI): ,,Personen im Alter von 0-59 Jahren, die in Haushalten leben, in denen die
Erwachsenen (18-59 Jahre) im vorhergehenden Jahr insgesamt weniger als 20% gear-
beitet haben.* (Eurostat, 2014d)

Definition 1.3. Unter erheblicher materieller Deprivation leidende Personen (DEP):
Personen die nicht in der Lage sind, fiir mindestens drei der folgenden neun Ausgaben
aufzukommen: Miete und Versorgungsleistungen, angemessene Beheizung der Woh-
nung, unerwartete Ausgaben, jeden zweiten Tag eine Mahlzeit mit Fleisch, Fisch oder
gleichwertiger Proteinzufuhr, einen einwochigen Urlaub an einem anderen Ort, ein Au-
to, eine Waschmaschine, einen Farbfernseher oder ein Telefon (Eurostat, 2014c).

Der Leitindikator im Bereich Armutsbekdmpfung ist eine Kombination aus den Indi-
katoren ARP, LWI und DEP und definiert als:

Definition 1.4. Von Armut oder sozialer Ausgrenzung betroffene oder bedrohte Perso-
nen (AROPE): Personen, die armutsgefihrdet sind oder unter materieller Deprivation
leiden oder in Haushalten mit sehr niedriger Erwerbstitigkeit leben (Eurostat, 2014a).

Ziel ist es, den Wert des Indikators AROPE bis zum Jahr 2020 um mindestens 20
Millionen zu senken (Europdische Kommission, 2011). Dies bedeutet, dass insbeson-
dere die Entwicklung im Zeitablauf der obigen Indikatoren von Interesse ist. Gilt es
doch zu evaluieren, ob und wenn ja in welchem Umfang sich die fraglichen Statistiken
ihren Zielvorgaben ndhern, um so kiinftige politische Entscheidungen zu planen. Da
AROPE mittels eines Schitzers basierend auf den Daten der EU-SILC Erhebung ge-
messen wird, besteht bei jeder Bewertung berichteter Werte die Gefahr, diese zu iiber-
interpretieren, sofern der Umstand aufler Acht gelassen wird, dass es sich hierbei um
Stichproben-basierte Schitzungen handelt.? Eine beobachtete Verinderung eines Indi-
kator iiber die Zeit ist moglicherweise hauptsédchlich auf die Stichprobenvarianz der
Schitzungen zuriickzufiihren (Osier, Berger & Goedeme, 2013). Folglich sollte weni-
ger die absolute Veridnderung in den gemessenen Werten interpretiert, sondern vielmehr
die Verinderung auf deren statistische Signifikanz getestet werden.

Abbildung 1.1 stellt die Entwicklung der vier Indikatoren ARP, DEP, LWI und AROPE
fiir die Gruppe der Lénder dar, die bis einschlielich 2011 den Euro als ihre offizielle
Wihrung eingefiihrt hatten (EA-17 Gruppe). Dabei wird die Entwicklung als Differenz
zum Vorjahr dargestellt. Ist 6! die Schiitzung eines Indikators 8 zum Zeitpunkt 7, so ist
AW (8") die geschitzte Verdnderung zum Vorjahr, mit AY) (") = 6" — 6"~/ Bei der
Betrachtung der Zeitreihen fillt auf, dass die Verdnderungen fiir die Indikatoren ARP,

3Andere Fehlerquellen sind fehlende Werte sog. Nonresponse, imperfekte Ziehungsrahmen oder
Messfehler (Sdrndal, Swensson & Wretman, 1992). Diese Fehlerquellen konnen ebenfalls eine Rolle spielen
bei Statistiken, die auf Vollerhebungen oder Auswertungen von Registern beruhen.



Abbildung 1.1: Verdnderung in den Europa-2020 Indikatoren fiir Armut und soziale
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main-tables

DEP und AROPE ab dem Jahr 2009 positiv bis 2011 sind, sowie bis 2010 fiir den
Indikator LWI. Da LWI als ein Arbeitsmarktindikator interpretiert werden kann, ist zu
erwarten, dass seine Entwicklung den der Indikatoren ARP und DEP vorgelagert ist, da

diese unmittelbar vom Haushaltseinkommen abhédngen. Die Hypothese wire nun, dass
sich die aufgrund der Ereignisse der Jahre 2008 und 2009 ausgelosten Wirtschaftskrise

(Sinn, 2012) der Wert dieser Indikatoren zwischen den Jahren 2009 und 2011 bzw.

2010 gestiegen ist.
Fiir einen Indikator 6 konnte demnach die folgende Nullhypothese
Hy: AV (6) <0

gegen die Alternativhypothese
H:AD(6) >0
getestet werden, mit / =2 und # = 2011, oder / = 1 und t = 2010. Hy wire auf einem
Signifikanzniveau von 5% abzulehnen, wenn
0¢ (—oo; AD (@) - 17645sdA<l)(é,)} (1.1)

Dabei ist sd AL (81 die Standardabweichung des Schitzers fiir die Verdnderung. Die
Testentscheidung in (1.1) beruht auf der Annahme, dass A(l)(é’ ) fiir die gegebenen


http://ec.europa.eu/eurostat/web/europe-2020-indicators/europe-2020-strategy/main-tables
http://ec.europa.eu/eurostat/web/europe-2020-indicators/europe-2020-strategy/main-tables
http://ec.europa.eu/eurostat/web/europe-2020-indicators/europe-2020-strategy/main-tables

Stichprobenumfinge zu den Zeitpunkten ¢ und ¢ — [ approximativ normal verteilt ist.
Kann Hj abgelehnt werden, so wird die beobachtete Verdnderung als signifikant positiv
angesehen.

1.2 Problematik bei der statistischen Inferenz fiir Ver-
anderungsmafle

Es ist davon auszugehen, dass sd ) (Bt unbekannt ist und zur Testentscheidung in (1.1)
aus der Stichprobe geschitzt werden muss. Ein moglicher Schitzer fiir die Standardab-

weichung ist y/V (A® (é’)) , mit V (A([> (ét)) als Varianzschitzer fiir A (6").

Zwei Probleme ergeben sich bei der Varianzschiitzung fiir VeriinderungsmaBe wie A() (é’ ):

1. Die relevanten Statistiken, sprich die Armutsindikatoren, sind teilweise hoch-
gradig nicht linear. Dies hat zur Folge, dass einfache Methoden zur Varianz-
schitzung, wie sie bei linearen Schitzen zur Anwendung kommen, nicht ohne
Weiteres verwendbar sind. Auf diese Problematik wird insbesondere in Kapitel
3 eingegangen.

2. Wiederholt durchgefiihrte Erhebungen, wie EU-SILC, haben oft einen Lings-
schnittaspekt, der zu korrelierten Stichproben im Querschnitt fiihrt. Diese The-
matik der sog. Stichprobenkoordination wird in Kapitel 2 behandelt.

Zusammen bedeutet dies, dass fir V (A(l>(é’)) die Kovarianz zwischen zwei nicht

linearen, und moglicherweise nicht glatten Schitzern, zu schitzen ist. Entsprechend
dieser Aufgaben sind die Kapitel der vorliegenden Arbeit strukturiert.

1.3 Literaturiibersicht und Einordnung der Arbeit

Der folgende Abschnitt dient dazu, einen Ubersicht iiber die relevante Literatur in den
behandelten Themen der Arbeit zu geben, als auch die Arbeit beziiglich der bestehen-
den Literatur einzuordnen und abzugrenzen.

1.3.1 Kapitel 2

Um die Eigenschaften korrelierter Stichproben zu erarbeiteten, beschiftigt sich Kapitel
2 mit Koordination von Stichprobenziehungen in einer zeitlichen Abfolge. Das wie-
derholte Ziehen von Stichproben aus derselben* Population in einem zeitlichen Ablauf
verlangt oftmals einen Ausgleich zwischen Zielen, die miteinander in Konflikt stehen.

4Unter derselben Population ist zu verstehen das sich nur die zeitliche Abgrenzung der Population ver-
anderte, sie ansonsten aber gleich definiert bleibt.



Fiir eine effiziente Schitzung von Verdnderungen im Zeitablauf ist eine moglichst hohe
Schnittmenge zwischen einzelnen Stichproben wiinschenswert. In diesem Zusammen-
hang wird von einer positiven Koordination von Stichproben gesprochen. Demgegen-
iber sollen die Stichproben zu jedem Zeitpunkt aber auch erwartungstreue Schitzun-
gen beziiglich der Parameter der aktuellen Populationszusammensetzung erméglichen.
Hierfiir wiirde die Ziehung einer neuen Stichprobe sprechen, wobei es wiinschenswert
ist, dass diese eine moglichst kleine Schnittmenge mit der vorangegangenen Stichpro-
be hat, d.h. sie soll zu dieser negativ koordiniert sein. Ein dhnlicher Zielkonflikt besteht
ebenfalls bei dem Wunsch, Elemente iiber eine lange Zeitspanne zu beobachteten und
die Erhebungslast méglichst gleich auf die Elemente einer Population zu verteilen.

Eine Moglichkeit, einen Ausgleich zwischen diesen Zeilen zu finden, ist die Verwen-
dung von sog. Permanent Random Numbers (PRN). Im Zusammenhang mit Unterneh-
menserhebungen schlagen Brewer et al. (1972) die Verwendung von PRN zur Koor-
dination von Stichproben mit groen proportionalen Inklusionswahrscheinlichkeiten
vor. Die von Brewer et al. (1972) vorgestellte Methode weist allen Elementen in der
Population eine PRN als Ziehung aus einer stetigen Gleichverteilung auf dem Inter-
vall [0, 1] zu. Die relative GroBe der Elemente (relativ in Bezug auf die GesamtgroBe)
und die PRN werden dann als Punkte innerhalb eines Einheitsquadrates in einem kar-
tesischen Koordinatensystem dargestellt. Abbildung 1.2 stellt ein Beispiel fiir ein PRN

Abbildung 1.2: PRN Koordination nach Brewer et al. (1972)
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Koordination dar. Es werden zwei Stichproben in Abbildung 1.2 dargestellt. Die erste



Stichprobe ist gegeben durch das Dreieck mit den Punkten A,B und C und die zweite
Stichprobe ist gegeben durch das Dreieck mit den Punkten D, E und F. Die Schnittmen-
ge der beiden Stichproben ist bestimmt durch das Dreieck mit den Punkten G, B und
F. Durch die Wahl anderer Dreiecke, beispielsweise als weitere Parallelverschiebungen
der ersten Stichprobe, lassen sich beliebige Schnittmengen zwischen unterschiedlichen
Stichproben erzeugen. Wird der rechte Rand des Einheitsquadrates iiberschritten wird
der Teil des Dreieckes der auf3erhalb des Einheitsquadrates liegt wieder von linkes ein-
gefiigt und umgekehrt, d.h. die Dreiecke bzw. die Stichproben sind zirkulant.

Das von Brewer et al. (1972) beschrieben Stichprobendesign ist zu jedem Zeitpunkt ist
ein Poisson Design (Héjek, 1964). Somit sind die Stichproben ohne Zuriicklegen gezo-
gen. Die Flexibilitit beziiglich der Koordination stellt wohl die niitzlichste Eigenschaft
der Koordination mit PRN dar. Denn sie erlaubt, den Erwartungswert der Schnittmen-
ge einer Stichprobe mit einer Stichprobe zu einem anderen Zeitpunkt frei zu bestim-
men. In diesem Zusammenhang wird auch von positiver bzw. negativer Koordination
von Stichproben gesprochen. Eine positive Koordination liegt zumeist vor wenn die
Schnittmenge zwischen zwei Stichproben maximiert wird, eine negative wenn diese
minimiert wird. Durch die Flexibilitit der PRN Methode kann dem Wunsch von sowohl
negativer und positiver Koordination durch eine Kombination von verschiedenen mit
PRN koordinierten Stichproben nachgekommen werden. So entwickelt Qualité (2009)
einen sequenziellen Ziehungsalgorithmus basierend auf der Methode von Brewer et al.
(1972), der negative und positive Koordination iiber die Zeit von verschiedenen Stich-
proben erlaubt, mit beliebigen Inklusionswahrscheinlichkeiten erster Ordnung (siehe
hierzu auch Salamin, 2009). Nedyalkova, Qualité & Tillé (2009) geben eine weite-
re Moglichkeit fiir einen sequenziellen Ziehungsalgorithmus nach der Methode von
Brewer et al. (1972) an. Ihr Algorithmus implementiert aber eine durchweg negati-
ve Koordination zwischen aufeinander folgenden Stichproben. Eine Modifikation des
Verfahren schlagen auch Kroger, Sdrndal & Teikari (1999) vor. Ihr Ansatz besteht in
einer Mischung aus Bernoulli® und Poisson Designs. Ein Teil der Population wird bei
dieser Methode durch eine Bernoulli Ziehung erhoben. So wird erreicht, dass ein gro-
Berer Anteil von kleinen Elementen in die Stichprobe gelangt als dies bei einem reinen
Poisson Design mit groBenproportionaler Auswahl der Fall wire.

Ein weiteres wichtiges Merkmal der PRN Methode besteht darin, dass Geburten und
Sterbefille sehr einfach zu handhaben sind. Die PRN von Sterbefillen werden einfach
entfernt und Geburten bekommen eine neue PRN zugewiesen. Die Verwendung des
Poisson Designs hat zudem den Vorteil, dass sich einfache Formen fiir erwartungstreue
Punkt- und Varianzschitzer finden lassen. Gleichzeitig bringt dies aber auch den gro8-
ten Nachteil der Methode mit sich, zuféllige Stichprobenumfinge. So hat beispielswei-
se auch die leere Menge eine positive Wahrscheinlichkeit, als Stichprobe ausgewihlt
zu werden. Fiir entsprechend grofie Populationen mag dies zu vernachldssigen sein,
bei kleinen Stichprobenumfingen und kleinen Populationen ist dieses Problem jedoch
nicht zu ignorieren. Die Verteilung des Stichprobenumfangs ist in Tillé (2006, Ab-
schnitt 5.5) beschrieben.

Eine weitere Variante von Stichprobendesigns mit PRN ist das sog. geordnete grofien-
proportionale Ziehungsverfahren, entwickelt von Rosén (1997a,b). Bei dieser Variante

SEin Bernoulli Design ist ein Poisson Design mit gleichen Inklusionswahrscheinlichkeiten fiir alle Ele-
mente in der Population (Sdrndal et al., 1992, S. 62f)



sind die PRN auch unabhéngig voneinander, aber nicht notwendigerweise gleichver-
teilt. Die sequenzielle Poisson Stichprobenziehung (Ohlsson, 1998) kann als spezieller
Fall dieses Verfahrens dargestellt werden (siehe auch Matei & Tillé, 2007). Kroger,
Sarndal & Teikari (2003) stellen zudem eine Kombination aus geordneter Auswahl
und ihres in Kroger et al. (1999) prisentierten Verfahrens vor.

Aufgrund ihrer Einfachheit und breiten Anwendungsmdoglichkeit hat sich die PRN
Technik als Methode zur Gestaltung von Stichprobendesigns wiederholter Erhebungen
bei verschiedenen statistischen Amtern etabliert. Einen Uberblick liefert Hesse (1999).
Es finden sich aber auch Anwendungen bei Haushaltsstichproben (siehe z.B. Qualité,
2011). Fiir eine Anwendung von PRN Koordination bei der Erhebung von Mietpreisen
siehe Hulliger (1995).

Stichproben mit fixen Umfidngen lassen sich bei gleichen Inklusionswahrscheinlich-
keiten ebenfalls mit PRN ziehen. Hierzu werden die Elemente in aufsteigender oder
absteigender Ordnung ihrer PRN gelistet. Wie Ohlsson (1992) zeigt, entspricht die
Auswahl der ersten n Elemente der Liste einer einfachen Zufallsstichprobe, genau wie
jedes andere Intervall, das genau n Elemente enthilt. Wie Ohlsson (1995) beschreibt,
konnen auch geschichtete Stichprobendesigns mittels PRN negativ und positiv koor-
diniert werden (siehe auch Nordberg, 2000). Eine intensive Auseinandersetzung mit
der Problematik, geschichtete Stichprobendesigns iiber die Zeit zu koordinieren, findet
sich in Nedyalkova (2009).

Die Bestimmung der Inklusionswahrscheinlichkeiten hoherer Ordnung fiir wiederholte
Erhebungen stellt sich mitunter schwieriger dar. Insbesondere gilt dies fiir die Wahr-
scheinlichkeiten, dass das gleiche Element zu zwei verschiedenen Zeitpunkten in die
Stichprobe gelangt, und fiir die Wahrscheinlichkeiten, dass zwei verschiedene Elemen-
te zu unterschiedlichen Zeitpunkten gezogen werden. Fiir koordinierte einfache Zu-
fallsstichproben bestimmt Tam (1984) diese Wahrscheinlichkeiten. Laniel (1987) er-
weitert diesen Ansatz fiir verdnderliche Populationen. In beiden Féllen werden nur
Stichproben mit konstanten Schnittmengen bzw. konstanten Anteilen der Schnittmen-
gen betrachtet (siehe hierzu auch Hidiroglou, Sidrndal & Binder, 1995, Abschnitt 25.4,
und Forsman & Garas, 1982, sowie Hulliger, 1995). Zumindest eines der von Tam
(1984) verwendeten Stichprobendesigns kann auch als eine PRN Koordination be-
schrieben werden.

Ein moglicher Nachteil bei der Koordination mit PRN besteht darin, dass durch ein-
maliges Festlegen der PRN, bei einer unverédnderlichen Population, auch alle weite-
ren Ziehungen festgelegt sind. Aus diesem Grund wird in der vorliegenden Arbeit ein
Ziehungsalgorithmus eingefiihrt, der diesbeziiglich mehr Flexibilitit erlaubt und des-
sen Inklusionswahrscheinlichkeiten hoherer Ordnung sich ebenfalls exakt bestimmen
lassen, auch wenn sie sich analytisch komplex darstellen. Der vorgeschlagene Algo-
rithmus sortiert die Population iiber eine Koordinationsvariable in Abhéngigkeit von
der zuletzt erfolgten Stichprobenziehung. Nach jeder Ziehung wird die Koordinati-
onsvariable dann fiir alle Elemente in der Population neu bestimmt. Es werden zwei
Varianten fiir die Konstruktion einer Koordinationsvariable vorgestellt. Fiir die erste
Variante wird die Zeit, die seit der zuletzt erfolgten Ziehung eines Elements vergangen
ist, als Koordinationsvariable verwendet. Fiir die zweite Variante wird die erste mit der
Erhebungslast der Elemente kombiniert. Beide Varianten entsprechen einer negativen
Koordination aufeinanderfolgender Stichproben.



Bei der Annahme einer gleichen Belastung fiir jede Ziehung und einer unverénderli-
chen Population hat die zweite Variante, die Koordination iiber die Zeit aulerhalb der
Stichprobe und Erhebungslast, sehr dhnliche Eigenschaften wie eine negative Koordi-
nation von einfachen Zufallsstichproben mit PRN.

Fiir diese Arbeit wird die Notation von Nedyalkova et al. (2009) iibernommen. Ne-
dyalkova et al. (2009) richten einen besonderen Fokus auf die Beschreibung des sog.
Lingsschnittdesigns, d.h. das Stichprobendesign, das die Stichproben eines einzelnen
Elements iiber den Beobachtungszeitraum beschreibt. So werden auch hier die Léangs-
schnittdesigns fiir die beiden vorgestellten Varianten der Koordination hergeleitet, die
sich aufgrund der negativen Koordination zeitlich naher Stichproben als systematische
Stichprobedesigns darstellen. Die Verwendung von systematischen Langsschnittdesi-
gns bringt einige Vorteile, wie auch Nedyalkova et al. (2009) aufzeigen. So haben
Stichproben, bei entsprechend geringen Auswahlsdtzen, in einer gewissen Nachbar-
schaft keine Uberlappung, d.h. keine gemeinsamen Elemente. Es wird vorgeschlagen,
diesen Raum fiir die Implementation von Rotationspanels (Steel & McLaren, 2009)
zu nutzen. Rotationspanels finden auch hiufig Anwendung bei Haushalts- und Perso-
nenbefragungen. Beispielweise verwendete die EU-SILC Erhebung ein sog. 4-in Ro-
tationspanel, bei welchem ein Element nach seiner Ziehung fiir jeweils vier aufein-
anderfolgende Zeitpunkt in der Stichprobe bleibt (Verma, Betti & Ghellini, 2007). Es
wird vorgeschlagen, durch die Kombination von mehreren aufeinanderfolgenden, nicht
iberlappenden Stichproben diese Art von Rotationsschemata zu erzeugen. Eine derarti-
ge Einbettung dieser one-level Rotation in die Konzeption einer allgemeinen Stichpro-
benkoordination formalisiert und vervollstidndigt die Theorie designbasierter Inferenz
fiir Rotationspanels. Diese stellt somit eine Alternative zu modellbasierten Ansitzen
unter Verwendung von Rotationsgruppen dar (Park, Kim & Choi, 2001).

1.3.2 Kapitel 3

Kapitel 3 beschéftigt sich mit der Problematik der Varianzschitzung im Querschnitt
fiir nicht lineare Schitzer bei komplexen Stichprobendesigns. Es wird auf verschiedene
Techniken zur Vereinfachung der Varianzschidtzung beim komplexen Design eingegan-
gen. Eine Ubersicht hierzu findet sich auch in Matei & Tillé (2005a).

Zur Schitzung einer nicht linearen Statistik wird fiir glatte Schétzer eine Linearisierung
mittels der Taylorreihe vorgestellt (Wolter, 1985, Kapitel 6). Fiir nicht glatte Statistiken
wie Armuts- und DisparititsmaBe werden die Konzepte der Einflussfunktion (Deville,
1999) und Schitzgleichungen (Kovacevic & Binder, 1997) als Methoden der Lineari-
sierung dargestellt. Diese Verfahren werden an einem Armutsmall und zwei Dispari-
titsmaBen demonstriert. Weitere Ubersichten zur Linearisierung von Armuts- und Dis-
parititsmafen finden sich in Osier (2009), Miinnich & Zins (2011) und Verma, Betti &
Ghellini (2011), sowie in Hulliger, Alfons, Filzmoser et al. (2011) fiir robuste Schitzer
von Disparitdatsmafien. Die in Kapitel 3 erarbeiteten Methoden dienen als Grundlage fiir
die in Kapitel 4 dargestellte Schitzung von Verdnderungen nicht linearer Statistiken.



1.3.3 Kapitel 4

In Kapitel 4 wird zuerst ein allgemeiner Ansatz zur Schitzung von Verinderungen auf-
gezeigt. Danach werden Varianzschitzer fiir die Verdnderung von Querschnittschitzern
basierend auf korrelierten Querschnittstichproben untersucht. Hier wird unter anderem
auf die von Wood (2008) aufgestellten Bedingungen eingegangen, unter denen die Va-
rianzschétzung von Veridnderungen vereinfacht werden kann. Fiir den Fall verédnderli-
cher Populationen sind diese Bedingungen jedoch fiir den in Kapitel 2 vorgestellten
Algorithmen der Koordination mittels Koordinationsvariable nicht erfiillt.

Es wird auch die Methode von Berger (2004b), Berger & Priam (2015) zur Varianz-
schidtzung von Veridnderungen diskutiert, die den in Kapitel 3 vorgestellten Ansatz zur
Vereinfachung der Varianzschétzung bei Querschnittschétzern fiir die Varianzschét-
zung bei Verdnderung verallgemeinert.

Schlielich werden Ergebnisse aus Kapitel 3 aufgegriffen, um Varianzschitzer fiir die
Verinderung von Armuts- und Disparitidtsmafien zu begriinden. Als Beispiel wird die
Varianz einer Differenz des AROPE Indikators dargestellt.



Kapitel 2

Stichprobenziehungen im
Zeitverlauf

2.1 Notation und Konzeption von wiederholten Stich-
probenziehungen

Ziel dieses Abschnitts ist die Etablierung einer geeigneten Notation fiir das wiederhol-
te Ziehen von Zufallsstichproben iiber die Zeit, wobei mafigeblich das Modell ohne
Zuriicklegen betrachtet wird. Hierzu wird auf die Arbeit von Nedyalkova et al. (2009)
zuriickgegriffen, welche die gebriduchliche Notation fiir das einmalige Ziehen einer
Stichprobe (vgl. etwa Tillé, 2006, Kapitel 2) auf ein wiederholtes Ziehen in einer zeit-
lichen Abfolge erweitern.

2.1.1 Einmaliges Ziehen einer Stichprobe

Eine endliche Population ist eine Menge von N Elementen {uy, ..., u, ...,uy}. Jedes
Element der Population kann eindeutig bestimmt werden durch seinen Index aus der
Indexmenge

U =1{1,... k... N},

die im Folgenden auch als Ziehungsrahmen bezeichnet wird. Eine Stichprobe lisst sich
als Indexmenge 5 bezeichnen mit

»CU .

Ein Stichprobendesign p(.s) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, mit der eine bestimmte
Stichprobe » gezogen wird. Es wird folgende Definition verwendet:

Definition 2.1. Die diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung p(.) iiber (% ) heift Stich-
probendesign und 4 = {s|s € P(U ), p(») > 0} heilit Triger von p(.) mit

Y p(») =1

»EY

Somitist p: ¢ — (0,1].
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Ziehen ohne Zuriicklegen

Der Triiger eines Designs mit Zuriicklegen ist . = {0, 1}V, mit card(.) = 2V. Alter-
nativ kann eine Stichprobe auch als Zufallsvektor definiert werden. Fiir das Ziehen mit
Zuriicklegen ist dieser Zufallsvektor

e {01}V,
mit
$=(J1,.... Tk, 0n)
wobei : k
j’<:{0 Xﬁﬁkéﬁ Vkew,

(siehe z.B. Tillé, 2006, S. 8f). Der Stichprobenumfang einer Stichprobe § ohne Zuriick-
legen ist gegeben durch Y';.c4 J; = n, mit n < N. Eine konkrete Ausprigung von § wird
mit 5 bezeichnet. Dabei ist

§= (117"'7Ik7"'7IN)T7

wobei I, die Ausprigung von Jy, ist wenn § = §. Fiir Designs mitn =nV 3 € ., d.h.
mit festem Stichprobenumfang, ist der Triger gegeben mit

n={5e.7| Zlk:n},
kew
mit card(.%,) = (N)

n

Ziehen mit Zuriicklegen

Ziehen mit Zuriicklegen besteht aus der wiederholten Entnahme jeweils eines Ele-
ments aus %/, wobei nach jedem Zug das gezogene Element wieder zuriickgelegt
wird. Die Beschriankung auf eine fixe Anzahl von n,, Ziigen fithrt zu dem Tréger
Ry, = {5 € R| Lrew Ik = nyr}, mit card(#y,,) = (Nt’j::*l). Eine ebenfalls iibli-
che Mengenschreibweise fiir Stichproben mit Zuriicklegen ist die geordnete Menge
byr = {ki, ko, .. kiy ..o, Ky, }, dabei ist k; = [, wenn im i-ten Zug das /-te Element
gezogen wurde.

Ziehungsalgorithmus

Von zentraler Bedeutung bei der Ziehung einer Stichprobe ist Art und Weise wie ein
Stichprobendesign implementiert werden kann. Die Regel zur Ziehung einer Stichpro-
be, im folgenden Ziehungsalgorithmus genannt, legt dabei eindeutig ein Stichproben-
design und dessen Triger fest. Eine Eineindeutigkeit liegt nicht vor, da das gleiche
Stichprobendesign durch mehr als nur einen Ziehungsalgorithmus implementiert wer-
den kann.

11



Inklusionswahrscheinlichkeiten

Eine wichtige Eigenschaft eines Stichprobendesigns sind die daraus resultierenden
Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Elemente, in einer Stichprobe enthalten zu sein.
Die Wahrscheinlichkeit

m = Pr (jk > O)

ist die Inklusionswahrscheinlichkeit des k-ten Elements. Die Wahrscheinlichkeit, dass
zwei Elemente k und / gemeinsam in einer Stichprobe enthalten sind, ist durch

T = Pr(ﬁkﬁl > 0)
gegeben. m; ; wird auch Inklusionswahrscheinlichkeit zweiter Ordnung genannt.

Fiir das Ziehen ohne Zuriicklegen ist somit m = E(Jy) = Y5c. p(5)Ix und m | =
E(3:3)) = Ysc.or P(5)Ii1;. Der Erwartungswert des Stichprobenumfangs n ist gegeben
durch
Em=E| Y %|=Y E(),
ke kew
mit E£(n) = n fiir Designs mit festem Stichprobenumfingen. Speziell bei Ziehen ohne
Zuriicklegen mit festem Stichprobenumfang ist ) <o T = n.

2.1.2 Wiederholtes Ziehen von Stichproben in zeitlicher Abfolge

Soll eine Population iiber einen Zeitraum .7 = {1, ...,T}, also im Léngsschnitt, be-
obachtet werden, bedarf es Stichprobenziehungen zu den Zeitpunkten t = 1,2, ...,T.
Dabei wird eine Stichprobe zum Zeitpunkt ¢ aus der Indexmenge %’ entnommen, wo-
bei %' den Ziehungsrahmen zum Zeitpunkt ¢ darstellt mit card(%') = N' als Anzahl
der vorhandenen Elemente im Zeitpunkt . Ohne Einschrinkung der Aussagen in Ab-
schnitt (2.1.1) sei, = UL %" und N = card(% ), mit % = {1, ...k, ...,N}. Ist die
Population gleichbleibend iiber den Betrachtungszeitraum, ist % = %'Vt € . Eine
Stichprobe zum Zeitpunkt ¢ kann dargestellt werden als " C %" und eine gemeinsame
Stichprobe » = UZ_, &' iiber den gesamten Beobachtungszeitraum als 5 C % . Ziehen
ohne Zuriicklegen soll bei der Betrachtung wiederholter Stichprobenziehungen iiber
die Zeit im Vordergrund stehen. Aus diesem Grund wird im Folgenden davon ausge-
gangen, dass alle Querschnittdesigns ohne Zuriicklegen sind. Es wird speziell darauf
hingewiesen, falls dies nicht gilt.

Ausgehend von der Notation bei einmaliger Ziehung (ohne Zuriicklegen) werden nun
die folgenden drei Arten von Stichproben definiert (siehe Nedyalkova et al., 2009,
S.272). Der Zufallsvektor

§=(0,... 0.0 {01}V, VieT
wird als Querschnittstichprobe bezeichnet zum Zeitpunkt # und der Zufallsvektor

S=(L, .0 00 e {01}, Yiew
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als Langsschnittstichprobe des k-ten Elements. Die Matrix

ist die gemeinsame Stichprobe. Dabei ist

t
jf—{ 1 wenn k € & Vkew.

=1 0 wenn k & 5’

Eine konkrete Ausprigung von §’, §; und &', wird mit 57, 5} bzw. S bezeichnet und es
gilt
S=, . 0 I e {01}
=, . L, 1) € {01}
S= (Ilt()k:L...,N S {07 I}NXT )
t=1,..T

!

U

mit 7} als der Ausprigung von J; fiir & =S.

Es werden folgende Stichprobendesigns definiert:

Definition 2.2. Das Stichprobendesign Pr(s' =5*) = p'(5"), V¢ € 7 mit dem Tréger
" C{0,1}" und mit card (") = m', heiBt Querschnittdesign zum Zeitpunkt ¢.

Definition 2.3. Pr(s; =5;) = pi(5%), V k € 7 mit dem Triger .7, C {0,1}! und my, =
card (%), heiBt Lingsschnittdesign des k-ten Elements.

Definition 2.4. Das Stichprobendesign Pr(& =8) = p(S) = p(5', ...,5", ...,57) bzw.
Pr(& =8) =p(S) =ps1,...,5, ...,5y) mit dem Triger . C {0,1}¥*T heiBt ge-
meinsames Stichprobendesign.

Es wird zudem folgende Definition fiir J} getroffen, falls Element k zum Zeitpunkt
nicht existiert.

Definition 2.5. J) =0 fiir alle k ¢ %".

Definition 2.5 wird aus praktischen Uberlegungen heraus getroffen und dient dazu, die
gemeinsame Stichprobe G immer als Matrix darstellen zu konnen. Fiir die vorgestell-
ten Ziehungsalgorithmen in den nachfolgenden Abschnitten ist es auch unerheblich,
welche Werte J, fiir k ¢ 7' annimmt, denn J} ist in diesen Fillen keine Zufallsvaria-
ble.

Der Stichprobenumfang des Querschnittdesigns p’(.) wird durch

n'=Y 7

ke

beschrieben und der des Lingsschnittdesigns py(.) mit

n, = Zj;C

te7
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Der gemeinsame Stichprobenumfang der beiden Designs p’(.) und p*(.), auch Uber-
lappung genannt, wird mit
nf =y 3K

kew
angegeben.

Fiir das Querschnitt- bzw. das Langsschnittdesign ergeben sich die folgenden Inklusi-
onswahrscheinlichkeiten erster Ordnung:

m, = E(J) V ke undte T . (2.1)

Die Inklusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung des Querschnitt- bzw. des Langs-
schnittdesign sind gegeben durch:

”i,zZE( ) Vkilek#lundt € T (2.2)
m " = E(3,3%) VkE# undt,uc Tt+#u (2.3)

In Analogie zur einmaligen Ziehung entspricht 7'[,’{7 ; der Wahrscheinlichkeit, dass die
Elemente k und / gemeinsam zum gleichen Zeitpunkt ¢ gezogen werden. Hingegen
entspricht 717,’(’” der Wahrscheinlichkeit, mit welcher das k-te Element sowohl zum Zeit-
punkt ¢ als auch zum Zeitpunkt u gezogen wird.

SchlieBlich kann fiir das gemeinsame Stichprobendesign die Inklusionswahrscheinlich-
keit 7, "} bestimmt werden mit

m =E(3,3f) V kile¥undtue 7, (2.4)
mitk#lundt #u.

n,i'; ist die Wahrscheinlichkeit, dass das k-te Element zum Zeitpunkt ¢ und das /-te
Element zum Zeitpunkt u gezogen wird. Hierbei ist zu beachten, dass zwar 7'5;(1; = n;‘j’kt,
aber im allgemeinen nicht ﬂ,’c'; = n[l" + gelten muss. Beispielsweise ist fiir den Fall einer
sich verinderlichen Population, mit k € ' , 1 € %" und | ¢ %" Pr(3} =0) =1 und
somit n,l,': =0.

Des Weiteren soll " = (7 )y—1, ...,
ster Ordnung des Querschnittdesigns p(.) sein und IT}, die N x N Matrix seiner In-
klusionswahrscheinlichkeit zweiter Ordnung, mit

H;al = [E (3235)]k:1,...,N .

yaeny

Analog soll 7, = (”/i)t:h-u,T der Vektor der Inklusionswahrscheinlichkeiten erster
Ordnung des Lingsschnittdesigns py(.) sein und IT}* die T x T Matrix seiner Inklusi-
onswahrscheinlichkeit zweiter Ordnung, mit

T = (B (O] iy
SchlieBlich soll 7 = (ﬂ,’{)ak)z(l 1, (1.2), (LN),(2,1), ... (7 der Vektor der Inklusions-
wahrscheinlichkeiten erster Ordnung des gemeinsamen Designs p(.) sein und IT die
TN x TN Matrix seiner Inklusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung, mit



Eine wichtige Eigenschaft des gemeinsamen Stichprobendesigns ist die Moglichkeit,
die Stichprobe §' zu ziehen, unabhingig davon, wie viele Stichproben s/*!, ... g7
noch gezogen werden. Um dies sicherzustellen wird ein sequenzieller Ziehungsalgo-
rithmus fiir das Liangsschnittdesign bendtigt, (Nedyalkova et al., 2009, S.274). Ein
sequenzieller Ziehungsalgorithmus wird auf eine geordnete Liste von Elementen, oder
wie hier von Ziehungszeitpunkten, angewendet. Zu jedem Ziehungszeitpunkt héngt die
Haufigkeit, mit der das Element in die Stichprobe aufgenommen wird, von der beding-
ten Wahrscheinlichkeitsverteilung Pr(J% = I{[s"~! = 5"~ ... 3! =§') ab. Es lassen
sich die folgenden zwei Definitionen fiir zeitlich sequentielle Algorithmen angeben
(siehe, Nedyalkova et al., 2009 nach Till¢, 2006, S. 33f)

Definition 2.6. Der Ziehungsalgorithmus eines Elementes k ist schwach sequenziell,
wenn zum Zeitpunkt ¢ = 1, ...,7 des Algorithmus die Entscheidung, wie hiufig das
k-te Element in die Stichprobe § aufgenommen wird, eindeutig feststeht.

Definition 2.7. Der Ziehungsalgorithmus eines Elements k ist strikt sequenziell, wenn
er schwach sequenziell ist und dariiberhinaus die Entscheidung, wie haufig das k-te
Element in die Stichprobe 5’ aufgenommen wird, nicht von den Inklusionswahrschein-
lichkeiten des k-ten Elementes zu den Zeitpunkten# =¢+ 1, ..., T abhéngt.

Die Verwendung eines strikt sequenziellen Algorithmus zur Umsetzung des Léngs-
schnittdesign stellt sich in der Praxis, aufgrund einer verénderlichen Population, als
notwendig dar. Ein anderer Grund kénnen Querschnittdesigns mit Inklusionswahr-
scheinlichkeiten proportional zu einer Hilfsvariablen sein, die fiir zukiinftige Ziehungs-
zeitpunkte noch nicht beobachtbar ist, (Nedyalkova et al., 2009, S. 274).

2.2 Koordination von Zufallsstichproben

Die Anforderungen, welche an Querschnitt- und Lingsschnittdesigns gestellt werden,
konnen sehr unterschiedlich sein. Ein Querschnittdesign sollte eine unverzerrte und
(nach Moglichkeit) effiziente Schitzung der interessierenden Parameter zu einem be-
stimmten Zeitpunkt erlauben. Ein wiinschenswerte Eigenschaft von p(.) ist zudem,
dass 71?][(7 ;>0 Vk,l € 7', da dies die Verwendung von wohlbekannten Varianzschiit-
zern ermdoglicht (siehe hiezu Abschnitt 3.1). Die Aufgabe eines Lingsschnittdesign
besteht hingegen in der Koordination mehrere Querschnittstichproben, welche in ei-
ner zeitlichen Abfolge voneinander gezogen werden. Als Folge dessen kann 717;(’” >
0 V t,u€ 7 sein, wenn beispielsweise ausgeschlossen werden soll, dass ein Ele-
ment sowohl im Zeitpunkt ¢ als auch zum Zeitpunkt u in der Stichprobe enthalten ist.
Fiir das Lingsschnittdesign stellt ein variabler Stichprobenumfang oft eine Notwendig-
keit dar, ist dieser doch oftmals von der Linge des betrachteten Zeitraums abhéngig.

Das gemeinsame Stichprobendesign p(S) gilt als koordiniert wenn,

p(S) #p' NP> () ... p" (7).

Ein mogliches Maf fiir die Koordination stellt dabei der Umfang der Schnittmengen,
d.h. die Uberlappungen zwischen den Querschnittstichproben, dar. Fiir die Stichproben
§' und §“ ist der Erwartungswert der Uberlappung n"* = ¥4, 3¢ 3% gegeben durch

En"") = Zn,l(’”: Z Z " p(s,5").

kew sle S she SH
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Somit liegt E(n’>*) in folgenden Grenzen

Y max(m + ¢ —1,0) <E(n"") < ) min(m, 7).
kew kew

Diese ergeben sich daraus, dass die Wahrscheinlichkeiten n,i’” der logischen Verkniip-
fung der Ereignisse k € ' und k € 4" in den Grenzen

max (7, +7f — 1,0) < 7" < min(x, 7)

liegen.! Positive und negative Koordination der Ziehung eines Elements k an zwei Zeit-
punkten ¢ und 1 werden wie folgt definiert.

Definition 2.8. Ist ﬂ,’{’” > mmy, so gilt die Ziehung des k-ten Elements an den Zeit-
punkten ¢ und u als positiv koordiniert.

Definition 2.9. Ist 7'[;{’“ < mmy, so gilt die Ziehung des k-ten Elements an den Zeit-
punkten # und u als negativ koordiniert.

Eine unkoordinierte Ziechung wird definiert durch;

Definition 2.10. Ist 71:;(’" = m,m, so gilt die Ziehung des k-ten Elements an den Zeit-
punkten ¢ und u als unkoordiniert.

Zur Ausgestaltung des gemeinsamen Designs ist es hilfreich die folgenden Eigenschaf-
ten zu betrachten:

i) Varianzvonn’ 1<¢t<T

ii) Varianz vonn®% 1<t<u<T

iii) Verteilung der Erhebungslast

iv) Verweildauer innerhalb der Stichprobe

v) Verweildauer auBlerhalb der Stichprobe

Beziiglich der Eigenschaften i) und ii) ist anzumerken, dass hier zwischen Designs mit
festem Stichprobenumfingen fiir das Querschnittdesign, bzw. festen Uberlappungen,
unterschieden werden kann. Fiir das Querschnittdesign ist es oft wiinschenswert, einen
festen Stichprobenumfang zu verwenden. Zum einen ist dies auf planungstechnische
Griinde einer Stichprobenerhebung zuriickzufiihren, und zum anderen erlaubt es die
Verwendung von standardisierten Verfahren bei Querschnittanalysen.” Die Uberlap-
pung kann als ZielgroBe bei der Koordination verwendet werden, indem beispielsweise

IDiese Eigenschaft ist auch als Fréchet Ungleichung bekannt. Fiir einen Beweis siehe Nedyalkova (2009,
S.54)

2Zur Planung des Stichprobenumfangs einer Erhebung werden beispielsweise oft maximale Fehlertole-
ranzen beziiglich eines wichtigen Schitzers angegeben, die mit einer gegebenen Wahrscheinlichkeit nicht
tiberschritten werden sollen, oder es wird mit minimalen effektiven Stichprobengrofien geplant. Aus Ko-
stenerwigungen und Griinden der Planungssicherheit werden hier Designs mit fixen Stichproben bevorzugt
(Valliant, Dever & Kreuter, 2013, Kapitel 1-4).
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versucht wird, diese zu maximieren oder zu minimieren. Jedoch stellt sich bei derar-
tigen Losungen des Koordinationsproblems die Uberlappung auch unmittelbar aufein-
ander folgender Querschnittstichproben im Allgemeinen als Zufallsvariable dar (siche
z.B., Qualité, 2009, Kap. 6). Eigenschaft iii) ist von Interesse, wenn beispielsweise eine
gleiche Belastung der einzelnen Untersuchungseinheiten iiber den Untersuchungszeit-
raum hinweg erwiinscht ist. Dabei ist die kumulierte Erhebungslast des k-ten Elements
nach ¢ Erhebungsperioden durch

!
by =) &.J; (2.5)

i=1

gegeben, wobei g} den Belastungswert des k-ten Elements bezeichnet, wenn dieses an
der Erhebung zum Zeitpunkt 7 teilnimmt. Der Wert von g} ist firalle k € % undt € .7
ein Parameter der Population und wird iiblicherweise als bekannt angenommen (siche
hierzu auch Nedyalkova, 2009, Kapitel 4). Dabei kann durch ein individuelles Festle-
gen von g} einer ungleichen Belastung, die den einzelnen Elementen aufgebiirdet wird,
Rechnung getragen werden. Handelt es sich beispielsweise um eine Unternehmenser-
hebung, entstehen bei groBeren Firmen moglicherweise geringere Grenzkosten als bei
kleineren, da hier bei der Zusammenstellung der Daten oft bestehende Synergien ge-
nutzt werden konnen. Auch kann die Befragung in einer Periode umfangreicher sein
als in einer anderen.

Eigenschaft iv) ldsst sich mit Hilfe der Zufallsvariable yj € {1, ..., T —t} fir 1 <r<T
wie folgt beschreiben:

Pr(3t =03 =1) fira=1
Pr(3ita =001 = . =0 =10, =1) firl<a<T—t
Pr(yi=a)=X 1-
Y PO =00 = L =0 =1
|3 =1) fira=T—1t

v} ist somit die Zeit, die Element k nach seiner Ziehung zum Zeitpunkt ¢ in der Stich-
probe ohne Unterbrechung verbringt, sprich seine Verweildauer in der Stichprobe.

Eigenschaft v) bestimmt die Verteilung der Zeit bis zur nédchsten Ziehung eines Ele-
ments. Die Zeit, die von Zeitpunkt ¢ bis zur néchsten Ziehung eines Elements k ver-
streicht, 1dsst sich durch die Zufallsvariable éli beschreiben mit

min(T,min({ala € N, 3} = 1})) fir +=0
& =14 min(T —t,min({ala e N, 7" =1})) fir 1<t<T (2.6)
0 fir +=T

Entsprechend ist £ die Zeit bis zur erstmaligen Ziehung von k und &/ = 0, da nach
Periode T der Beobachtungszeitraum endet.

Die Zufallsvariable ¢; = &/| (3} = 1) gibt die Zeit zwischen Zeitpunkt ¢ bis zur nichsten
Ziehung eines Elementes k an, gegeben dass k zuletzt zum Zeitpunkt ¢ ausgewéhlt
wurde. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von ¢y, fiir t <7 —2 V k € % ist gegeben
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durch (siehe Nedyalkova et al., 2009, S.275):

Pr(3t =13t =1) fira =1

Pr(3 ¢ =1,Y413,7 =03, =1) firl <a<T—1t
Prigi=a)=q 1-Pr(i =1)3=1)

XIS P = L Y A =03 = 1) fira=T—1

0 sonst.

2.7)
Ist = T — 2 lasst sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von ¢ ¥ k € % schreiben als

Pr(3 =13 =1) fiira = 1
Pr(¢f=a)=< 1—Pr(3"' =13 =1) fira=T—1 (2.8)
0 sonst .

SchlieBlich gilt fiirr =7 — 1, ¢/ = 1 Vk € % und ¢ wird definiert mit ¢/ =0Vke %.

Fiir T — oo ist E(¢y) die zu erwartende Zeit, die bis zur nichsten Selektion des k-ten
Elements verstreicht, wenn dieses gerade zum Zeitpunkt # ausgewihlt wurde. Pr(¢; =
T —1) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das k-te Element nicht wieder im Beob-
achtungszeitraum gezogen wird oder genau zum Zeitpunkt 7 — ¢t wieder gezogen wird.
Zudem ist (P,? = é,?, die Verteilung von ¢),? ist gegeben durch

Pr(3;=1) fira=1
a—1
Pr(3¢=1, Y 73,=0) firl<a<T
Pr(¢l? =a)= T =
Pr(Y J3,=0) fira=T
i=1
0 sonst.

Die Verteilung von y; gehort zu den zentralen Eigenschaften des Liangsschnittdesigns.
So ldsst sich beispielsweise ﬂ,i’” hieraus ableiten. Angenommen, Element k£ wird zu
den Zeitpunkten 7 und u, mit ¢ < u, ausgewihlt und zwischen diesen weitere zweimal,
jeweils zu den Zeitpunkten 7 + a; und t 4 a; + a>. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses
Ereignis ldsst sich schreiben als

MPr(§f = a))Pr(¢, "' = a|¢f = a))Pr(p, " " =as3|¢, " =a),  (2.9)

dabei entspricht a3 der Zeit von der Auswahlin t+a; +ap bisu, d.h. t+a; +a> +az =
u. So lasst sich n,i’“ bestimmen als die Summe der Wahrscheinlichkeiten aller Kom-
binationen von Ziehungen von k, welche gegeben dessen Ziehung in ¢ dazu fiihren,
auch in u > ¢ ausgewihlt zu werden. Hierzu werden alle Kombinationen von natiir-
lichen Zahlen, deren Summe gleich u — ¢ ist, dargestellt als Mengen von m-Tupeln
d=(ay,...,am),mitm=1,..., (u—t),

{%i}izl,l...,(uft) mit Q/i{ﬁ|&'€Ni,Zajut}.

Jj=1
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Somit gilt fiir t < u < T und 77:,’(’" >0,

m" = mPr(¢p =u—t)

u—t
+1(w—>1Y ( Y wPr(g=ar) (2.10)
i=2 \gewi
d +xi)ay +¥i 2 ay
[1Pr(or =" =ajlg, :a,,)> ;

J=2

mit ag = 0. Das heift, fiir alle Stichproben mit gemeinsamen Elementen ldsst sich n,i’“
durch die Verteilungen der Zeit zwischen wiederholten Ziehungen von k beschreiben.
Falls u = T muss noch eine entspreche;nde Fallunterscheidung vorgenommen werden
zwischen 37 = 1 und 37 =0, fiir ¢£+Zl\,1:111v =T—tm=1,..., (u—1)).

Die Darstellung in (2.10) mag nicht sehr praktikabel erscheinen, wenn viele der in
Betracht gezogenen Ziehungskombination von k, auch auf Grund der Stichprobenko-
ordination, eine Wahrscheinlichkeit von Null aufweisen. Jedoch kann es gerade bei
Liangsschnittdesigns mit kleinen Tridgern einfacher sein, eine Regel zur sequenziellen
Bestimmung aller moglichen Ziehungskombination aufzustellen, jeweils in Abhéngig-
keit zur den vorangegangen Ziehungen, als einen analytischen Ausdruck fiir 71:,1’” zu
finden.

In Anlehnung an die Definition von ¢; kann auch die Zeit betrachtet die seit der letz-
ten Ziehung von Element k vergangen ist, wenn es gerade zum Zeitpunkt ¢ gezogen
wiirde. Hierfiir soll die Zufallsvariable x; die Zeit sein die seit der letzten Ziehung von
k vergangen ist, gegeben J} = 1. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von x;, fiir ¢ > 3
YV k € % ist gegeben durch

Pr(3 =13t =1) fira=1
Pr(3 " =1,X5213,  =0[3, = 1) firl <a<t—1
Prii=a)=3 1-Pr(3 ' =13 =1)
+Y PO = 1LY 0 =03 = 1) fira=1—1
0 sonst.
(2.11)
Fiir r = 3 gilt
Pr(3 ' =13, =1) fira=1

Prif=a)={ 1-Pr(3 ' =13 =1) fira=2 2.12)

0 sonst.

SchlieBlich ist x7 = 1V k € % und x; wird definiert mit 3 =0V k € %.

2.3 Verfahren zur Koordination von Stichproben

Die meisten Verfahren zur Koordination von Zufallsstichproben lassen sich durch eine
der folgenden zwei Vorgehensweisen charakterisieren:
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Typ A. Es werden die Querschnittdesigns p'(-) fiir alle Perioden in .7 festgelegt. Da-
nach wird eine Koordination gewihlt, die zuldssig ist, d.h. unabhingig vom Léngs-
schnittdesign miissen die gewihlten Querschnittdesigns (nach Moglichkeit) erhalten
bleiben.

Typ B. Es werden die Lingsschnittdesigns py(-) fiir alle Elemente in % festgelegt.
Die direkte Gestaltung der Querschnittdesigns entfdllt, denn diese ergibt sich aus der
Umsetzung der einzelnen Langsschnittdesigns.

Bei Verfahren vom Typ A muss ein gemeinsames Design p(-) gefunden werden, das
mit den Querschnittdesigns vereinbar ist, d.h.

PE=%Y ... Y Y .Y ps) vies.

sle.71 si-legt—1g+lc g1+l §sTe.7T

Zur Ziehung von §' kann jedes beliebige Querschnittdesign p'(-) umgesetzt werden.
Fiir alle folgenden Stichproben 8’ mit r = 2, ..., T sind fiir einen strikt sequentiellen
Ziehungsalgorithmus die bedingten Querschnittdesigns

Pr(s,...,5)
toatgt—1 7y — ) )
PRS0 = gt 51y

zu bestimmen.

Ein Verfahren vom Typ A findet sich in Matei & Tillé (2005b) und Matei & Skinner
(2009), die eine Methode zur Bestimmung eines gemeinsamen Designs unter Vorga-
be zweier Querschnittdesigns p’(.) und p"(.) beschreiben. Die Koordination besteht
hier in der Maximierung bzw. Minimierung des Erwartungswerts von n'-*. Es wird mit
Hilfe eines Iterativ Proportional Fitting (IPF) Algorithmus versucht, ein gemeinsames
Design zu finden, welches eine negative oder eine positive Koordination einschlief3t.
Den Ausgangspunkt bildet hierbei die Matrix A = (a;;) der Dimension m' x m", mit
aij = p'(57)p"(s), wobei 5] hier fiir die i-te Stichprobe aus dem Triger .7 steht und
5 J” entsprechend. Matei & Tillé (2005b) geben eine Regel an, nach welcher entschieden
wird, welche gemeinsame Stichproben S = (57, 5) zugelassen sind, wenn der Erwar-
tungswert von n"** maximiert bzw. minimiert werden soll. Fiir alle Kombinationen 57
und 3}4, die verworfen werden, wird a;; gleich Null gesetzt. Danach wird auf A ein
IPF Algorithmus angewendet, um die Werte der Zellen mit a;; > 0 derart zu veréindern,
dass die Reihen- und Spaltensummen mit den Querschnittdesigns p’(-) bzw. p“(-) liber-
einstimmen. Des Weiteren geben Matei & Tillé (2005b) noch Bedingungen an, unter
denen das Maximum bzw. Minimum von n’:* erreicht werden kann. Die Ziehung der
Stichproben kann wie folgt durchgefiihrt werden: 5’ wird nach p'(.) ausgewéhlt und 5"
wird fiir §” = 5* nach dem Design

§u|§t) _ p(S)

p( =
8| ey (3=11) P(S)

gezogen.

Die Bestimmung des gemeinsamen Designs mittels IPF hat den Vorteil, dass der Algo-
rithmus einfach zu implementieren ist und schnell konvergiert, im Gegensatz zur linea-
ren Programmierung, einem ebenfalls in der Literatur diskutierten Ansatz zur Losung
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des Koordinationsproblems. Zudem sind auch andere Koordinationen, die zwischen der
Maximierung und Minimierung des Erwartungswerts von n’- liegen, umsetzbar. Wenn
beispielsweise eine feste Uberlappung gewiinscht ist, werden nur gemeinsame Stich-
proben zugelassen, die diese Uberlappung aufweisen. Fiir alle anderen wird g; =0
gesetzt. Voraussetzung fiir die Durchfiihrung des IPF ist, dass vor dem Start des Algo-
rithmus keine Reihen oder Spaltensumme in A Null sein diirfen, was dem Ausschluss
einer Querschnittstichprobe gleichkommen wiirde.

Das durch den IPF erzeugte gemeinsame Design ist jedoch weder stickt noch schwach
sequenziell, da fiir # < u zur Ziehung von §' das Design p"(.) bekannt sein muss und
umgekehrt. Ein weiterer Nachteil des Verfahrens lieget bei der Notwendigkeit, alle
Stichproben der Querschnittdesigns zu nummerieren, was die Anwendbarkeit auf klei-
ne Populationen bzw. kleine Triger der Querschnittdesigns beschrinkt. Zudem konver-
giert der IPF Algorithmus bei einer diinn besetzten Matrix A moglicherweise nicht. In
diesem Fall miissen um von Null verschiedene Werte fiir die unzuldssigen Kombinatio-
nen in A verwendet werden, wobei diese so nahe an Null wie moglich gewihlt werden
sollten.

Verfahren vom Typ B bieten die Moglichkeit, ein Rotationsschema direkt und individu-
ell fiir jede Beobachtung in % festzulegen. Die allgemeine Form eines Algorithmus zur
Umsetzung von strikt sequenziellen Langsschnittdesigns wurde von Nedyalkova et al.
(2009, S.275), beschrieben. Die erste Querschnittstichprobe §! wird als Poisson Stich-
probe (Hajek, 1964, S. 1493) gezogen. Fiir alle folgenden Erhebungszeitpunkte werden
jeweils die bedingten Inklusionswahrscheinlichkeiten ﬂ,’{‘t_l""’l = Pr(J), = 1\35{’1 =

I,’(’l ;... I} =1} fiir alle k € %" berechnet. Die Ziehung erfolgt wiederum als Poisson

Stichprobe, mit 7, = 1 wenn , < 7" und 7, = 0 sonst und u, ~ Unif(0, 1). Tns-

besondere systematische Lingsschnittdesigns® lassen sich so umsetzten, dass ul, sich
als eine lineare Transformation von u,ﬁ darstellen lasst (Nedyalkova et al., 2009).

Ein systematisches Design eignet sich oft besonderes gut als Langsschnittdesign, wenn
eine negative Koordination fiir eine Reihe aufeinander folgende Beobachtungszeit-
punkte erwiinscht ist. Diese haben aufgrund ihres, im Vergleich zur einfachen Zufalls-
stichprobe oder Poisson Stichprobe, besonders kleinen Tridgers die Eigenschaft den
Abstand zur nichstmoglichen Ziehung min(¢f) zu maximieren. In diesem Zusammen-
hang wird ein systematisches Design auch als minimales Triger Design bezeichnet.
Dies bedeutet, dass unter der Annahme eines fixen Stichprobenumfangs es unter al-
len Designs mit gleichen Inklusionswahrscheinlichkeiten erster Ordnung den kleinsten
moglichen Tréiger hat (Qualité, 2009, Kapitel 2). Nedyalkova et al. (2009, S. 278) gege-
ben Algorithmus 1 an als eine mogliche Selektionsmethode fiir ein strikt sequenzielles
Langsschnittdesign, das sich als geordnetes systematisches Design darstellt. Dabei
folgt Algorithmus 1 den gleichen Regeln wie sie Tillé (2006, S. 124) zur Umsetzung
eines geordneten systematischem Designs angibt. Der Unterschied ist, dass hier Zeit-
punkte ausgewihlt werden und nicht Elemente.

Fir V{ =Y, 7t,’(' hat das Langsschnittdesign, wie es von Algorithmus 1 umgesetzt
wird, nur im Fall von VkT = ng, mit n; € N, einen festen Stichprobenumfang. Anson-
sten gilt n = |V, | oder ng = [V/']. Zudem gilt fiir jede ganze Zahl j mit j < V/, dass
0 < j <Yl womit n fiir beliebig lange Zichungszeitriume eine kontrollierba-
re Obergrenze hat (Nedyalkova et al., 2009, S.278). In Algorithmus 1 gilt durch die

3Fiir eine Ubersicht zur systematischen Ziehung von Stichproben siehe Sirndal et al. (1992)
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Algorithmus 1 Strikt sequenzielle systematische Stichprobenziehung
1: for k=1,...,Ndo

2: #Kumulative Summe der Inklusionswahrscheinlichkeiten bis Zeitpunkt ¢
3 Vi flkt):= L fure>0
0 sonst
4: uy + Unif(0, 1)
5: fortr=1,...,T do
6: if 3j > 0, mit j € Ny, so dass, Vk’*1 <ug+ j <V} then
7: L1
8: else
9: I,i ~0
10: end if
11: end for
12: end for

Verwendung einer sog. Permanent Random Number (PRN) uy in Zeile 1.4%, fiir je-
des Element k € %, u, = uf( vVt € 7. Somit sind durch die Bestimmung von uy alle
Selektionen des k-ten Elements im Beobachtungszeitraum festgelegt. Die Michtigkeit
des Trigers ist iiber card({v} }/=1,..,7) = m, mit vi, =V} mod 1, d.h. also die Anzahl
wohl unterscheidbarer Werte v}, bestimmbar. Wenn v,(f) die 7-te geordnete Statistik von
vi,t =1,...,T, ist, so kann das Intervall [0,1) in m+ 1 nicht leere und nicht iiberlap-

pende Intervalle

0,9y, v W)l plmy m g 2.13)
unterteilt werden. Jedes Intervall mit u; € [v,(;_l),v,(f)) korrespondiert eindeutig mit
einer Stichprobe 5}, und seine Linge entspricht py(5;) (Qualité, 2009, Kapitel 2). Somit
ist im Falle eines systematischen Lingsschnittdesigns dessen Triger my; gegeben mit

my, = m+ 1. Fiir ein konstantes n; ist my < T, da v,{ modl1=0= v,El). Bei variablen
npistm, < T+ 1.

Viele der in der Praxis durchgefiihrten Rotationsstichproben verwenden ein Verfahren,
das sich am besten durch eine Koordination vom Typ A beschreiben lédsst. Dies ist
oft dadurch begriindet, dass bei den meisten wiederholt stattfindenden Erhebungen die
Querschnittanalyse der Population den hochsten Stellenwert einnimmt und eine mog-
liche Léangsschnittanalyse diesem Aspekt untergeordnet wird. Dies fiithrt meist dazu,
dass bei der Gestaltung einer Erhebung die Querschnittdesigns im Vordergrund stehen
und die Koordination der Querschnittstichproben dies respektieren soll.

2.4 Algorithmen zur Koordination von Querschnittstich-
proben

Im Folgenden werden einige Algorithmen zur Ziehung koordinierter Querschnittstich-
proben sowie die sich daraus ergebenden Lingsschnittdesigns und Inklusionswahr-
scheinlichkeiten beschrieben.

4Zeile n.m, bezieht sich auf die m-te Zeile, des n-ten Algorithmus.
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2.4.1 Koordinierte Poisson Stichproben

Brewer et al. (1972) prisentieren ein Verfahren zur Koordination von Poisson Stich-
proben wie sie von Hdjek (1964, S. 1493) beschrieben werden. Die Vorgehensweise
ist leicht zu implementieren. Aufgrund der Verwendung eines Poisson Designs las-
sen sich auch ungleiche Inklusionswahrscheinlichkeiten einfach realisieren. Zunéchst
wird eine gleichverteilte Zufallsvariable u} ~ Unif(0, 1) fiir jedes Element in der Po-
pulation unabhiingig voneinander erstellt. Die erste Poisson Stichprobe wird nach der
Regel 3, =1V u,l < 77:k1, sonst 3,1 = 0, gezogen. Alle folgenden Ziehungen werden
iiber die Konstruktion einer neuen Variable i, V k € % koordiniert. Die Ziehung von
8" erfolgt wiederum nach einem Poisson Design, d.h. J) = 1V u}, < & sonst Jj = 0.
Eine positive Koordination fiir Element k zwischen Zeitpunkt ¢t und « kann durch eine
positive Korrelation zwischen uj, und uj erreicht werden. Entsprechendes gilt fiir eine
negative Koordination. Beispielsweise wiirde #}"! = (a+u%) mod 1, mita+u} > 1 zu
einer negativen und fiir a + uj < 1 zu einer positiven Koordination fiihren. Algorith-
mus 2 implementiert eine negative Koordination fiir aufeinander folgende Ziehungen
von Poisson Stichproben, (Nedyalkova et al., 2009, S. 283). Dabei wird dieser fiir alle
Elemente im Ziehungsrahmen unabhingig voneinander angewendet. Die Koordinati-

Algorithmus 2 Koordination von Poisson Stichproben

1: u) + Unif(0, 1)
2 ifu} < 7! then
30 I+

4: else

55 II+0
6: end if
7

8

9

cfort=2,...,T do
(' =71 mod 1
if ) < m; then

10: I]t( —1
11: else

12: I <0
13: end if

14: end for

onsvariable u in Zeile 2.8 stellt sich dabei als eine lineare Transformation von u,i in
Zeile 2.1 dar. Beispielsweise gilt fiir u} < 7}, sowie 71} + 77 < 1 und 7} +#7 + 7} > 1,
dass uf = 1+uj — m! und u} = 1+uj —m! —7%. Somit ist I7 = 0 und I} = 1, wenn
u}( < 717k1 + 77:,3 + 717,? — 1. In der Tat ist das Langsschnittdesign, welches sich aus Algorith-
mus 2 ableitet, ein systematisches. Die beiden Algorithmen 1 und 2 setzen demnach fiir
gleiche Inklusionswahrscheinlichkeiten 7, (k=1,...,N;t=1,..., T) das identische
gemeinsame Design um.

Zur Berechnung der Inklusionswahrscheinlichkeit 717;("“ kann es wegen des kleinen Tri-
gers des Langsschnittdesigns praktikabel sein, dies direkt tiber die Nummerierung aller
my, Stichproben zu tun, so dass

ﬂ]i’u: Z I]iI]?pk(Ek) .
Eke.Sﬁk
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Die Identifizierung aller Stichproben kann dabei durch die in Gleichung (2.13) be-
schriebenen Intervalle erfolgen (Qualité, 2009, S.38). Aufgrund des kleinen Triger
bzw. der negativen Koordination ist nicht auszuschlielen, dass einige 717,[("“ gleich Null
sind, was jedoch mit Blick auf das Rotationsschema durchaus erwiinscht sein kann.
Wegen der Unabhiingigkeit der Lingsschnittdesigns py(.) und p;(.) gilt zudem,

M1 =M

fou ot U
m=mm

Um den Wertebereich von ¢; anzugeben, muss der erste mogliche Ziehungszeitpunkt,
v und der letzte mégliche, w), bestimmt werden. Hierzu werden zunichst die Mengen
7,/ und #}! bestimmt mit

'y
K ={di|a, NV +1<V 1 <d <T}
und t
W ={d|d NV +1 <V 1 <a <T}.
Somit ist

Vv, = w;, =
k T sonst v Tk T sonst

; { min(¥) fir 7 #0 ; { min(#}!)  fir ¥ #0

Da es zwischen den Zeitpunkten v{ und w}, hochstens eine Ziechung geben kann, ist die
Wahrscheinlichkeitsverteilung von ¢y fiir vi, # w), gegeben durch:

v
”k - !
p firx=v, —t
v +1
m " - /
(x) = - firx=v,—t+1
W¢]z X) = TCk
ti
wi—1 T~ .
I—Zi:"W,k Lt fir wi —t
k

Bei gegebenem u,i in Zeile 2.1 ist ¢; deterministisch.

Aufgrund der voneinander unabhingigen Lingsschnittdesigns kann Algorithmus 2 ein-
fach auf den Fall einer sich verdndernden Population angepasst werden. Hierzu wird
fiir jedes zum Zeitpunkt o geborene Element & ein u* ~ Unif(0, 1) bestimmt. Der Al-
gorithmus wird fiir dieses Element mit einem Startzeitpunkt = « ausgefiihrt. Fiir alle
Elemente k, die in @ die Population verlassen, ist jﬁc =0 fiir alle t > ®. Zu- und Ab-
ginge der Population konnen somit zwar zu Verdnderungen der zu erwartenden Stich-
probenumfinge E(n;) und E(n) fithren, jedoch haben diese dariiber hinaus keinen
Einfluss auf die Eigenschaft des Querschnitt- und Lingsschnittdesigns.

2.4.2 Koordinierte einfache Zufallsstichproben bei nicht verinder-
lichen Populationen

Algorithmus 3 stellt ein Verfahren zur Koordination von einfachen Zufallsstichproben
als Querschnittdesign dar. Die Koordination zu jedem Zeitpunkt erfolgt iiber die Ord-

nung aller Elemente in der Population mittels der Ordnungsstatistik Of( 0 ,0’<2> yees 70t( )
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Algorithmus 3 Koordination mittels Ordnungsstatistik

1: 02 + 0V k € % #Initialisierung der Koordinationsvariable

2: 8%+ (o, ...,02, cno) T

3: forr € 7 do

4: L~ O0Vke¥

5: KV« card({o ke %Y)

6: 52/(’1.)‘1<—{k\k6%,0’(;)1:i} (i=1,....,K")

7. fi(x) <X, card(oi/é.)*l)

8: g'(y) « max({x|Jx e N, f'(x) < y})

9: 5"* < SRS aus %;?(L’)+l) der GroBe n' — f'(g'(n"))

00 Ko 1vkeUly !

< T
11: S (I, .., Yy

I i

13: 3"« h((5',...,5"),0" 1, ©) #Aktualisierung der Koordinationsvariable

14: end for

einer sog. Koordinationsvariable o} ,05,... ,0}. Fiir 3" = 5" ist o} = o] fiiralle k € % .

Vor der Ziehung in ¢ = 1 besitzen alle Elemente die gleich Ordnung, bzw. der Wert der
Koordinationsvariablen ist gleich fiir alle Elemente in der Population.

Zu jedem Zeitpunkt 7 lisst sich die Ziehung der Stichprobe 8’ wie folgt beschreiben:
Ist 02/{[)* V= {kke %, O’(;)l =i}, d.h. die Menge von Elementen mit der i-t hdchsten
Auspriagung der Koordinationsvariable vor der Ziehung der Stichprobe in 7,

werden n' Elemente aus %(’1;' mittels einer einfache Zufallsstichprobe ausge-
wihlt,

ist 9/(’1;1 zu klein, wird der Rest aus %(’2;1 gezogen,

reichen ?/(’1;1 und %(’2;1 nicht aus, wird der Rest aus der %(’3) gezogen, Usw..

Diese Vorgehensweise wird entsprechend fortgesetzt, bis n’ Elemente entnom-
men sind.

Es werden demnach alle k € |J;_,; @/(f)’ ! mit Sicherheit zum Zeitpunkt  ausgewihlt
werden, wobei v die kleinste natiirliche Zahl ist, fur die gilt Y.7_, card (%(tl)_ h <.
Des Weiteren werden n’ — card(|J}_, %(i)* 1Y Elemente mittels einer einfachen Zufalls-
stichprobe aus der Menge 62/{};11) gezogen. Ist die Stichprobe gezogen, werden in

Zeile 3.13 die Werte der Koordinationsvariable neu bestimmt. Die Funktion /2 mit
R((5',...,5),071, @) : (RV! RN RN*) s RN, beschreibt dabei den Zusammen-
hang zwischen den Werten der Koordinationsvariable in ¢t — 1, der Stichprobe in ¢ und
einem frei wihlbaren Parameter ©.
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Koordination iiber die Zeit auBerhalb der Stichprobe

Algorithmus 3 eignet sich insbesondere zur Umsetzung einer negativen Koordinati-
on zwischen benachbarten Beobachtungszeitpunkten mit einem grotmoglichen Min-
destabstand. Die negative Koordination kommt dadurch zum Ausdruck, dass 7'5,’(’“ =

0 fiir |t — u| € [min(¢,u) — vg; min(t, u) + wi], mit wy = mm(q&,f““’“)) —1 und vy =
min(x,imn(““)) +1.

Hierzu werden beispielsweise allen Elementen k, die zum Zeitpunkt # gezogen wurden,
entsprechend kleine Werte o} zugeordnet. Fiir jeden Zeitpunkt, in dem ein Element
nicht ausgewéhlt wird, steigt der Wert der Koordinationsvariable wieder an. Fiir eine
Koordination mit o} = p}, wobei p die Zeit ist, die ein Element k nach der Ziehung
zum Zeitpunkt ¢# auBerhalb der Stichprobe verbracht hat, wird Funktion 4 in Zeile 3.13
definiert wie in (2.14) beschrieben.

3 =h(GE,...,5),87",0)=hE",6"") :=diag(1—-5) (@' +1) (2.14)

Algorithmus 3 setzt als Querschnittdesign eine einfache Zufallsstichprobe fiir jeden

foot .
Zeitpunkt 7 € 7 um. Dementsprechend ist 7} = % und 7} | = 'I’VE;’\,_ 11 )) . Wenn die Menge

unterscheidbarer Werte der Koordinationsvariablen zu jedem Zeitpunkt t #" = {0} |k €

U} ist, sowie 42/( = {k\k cew 0( K = }, dann gilt U¥' %(i) =9, mit card( ") =

K'. Des Weiteren ist Pr({k € %'}) =

N) , mit N(tl.) = card(%(i.)). Hieraus folgt, dass

Kr
=Y Pr(Jy =1k € %) Pr({k € %)})
K' card(s' N JZ/(tl)) Nfl.)

t
N, N

2.15)

=3 -

als auch, dass

K' K'

nkl—ZZPr<Jk3’_l|{ke% }ﬁ{le%)})Pr({ke% yn{le, })

i=1j=1

KK Ng,)NE ) card (' N 02/<’.>)card(b’ N 52/(’.))
=23 Y yov= N :
SSNN =) NN
i>j
+§’Nfi) (N’l.) —1) card (¥ N U ) (card (&' N @/(’l)) —1)
~ N(N-1) Ny (NG = 1)
_n(n 1)
CN(N-1)

(2.16)

Das Léngsschnittdesign von Algorithmus 3 mit (2.14) stellt eine Art von systemati-
schem Design dar, das jedoch in Abhéngigkeit von T einen groeren Triger aufweisen
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kann als ein geordnetes systematisches Design, wie es durch Algorithmus 1 umge-
setzt ist. Algorithmus 4 setzt dieses Langsschnittdesign unabhéngig fiir N Elemente
um. Im Unterschied zu dem systematischem Léngsschnittdesign liegen hier nach der
ersten Ziehung eines Elements nicht gleichzeitig alle weiteren Ziehungen fest. Zwar
wird auch hier das k-te Element zum ersten Mal genau zum Zeitpunkt ¢ ausgewihlt,
wenn th’I < uy < V[ fiir uy ~ Unif(0, 1) gilt. Die nichste Ziehung erfolgt jedoch zum
Zeitpunkt ¢ +a wenn Vk’“‘*1 <up <V mit up ~ Unif(Vk’*l +1;V} + 1). Dieser
Vorgang wird, mit jeweils neuen Grenzen fiir die gleichverteilte Zufallsvariable wie-
derholt, bis u,, 11 > VkT. Im Allgemeinen ist der Stichprobenumfang n; des Designs
eine Zufallsvariable mit E (ng) = ¥ 7.

Algorithmus 4 Lingsschnittdesign fiir Koordination tiber die Zeit aulerhalb der Stich-
probe

1: for k=1,...,Ndo

2 Vi flkt) = Lim fure>0
0 sonst

3 L« 0vVteT

4 u+ Unif(0, 1)

50 i {ilieN, VT <u<Vi}

6: if i # 0 then

7

8

9

I 1
end if

: NEXT < TRUE
10: while NEXT do
1: ve Vil we Vi
12: u < Unif(v, w)
13: j<—{j|jeN,Vk”1§u<ka}
14: if j # 0 then
15: I 1
16: end if
17: if u >V then
18: NEXT < FALSE
19: end if
20: i+
21: end while
2 S (LI
23: end for

Beispiel 2.11. Um die Algorithmen 3 mit (2.14) und 4 zu illustrieren, wird im Fol-
genden eine Population mit N = 16 Elementen betrachtet, die zu T = 15 Zeitpunkten
beobachtet werden soll. Die Stichprobenumfinge der Querschnittstichproben n’ und
die kumulierten Inklusionswahrscheinlichkeiten V; = V' = Y'in /N sind in Tabelle 2.1
dargestellt.

Tabelle 2.1: n' und V/

t ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
n' | 200 4.00 3.00 2.00 400 400 400 3.00 2.00 3.00 4.00 3.00 4.00 4.00 3.00
Vi 1012 038 056 0.69 094 1.19 144 1.62 175 194 219 238 2.62 288 3.06

27



Tabelle 2.2 stellt die Werte der Koordinationsvariable fiir alle 16 Elemente der Popu-
lation, in einer absteigenden Ordnung, vor der Stichprobenziehung zu den jeweiligen
Zeitpunkten dar. Der Rang blau umrahmter Werte entspricht dem Stichprobenumfang
in der jeweiligen Periode. Kommt der blau umrahmte Wert mehr als einmal in der Pe-
riode vor, so wird eine Stichprobe aus der Menge der Elemente, die zu diesen Werten
korrespondieren, gezogen. Der Umfang dieser Stichprobe entspricht in den ersten fiinf
Perioden ' (t = 1,2,3,4,5). In der sechsten Periode n® — 3 und in der siebten n’ — 3,
usw.. Die Haufigkeiten der Koordinationsvariablen in Tabelle 2.2 sind unabhingig von
der Stichprobenziehung, d.h. Tabelle 2.2 hat fiir alle gemeinsamen Stichproben die
gleiche Form.

Tabelle 2.2: Werte der Koordinationsvariable fiir o} = p}

~
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Ein moglicher Ablauf von Algorithmus 4 kann wie folgt beschrieben werden. Wenn
die gleichverteilte Zufallsvariable in Zeile 4.4 den Wert u' = 0,0513 annimmt, kénnen
die Auswahlregeln, wie sie Abbildung 2.1 dargestellt, wie folgt aussehen:

VO <u' < V!, Auswahlint = 1;

* u~Unif(1, V! +1) in Zeile 4.12;

o fiir u = u? = 1,055629, Auswahl in7 = 6, da V) <u? <V$;
 u~Unif(VZ 41,V +1) in Zeile 4.12;

e fiiru =u® =2,056221, Auswahlint = 11, da V|!® <uz < V!!;
o u~Unif(V®+1, V! +1) in Zeile 4.12;

o fiir u = u* = 3,148989, keine weitere Auswahl, da u* > VI
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Abbildung 2.1: Lingsschnittstichprobe mit Koordination tiber die Zeit aulerhalb der
Stichprobe
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Es kann angemerkt werden, dass Algorithmus 4 fiir beliebige Inklusionswahrschein-
lichkeiten angewendet werden kann, wobei sich als Querschnittdesigns immer ein Pois-
son Design mit E(n') = Y¥ @ und V(n’) = ¥, 7l (1 — ), ergibt. Des Weiteren
ist aufgrund der voneinander unabhingigen Ziehungen der einzelnen Elemente 7} , =
) und 7Y = m.

Die Inklusionswahrscheinlichkeiten 77:]';’“ unter Algorithmus 3 mit (2.14) lassen sich
analytisch in keiner geschlossenen Form darstellen. Fiir konstante Stichprobenumfzinge
der Querschnittstichproben iiber den Beobachtungszeitraum ist dies jedoch in einer ein-
fachen Form moglich. Darum soll im Folgenden zur weiteren Beschreibung des durch
Algorithmus 3 und (2.14) implementieren Designs zunichst von folgendem Spezialfall
ausgegangen werden, dass

n=n VteJ. 2.17)

Unter der Annahme von (2.17) gilt, & = & = n/N. Des Weiteren sei r = [N /n], also
die kleinste natiirliche Zahl, fiir die gilt r > 1. Die Zufallsvariable q),é, firt <T—r,
hat somit eine Bernoulli-Verteilung und ihre Wahrscheinlichkeitsfunktion w (x|p) ist
gegeben durch

p flirx=r—1
w¢kr(x|p): l—p fiurx=r ) (2.18)
0 sonst
. m—N
mit =p

n

Firt > T —rist Pr(¢; = T —t) = 1. Daraus folgt, dass nach der Selektion eines Ele-
ments dieses mindestens in » — 1 und hochstens in r Zeitpunkten wieder in die Stich-
probe gelangen kann bzw. muss. Nach jeder Ziehung von k in ¢, fiir 7 —¢ > r ergeben
sich jeweils zwei weitere mogliche Langsschnittstichproben. Dies bedeutet, dass der
Trager des Designs in Algorithmus 4 unter der Annahme von (2.17) fiir hinreichend
groBe T grofer als T bzw. T + 1 werden kann. Nur fiir 7 < r ist card(.#}) = T sicher.
So wird sich card ({5 € .#|I} = 1}) mit steigendem T alle r Zeitpunkte verdoppeln.
Entsprechendes gilt auch fiir die Menge der Stichproben, welche k zum ersten Mal in
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t =2, ..., reinschlieBen. Fiir den Fall, dass N durch n teilbar ist, gilt Pr(¢; =N /n) =1
und damit card(.%}) = N/n wenn T > r, sonst ist ebenfalls card(.%;) = T.

Unter (2.17) kann die daraus folgende Verteilung von ¢f ¥V k € % in (2.18) zur Be-

stimmung von 7" V t.u € 7 genutzt werden. Hierzu wird zunichst 7rk1 “Yue T
bestimmt. So ist

. . n
Dpsi(1—p)i il fir o/ #0
ml’"{ LI Wpri=p)yg fird 20 (2.19)
0 sonst
mit &/ = {i e N|[“L] <i<|%H|}undx; = —(u—1)+ir.

Dabei lisst sich das Ergebnis in (2.19) wie folgt demonstrieren. Fiir alle # > 2 mit
7, " > 0 existiert ein (x,y) € N2, so dass

c=xa+yb, (2.20)

mitc=u—1,a=r—1und b = r. Da (2.20) eine lineare diophantische Gleichung ist,
hat sie eine Losung fiir alle

b
(x,y)6{<xo+i , Yo —1 a >|ieZ},
ggT (a,b) 88T (a,b)

wobei (xo,yo) eine Partikularlosung von (2.20) ist (siehe hierzu Lemma von Bézout in
Meyberg, 1980, S.43). Da a und b teilerfremd sind, kann xy) = —c ,y9p = ¢ verwendet
werden. Somit ist die Gesamtheit aller Losungen von (2.20)

L ={(—c+ib,c—ia)li€ L}

Die Gesamtheit aller Losungen von (2.20) in N(z) ist

LNNE = {(c+ib,cia)|i€N, P‘rﬂ <i< L”lJ} .

r—1

Sei nun c in (2.20) gleich
c=ra+yb, (2.21)

wobei ¢ und 1y Zufallsvariablen sind und a, b wie in (2.20). Die Zufallsvariablen
und v beschreibt, wie héufig ein Element k, gegeben seiner Ziehung in # = 1, bis zum
Zeitpunkt u nach jeweils » — 1, bzw. nach jeweils r Zeitpunkten, gezogen wurde. Somit
ist nach (2.18)

X+y\ o
Pr(ien) =) = (1 )ty
woraus das Resultat in (2.19) folgt.

Alle weiteren 7", mit ¢ # 1, sind durch 7'[,:’“ gegeben, da n'* = gl fiir y =
2, ...,T gilt. Zudem ist ﬂ:;c’“ eine Konstante fiir alle k € 7 .
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In Anlehnung an Wood (2008) gilt fiir die Inklusionswahrscheinlichkeiten 71:,2’;', die
sich aus Anwendung von Algorithmus 3 mit (2.14) ergeben

m) =Pr(3,=1,3;=1)Pr(3} = 1|7} = 1)

+Pr(3, =1,3, =0)Pr(3¥ = 1|3/ = 0) und (2.22a)
n,i:’; =Pr(3¢ =1,3¢ = )Pr(3, = 1|3¢ = 1)
+Pr(3¢ =134 =0)Pr(J, = 1|34 =0), (2.22b)

Die Darstellungen in (2.22) basieren fiir # > ¢ > 1 auf den Annahmen, dass

J%) und (2.23a)

Pr(3¢ =1|3%, 7)) = Pr(3% = 1]7,
3, =1]3%) . (2.23b)

Pr(3 = 1]3¢, 37) = Pr(

Dabei folgt (2.22a) aus (2.23a) und (2.22b) aus (2.23b). Insbesondere ist unter der
Giiltigkeit von (2.23) '} = m"/, wie in (2.22) dargestellt.

Ein gemeinsames Design erfiillt (2.23a), wenn die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass
ein Element in Stichprobe §“ gelangt, geben §’, unabhiingig davon ist, ob ein anderes
Element zum Zeitpunkt ¢ gezogen wird oder nicht. (2.23b) ist erfiillt, wenn fiir §* ge-
geben, im Riickschluss sich fiir ein Element keine Einschriankungen seiner moglichen
Inklusion in 5’ ergeben, in Abhingigkeit von der Ziehung eines anderen Elements in
u. Wood (2008) fiihrt nur Bedingung (2.23a) an, jedoch ist Bedingung (2.23b) in Ein-
klang mit (2.23a). Denn héngt die Selektion eines Element nur von dessen eigener
Ziehungshistorie ab, so besteht im Riickblick auch keine Einschrinkung beziiglich der
Selektion eines anderen Elementes. Somit lassen sich die Bedingungen in (2.23) auch
interpretieren als

bzw.

Wood (2008) betrachtet den Fall von zwei aufeinander folgenden Beobachtungszeit-
punkten. Aus der Verallgemeinerung dieser Eigenschaft, dass die Ziehung eines Ele-
ments nur von der eigenen Ziehungshistorie, aber nicht von der eines anderen Elements
abhéngig ist, folgt, dass die nachstehenden Eigenschaften ebenfalls, fiir t < u gelten:

Pr(3 =R, 3 3 30 = PO =130 3
Pr(3¢ =132, o o, o2 ot 3 = Pr(3¢ = 1042, 3T L) (2.24a)

Pr(3¢ =113t 0, e L O = PO =0 L D)

Pr(3 = R|3, 377 = Pr(3, = 1|3
Pr(3, = 1|3, 32, 30 302 = pr(3l = 1|30, 30 (2.24b)

Pr(3 =13 o a3 = PO = 0 L )
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Ob Eigenschaften (2.23) erfiillt sind, lisst sich aus der Verteilung von ¢; und y; ablei-
ten. Fiir Algorithmus 3 mit (2.14) trifft dies zu, da ¢; = ¢" und y; = ¥’ , d.h. ¢; und x;
sind iid fiir alle k € % . (Die Annahme von (2.17) fiihrt dazu, dass ¢; diese Eigenschaft
auch fiir alle t € .7 besitzt.) Wood (2008) zeigt, das sich unter der Giiltigkeit von (2.23)

717;(;’ fiir # < u darstellen lssst als

. wenn 7} = 1
Lyu tu u__ olu It
my=q m" ,  (m-m)(m-m ) , (2.25)
’ ] 7 sonst
T (1-m)

Vk, € % und Vt,u € . Fiir t > u sind die Indices k und [ in (2.25) auf der rechten
Seite zu vertauschen.

Unter der Annahme von (2.17) ist somit

t,u t,unfl n tu n
mi=n v ()

_nZ—Nﬂ[t’"
CN(N—1)

(2.26)

Da hier N7, = E(n"") gilt, ist auch "} eine Konstante fiir alle k,/ € % und die
Inklusionswahrscheinlichkeiten in (2.26) und (2.19) lassen sich auch schreiben als

tu tu E(n"")

=m0 = N .27
2 t,u
t.u n —E(ﬂ ’ )
= 2.28
Tl T TNIN-T) (2:28)

Die Darstellungen in (2.27) und (2.28) entsprechen auch jenen von Tam (1984), welche
dieser fiir seinen sog. Sampling Plan A angibt.

Wird nun Annahme (2.17) fallen gelassen, hat dies zur Folge, dass der Wertebereich
von ¢, nicht weiter auf nur maximal zwei Werte beschrinkt ist. Die kleinstmogliche
Ausprigung von ¢y, v, und die groBtmogliche wj sind gegeben durch

4= {gmee s a2
mit ¥’ = {a|Va e{l,....,T—1}, inl“ >N}
i=0
und
= { e A0 e

a
mit #' = {aVaE{l,...,T—t},Zn’*’ ZN} )
i=1
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Die Wahrscheinlichkeitsfunktion von ¢f, W (x) ist

Ve t+i
Kon'T —N
min(1 Lizo - ) firx =14
_ v .
Wyt |\ X) = kot 231)
(P( ) ran +H_N ) (
¢ max(0, 1 Lizo — ) firx=v{+1
0 sonst
wenn wh —v; < 1
und
Vi i
72’ 0’ N fiir x = V!
nt Yk
nt+v§(+1
” firx=v, +1
Wt (x) = ] , (2.32)
¢k( ) - furx:\)?(—kj
’ I _ .
N— le_kl 1 nlti ) .
——=—— firx=w}
n
0 sonst

wenn wj, — Vi > 1.

Unter Verwendung der in (2.10) beschriebenen Beziehung ldsst sich 7':;{’", firu<T
bestimmen als

" = mPr(gf =u—1)

+1((u—1)> g( Z mPr( q)k—al)ﬁP (¢t+): “oa :aj)> , (2.33)

i=2 \aca! j=2

falls #" # 0 in (2.29), sonst ﬂ,i’” = 0. Die Vereinfachung des Zusammenhangs in (2.10)
durch die Verwendung der unbedingten Wahrscheinlichkeiten ist moglich, da in Algo-
rithmus 3 mit (2.14) die Verteilung von ¢, unabhingig ist von allen 3,1, . ,3?:'. Soist
hier beispielsweise

aj+ar—1

(¢t+a1 _ a2|¢]£ _ Cl1) Pr <~t+a]+(12 Z ,~l‘+]

a;—1
T =1, ZJ’*J 0,3 = )

Jj=
,~t+a1 _ 1)

Die Koordination richtet sich nur nach der Zeit, die seit der letzten Ziehung von k ver-
gangen ist. Es wird beispielsweise nicht beriicksichtigt, wie hiufig k vor dem Zeitpunkt

u1+a21
~+a1+a2 1+j _
—pr(3 Y

—P( t+ay _a2)-
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t schon gezogen wurde oder wie die Verteilung der Zeitabstinde zwischen diesen Zie-
hungen ausfallt.

Die Effizienz der Berechnung von n,i’” lisst sich steigern, indem nur die Tupel a € &7/,
i=2,...,u—t, betrachtet werden, fiir welche der zweite Term auf der rechten Seite
von (2.33) positiv ist. Ist ‘%)(P/i der Wertebereich von ¢, mit ‘%)d’i ={Vivi+1,.., W],

. . . vt VL t4wh .
lassen sich auch die Wertebereiche von ¢, *, ¢, * ..., ¢, * bestimmen. Entspre-

chendes gilt fiir

1 it

1+ 1+l I+
vty K vy, kgl vtw, K
¢k ’ ¢k ) et ¢k )
tvh 41 4 +1 149k +1
14y, K vy, K 14w, K
¢k 9 ¢k PR ¢k )
; t+w§{ ; t+w;\, ' t+w;{
1w+, t+witv, T+1 t+wy+wy
Oy ; O R, !
Algorithmus 5 bestimmt auf diese Weise die Wahrscheinlichkeiten aller moglichen
Teillangsschnittstichproben (J} = 1, 35{+17 RN 3%71, Ji = 1)", sowie aus deren Sum-
me "

Algorithmus 5 Algorithmus zur Bestimmung von 717;{’”

1 A1 Pl e ml

2 w050« 1

3. while any(A’ < u) do .

4: for j=1,..., length(A") do

0 A}

it vy £ wg then (v), g +1, ..., wy) else 1}
P woo (@i P

at' —at +o

end for

10: Ai+1 — (a‘H—l)
' J

D AR

j=1,...,length(A)

11: Pitl (—'i_+1) )
P j=1,...,length(A1)

12: i< i+1

13: for j=1,..., length(A") do

14: "« if A' = u then 7" + P! else 7"
15: end for

16: end while

Da auch bei ungleichen Stichprobenumfingen der Querschnittstichproben ¢ iid fiir
alle k € 7% ist, bleiben die Eigenschaften (2.23) fiir Algorithmus 3 mit (2.14) auch
erhalten. Somit ist nach (2.25)

n’n”—Nn,’(’”
NN=1)

tou
M1 =

(2.34)
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Beispiel 2.12. Zu Illustration der Inklusionswahrscheinlichkeiten des gemeinsamen
Designs unter Algorithmus 3 mit (2.14) sind diese fiir die gleichen Stichprobenum-
finge wie in Beispiel 2.11 (gegeben in Tabelle 2.1) hier berechnet. Tabellen 2.3 und
2.4 zeigen die Wahrscheinlichkeiten E (3¢3%) (t,u=1,...,T) YV k € % bzw. E (3{3})
(t,u=1,....,T) VkI €« k # 1. Dabei wurde E(jj(fi}:) nach Algorithmus 5 und
E (3’231") entsprechend (2.34) berechnet. Die Ergebnisse in beiden Tabellen 2.3 und
2.4 sind auf die zweite Nachkommastelle gerundet.

Tabelle 2.3: E (3;{3,’?) fiir Algorithmus 3 mit (2.14) und ' nach Tabelle 2.1

1 ~u
B (53¢ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

15

)
10,12 0,00 000 0,00 000 0,12 0,00 000 0,00 000 0,12 0,00 0,00 0,00
21000 025 000 0,00 000 006 0,19 000 0,00 000 006 0,14 005 0,00
31000 000 019 0,00 000 000 006 0,12 0,00 000 000 0,05 0,14 0,00
410,00 000 000 0,12 000 0,00 000 006 006 000 0,00 000 0,06 0,06
51000 000 000 000 025 000 000 000 006 0,19 000 000 0,00 0,19
60,12 006 000 0,00 000 025 000 000 000 000 025 0,00 000 0,00
710,00 0,19 006 0,00 000 000 025 000 0,00 000 000 0,19 006 0,00
81000 000 0,12 006 0,00 000 000 0,19 000 0,00 000 0,00 0,19 0,00
910,00 000 000 006 006 000 000 000 012 000 000 0,00 000 0,12
10 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,19 0,00 0,00 000 0,00 0,19 0,00 0,00 0,00 0,12
110,12 0,06 000 0,00 000 025 0,00 000 000 000 025 0,00 000 0,00
12 | 0,00 0,14 0,05 000 0,00 000 0,19 0,00 000 0,00 000 0,19 0,00 0,00
13 0,00 005 0,14 006 0,00 000 006 0,19 000 0,00 000 000 025 0,00
14 | 0,00 0,00 0,00 006 0,19 0,00 000 000 0,12 0,12 0,00 000 000 0,25
150,06 0,03 000 0,00 006 0,12 0,00 000 0,00 006 0,12 0,00 0,00 0,00

0,06
0,03
0,00
0,00
0,06
0,12
0,00
0,00
0,00
0,06
0,12
0,00
0,00
0,00
0,19

Tabelle 2.4: E (323}‘) (k # 1) fiir Algorithmus 3 mit (2.14) und n’ nach Tabelle 2.1

1 §u
E (3"3’ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

15

)
1001 003 003 002 003 003 003 003 002 003 003 003 003 0,03
21003 005 005 003 007 006 005 005 003 005 006 0,04 006 0,07
31003 005 003 003 005 005 005 003 003 004 005 0,03 004 0,05
41002 003 003 001 003 003 003 002 001 003 003 003 003 0,03
51003 007 005 003 005 007 007 005 003 004 007 005 007 0,05
61003 006 005 003 007 005 007 005 003 005 005 005 007 0,07
71003 005 005 003 007 007 005 005 003 005 007 004 006 0,07
81003 005 003 002 005 005 005 003 003 0,04 005 004 004 0,05
91002 003 003 001 003 003 003 003 001 003 003 003 003 003
10 | 0,03 0,05 0,04 0,03 004 005 005 004 003 003 005 0,04 005 0,04
11 1003 006 005 003 007 005 007 005 003 005 005 005 007 0,07
121 0,03 004 0,03 003 005 005 004 004 003 004 005 003 005 005
13 10,03 006 004 003 007 007 006 004 003 005 007 005 005 007
14 | 0,03 007 005 003 005 0,07 007 005 003 004 007 005 007 0,05
150,02 005 004 003 005 004 005 004 003 003 004 004 005 0,05

0,02
0,05
0,04
0,03
0,05
0,04
0,05
0,04
0,03
0,03
0,04
0,04
0,05
0,05
0,03

Koordination iiber die Zeit auBerhalb der Stichprobe und Belastung

Bei gegebenen Stichprobenumfingen der Querschnittstichproben maximiert Algorith-
mus 3 mit (2.14) den zu erwartenden Abstand zwischen zwei Selektionen eines Ele-
ments, d.h. E(n">") wird minimiert. Es wird jedoch nicht die Belastung eines Elements
zum jeweiligen Ziehungszeitpunkt mit 2% , wie in (2.5) beschrieben, beriicksichtigt.

35



Bei Algorithmus 3 mit (2.14) ist es moglich, dass fiir k # [, o = o} und b} < b]
dennoch der Fall eintreten kann, dass Pr(J3) = 1|3/ =1/"' ..., 3] = 1) > 0 sowie
Pr(3 =13, =17, ..., 3} =1I!) < 1 ist. Dies bedeutet, dass trotz der hoheren Bela-
stung des /-ten Elements dieses in ¢ ausgewihlt werden kann, wenn gleichzeitig das k-te
Element, trotz dessen niedrigerer Belastung, nicht ausgewihlt werden muss. So ist bei
Algorithmus 3 mit (2.14) ein hoheres 7' auch mit einer potentiellen Vergroerung des

Abstandes zwischen maximaler Belastung b, und minimaler Belastung b’ . eines
Elements verbunden, wobei

blax = max b} bl in = min b . 2.35

max o k min = o, k ( )

Eine Moglichkeit, die unterschiedliche Belastung der Elemente bei der Koordination zu
beriicksichtigen, ist, diese zu jedem Zeitpunkt aufsteigend nach p} zu ordnen und gege-
ben dieser Ordnung absteigend nach bj, zu sortieren. Die Koordination erfolgt so primar
tiber die Zeit auBerhalb der Stichprobe und gegeben dieser Zeit iiber die Belastung der
Elemente. Der Wert der Koordinationsvariable o} € Z kann bei dieser Ordnung durch

02 = (b);nax - binin + 1)132 - b;c

bestimmt werden. Diese Art von Koordination ldsst sich umsetzen, indem Funktion /&
in Zeile 3.13 definiert wird wie in (2.36) beschrieben.

h((E ..., 5),67,0)=h(E"...,5),67,G)
=t—1 4 71
(o ' . <t o +b 7t
= (bmax _bmin + 1) dlag(l — S ) (W + l) —b
wobei b’ die Hauptdiagonale der Matrix SG | ist,
mit S=("...,5).
(2.36)

Dabei ist © die N x ¢ Matrix der Erhebungsbelastungen G = [g}]i—1 __v-

Fiir den weiteren Verlauf der Arbeit wird davon ausgegangen, dass die zusitzliche Be-
lastung fiir jedes Element durch eine Erhebung zu allen Zeitpunkten die gleiche ist. So
wird festgelegt, dass

g=1 VkeuvteT. (2.37)
Somit gilt fiir Algorithmus 3 mit (2.36)
bt

max

—bl,<1Vte T . (2.38)

min
Dies bedeutet, dass zu jedem Zeitpunkt ein Teil der Population hdchstens einmal mehr

gezogen wiirde als der Rest. Zum Vergleich, fiir 4 nach (2.14) und unter der Annahme
von (2.17) sowie (2.37) ist

T-1 T
brj;lax < \‘m]J +1 und brjljlin > \‘IVN.IJ .

Gilt Bedingung (2.37), ist das durch Algorithmus 3 mit (2.36) umgesetzte Querschnitt-
design ebenfalls eine einfache Zufallsstichprobe und m; und 7 , konnen dargestellt
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werden wie in (2.15) und (2.16) beschrieben. Das Lingsschnittdesign von Algorith-
mus 3 mit (2.36) stellt sich in diesem Fall auch als eine Art von systematischem Design
dar, jedoch mit einem potentiell kleineren Tréger als im Falle der Koordination nach
(2.14). So schrinkt die Beachtung der Belastung bei der Koordination die minimale
und maximale Anzahl an Ziehungen iiber den Beobachtungszeitraum ein. Algorithmus
6 setzt dieses Liangsschnittdesign um. Im Unterschied zu Algorithmus 4 wird hier ei-
ne Fallunterscheidung getroffen, bevor der Wertebereich fiir die nichste zu ziehende
gleichverteilte Zufallsvariable bestimmt wird. Fiir den Fall, dass das zuletzt verwende-
te Intervall [V;~',V/] eine natiirliche Zahl einschlieBt, wird gepriift, ob Element k zur
Gruppe mit der hoheren oder niedrigeren Belastung gehort. Fiir Elemente aus der Grup-
pe mit der hoheren Belastung bildet diese natiirliche Zahl plus eins die Untergrenze und
fiir die Elemente aus der Gruppe mit der geringeren Belastung die Obergrenze des Wer-
tebereichs fiir die ndchste zu ziehende gleichverteilte Zufallsvariable. Dieses Vorgehen
stellt sicher, dass die Breite des Intervalls, das den Wertebereich der jeweils nichsten
gleichverteilten Zufallsvariable einschliet, der Anzahl der Elemente entspricht, die
den gleichen Rang aufweisen, wie Element k nach seiner letzten Ziehung.

Beispiel 2.13. Unter Verwendung der gleichen Population und Stichprobenumfinge
im Querschnitt wie in in Beispiel 2.11 (gegeben in Tabelle 2.1) soll eine Auswahl unter
den Algorithmen 3 mit (2.36) und 6 demonstriert werden.

Tabelle 2.5 ist das Aquivalent zu Tabelle 2.2 unter Algorithmus 3 mit (2.36). Auch
hier gilt: die Hiufigkeitsverteilung der Koordinationsvariablen ist nicht abhiingig von
gemeinsamen der Stichprobe.

Tabelle 2.5: Werte der Koordinationsvariable fiir of = (bf,, — b/ . +1)p} — b}

| t
On|0 1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
Lo W E B W P EEEEWEE
: A B I E E R E R ERERERRE
;A B E B E R EEEREEEERE
+ Al I B EE EEEEERENREBE
s HH B EHEEEBEEHEEHEERBRABRB
sl H H HHE HEEESHSESEHEHSHEBZBHN
7/ H HEEE EEEEEHEEDNE
s 0 HHEEEEEEHEBEEHNDE
oll@ @ @B B B3 3 [ @ 2 2 2 2 2 [0 4
o0 2 @ [ B B [ o o 2 2 o o 1 =
nje @B W B 1 1 e o 2 2 o @ A
(@ @B @ @ 1 & @ o o o o 0o 1 [ =
BB A @ @ a @ 2 0 o o 2 @4 3 3
4| @ B B E A 22 20 2 33 3 3
sl H HE E A B =2 2 B B 2 38 3 8 58
5|l H HE E E A =2 2 2 2 2 3 3 38 3

Zur Veranschaulichung des Ablaufs der Auswahlregeln von Algorithmus 3 mit (2.36)
stellt Abbildung A.1 in Appendix A diese anhand einer konkreten Stichprobenziehung
dar.

Abbildung 2.2 verdeutlicht die Ziehung einer Stichprobe durch Algorithmus 6. Wenn
die gleichverteilte Zufallsvariable in Zeile 6.4 den Wert ul = 0,9502325 annimmt, las-
sen sich die Auswahlregeln, wie Abbildung 2.2 dargestellt, wie folgt beschreiben :
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Algorithmus 6 Lingsschnittdesign fiir Koordination tiber die Zeit aulerhalb der Stich-
probe und Belastung.

1: for k=1,...,Ndo

Lm fire>0

. t ——
2: Vi< flk,t):= 0 sonst
3 [+ 0VieT
4: u < Unif(0, 1)
50 i {ilieN VT <u< V)
6: if i # 0 then
7: Ili +—1
8: end if
9: NEXT <« TRUE
10: while NEXT do
1 if V'] < |V/] then
12: it Y/ I > |V/] then
13: v [V +1iweVi+1
14: else
15: ve Vi Lwe [V +1
16: end if
17: else
18: ve Vi 4w Vit
19: end if
20: u < Unif(v, w)
21: e {lieN, v/ <u<vi}
22: if j # 0 then
23: I 1
24: end if
25 if u> V! then
26: NEXT « FALSE
27: end if
28: i+ J
29: end while
30: Se (I, .0 )
31: end for
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J Vk5 <ul < Vk6, Auswahl in t = 6;

e u~ Unif(V? 41, 2) in Zeile 6.20;

o fiiru=u?= 1,953046, Auswahl in¢ = 11, da Vk10 <u?< Vk“;
e u~ Unif(V!%+1, 3) in Zeile 6.20;

o fiiru =u® =2,95612, Auswahlinz = 15, da V;* <4’ < V!3;
e u~ Unif(V!* + 1, 4) in Zeile 6.20;

e fiir u = u* = 3,909049, keine weitere Auswahl, da u* > VI

Abbildung 2.2: Langsschnittstichprobe mit Koordination iiber die Zeit auBSerhalb der
Stichprobe und Belastung

VO Vl VZ V3 V4 V5 VG V7 V8 V9 V Vll V12 V13 Vl 15
N N I S A B I N B B
! ! ! ! \
0 1 2 3 4
U1 U2 U3
A
Ist 0’( y) = i»d-h. Element k hat den i-ten Rang, bzw. o}, hat den i-t grofiten Wert Vk € %,

so lédsst sich die minimale Zeit vﬁc und die maximale Zeit wﬁc bis zur nédchsten Selektion
nach einer Ziehung von k in ¢ wie folgt bestimmen:
; { min(a € “f/(i)) wenn ”f/é) #0

Vi =

)

T—t sonst
a
mit”V(f.):{a|a€{1,...,T—t},2nt+’>N—Nv} , (2.39)
i=1
Kt

N'=) Ni,und O =i .

V=i

; { min(a € W(i)) wenn V/d) £0

Wi = s

T—t sonst

mit 7ﬂ<§> = {aa e{l,...,T —t},znm >N—(NY NW))} 2.40)
i=1

KT
und N = 1(0)y) # K') OZ HNEV) + (1 ~1(0), # K’)) Nign
V=Cu
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Dabei ist N” die Anzahl der Elemente, die einen gleich hohen oder niedrigeren Rang
haben als Element k, und N* die Anzahl der Elemente mit einem niedrigeren Rang
als Element k. Falls k den hochsten Rang hat, ist NV = N". Im Vergleich zu (2.29)
bzw. (2.30) gilt die obige Darstellung von v} und wj allgemein fiir Algorithmus 3,
unabhéngig von der gewihlten Definition fiir die Koordinationsvariable.

So ldsst sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung von ¢; gegeben OI(k), fiir wj —vj < 1,
schreiben als

v t+i v
. —(N—=N
min | 1 Yo" ( ) fiirx =1/
’ Nt' k
(i)
W¢t‘0t (x) = vﬁc i N—NV (2.41)
e max | 0,1 — i N ( ) firx =v, +1
(@)
0 sonst

und fiir wj, — v} > 1

. —(N—-NV
L l( ) firx =vj
Ny
14vi+1
NE-) firx=vj+1
1
Wy ()= it . (2.42)
¢k|0(k)( ) nNé) firx=vj +j
1
1
N—N" wi— niti
( )Ntz fiir x = w},
(i)
0 sonst

In Anlehnung an (2.33) Iésst sich fiir Algorithmus (3) mit Koordination iiber die Zeit
auBlerhalb der Stichprobe und Belastung 77:]’(‘“ fiir u < T bestimmen als

-3
+1((u— ui(

i=2

Pr(¢p =u—1|0f) =x)

Pr(¢; =a |0’ =x) (2.43)

dco/i K=x

falls ”V(f) # 0 in (2.39) fiir wenigstens ein Ot(k) =ie{l,...,1'}, sonst " = 0. Dabei
ist

3

v max (Z")+1 fir Z'#£0
11 sonst
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mit 27 = {je {1,....K'}|XL, N, <n’}.

Im Vergleich zur Koordination, die nur die Zeit au3erhalb der Stichprobe beachtet, ist
die Verteilung von ¢; nicht unabhingig von TJ,‘C, ...,35{‘1. Ob Element k ein weiteres
Mal nach Zeitpunkt ¢ ausgewihlt werden kann, hdngt von der Belastung des Elements
nach der Ziehung in Zeitpunkt ¢ ab. Unter Bedingung (2.37) ist die Verteilung von ¢}
beispielsweise abhidngig von der Anzahl der erfolgten Ziehungen bis zum Zeitpunkt ¢.

Da fiir Algorithmus 3 mit (2.36) ¢; weiterhin iid fiir alle k € % mit¢t =1, ..., T ist,
bleiben die Eigenschaften (2.23) erhalten und 77:,’(1” hat folglich die gleiche Form wie

in (2.34) beschrieben. Wie bereits angemerkt, erfiillt Algorithmus 3, mit (2.14) oder
(2.36), die Eigenschaft einer negativen Koordination zwischen Beobachtungszeitpunkt

in einer gewissen Nachbarschaft. Soist 77, = 0 fiir alle | —u| € [min(¢,u) — v; min(t,u) +w]
mit

w
w=max({wjw € {0,..., T —r}, ¥ a™""4* < N}) und
i=0

v=max({vlve{0,...,r—1}, anin(““)_i <N}).
i=0

Fiir alle 7" > 0 ist die Koordination positiv, wenn n'n" /N < E (n’**), und sie ist ne-

gativ, wenn n'n* /N > E (n "),

Beispiel 2.14. In Analogie zu Beispiel 2.12 sollen hier fiir Algorithmus 3 mit (2.36)

ebenfalls die Inklusionswahrscheinlichkeiten des gemeinsamen Designs dargestellt wer-
den. Tabellen 2.6 und 2.7 sind dabei die Entsprechungen der Tabellen 2.3 und 2.4. Die

Ergebnisse sind ebenfalls auf die zweite Nachkommastelle gerundet. Es zeigt sich, dass

Tabellen 2.3 und 2.6 sich nur hinsichtlich E (3,13,&5 ) und E (3%3,15) bzw. E (3,15 ﬁi) und

E (J;°37) unterscheiden. Erst bei einem lingeren Beobachtungszeitraum wiirden sich

die Unterschiede in den Langsschnittdesigns der beiden Varianten von Algorithmus 3

stirker abzeichnen.

Tabelle 2.6: E (3;{3,’?) fiir Algorithmus 3 mit (2.36) und n’ nach Tabelle 2.1

=
=

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
0,12 0,00 0,00 0,00 0,00 0,12 0,00 0,00 0,00 0,00 0,12 0,00 0,00 0,00 0,04
0,00 0,25 0,00 0,00 0,00 006 0,19 0,00 000 0,00 006 0,14 0,05 0,00 0,02
0,00 0,00 0,19 0,00 0,00 0,00 006 0,12 000 0,00 000 005 0,14 0,00 0,00
0,00 0,00 0,00 0,12 0,00 0,00 000 0,06 006 0,00 000 000 0,06 006 0,00
0,00 0,00 0,00 000 025 000 000 0,00 006 0,19 000 000 0,00 0,19 0,06
0,12 0,06 000 0,00 000 025 0,00 000 000 000 025 0,00 000 000 0,12
0,00 0,19 006 0,00 000 000 025 000 000 000 000 0,19 006 000 0,00
0,00 0,00 0,12 0,06 0,00 0,00 000 0,19 0,00 0,00 000 000 0,19 0,00 0,00
910,00 000 000 006 006 000 000 000 0,12 000 0,00 000 000 0,12 0,00
10 | 0,00 0,00 0,00 0,00 0,19 0,00 0,00 000 0,00 0,19 000 0,00 000 0,12 0,06
11 | 0,12 0,06 000 0,00 000 025 0,00 000 0,00 000 025 0,00 000 000 0,12
12 | 0,00 0,14 005 0,00 0,00 000 0,19 000 0,00 000 000 0,19 0,00 0,00 0,00
13 0,00 005 0,14 006 000 0,00 006 0,19 000 000 0,00 000 025 0,00 0,00
14 { 0,00 0,00 0,00 006 0,19 0,00 000 0,00 0,12 0,12 0,00 000 000 025 0,00
150,04 002 000 0,00 006 012 0,00 000 0,00 006 0,12 0,00 000 000 0,19

0NN B W~
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Tabelle 2.7: E (3¢3%) (k # [) fiir Algorithmus 3 mit (2.36) und n' nach Tabelle 2.1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

0,01 0,03 0,03 002 0,03 003 003 003 002 003 003 003 003 003 0,02
0,03 0,5 0,05 003 007 006 005 005 003 005 006 004 0,06 007 0,05
0,03 0,05 0,03 003 005 005 005 0,03 003 004 005 003 0,04 005 0,04
0,02 0,03 003 0,01 003 003 003 002 001 003 003 003 003 003 0,03
0,03 0,07 005 0,03 005 007 007 005 003 004 007 005 007 005 0,05
0,03 0,06 005 003 0,07 005 007 005 003 005 005 005 007 007 0,04
0,03 0,05 0,05 003 0,07 007 005 005 003 005 007 004 006 007 0,05
0,03 0,5 0,03 002 005 005 005 003 003 004 005 004 0,04 005 0,04
0,02 0,03 0,03 001 003 003 003 003 001 003 003 003 003 003 0,03
0,03 0,05 0,04 003 0,04 005 005 004 003 003 005 004 005 004 0,03
0,03 0,06 005 0,03 007 005 007 005 003 005 005 005 007 007 0,04
0,03 0,04 003 0,03 005 005 004 004 003 004 005 003 005 005 0,04
0,03 0,06 0,04 003 007 007 006 004 003 005 007 005 005 007 0,05
0,03 0,07 0,05 003 005 007 007 005 003 004 007 005 007 005 0,05
0,02 0,5 0,04 003 005 004 005 0,04 003 003 004 004 005 005 0,03

0NN AW~ ~&

—_ e
N S = )

—_
w

PRN Koordination von einfachen Zufallsstichproben

Im Folgenden soll Algorithmus 3 mit der Koordination mittels PRN verglichen werden.
Zunichst wird ein PRN Verfahren mit zufilligen Stichprobenumfingen im Querschnitt
beschrieben. Algorithmus 7 weist jedem Element in der Population eine PRN uy als
unabhiingige Ziehung aus einer Gleichverteilung auf dem Intervall [0, 1] zu, d.h. u; ~
Unif(0, 1) fiir alle k € % . Zu jedem Zeitpunkt ¢ wird ein Intervall (a’, b'], wie in (2.44)
beschrieben, bestimmt und alle Elemente, deren PRN innerhalb dieses Intervalls liegen,
gelangen in die Stichprobe §°.

(@b = (a*!, b*! fiir a*! < b*! (2.44)
’ (a*', 1]U(0,b*'] sonst
mit V'~ mod 1 =a*’, V! mod 1 = b*'
t : ”i 0
dvi=) — bei V' =0.
un Z N wobei

i=1

Dabei stellen die »' fiir i = 1, ..., ¢ in (2.44) die geplanten Erwartungswerte der Stich-
probenumfinge der Querschnittdesigns dar.

Fiir m; = n' /N YV k € % setzen Algorithmus 6 und 7 das identische Querschnittdesign
um. Die Lingsschnittdesigns sind jedoch verschieden. Insbesondere ist der Triger des
Liangsschnittdesigns von Algorithmus 6 grofler als der von Algorithmus 7. Dies ist
darauf zuriickzufiihren, dass das Langsschnittdesign von Algorithmus 7 ein geordnetes
systematisches Design ist, wie es durch Algorithmus 1 umgesetzt wird. So ist

T

() =|[) (d.b]] . (2.45)
t|11’(:1
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Dabei beschreibt (2.45) die Lange der Schnittmengen aller Intervalle, fiir die gilt, u; €
(d', b'] (Nedyalkova et al., 2009). Diese entspricht genau einem der Intervalle in (2.13).

tou

Damit sind die Wahrscheinlichkeiten 7" fiir Algorithmus 7 gegeben durch
m" =, b']N(a", ]| , (2.46)

d.h. n,i"“ entspricht der Linge der Schnittmenge der Intervalle in (2.44) zu den Zeit-
punkten ¢ und u (Nedyalkova et al., 2009).

Sowohl bei Algorithmus 6 als auch 7 ist Pr(n’ = 0) > 0. Asymptotisch mag dies zu
vernachlissigen sein, wenn die geplanten Stichprobenumfinge n’ | t € .7, und N si-
multan gegen unendlich streben, die Auswahlsétze n' /N hingegen konstant bleiben
(Stenger, 1989). Fiir Algorithmus 7 bedeutet dies, dass die empirische Verteilung der
PRN sich immer mehr der einer stetigen Gleichverteilung annéhert, die Selektions-
intervalle (a’,b'] in (2.44) aber die gleiche Linge beibehalten. Somit geht die Wahr-
scheinlichkeit, kein Element auszuwihlen, gegen Null. Dennoch ist Pr(n’ = 0) > 0 bei
niedrigen Auswahlsitzen und kleinen N nicht vernachléssigbar.

Algorithmus 7 PRN Koordination einfacher Zufallsstichproben mit zufilligen Stich-
probenumfingen

1: uy < Unif(0, 1) V k € % #Festlegung der PRN
2: L_i<—(u1,...,uk,...,uN)T

3 V00

4: for t=1,...,T do

5: Ii(*OVkG@/

6 V'Yl % modl

7: a+ Vit

8: b V!

9: if b > a then

10: [ 1Vke¥ mita<u<b

11: else

12: L 1Vke¥ mita<u <1NO<u <b
13: end if

14: S (0L T

15: end for

Algorithmus 8 setzt ebenfalls ein Design mit sequentiellen disjunkten Querschnittstich-
proben um, falls N < n' +n'*! fiir alle r € .7 gilt. Es wird jedoch die von Ohlsson
(1992, 1995) beschriebene PRN Selektion verwendet, um konstante Stichprobenum-
finge im Querschnitt zu erhalten.

Die Selektionsintervalle [a', b'] fiir Algorithmus 8 sind in (2.47) gegeben. Ein Element

k wird fiir Stichprobe 3" ausgewihlt, wenn O € [d', b']. Dabei ist Oy die Ordnungs-
statistik der PRN des k-ten Elements, die in Zeile 8.3 gebildet wird.
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Algorithmus 8 PRN Koordination einfacher Zufallsstichproben mit konstanten Stich-
probenumfingen

1: uy < Unif(0, 1) V k € % #Festlegung der PRN
2 U4 (ul, ceey Uk, ...,MN)T
3: 64 (O, -+, 0k, - - -, Oyy) #Ordnungsstatistik der PRN
4: V00
5: for t=1,...,T do
6 L+ O0Vkew
7. Vi« Y.  n'mod N
8 a< V41
9: b V!
10: if b > a then
11: L+ 1Vke¥ mita< Oy <b
12: else
13: ]]€<—1Vk€%mita§0(k>SN/\OSO(/()Sb
14: end if
150 S (L, LT
16: end for
@] = {[a*t’ b*] fiir a*! < b*! 247)
[a*", NJU[0,b*"] sonst

mit V"' mod N+ 1 =a", V! mod N = b*!

t
und V! =Y wobei V0 =0 .
i=1

71:,2’” entspricht unter Algorithmus 8 dem von 7, da die beiden Algorithmen das glei-
che Lingsschnittdesign besitzen. Im Unterschied zu den Algorithmen 6 und 7 ist n*
in Algorithmus 8 keine Zufallsvariable. Mit der Zuweisung der PRN in ¢t = 1 ist die
gemeinsame Stichprobe, fiir gegebene n’, ebenfalls bestimmt, und es gilt fiir alle 7 € .7

V<Z 3;3,@) =0.

kew

Dies stellt auch den grofiten Unterschied zu Algorithmus 3 mit (2.36) dar. Zwar haben
die Algorithmen 3 mit (2.36) und 8 beide das gleiche Querschnittdesign, jedoch unter-
scheiden sich, wie schon verdeutlicht, ihre Langsschnittdesigns. Der Triger des Lings-
schnittdesigns von Algorithmus 8 ist in dem von Algorithmus 3 mit (2.36) enthalten.
Das Lingsschnittdesign von Algorithmus 3 mit (2.36) ermdglicht Kombinationen von
Beobachtungszeitpunkten fiir ein Element, die unter dem geordneten systematischen
Liangsschnittdesign von 8 nie moglich sind. Dieser Unterschied ist von besonderer
Tragweite bei langen Beobachtungszeitrdumen mit hohen Auswahlsitzen. In diesem
Fall entstehen schneller Uberlappungen zwischen weiter auseinander liegenden Quer-
schnittstichproben, die unter Algorithmus 7 und 8 ausgeschlossen sind.
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2.4.3 Koordinierte einfache Zufallsstichproben bei verinderlichen
Populationen

Im Falle einer sich verdndernden Population dndert sich der Ziehungsrahmen iiber den
Beobachtungszeitraum hinweg. Es kénnen Elemente in die Population eintreten, sog.
Geburten, und es konnen Elemente die Population verlassen, sog. Sterbefille. Die Men-
ge der Elemente, welche in 7 in die Population eintreten, wird mit %’ bezeichnet und
die Menge der Elemente, welche die Population in ¢ verlassen, wird mit 2" bezeichnet.
Somit ist der Ziehungsrahmen zum Zeitpunkt # gegeben durch

U ={U""\?} v, (2.48)

bzw. ist
B=w"\{w'nUw"}, (2.49)
P =w"\{w'nw'}, (2.50)

wobei 0 =0, B' =% " und 2! = 0.

Algorithmus 9 Koordination mittels Ordnungsstatistik bei verdnderlichen Populatio-
nen

1: 02 + 0V k € 7 #Initialisierung der Koordinationsvariable

2: 3% (09,...,00, ...,0%)T

3. forr € 7 do

4: I]’C —O0Vke!

5: #Koordinationsvariable fiir Geburten

6: if (card(#') >0&1t > 1) then

7: Uy ke w "\ 2'0y) =i}

8: KIFI ecard({o?l\ke%t_l\.@’})

= . _ card(%lt(j.)l)

9: 0« (9(1),...,6(1-),...,9<Klt71)> mit 6@ = N card(97)
10: for k € #' do
11: Xy < multinom (m: I, p= é)
12: ot ! <—)'c’k(0’il_)1, ...,0251, ...,0’(;],171))T
13: end for
14: end if

15: K'=' < card({o} 'k e %'})
16: 52/(’1.)‘1<—{k€52/’\0f(;)1:i} (i=1,....K""1)
17 fi(x) < X5, card(oi/{i;l)
18: g (y) + max({x|x e N, f(x) < y})
5" < SRS aus %, :<‘n,) Lp der GroBe n' — f*(¢' (n'))

200 I 1Vke e »!

)

21 GRSV Y e (A

22: 5§+ 5

23: 6" « h(s",6"~!, ®)#Aktualisierung der Koordinationsvariablen
24: end for
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Algorithmus 9 stellt eine Anpassung von Algorithmus 3 auf eine sich verédndernde Po-
pulation dar. Hierzu muss allen Elementen k € %' ein Werte ojc_l zugewiesen werden,
bevor die Stichprobe 5’ gezogen werden kann. Dies geschieht wie in Zeile 9.6 bis 9.14
beschrieben. Fiir jedes Element k € %' wird ein Vektor aus einer Multinomialvertei-
lung mit der Wahrscheinlichkeitsfunktion

B} PP i) € Ny
W(m7P=(pl,pt)): Z;zlmi:mundZ;ZIPi:l ,
0 sonst

bestimmt. In Algorithmus 9 ist m = 1 und p der Vektor der Eintrittswahrscheinlich-

keiten der Ereignisse o} ' = 061 miti=1,...,K; ' Dabeiist K| ' = card(#'"),

mit 7' = {0} "'k € Z'~'\ 2'}, die Anzahl méglicher Werte, die o} ' fiir jedes

Element k € %' annehmen kann. Weiter ist Pr(o} ' = o’(gl) gleich dem Anteil von

Elementen, welche den i-ten Rang in der Menge %l =gl \ 2" der Uberlebenden
bis Periode ¢t haben. Demnach ist

P t—1 _ t—1\ __ Card(%t(;)l) 251
r(Ok —0(1-) )_ Cal"d(%t_l) ) ( . )

mit %! = {k € %'~ \ 2'|0{; = i}. Damit folgt die Verteilung der Koordinati-
onsvariable fiir die Geburten der Haufigkeitsverteilung der Koordinationsvariable nach
der Ziehung in der vorangegangen Periode abziiglich der Sterbefille. Eine Anpassung
von Algorithmus 3 an Sterbefille geschieht durch die Verwendung von %' anstelle
von 7% , d.h. es wird jeweils nur der aktuelle Ziehungsrahmen bei der Entnahme der
Elemente beriicksichtigt. Fiir alle k € 2" wird somit der zuletzt vergebene Wert der
Koordinationsvariable 0;;1 bei der Bestimmung der Ordnung der Elemente in %’ fiir
die Stichprobenkoordination in ¢ nicht mehr beriicksichtigt. Die Abfolge der Ereignisse
in Algorithmus 9 lassen sich wie folgt zusammenfassen:

- Stichprobenziehung in Periode ¢t — 1

- Abzug der Sterbefille in Periode ¢

- Zuteilung der Geburten in Periode ¢

- Stichprobenziehung in Periode ¢

- Abzug der Sterbefille in Periode r 4 1

- USw.

Um die Auswahlregeln von Algorithmus 9 zu veranschaulichen stellt Abbildung A.2 in
Appendix A den oben beschrieben Ablauf anhand einer konkreten Stichprobenziehung
dar.

Das Vorhandensein von Zu- und Abgingen zur Population iiber die Zeit bringt es
mit sich, dass die Haufigkeitsverteilung der Koordinationsvariablen fiir # > 1, gegeben
durch (‘ﬁ‘(l))l xt, Mit ‘ﬁt( ) = card (%(’l)) und ?/(’l) nach Zeile 9.16, im Gegensatz zu

i
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einer sich nicht verdnderlichen Population ein Zufallsvektor ist. Dies erschwert die Be-
stimmung der Inklusionswahrscheinlichkeiten erheblich, unter anderem dadurch, dass
sich wesentlich komplexere Abhingigkeiten bei der Stichprobenkoordination ergeben.
Algorithmus 9 mit (2.36) erfiillt nicht mehr die Eigenschaften (2.23). So hiingt die be-
dingte Wahrscheinlichkeit, dass ein Element k zum Zeitpunkt u gezogen wird, gegeben
5!, mit # < u, unter anderem auch von der Ziehung jener Elemente in ¢ ab, welche die
Population nach dem Zeitpunkt ¢ bis einschlieflich zum Zeitpunkt u verlassen. Dies
hat Auswirkungen auf die Folgen

{Ot(:)j}jzl uund {‘ﬁ’*,ﬁ, }J 1,.

Das gilt ebenfalls fiir die Generierung der Koordinationsvariablen der Geburten in ¢,
was vor der Ziehung einer neuen Stichprobe zum jeweiligen Zeitpunkt geschieht. Die
Existenz von Geburten hat so unter anderem zur Folge, dass bei Algorithmus 9 fiir
t > 1, @ nicht notwendigerweise gleich n’ /N’ fiir alle k € %/' ist und somit keine
einfache Zufallsstichprobe mehr fiir Zeitpunkt ¢ > 1 realisiert wird.

Bei der Bestimmung der Inklusionswahrscheinlichkeiten, die sich durch Algorithmus
9 ergeben, ist es von Vorteil, eine Einteilung von % nach sog. Kohorten vorzuneh-
men. Eine Kohorte bezeichnet dabei eine Menge von Elementen, welche zum gleichen
Zeitpunkt ¢ in die Population eintreten und sie zum gleichen Zeitpunkt @ wieder ver-
lassen, bzw. bis zum Ende des Beobachtungszeitraums in der Population verweilen.
Im Folgenden wird mit % © eine Kohorte bezeichnet, welche zum Zeitpunkt « in die
Population eintritt und diese zum Zeitpunkt @ verldsst. Fiir @ = T + 1 wird der Fall be-
schrieben dass die Elemente einer Kohorte bis zum Ende des Beobachtungszeitraums
in der Population verweilen. Somit ist

={klke °N2°}, fur2<w<T,

2.52
%“”1 {kke B*Nu"}, firo=T+1. 252

Die Anzahl von Elementen, welche zu einer Kohorte gehoren, ist iiber den gesamten
(T+l)

Beobachtungszeitraums konstant. Die maximale Anzahl von Kohorten betragt
Die Inklusionswahrscheinlichkeiten 7rk, 7rk s 7rk ; und 7rk ;’ von Algorithmus 9 sind
bestimmt durch die gemeinsame Wahrschelnhchkeltsvertellung der zweidimensionalen
Zufallsvariablen

(mgawl() tcaw( )) t=1,. 5 (2.53)
a<wA azl, woymax(f,u), ©=2,...,max(t,u)+1
i=1,... k!
wobei
N oo 0= card(%(ti) nNe*?y, (2.54)
oo = card(s' N %i;l nNe*?). (2.55)

Die Zufallsvariable ‘ﬁ"‘w (o) gibt somit an, wie viele Elemente in Kohorte €% ® zu
ihrer Geburt den i-t hochsten Wert der Koordinationsvariable des Zeitpunktes o — 1
zugewiesen bekommen. Entsprechend ist ', M) die Anzahl der Elemente aus Kohorte

€*°, die aus der Gruppe der Elemente mit dem i-ten Rang vor der Stichprobenzie-

hung in 7 in Stichprobe 3’ gelangen. Es ist anzumerken, dass mit (‘J‘(g‘ml())k o KO
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gegeben, d.h. der Haufigkeitsverteilung der Koordinationsvariablen aller Elemente in
Kohorte €% © zu deren Geburt, sowie ', gegeben, mit

Kt—l

/
t t
Neao = Z Neao()
i

(N%o (l.))kzlyw ko eindeutig bestimmt ist. Da sich 9N, 0 als Funktion von ‘)’l’L A (0

i

und n 4, darstellen ldsst.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden folgende Zusammenfassungen gemacht:

1. K
ﬁcaw = (ncaw(’)>k:l 7’(1’71 ’
mtc = (mtco‘“’)(xw, a=1,...t,0=2,...,t+1 ’
ﬁlc = (ntco‘“’)a<a), a=1,...,t, 0=2,....t+1 *
‘ﬁcaw = (‘R’CEL);:L...,T )
ﬁcocw = (Iltcaw)t=1 ..... T

Die Inklusionswahrscheinlichkeiten der Querschnittstichprobe sind fiir Algorithmus 9
gegeben durch,

t E (ntca“’ )

= Vkee*?, (2.56)

1—1
wobei Newo = card(€*®) und nlc o = Zf’ niw( )- Die Inklusionswahrscheinlich-

keiten zweiter Ordnung sind gegeben durch

E(ngo (Moo —1)) o
M= Neao(Neao — 1) Vk,1€€*? fiir Nooo > 1

0 sonst

(2.57)

Beispiel 2.15. Um die Inklusionswahrscheinlichkeiten des Querschnittdesigns von Al-
gorithmus 9 zu illustrieren, soll davon ausgegangen werden, dass fiir 7 = 2 die Zie-
hungsrahmen %' = {1,2,3,4,5} und %2 = {2,3,4,5,7,8} bestehen. Damit erge-
ben sich aus den beiden Ziehungsrahmen die folgenden drei Kohorten ¢!2? = {1},
€13 ={2,3,4,5} sowie €23 = {7,8}. Die Stichprobenumfinge sind gegeben durch
nl =n?=2.

Vor der Ziehung von Stichprobe 3! gibt es nur eine mogliche Hiufigkeitsverteilung der
Koordinationsvariablen der Elemente in €' 2 und €' 3, namlich

Pr(90 = (W =1)) =1,
Pr(fﬁ‘j]3 - (m8.3(1) :4)) =1.

Mit Hinblick auf die Koordination der Stichproben ! und 32 sind die folgenden Ereig-
nisse bei der Ziehung von §! von Interesse: Es wird jeweils ein Element aus ¢! 2 und
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%' 3 entnommen oder es werden zwei Elemente aus ¢! 3 gezogen. Damit ergeben sich
nach der Ziehung von §' zwei mogliche Auspriigungen von ﬁ‘c 13 mit den Wahrschein-
lichkeiten,

Pr (ﬁjm - (nim(l) =10l :o)) —04,
Pr (il = (nhis ) =2 nhis o) =0) ) =06,

Folglich bestehen fiir die Kohorte %3 drei mogliche Ausprigungen von ‘5@23 mit den
folgenden Wahrscheinlichkeiten,

Pr (51;23 - (mjﬂ =2, 9, 0)) — 0,375,
1)) — 0,450 ,

Pr (s = (Maa ) =0 Mas gy =2) ) =0,175.

(1) 2)
Pr (‘5}123 = (9?(1,23(1) =1, miz_%(z)

c

Tabelle 2.8 stellt alle Auspragungen von (2.53) sowie deren jeweilige Eintrittswahr-
scheinlichlieiten dar. So existieren, wie zuvor beschrieben, zwei mﬁgliche Auspriagun-
gen von (MY, &), aber bereits zwolf mogliche Ausprigungen von (9L, 7#2).

Tabelle 2.8: Beispiel 1 zu Algorithmus 9

| r=1

Prolo B o My e B BT G My Moy
04 [0 0 0 1 r [0 0 o0 4 I
2 06 [0 0 0 1 0o [0 0o 0o 4

\ =2

[P o o My e [ R B o Moy nhg |
T T 1 1 3l T 1 i
I A R T
I T
ST A R
T R A
T A A
T T
I R
I A
T L0 3 3 3L
I I T
T LU 3 3 3L 4
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Unter Verwendung von Tabelle 2.8 lassen sich die Inklusionswahrscheinlichkeiten wie

folgt bestimmen:

0,4 1,6
ml = i =0,4 Vke€!? , m = i —0,4
1,395 0,605
n,?:’Tzo,34875 Vke€!'3 . om o= S =0.3025
1,2 0,4
==y =01 Vikipew' @, ==" =0l
0,885 0,095
mRy =S = 007375 V{kI} e kAL mE = = 0,0475
2 0,51 13 23
=g =006375 Vkew! leg? .
Unter Algorithmus 9 ist zudem
T+1
T, = Mo Vke |Je*®
w=2
T+1 T+l
M =Ta o« Vk#Lke|JE* 1e|]E*.
' 0=2 ®=2

Das heil3t, alle Elemente, die zum gleichen Zeitpunkt & geborenen wurden, hab

Vkee'? ,
Vke¢?? ,
Vkee31les'?

Vik 1} €63k #1,

en die

gleiche Inklusionswahrscheinlichkeit ﬂféa Vt e 7. Alle Elemente k, welche zum Zeit-
punkt a geboren wurden, sowie alle Elemente k, welche zum Zeitpunkt & geboren

wurden, haben die gleiche Inklusionswahrscheinlichkeit zweiter Ordnung im

Quer-

schnitt 7', o V1 € 7, was jedoch nicht bedeutet, dass ”éa,c& = nﬁ,aﬁca fiir o« # &

gilt.

Trotz der ungleichen Inklusionswahrscheinlichkeiten fiir Elemente, welche zu

unter-

schiedlichen Zeitpunkten geboren werden, ist das arithmetische Mittel von 7 und 7

iiber alle k,l € %" gegeben durch

1 Z - n' b
— = — bzw.
Ntke%’ ‘ N
1 n'(n' —1)

_ T = .
N’(N’—l)keg'/tlez%, kLT NI(NT 1)
1k

Dies gilt, da unter Algorithmus 9 7} und 717,’(’ ; folgende Eigenschaften erfiillen:

Y m=Y )

ke’ AW keE* D
= ZE(niocw)
aw
= ZZP}" (ni,ocw = l’li.awv) I’li,(xwv = ZPV (ntcaw = ntcawv) Zi’liawv
amw v \% aw

= ZPT (nlc(xw = ntc(xwv) n’
\4

:n7

E(Wao)
Ncam
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wobei ntcm)v die v-te mogliche Ausprigung von n’caw ist. Des Weiteren ist

E(n go(nlgo —

7[1 — [4 C +

kez%’l?eézﬂi/’ “! ;)ke;‘“’]ﬁ;"” Ncaw(NCawi Zdzw e;‘wle;‘;@
k#l

aw
—ZZE caoNao +ZE ! o)
- ZZZPr( Cwn ae _nC"“"vnc“‘” )”Ica“’v”lcafov +n'

a
Pr ( Cawﬂ an — N Cocw n(aw )chaa) Zl/l(aw +I’l

t t ! t 12 !
Pr (ncawnca(ﬁ = ncawvnca(bv) n +n

E(I‘l awncaw)
NeaoN,ao

8

IS

<M <Me

~

n'(n' —1).

Die Darstellung von 77:,’(’” ist weit komplexer als im Falle einer invarianten Population.

Fiir k € €%® und (N.eo,Rao) gegeben, kann die Wahrscheinlichkeitsverteilung von
(1),§|0’(k> analog zu (2.42) bzw. (2.41) bestimmt werden, wenn N, N, N und n' durch

ihre Kohorten spezifischen Analogons Neao, Mae ‘ﬁfaw, und n’aw, ersetzt werden,

sowie K' durch K‘ ' Dabei sind Nlao und N5, gegeben durch (2.39) und (2.40), mit
dem Unterschled, dass ‘ﬁc,m v) anstatt N(v) zu verwenden ist. Zudem ist anzumerken,

dass Ot(k) sowohl von 8!, ... 3’ sowie auch von der anfinglichen Verteilung der Koor-
dinationsvariablen der Geburten bis ¢ abhéngt.

Als Alternative lésst sich 77:;(’” fir k € €*?, gegeben

(mLaw ({20)y g ,) : (2.58)
schreiben als die Summe der Eintrittswahrscheinlichkeiten aller moglichen Ausprﬁgun-
gen von (0} ")y_q  max(r.u) gegeben Emax(t4) welche die Bedingungen ot > ol

und o,’j_l > o} erfiillen, denn aus (o, ~ Dy a,. max(t «) kann auch eindeutig

(3Z_l)v:a ,max (1) Destimmt werden, da fur o) LS o, J% = 1 und 7} = 0 sonst, fiir
alle € 7. So ist

<5k3k|:$g " u)> =
max(f,u)) . (2.59)

Z Pr ((Ul\cjil)v:a,...,max(z,u} = 5|iam
et

Dabei ist (
1 _ =max(z,
Pr <( v v=a max (1 ,u) = 3%00 u)) =
max(7,u)
a—1 —1 \Y
Priof ™t = of ') [T mo,) -
v=a
mit



()

k)= 1 fir ke
071 0 sonst ’

1 fir  ke{dnuih
1, (k)= (i)
A"%')( ) { 0 sonst

sow1e%’1 {ke%’\O’l i} wie in Zeile 9.16 und

)

oo max (Z/00) +1 fir 2%, #0
] sonst

wobei o@i‘taw = {] S {17 Kt 1}|Z mtcaflg () < 'ﬂcaw}
Zudem ist

max(f,u) [ o= max (t,u) v—1 RV —1 r ou—1 u
Sow = {0|0 € 0w (mcaw» c“w)v:a,...,max(t,u)7 O >04, 0 >0 ¢,

wobei 6’3;‘,"(’*”) die Menge aller moglichen Ausprigungen von (0,‘('*1 )v=a, ..., max(t,u) 1St
Pr(o,‘g‘*1 =021 \‘j't‘cxafwl) ist die Wahrscheinlichkeit, dass Element k zu seiner Geburt
den Wert 0,‘3‘*] zugewiesen bekommt, gegeben der Haufigkeitsverteilung der Koordi-
nationsvariablen von Kohorte 4 *® zu deren Geburt. Fiir 0&)_1 =1iist

a—1

X0 (j)

NC(XLO

Pr(olf‘_1 a 1|‘ﬁdm) =

Die Bestimmung von 7’} fiir k € €*® und [ € €% gegeben Emax(tu) nd :g%x(t u)

ist analog zu Algorithmus 3 im Falle einer sich nicht veréindernden Populatlon d.h.
E( ;{j;’ :rélgjc(t u)7§max(t,u)) _

5 =max(t,u
ntcoca)nZaw 7Nc"‘“’E ( tj]lz ‘—‘O!(O< ))

Ncaw (Ncoca) — ])

fiir (a,0) = (&, D)
und Noao > 1,
fiir (a,m) # (&, ®)
Neeo >0und Noao >0,

t u
oo MNao

Neeo N.ao

0 sonst .

(2.60)

Beispiel 2.16. Zur Bestimmung von E (323% ig;if(t’")) sei folgendes Beispiel gege-
ben. Der Beobachtungszeitraum von 2.15 wird um zwei Perioden erweitert, mit den
Ziehungsrahmen %3 = {3,4,5,7,8} und * = {3,4,5,7,8,9,10}, d.h. es existie-
ren die folgenden Kohorten, ¢'2 = {1}, €'3 = {2}, €23 = {6}, ©'5 = {3,4,5},
€25 = {7}, €3 = {8} und €* = {9,10}. Die Stichprobenumfinge sind gegeben
durch n' = n> = n® = 2 und n* = 3. Tabelle 2.9 stellt eine moglich Ausprigung von
(M1 R )—123.4 dar.

A
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Tabelle 2.9: Beispiel 2 zu Algorithmus 9

a o ‘ b 0! mlc;‘l”(i) Wao ;) ‘
\ =1 |
1 2 0 0 0 1 1
1 3 0 0 0 1 1
1 5 0 0 0 3 0
\ 1=2 |
1 0 2 0 0
! 3 0 1 -1 1 0
1 0 2 1 1
230 0 a 0 0
1 0 2 3 0
s 0 1 -1 0 0
1 0 2 1 1
20 1 a0 0
\ 1=3 |
2 0 4 3 2
! 3 0 1 -1 0 0
2 0 4 0 0
2 5 0 1 -1 1 0
2 0 4 1 0
303 0 1 -1 0 0
\ t=4
3 0 6 1 1
1 5 1 1 1 0 0
0 | -1 2 0
3 0 6 0 0
2 5 1 1 1 1 1
0 1 -1 0 0
3 0 6 1 1
3 5 1 1 1 0 0
0 1 -1 0 0
3 0 6 0 0
4 5 1 1 1 2 0
0 1 -1 0 0

2.5 Rotationspanel

Algorithmus 3 mit (2.14) oder (2.36) setzen eine negative Koordination der Elemente
zwischen verschiedenen Zeitpunkten um. Dies hat zur Folge, dass y;, die Verweildau-
er nach der Ziehung von Element k zum Zeitpunkt 7, minimiert wird, bei gegebenen
Stichprobenumfingen der Querschnittdesigns. Beispielsweise ist fiir N* > n'*! 4/
Pr(y!l =1) =0 und somit auch n"'*! = O fir alle t € 7.

Fiir viele Erhebungen ist es jedoch gerade von besonderem Interesse, dass sich auf-
einanderfolgende Stichproben zu einem bestimmten Grad iiberlappen, d.h. auch einen
Panelteil beinhalten. Rotationspanels bieten hier einen Mittelweg zwischen einer klas-
sischen Panelstudie, bei welcher nach einmaliger Ziehung einer Querschnittstichprobe
in t = 1 alle Elemente bis zum Ende des Beobachtungszeitraums erhoben werden und
einer Querschnittstudie, die zu jedem Beobachtungszeitpunkt eine neue Querschnitt-
stichprobe zieht. Die Vorteile iiberlappender Stichproben bestehen darin, dass sich
Verdnderungsmafle oftmals effizienter schitzen lassen und Zeitreihenanalysen mog-
lich sind, wohingegen es bei Querschnittstudien einfacher ist, unverzerrte Statistiken
fiir Querschnitte zu schitzen, insbesondere, wenn die Population nicht konstant iiber
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die Zeit hinweg ist. Bei einem klassischen Panel ist dies schwieriger, da die vorhandene
Stichprobe nur eine Teilmenge des Ziehungsrahmens % ! sein kann. Andere Aspekte
eines Panels, die von Nachteil sein konnen, sind die ungleiche Verteilung der Erhe-
bungslast und dem damit moglichen einhergehenden Anstieg der Teilnahmeverwei-
gerung im Zeitverlauf sowie die natiirliche Verkleinerung des Stichprobenumfangs
durch Sterbefille. Rotationspanels vereinen nun Querschnitt- und Panelstudien, indem
in festgelegten Zeitintervallen ein Teil der Stichprobe durch eine neu gezogene Quer-
schnittstichprobe ersetzt wird und diese neugezogenen Elemente wiederum nach einem
festlegten Rotationsschema erhoben werden. Ein Rotationsschema sollte nach Mog-
lichkeit unverzerrte Schitzungen im Querschnitt ermdglichen, eine im Erwartungswert
gleiche Belastung der Elemente haben und moglichst effiziente Schétzungen von Ver-
dnderungsmaf3en ermoglichen (Steel & McLaren, 2009, Kap. 3).

In der Praxis kommen eine Vielzahl von Rotationsschemata zur Anwendung. Eine der
einfachsten Formen ist ein Langsschnittdesign mit einer fixen Verweildauer. Beispiels-
weise wird festgelegt, dass ein gezogenes Element fiir exakt d aufeinander folgende
Erhebungszeitpunkte in der Stichprobe verbleiben soll. Ein weiteres weit verbreite-
tes Rotationsschema stellt eine fixe Verweildauer mit Unterbrechungen dar. Bei diesen
sog. in-out-in Rotationen bleibt ein gezogenes Element zunéchst fiir d; Perioden in der
Stichprobe, verlisst sie dann fiir d, Perioden und kehrt danach fiir d; Perioden wie-
der zuriick. Dieser Vorgang kann auch entsprechend héufig wiederholt werden, bis das
Element eine gewisse Belastung erreicht hat. Die Verallgemeinerung dieser Rotations-
schemata soll mit di"_d&"” bezeichnen werden. Dies bedeutet, dass ein Element nach
seiner Ziehung alternierend fiir d; Perioden in der Stichprobe verweilt und sie fiir d;
Perioden verldsst. Dabei wird der Beobachtungszyklus d; m-mal wiederholt und der
Pausenzyklus (m — 1)-mal. Das Rotationsschema sollte nach Moglichkeit sicherstel-
len, dass die gemeinsame Stichprobe sowohl im Langsschnitt, als auch im Querschnitt
ausbalanciert ist. Dies ist sichergestellt, wenn fiir jeden beliebigen Beobachtungszeit-
punkt 7 die gleiche Anzahl von Elementen zum ersten Mal (im Erhebungszyklus), zum
zweiten Mal, usw., zum md, -ten Mal erhoben wird (Park et al., 2001, S. 1485).

Fiir beliebige Rotationsschemata ldsst sich die gemeinsame Stichprobe des Rotations-
panels, schreiben als

*& =6GR. 2.61)

Fiir d"_d"~! Rotationsschemata hat die 7 x T Matrix R die folgende Form

rl rz e .. rM 0 e .. oo 0
0 rl rz .o . e rM 0 .o e 0
R = 0O - oo e 0 r r M . (2_62)
0 . 0 r r 'mM—1
O -+ cee e e e e 0 r

Dabei ist | das erste, r, das zweite, usw., Element des Vektors

F=(di,1,d2,1,d12,d22, ..., do.m—1,d1m)
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mit m + (m— 1)d, = M. Des Weiteren ist Jhi = _fdl , mit le als 1 x dy Einsvektor fiir
i=1,...,mund cfzﬂ- = 6d2, mit 6d2 als ein 1 X dp Vektor mit Nullen, fiiri=1, ..., m—
1. Die Querschnittstichprobe des Rotationspanels *§’, besteht somit aus einer Summe
von Querschnittstichproben aus &.

Aus (2.61) ist auch leicht ersichtlich, dass die Matrix *H;{’ " der Inklusionswahrschein-
lichkeiten des Langsschnittdesign *py des k-ten Elements der Rotationsstichprobe, ge-
geben ist durch
sl U _ Tyt u
II," =R II"R.

Folglich ist fiir gemeinsame Designs p(.), mit H;{"” =TI""“V k € %, die Matrix der er-
warteten Uberlappung zwischen allen Paaren von Querschnittstichproben in *&, E (*n’*%),
gegeben durch

E (*nt,u) — NRTHt.uR )

Fiir die gemeinsame Stichprobe & in (2.61) kann ein beliebiges Design p(.) verwendet
werden. Es eignen sich jedoch hierzu vor allem Designs, die eine negative Koordination
aufweisen. Mittels einer negativen Koordination kann so der Abstand zwischen den Se-
lektionszeitpunkten der Elemente maximiert und daher die Ziehungen jedes Elements
moglichst gleich iiber den Beobachtungszeitraum verteilt werden. Die Zeit zwischen
den Ziehungen lédsst dann Raum fiir das gewiinschte Rotationsschema. So ist beispiels-
weise Ziehen ohne Zuriicklegen fiir Stichprobe *&' immer moglich, wenn es zu keinen
Uberlagerungen von Erhebungszyklen eines Elements kommen kann. Dies ist gegeben,
falls
O>M VkeXundre T,

mit der Ausnahme von ¢; = 7' —1 in Verbindung mit J}, = 0, also fiir den Fall, dass Ele-
ment k nicht mehr ausgewihlt wird. Eine Voraussetzung fiir ein Rotationspanel, wie in
(2.61) beschrieben, balanciert zu sein ist, dass die Querschnittstichproben in G zu je-
dem Zeitpunkt den gleichen Stichprobenumfang haben und das Rotationsschema nach
den ersten M Ziehungen voll implementiert ist. Folglich kann nur das Rotationspanel
(*3!, ..., *8T) mit > M balanciert sein.

Fiir verinderliche Populationen miissen bei der Bildung des Rotationspanels auch Ge-
burten und Sterbefille beachtet werden. Hierzu wird die Definition des Rotationspanels
*G in (2.61) wie folgt angepasst

*6 = (6R)oU. (2.63)

Dabei ist U eine N x T Indikatormatrix der Form

U= [1(k,Z")|k=1,.v » (2.64)
t=1,...T
‘mit
1 fi ¢
]].(k,%l) ::{ irk e % .
0 sonst

Da die Querschnittstichproben in *& nach (2.63) keine festen Stichprobenumfinge
haben, ist das Rotationspanel nicht iiber den gesamten Beobachtungszeitraum hinweg
balanciert.
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Beispiel 2.17. Fiir Algorithmus 3 mit # wie in (2.14) und unter der Annahme von (2.17)
ist ;)" ="V ke U, sowie n'* =0 fiir alle [u—t| < r— 1, mit r = [N/n]. Um
eine konstante Uberlappung fiir eine Anzahl von aufeinanderfolgenden Stichproben zu
erhalten, soll ein d’l"_dg“l Rotationsschema mit m = 1 und d; = 3 umgesetzt werden.

Matrix R in (2.61) hitte somit die Form

11 1 0 -- 0

0O 1 1 1 0 0
R: . .

0 T

Diese d-in Rotation kann auch durch die Anwendung von Algorithmus 10 erzeugt

werden. *§' besteht somit aus der Summe der Teilquerschnittstichproben 3/, §/~!,

Algorithmus 10 Rotationsschema d-in

1: fortr € 7 do

2 if t = 1 then *§" + §"

3 else

4 if t < d then *5' + 5"~ 1 +§
5: else’s’ « "5~ 450 — 5~

6 end if

7 end if

8: end for

. und hat den Stichprobenumfang *n’ = 223(171,471) n'~!. Daher ver-

lassen zu jedem Zeitpunkt ¢ > d, n'~¢ = 3 Elemente *§' und n' = 3 Elemente werden
hinzugefiigt. Fiir r < d befindet sich *s’ im Aufbau, d.h. das Rotationsschema ist noch
nicht voll implementiert und es werden in jeder Periode n’ neue Elemente aufgenom-
men. Die Querschnittstichproben *s’ kénnen immer ohne Zuriicklegen gezogen wer-
den, wenn 3 < r—1.

gtfmin(tfl,dfl)

Die Inklusionswahrscheinlichkeiten, die zu dem Rotationsschema in Algorithmus 10
korrespondieren, lassen sich wie folgt bestimmen,

min(r—1,d—1) min(u—1,d—1)

* b t—iu—i
m" = Y = , (2.65)
i=0 j=0
min(t—1,d—1) min(u—1,d—1) o
o T f—i,u—1
=) Y m (2.66)
i=0 j=0

*7‘[2'” ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein Element k sowohl in *s’ als auch in *§“
enthalten ist. *77:23’ ist die Wahrscheinlichkeit, dass k in *s’ und [ in *3“ enthalten ist.

Zudem sind *rr} und *7, , durch (2.65) bzw. (2.66) mit t = u gegeben.
Die Erwartungswerte der Uberlappungen lassen sich analog zur Inklusionswahrschein-
lichkeit in (2.65) im Allgemeinen wie folgt darstellen,

min(r—1,d—1) min(u—1,d—1)

E(fn"")= ) Y E@ ). (2.67)

i=0 j=0
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Tabelle 2.10 enthilt E (n">*) V ¢,u €  fiir den Fall, dass ' =n =3, N' =N = 16 und
T =14. Allen' '“mitu=1, ..., 10 sind hier deterministisch. Zeitpunkt ¢ = 6 ist hier
der erst mogliche Zeitpunkt fiir ein Element, das in # = 1 gezogen wurde, wieder in
die Stichprobe zu gelangen. Bei der Ziehung der 3 Elemente in ¢+ = 6 muss das Ele-
ment gezogen werden, welches noch nie gezogen wurde. Die iibrigen zwei Elemente
werden aus der Gruppe jener Elemente entnommen, die zum Zeitpunkt ¢t = 1 gezogen
wurden. Folglich ist n'+® = 2 nicht variabel. Entsprechend ist n!” = 1, denn in t =7
muss das Element entnommen werden, das in # = 1 aber nicht in = 6 gezogen wur-
de. Der Zeitpunkt t = 11 ist fiir ein Element, das in t = 1 gezogen wurde, der erste
mogliche Zeitpunkt, zum dritten Mal gezogen zu werden. Die Uberlappung n'>!! ist
nun variablel, da in §!! sowohl ein Element enthalten sein kann, welches in = 6 zum
ersten Mal gezogen wurde, als auch Elemente, die in = 1 und r = 6 gezogen wurden.

Tabelle 2.10: E (n’-*) fiir Algorithmus 3 mit (2.14) sowien’ =n=3und N' =N =16

E(n"

=
—

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

3,00 0,00 0,00 000 000 200 100 000 000 000 133 133 033 0,00
0,00 3,00 0,00 0,00 0,00 000 200 1,00 000 000 000 133 133 0,33
0,00 0,00 3,00 0,00 0,00 000 000 200 1,00 000 000 000 133 1,33
0,00 0,00 0,00 3,00 0,00 000 000 0,00 200 100 000 0,00 0,00 1,33
0,00 0,00 0,00 0,00 3,00 000 000 0,00 000 200 1,00 0,00 0,00 0,00
2,00 0,00 0,00 0,00 000 3,00 0,00 000 000 000 200 1,00 0,00 0,00
1,00 2,00 0,00 0,00 0,00 0,00 3,00 0,00 000 000 0,00 200 1,00 0,00
0,00 1,00 2,00 0,00 0,00 000 000 3,00 000 000 000 000 200 1,00
0,00 0,00 1,00 2,00 0,00 000 000 0,00 3,00 000 000 000 0,00 2,00
0,00 0,00 0,00 1,00 200 000 000 0,00 000 3,00 000 000 0,00 0,00
1,33 0,00 0,00 0,00 1,00 200 0,00 0,00 000 000 300 0,00 000 0,00
1,33 1,33 0,00 0,00 000 100 200 000 000 000 000 300 000 000
033 1,33 133 0,00 0,00 000 1,00 200 0,00 000 000 0,00 3,00 0,00
0,00 033 133 133 0,00 000 000 1,00 200 000 000 0,00 0,00 3,00

0NN R WN =

— e e
AW = OO

Tabelle 2.11 enthilt die Werte von Matrix E (*n’>*). Entsprechend den obigen Ausfiih-
rungen zu Tabelle 2.10 ist *n’-* konstant fiir alle 7,u < 10, sowie auch fiir ,u € .7 mit
lu—t| <2.

A

Wie Beispiel 2.17 deutlich zeigt, ist es einfach mdoglich (fiir eine unverdnderliche Po-
pulation), ein Design fiir Rotationsstichproben zu finden, welches balanciert fiir den
Erhebungszyklus ist. Wird die gemeinsame Stichprobe durch Algorithmus 3 mit (2.36)
gezogen, ist eine Balancierung iiber einen beliebig langen Beobachtungszeitraum je-
doch nur moglich fiir v’ =n V¢ € J und zusitzlich N mod n = 0. Nur dann ist n'-*
fiir alle t,u € .7 keine Zufallsvariable und somit *n’>* auch nicht.

2.6 Zielkonflikte zwischen Quer- und Langsschnittde-
sign

Wie Nedyalkova et al. (2009) anmerken, besteht offensichtlich ein Konflikt zwischen
der Wahl des Lingsschnitt- und des Querschnittdesigns. Die Festlegung des Léngs-
schnittdesigns ermoglicht es, die gewiinschte Koordination zu implementieren, jedoch
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Tabelle 2.11: E (*n’") fiir Rotationsschema d{"_dg"_l mit m = 1, dy = 3 in Verbindung
mit Algorithmus 3 mit (2.14) sowie ' =n=3und N' =N =16

s
=
=N
=

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

3,00 3,00 3,00 0,00 000 200 300 3,00 100 000 133 267 3,00 1,67
3,00 6,00 6,00 3,00 000 200 500 6,00 400 1,00 133 4,00 5,67 4,67
3,00 6,00 9,00 6,00 3,00 200 500 800 7,00 400 233 400 7,00 733
0,00 3,00 6,00 900 6,00 3,00 200 500 800 700 400 233 400 7,00
0,00 0,00 3,00 6,00 900 6,00 3,00 200 500 800 700 4,00 233 4,00
2,00 2,00 2,00 3,00 600 9,00 6,00 300 200 500 800 7,00 400 233
3,00 500 5,00 200 3,00 600 900 600 300 200 500 800 700 4,00
3,00 6,00 38,00 5,00 200 3,00 6,00 900 600 300 200 500 8,00 7,00
911,00 4,00 7,00 800 500 200 3,00 600 900 600 3,00 200 500 800
10 | 0,00 1,00 4,00 7,00 8,00 5,00 200 3,00 6,00 900 6,00 300 200 5,00
11 ] 1,33 1,33 233 400 700 800 500 200 300 600 900 6,00 3,00 2,00
12 | 2,67 4,00 400 233 4,00 7,00 8,00 500 200 300 6,00 900 6,00 3,00
13 | 300 567 7,00 400 233 400 7,00 800 500 200 3,00 600 900 6,00
14 | 1,67 4,67 733 700 400 233 4,00 7,00 8,00 500 200 3,00 6,00 9,00

00NN AW

miissen die sich hieraus ergebenden Querschnittdesigns akzeptiert werden. Umgekehrt
schrinkt die Wahl des Querschnittdesigns die Moglichkeit zur Koordination ein. Insbe-
sondere gilt dies fiir Designs mit festen Stichprobenumfingen. Dies wird besonders bei
geschichteten Querschnittdesigns deutlich. Die Schichtung stellt dabei eine Art Koor-
dination im Querschnitt dar, die nur schwer mit der im Langsschnitt vereinbar ist (Ri-
viere, 2001, Nedyalkova, 2009). Dieses Problem besteht fiir Querschnittdesigns mit un-
gleichen Inklusionswahrscheinlichkeiten und festen Stichprobenumfingen allgemein.
So lassen sich zwar fiir ¢ < u bedingte Querschnittdesigns p*(5*|5") frei wihlen, das
Problem besteht aber darin, hieraus das Querschnittdesign p*(.) abzuleiten (Deville &
Tillé, 2000, Tillé & Favre, 2004, Nedyalkova et al., 2009). Bekannte Designs fiir die
dies moglich ist, sind nicht sequenziell (Matei & Tillé, 2005b, Matei & Skinner, 2009).

Aus diesem Grund wird die folgende Vermutung aufgestellt:

Vermutung 2.18. Ein Algorithmus fiir ein strikt sequenzielles gemeinsames Design
mit beliebigen Inklusionswahrscheinlichkeiten erster Ordnung und festen Stichprobe-
numfingen im Querschnitt, sowie negativer oder positiver Koordination, existiert nicht.

Auch wenn Vermutung 2.18 nicht allgemein zutreffen sollte, gilt sie doch fiir die Menge
der bekannten Algorithmen zur Implementierung sequenzieller Designs (siehe hierzu
z.B. Rosén, 1997a,b, Ohlsson, 1998, Deville & Tillé, 2000, Kroger et al., 2003).
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Kapitel 3

Schitzung von Statistiken im
Querschnitt

Dieses Kapitel widmet sich der Schitzung von Statistiken einer interessierenden Va-
riable zu einem einzigen Beobachtungszeitpunkt, d.h. es kann von 7 = 1 ausgegan-
gen werden. Aus diesem Grund wird bis auf Weiteres auf Indizes zur Unterscheidung
von verschiedenen Beobachtungszeitpunkten abgesehen und es wird auf die Notati-
on aus Abschnitt 2.1.1 zuriickgegriffen. Es sei y die interessierende Variable, auch
Untersuchungsvariable genannt, fiir die y(k) = y; der Wert des k-ten Elements ist.
¥=(y1,...,yn) " bezeichnet den (unbekannten) Parameter der endlichen Population,
beschrieben durch % . Jede reelle Funktion von y wird Statistik genannt. Das Ziel einer
Stichprobenerhebung ist es, eine Inferenz beziiglich einer, oder mehrerer Statistiken
0 von ¥ zu erstellen unter Verwendung der bekannten Stichprobendaten {k, yi|k € 4}.
Dabei lisst sich 0 in der Regel als eine Funktion von ¥ darstellen.

Statistiken von Interesse konnen beispielsweise der Total- oder Mittelwert von y sein
oder komplexere Funktionen, z.B. jene Maf3e fiir Armut und Einkommensungleichheit,
wie sie in Abschnitt 3.4 beschrieben sind. Ein Schitzer fiir eine solche Statistik von ¥
ist eine reelle Funktion Q(8, ¥), wobei q = Q(s, ¥) fiir den Schitzer und g = O(5, ¥) fiir
dessen realisierten Wert beziiglich der gezogenen Stichprobe § steht.

Der Erwartungswert und die Varianz von q sind fiir Design p(.) und dessen Triger ¢
gegeben durch

E(q)=) p(q,

se¥

bzw.
V@ =E(a-E@P)
=Y p@la—E@)

s€9

=E(q%) - [E(q)]* .
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Die Kovarianz zwischen zwei Schitzern q; = Q1 (s, ) und q2 = 0»(5, ¥) ist gegeben
durch

COV (q1, 92) = E([q1 —E(q1)][a2 —E(q2)])
=Y p® a1 —E(a1)] g2~ E(a)]

se¥

=E([9192]) —E(a1)E(q2) -

Die obigen Erwartungswerte werden iiber alle moglichen Stichproben des Trigers ¢
mit Design p(.) gebildet. In diesem Zusammenhang wird darum auch von Designer-
wartungswert, (bzw. Designvarianz und Designkovarianz) gesprochen. Im weiteren
Verlauf wird auf diese explizite Hervorhebung, falls nichts anderweitig ausdriicklich
erwéhnt, verzichtet, da im Fokus des Interesses mafgeblich die designbasierte Inferenz
steht (Sarndal et al., 1992, S. 34-35).

3.1 Horvitz-Thompson Schiitzer

Zunichst wird der Fokus der Untersuchung auf den Totalwert von y gelegt, der mit 7
bezeichnet wird, d.h.

=) - (3.1)

ke

Der Horvitz-Thompson Schitzer (Horvitz & Thompson, 1952) gehort zur Klasse der
linearen Schitzer und ist als Schitzer fiir T wie folgt definiert:

A ~ Yk
kew Tk (3.2)
=3y,
wobei SV)' = (fr—‘] . ﬂN) . Aufgrund der Gewichtung der Beobachtung yj in der Stich-

probe mit der Inversen der Inklusionswahrscheinlichkeit erster Ordnung 7, wird der
Schitzer in (3.2) im Folgenden 7m-Schitzer genannt.

Der Schitzer 1 ist erwartungstreu fiir T und Design p(.) mit dem Tréiger ¢, falls
T >0Vke?,dh.
E(ts)=r1,

da

=) @ Z'kk

Ee% KS% kew

=Y ) rG lk*

ke 5€4

=Y w.

ke

60



Die Varianz von 1z, hat die folgende Form:

Z Z ﬂkl—ﬂkﬂl }’k }’l

kew lew

Yk Yk Vi
= m (1 —m) 2 T — T T) — — .
- Y al (n) +2 ¥ ¥ (w22

kew ke lew
1<k

(3.3)

Fiir die Herleitung der Varianz in (3.3) siehe Sérndal et al. (1992’ S. 43f.) bzw. Cochran
(1977, S.260). In Anlehnung an die Schreibweise £z =38!y lisst sich V(%) alternativ
in der quadratischen Form y " Xy darstellen. Dabei ist

34

IR

X5 =[COV Tk, 30)|k=1,..n = [Mors — Ty 51
=1, =1,

Unter der Bedingung, dass m; > 0V k,I € %, ist ein unverzerrter Schitzer fiir V (27)
gegeben durch

V(% Yk 7Fk7fk Yk Vi
V (1, 1—m) +2 — ) == (3.5)
()= 1;5( ‘ (”k) ;;’5;% ki 7Tk m’
<

(Sédrndal et al., 1992, S. 44).

Fiir den Fall, dass p(.) ein Design mit festem Stichprobenumfang ist, lisst sich die
Varianz von 7 alternativ auch schreiben als

2
V(x) :_% Y Y (mu—mm) (yk = yl)

kew 1€ e T
Ye o VI : (36)
=Y Y (mm—m) <) :
ke 1€ e T
<k

(Yates & Grundy, 1953, S.257) . Fiir my; > 0V k,l € 7/ ist ein unverzerrter Schétzer
von (3.6) durch

2

Goa T — T ( Yk VI

Vi) =) Y —— (::%) , 3.7)
kE%ZIEOZ]{ kil k [

<

(Cochran, 1977, S. 260f.) gegeben. Damit Varianzschitzer (3.7) strikt groBler gleich
Null ist, ist eine hinreichende Bedingung, dass m,m; > 7y, V k,l € % , k # [ (Raj, 1968,
S.55).

Der Vorteil der Varianzschétzer in (3.7) und (3.5) liegt in ihrer generischen Form. In
der Anwendung erweisen sie sich jedoch fiir eine Vielzahl von Stichprobendesigns als
wenig praktikabel. Zunéchst bringt die doppelte Summe in beiden Varianzschitzern
eine schnell wachsende Anzahl von Ausdriicken mit sich, die berechnet werden miis-
sen. Zum anderen kann es aufwindig sein, alle Inklusionswahrscheinlichkeiten zwei-
ter Ordnung zu bestimmen. Dies gilt vor allem fiir komplexe Designs. Dabei handelt
es sich insbesondere um Designs mit ungleichen Inklusionswahrscheinlichkeiten und
festen Stichprobenumfingen, eine Kombination, wie sie in der Praxis oftmals zur An-
wendung kommt. Nur fiir einfache Designs mit festen Stichprobenumféngen, wie der
einfachen Zufallsstichprobe, sind die Inklusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung
einfach zu bestimmen bzw. konstant fiir alle k,/ € % .
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3.1.1 Einfache Zufallsstichprobe

Fiir eine einfache Zufallsstichprobe (SRS) mit einem Stichprobenumfang von n ist
. 1
P() = 7%
()
firalles € .7, = (IZ ) Dieses Design wird einfach genannt, da jede mdégliche Stichpro-

be die gleiche Wahrscheinlichkeit hat, ausgewéhlt zu werden (Tillé, 2006). Die Inklu-
sionswahrscheinlichkeiten erster und zweiter Ordnung sind folglich

n

bzw.
nn—1)

Tl =
Unter SRS lisst sich 7, schreiben als
fﬂ? = Ny ;
N . .
mity = — Y rcq Jiyk als Stichprobenmittel.
n

Werden die Inklusionswahrscheinlichkeiten in (3.7) eingesetzt, ergibt sich

2
c n
V( :NZ—(l——), 3.8
(x) P N (3.8)
N _ 1.2
wobei 6% = W als Varianz von y bezeichnet wird (Sérndal et al., 1992, S. 46).

Durch Ersetzen von 62 durch s2, wobei

I .,

n_lkEA

die Stichprobenvarianz von  ist, ergibt sich ein unverzerrter Schitzer fiir (3.8).

3.1.2 Poisson Design

Ein Poisson Design hat einen zufilligen Stichprobenumfang und ungleiche Inklusions-
wahrscheinlichkeiten, mit 0 < 7, < 1V k € %'. Das Stichprobendesign ist gegeben

durch
p(s) = [T w (1 =)0
ke

Da die Ziehungen der Elemente unabhingig voneinander erfolgen, ist 7y; = m;; und
somit COV (Jy, J;) =0V k # 1 € % . Entsprechend lisst sich die Varianz von %, unter
einem Poisson Design schreiben als

2
V(tn) = ¥ m(l—m) (Z) . (3.9)

ke

!Der Fall mit gleichen Inklusionswahrscheinlichkeiten wird als Bernoulli Design bezeichnet.
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Ein unverzerter Schitzer fiir die Varianz in (3.9) ist

2
Vi) = Y 31 -m) (i}’i) . (3.10)

ke

An dieser Stelle sei angemerkt, dass der Schitzer 7, eine relativ hohe Varianz haben
kann im Vergleich zu Designs mit einem festen Stichprobenumfang, der dem erwar-
teten Stichprobenumfang des Poisson Designs entspricht. Ein hoher Teil dieser Vari-
anz ist auf den zufilligen Stichprobenumfang zuriickzufiihren, dessen Erwartungswert
durch Y, c4 m gegeben ist. Folglich stellt sich die Frage, wie die Inklusionswahr-
scheinlichkeiten zu wihlen sind, um die Varianz in (3.9) zu minimieren. Unter der
Bedingung, dass y; > 0V k € %/, kann dies erreicht werden, indem m; proportional
zum Anteil von y; an T gewihlt wird, d.h.

nk:n—zkfiir k=1,...,N

vorausgesetzt, dass ny; < T Vk € % . Da ¥ jedoch unbekannt ist, wird zur Planung
des Stichprobendesigns anstelle der Untersuchungsvariable oftmals eine mit y hoch
korrelierte Hilfsvariable x verwendet. Hierzu soll x; die Auspriagung von x fiir das k-te
Element in % sein. Falls ;yTi konstant oder nahezu konstant fiir alle k € % ist, wird

die Varianz von 7 nicht weit von ihrem Minimum abweichen (Sirndal et al., 1992,
S.,86f).

Interessanterweise ist fiir eine feste Relation zwischen Inklusionswahrscheinlichkeit
und Untersuchungsvariable, d.h. 1, = y; A, mit A € R unter der Bedingung 0 < y;A < 1
fiir alle k € %, bei allen Designs mit festem Stichprobenumfang V (%;) = 0. Dieser
Umstand ist direkt ersichtlich aus der Darstellung der Varianz in (3.6), bei welcher in
diesem Fall der quadratische Faktor fiir jeden Summanden Null ist.

3.2 Varianzschitzung bei Ziehen mit Zuriicklegen

Um die Kalkulation der doppelten Summe in (3.7) bzw. (3.5) im Falle von komplexen
Designs zu umgehen, finden sich in der Literatur verschiedene Approximationen, die
ausschlieBlich die Kenntnis der m; voraussetzen, nicht jedoch die der m;, (Berger &
Skinner, 2004). Ein anderer Weg, diese aufwindigen Berechnungen zu umgehen, ist
die Verwendung von Varianzschitzern fiir Designs mit Zuriicklegen. Fiir Ziehen ohne
Zuriicklegen bezeichnet p; die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Element k, bei
einem beliebigen Zug der n,,, Ziige entnommen wird. Diese Selektionswahrscheinlich-
keiten py, k =1, ..., N, konnen frei gewihlt werden, jedoch soll py > 0V k € % sein
und Y ;<9 pr = 1. Sind alle pj; gleich, wird von einer einfachen Zufallsstichprobe mit
Zuriicklegen gesprochen (SRSWR). Der sog. Hansen-Hurwitz Schitzer %, fiir T bei
Ziehen mit Zuriicklegen, vorgeschlagen von Hansen & Hurwitz (1943), gewichtet die
beobachteten Werte mit den Selektionswahrscheinlichkeiten der jeweiligen Elemente.
So ist

L1
Tpwr = —

—. (3.11
Nyr ;21 Pk;
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Dabei ist k; = [, wenn im i-ten Zug das /-te Element gezogen wurde (Sérndal et al.,
1992, S.51f.). Der Index pwr steht fiir das Expandieren der y; mit pk_1 beim Ziehen
mit Zuriicklegen. Es besteht der folgende Zusammenhang zwischen 7, und py,

m=1- (l —pk)nwr
= (n
= NyrPr + Z < ;’”) (—Pk)l .
=2
Sollte py klein sein, was bei grolen N anzunehmen ist, dann ist 7y & 71, pg.-

Wegen

Pr(y"i:y") =p k=1,...N,
Pk; Pk

. A e Yk; _ Yk _ ..
ist £, unverzerrt fiir 7, da E (p—k'l) =Yiew 2Pk=T und somit ist

. 1 Nwr k'
E (%) = — Y E (y)

Nyr i 21 DPk;

=7T.

Die Varianz von 1, ist

1 2
V(i) = Y (”‘—r) e (3.12)

ke Twr

Ein unverzerrter Schitzer fiir die Varianz von 1,,,, ist gegeben durch

~ . 1 Ryr Vi . )2
Vb)) = —— i_g ) (3.13)
( P ) nwr(nwr_ 1) ,zzl <pk,- g

Beweise fiir (3.12) und (3.13) finden sich in Sdrndal et al. (1992, S. 52).

Ein Varianzschitzer der Form (3.13) kann nun alternativ als Varianzschitzer fiir T ver-
wendet werden (Sédrndal et al., 1992, S. 422). So lésst sich der folgende Varianzschitzer
fiir £; unter einem hypothetischen Design mit Zuriicklegen aufstellen:

N 1 yk N 2
Vo= —_ . 3.14
0 n<n1>,£(pk T) G149

Dabei wird p; mit p, = % angenommen fiir alle k € » und das Design hat n = n,,,
Ziige. Durch die Verwendung von (3.14) anstelle von (3.7) oder (3.5) wird ein Vari-
anzschitzer fiir SRSWR verwendet, obwohl das eigentliche Design SRS ist. Der Preis
dieses rechnerisch einfacheren Varianzschitzers, welcher ohne die Verwendung der In-
klusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung auskommt, ist, dass dieser nicht linger
unverzerrt fiir V (1) ist. Diese Verzerrung ist fiir jedes Design mit einem festen Stich-
probenumfang gegeben durch

Bur (Y0) = V(t) = = (%= V(%)) , (3.15)
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1
mit Vo = ;Zke% y—’; - ’C) pr und E,,. als der Erwartungswert in Bezug auf das

Desgin mit Zuriicklegen (siehe Sérndal et al., 1992, S.422 bzw. Durbin, 1953). Die
Verzerrung in (3.15) ist positiv, wenn 1y fiir ein Design ohne Zuriicklegen mit einem
Stichprobenumfang von # effizienter ist als £, fiir ein Design mit Zuriicklegen mit n
Ziigen und py = 7, /n. In diesen Fillen fiihrt die Verwendung von Vg zur Konstruktion
von Konfidenzintervallen, die konservativ, d.h. zu lang sind.

Wie Raj (1968, S.55f) zeigt, ist eine hinreichende Bedingung fiir V(%) > V(1) bei
Designs mit festen Stichprobenumfingen gegeben durch

1
ﬂkIZﬂkﬂl(l—f)Vk,le%,k#l, (3.16)
n
was ersichtlich wird durch das Umschreiben der Varianz in (3.12) in der folgenden
Weise
N 2

2
. Yk T
V(% = E —_ - —
( pwr) i—1 "wrPk  Mwr

2
=1§L§1<”‘—y’> pipi - (3.18)
Nwr i =11=1 \Pk DI
1<k

(3.17)

Da p; = ”k ist folgt fiir n,,,- = n, dass (3.17) immer groBer als (3.6) ist, wenn die Bedin-
gung in (3 16) erfiillt ist, wie dies z.B. fiir SRS der Fall ist. Die Bedingung in (3.16) ist
hinreichend, aber nicht notwendig und fiir viele andere Designs ohne Zuriicklegen als
SRS schon nicht gegeben. Fiir sog. connected Designs> gibt Gabler (1984) die weniger
strenge, jedoch immer noch nicht notwendige Bedingung

N

b1
Z min ﬂ>n71
<IN

fiir Vo > V(%) an. Eine Demonstration der obigen Bedingung fiir den Ziehungsalgo-
rithmus von Sampford (Sampford, 1967) findet sich ebenfalls in Gabler (1984).

Es lasst sich zusammenfassen, dass fiir manche Designs mit Zuriicklegen der Varianz-
schétzer in (3.13) als eine einfach zu berechnende obere Abschétzung fiir die Varianz
unter dem tatsdchlichen Design dienen kann. Da

N 1
E (Vo) = yk—yk) Tl

(n—1) ke¥ lcu <7tk Tl
1<k

und somit E (\70) groBer gleich (3.6) ist, wenn (3.16) gilt. Die Nutzbarkeit einer sol-
chen Vereinfachung ist jedoch beschriankt durch den Umstand, dass die Inklusions-
wahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung bekannt sein miissen.

2Ein Design wird als connected bezeichnet, wenn fiir alle k,/ € % k # I eine Folge von Elemten des
Ziehungsrahmes (k;)i—1 .., existiert, fiir die gilt @ , 7, &, - - T, .1 > 0.
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3.3 Varianz Approximationen

Durch eine alternative Formulierung der Varianz in (3.6), soll fiir Designs mit einem
festen Stichprobenumfang im Folgenden eine erste Approximation fiir die Varianz von

1 gefunden werden.

Zuerst sollen einige allgemeine Eigenschaften der Inklusionswahrscheinlichkeit bei
Designs mit festen Stichprobenumfingen aufgelistet werden, (Tillé, 1996, p. 184):

Y mi=mn-1)

ke
KAl
Y mm=mn—m)
ke
P
Z Z T .1 zn(n— 1)
kew lew
Ik
Y Y mm=n*-Y w
keU lew ke
I#k
Y (mem —me 1) = m(1— m)

lew
I#£k

Jetzt wird (3.6) umformuliert mit

N N
Yk T
= Z Z(ﬂkﬂl — T,1) ( - >
=117k e n
N N
T T
- Z Z(ﬂkﬂz — T 1) (yk - > (yz - )
=117k T n Vi n

A (GG

k=11%k

(3.192)

(3.19b)

(3.19¢)

(3.19d)

(3.1%)

(3.20)

(3.21)

Fir py = nm, und n = n,,, ist der erste Term in (3.21) gleich der Varianz von %,,,
multipliziert mit einem Endlichkeitskorrekturfaktor (1 — 7). Somit kann dieser Term
als eine erste Approximation zur Varianz in (3.21) verwendet werden, die ohne die In-
klusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung bestimmt werden kann (Brewer, 2002,
S. 149f.). Damit der Einfluss des zweiten Terms in (3.21), im Vergleich zum ersten,
vernachldssigbar ist, muss das Design die Eingenschaft haben, dass 7 ; ~ mm; Vk,I €
Y k # 1. Dies ist beispielsweise bei hinreichend groem N fiir SRS der Fall. Ist jedoch
davon auszugehen, dass der zweite Term nicht zu vernachlissigen ist, miissen weitere,

66



geeignetere Approximationen fiir die Inklusionswahrscheinlichkeiten zweiter Ordnung
gefunden werden, d.h. Ausdriicke, die der Varianz von % ndherungsweise entsprechen
und die gleiche, einfache Form haben wie der erste Term in (3.21).

Um eine solche Approximation zu finden, wird zunichst das sog. bedingte Poisson
Design betrachtet. Dabei handelt es sich um ein Poisson Design, dass auf einen festen
Stichprobenumfang n konditioniert wird. Eine heuristische Beschreibung eines solchen
Designs wire

Ppoiss(S*n=n) = Plzgils;( fi) .

Dabei ist ppoiss () das unbedingte Poisson Design mit einem variablen Stichprobenum-
fang von n, den Inklusionswahrscheinlichkeiten 7; (k =1,..., N), mit ZkN:1 T =n,
und einer nach ppoiss(.) ausgewihlten Stichprobe 5. Des Weiteren ist ppoiss (5*|n =
n) =0 falls 5 ¢ ., und Pr(s* € .#,) bezeichnet die Wahrscheinlichkeit, unter De-
sign ppoiss(.) eine Stichprobe vom Umfang n = n zu ziehen (Berger, 2004b, S.454).
Die Konditionierung auf einen festen Stichprobenumfang hat jedoch zur Folge, dass
die Inklusionswahrscheinlichkeiten 7r,f, fiir das bedingte Poisson Design, neu evaluiert
werden miissen.

Wie Matei & Tillé (2005a) darstellen, kann ein Stichprobendesign p(s) mit festem
Stichprobenumfang n und Inklusionswahrscheinlichkeiten 7, das die Entropie®

— ) p(5)logp(5) (3.22)
se.s
maximiert, als ein bedingtes Poisson Design mit dem gleichen Stichprobenumfang an-

gesehen werden. Es ist dann moglich, die Varianz von 7 fiir ein Design p(.) mit ma-
ximaler Entropie, darzustellen als

V (%x) = Vpoiss (Tz|ln=n) .

Dabei ist Vs die Varianz in Bezug auf das Poisson Design mit den gleichen Inklusi-
onswahrscheinlichkeiten erster Ordnung wie p(.) (Matei & Tillé, 20054, S. 548).

Es wird davon ausgegangen, dass das Tupel (1, n) unter dem Poisson Design normal-
verteilt ist (siehe Hdjek, 1964 und Berger, 1998). Folglich kann die lineare Beziehung
zwischen %7 und n ausgenutzt werden, um folgende Aussage zu treffen

Vpoiss (Ex|n =n) = Vpoiss(Tx + (1 —n)B) , (3.23)
wobei
B COV poiss (11, 27)
Vipoiss(n)
und
COVipoiss(n, ) = 1 (1= )2,
ke k
Vpoiss(n) = Y, mi (1-m) .
ke

3 Designs mit einer maximalen oder hohen Entropie sind Designs mit moglichst groBem Triger in Bezug
auf den Ziehungsrahmen sowie mit p(.) moglichst gleich fiir alle Stichproben des Triigers. Das Design soll
also moglichst viele unterschiedliche Stichproben haben und diese mit moglichst gleichen Wahrscheinlich-
keiten ziehen.
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Fiir by = m; (1 — @) ergibt sich hieraus die folgende Approximation fiir die Varianz
von V (%)

Vapprox (1) = Y, begf (3.24)
kew
mit
g = Y _
T

Yk
Yk Zke”// by P

e Yrewn,

(Matei & Till¢, 2005a). Die by in (3.24), bzw. die 7, sind nicht bekannt. Jedoch findet
sich in der Literatur eine Vielzahl von Vorschlidgen zu deren Approximation, wie z.B.
bei Hijek (1964, S. 1508ff). Eine Ubersicht und empirische Analyse der in der Litera-
tur zu findenden Alternativen fiir by findet sich in Matei & Tillé (2005a) (siehe auch,
Deville & Tillé, 2005).

Es ldsst sich anmerken, dass die Varianzen in (3.23) bzw. (3.24), der approximativen
Varianz eines Regressionsschitzers fiir 7 unter Verwendung des Stichprobenindikators
Jy als Hilfsvariable beziiglich des Designs Ppoiss(-) entspricht (siehe Deville & Tillé,
2005 bzw. Sirndal et al., 1992, S. 235).

3.3.1 Approximation von Hajek

Fiir Designs mit festem Stichprobenumfang n stellt Hdjek (1964, S.1511) folgende
Beziehung zwischen 7, 7; und 7 ; auf

mm — g =d ' m (1 —m)m (1—m)[1+o(1)] (3.25)

wobei d =Y jcq (1 — m ) und o(1) — 0 wenn d — 0. Die obige Beziehung ist giiltig
fiir rejective sampling, welche er als bedingtes Poisson Design bzw. bedingtes Ziehen
mit Zuriicklegen definiert, (Hajek, 1981, p. 66f.). Somit ldsst sich schreiben:

e~ memy (1— (1= me) (1 —m)d ") 1<k#I<N. (3.26)

Durch das Einsetzen von (3.26) in (3.6) ergibt sich die folgende Approximation fiir
V(%)

2
Vigi(82) = ¥ me(1 - m) (Z—B) , (3.27)

ke
mit
g ket (1= )
Yiew ﬂk(l - ”k)

Die Verwendung der Approximation in (3.26) geniigt jedoch nicht der Bedingung in
(3.19¢). Aus diesem Grund schldgt Hdjek (1981) vor, mm — 7 ; durch das Produkt

cxey, mit ¢ = m (1 — /'Lk)dgl/z und dj; = Z;CV:1 m (1 — Ag), darzustellen. Zudem ist

7tk(1—7tk)}_l

i (3.28)

172,/(:(1771'/() |:1
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(H4jek, 1981, S.27).

Die Terme (1 — A;) sind unbekannt, konnen aber iiber eine Iteration der obigen Bezie-
hung approximiert werden. Hierzu wird 1 — 7 als Startwert fiir 1 — A; verwendet und
auf der rechten Seite von (3.28) eingesetzt. Die sich daraus ergebende erste Approxi-
mation von 1 — A; wird dann wiederum in die rechte Seite von (3.28) eingesetzt. Dieser
Vorgang wird wiederholt bis sich die resultierenden Approximationen fiir (1 — A;) sta-
bilisieren, bzw. gegen 7;(1 — ;) konvergieren (Hdjek, 1981, S.76). Wenn (1 — ;") das
Ergebnis dieser iterativen Approximation von(1 — A;) ist, dann kann by, in (3.24) durch
m(1 — A) ersetzt werden, was eine weitere Approximationsmoglichkeit der Varianz
von T, darstellt.

Als einen Kompromiss zwischen Einfachheit und Prézision schlidgt Hajek (1981) fiir
kleine m; , bzw. hinreichend grof3e N, den folgenden Wert

HAJEK Dk = T (1 — 2Ay) (3.29)
(3.30)

fiir by in (3.24) vor. Dabei ergibt sich die Approximation von (1 — ;) in (3.29) aus
(3.28) unter der Annahme, dass m (1 — 7)) & my ist.

Falls m = § V k € % gilt, ist (3.27) identisch zu (3.8), der Varianz von % unter SRS

T

ist (Berger, 2003, S.9). Zudem ist B ~ — fiir kleine 7; in (3.27), und somit ist (3.27)
n

gleich dem ersten Term in (3.21).

Des Weiteren zeigt Berger (1998), dass die Approximation in (3.26) ebenfalls fiir die
Klasse von hoch randomisierten Designs bzw. Designs mit einer hohen Entropie (sieche
auch, Berger, 2004a, S.307) verwendet werden kann. Diese schlieft das Sampford
Design mit ein (Sampford, 1967).

3.3.2 Fixpunktiteration

Das Analogon von Beziehung (3.19¢) der Approximation 7 mx — 1 = brbi (Y e bk)_1
ist

bib; b?
— by — .
15 Lkew br Yiew bk

£k

Folglich lisst sich die allgemeine Approximation in (3.24) auch schreiben als

o1 byb 2
Vapprox (Tn) =3 Z K (yk - yl>

2 kew IIEOZ]{ Zke% bk Ttk ]
7 , 3.31)
Yk bk 1 YiYi
=Y (v - = Iyby .
e T Yiew bi Ykew br ey 11672% o T
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Durch den Vergleich von (3.31) mit (3.3), schlagen Deville & Tillé (2005) vor, die ge-
nauest mogliche Approximation fiir die Varianz von 1 durch die Losung des folgenden
Gleichungssystems zu finden

by — =m(1—m) k=1,...,N. (3.32)

Weil (3.32) ein nichtlineares Gleichungssystem ist, werden die b; durch Iteration ap-
proximiert (Tillé, 2006, p. 139f.). Um (3.32) zu 16sen wird von Deville & Tillé (2005)
eine Fixpunktiteration angewendet durch die Verwendung der rekursiven Gleichung

]

by = 5

tm(l—m)  fir i=0,1,2,3,... (3.33)
kewb!™"

N
bis eine Konvergenz eintritt. Als Startwert wird b,(CO) =m (1 —m) N

1 verwendet. Um

eine eindeutige Losung fiir (3.33) zu finden, muss die folgende Bedingung erfiillt sein,

(1 — m) 1

AxX ————— <
1<k<N Yyeq m(1—m) 27

(Deville & Tillé, 2005, S.575). Sollte der Prozess nicht konvergieren, schligt Tillé

(2006) die Verwendung des Wertes bfl) vor, der sich nach der ersten Iteration ergibt,
d.h.

N (1 —m)
(N=1)Yieq m(1—m)

Die obige Vorgehensweise ist sehr dhnlich zu der Iteration, die Hajek (1981) zur Ap-
proximation von m (1 — A;) anfiihrt.

b/((l) Zﬂk(l—ﬂfk) +1

3.3.3 Brewer Approximation

Eine andere Klasse von approximativen Ausdriicken fiir V (1), bei Designs mit hoher
Entropie, stellen Brewer (2002) und Brewer & Donadio (2003) dar. Diese basiert auf
einer Approximation fiir die 7 ;, welche von Hartley & Rao (1962) fiir eine rando-
misierte, systematische Stichprobenziehung mit ungleichen Inklusionswahrscheinlich-
keiten hergeleitet wurde. Die Approximation fiir 7 ; hat die folgende Form

1 k *
Tl % 5 T (b +b7) (3.34)
mit
-1
b = (n—1) (1 —n 2y n,2+2”"> : (3.35)
n lew n
Aus (3.34) folgt, dass
1 * *
T — T = Eﬂ'kﬂ'l (Z—bk—bl) . (3.36)
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Eine Approximation fiir die Varianz in (3.6) ergibt sich durch die Entwicklung des
zweiten Terms in (3.21) mit (3.36), so dass

Addieren des ersten Terms in (3.21) zum obigen ergibt die folgende Approximation

T

N 2
Virew() = Y m(1—bjme) (y" - ) (3.37)
=1 T n

(Brewer, 2002, S. 151f). Durch Ersetzen der by in (3.37) mit (3.35) ergibt sich schlief3-
lich die eigentliche Approximation.

3.3.4 Schitzer fiir Varianzapproximationen

Nachdem im vorangegangen Abschnitt eine Ubersicht zu moglichen Approximationen
fiir die Varianz in (3.6) gegeben wurde, widmet sich der nidchste Abschnitt der Schét-
zung dieser Approximationen.

Fiir die allgemeinen Varianzapproximation in (3.24) wird der folgende Schitzer for-
muliert

Vapprox (T2) = Y Jibié; (3.38)
ke
wobei
G=2-8 (3.39)
T,
o Yhes Kby
und B=em Mo (3.40)
Yieobk

In Abhéngigkeit von der Wahl der by ergibt sich so eine Vielzahl von mdéglichen Schit-
zern der Form (3.38) (Matei & Tillé, 2005a, Kapitel 4). Als einen einfachen Wert fiir
by kann
A b
by = HAJEK Dk ’ (3.41)
Tt

verwendet werden, wobei yajgk by wie in (3.30) approximiert wird. Fiir ein SRS Design
entspricht dies dem Varianzschitzer in (3.8).

Eine von Deville (1999) entwickelte komplexere Wahl fiir by lautet

A 1—7'[1 2
2b = (1-m) l1—g(w> ] . (3.42)

Ebenso kann eine Fixpunktiteration verwendet werden, um einen Wert fiir ISk Zu er-
halten. Es wird der gleiche Algorithmus wie in Abschnitt (3.3.2) genommen, mit dem
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Unterschied, dass die rechte Seite des Gleichungssystems in (3.32) sowie der zweite
Term auf der rechten Seite von (3.33) mit 7, ! multipliziert werden.

Der Startwert des Algorithmus lautet

~(0 n
3b1<<>:(1_”k)ﬁ~

Eine notwendige Bedingung fiir eine Losung ist

max =) 1
1<k<n Yyes(1—m) ~ 27

(Tillg, 2006, S. 141f). Sollte der Prozess nicht konvergieren, schligt Tillé (2006) die
(1)

Verwendung des Wertes 313,{ vor, der nach der ersten Iteration

n(l —m)

O
b =(=m) | s (-

+1

vorliegt.

In Ubereinstimmung mit der Varianzapproximation in (3.37) stellen Brewer (2002)
und Brewer & Donadio (2003) einen Varianzschitzer vor, der unter SRS als unverzerrt
angegeben wird. Der Varianzschitzer ist gegeben durch

o () AN
Vrew(t2) = Y 0 | = — 7 —”) : (3.43)
Brew( 717) k;l k (b]t k) (Ek n

wobei (3.43) der korrespondierende 7-Schitzer zu der Summe in (3.37) ist, korrigiert
um den Faktor b,f_l (Brewer & Donadio, 2003). Brewer (2002) stellt eine Auswahl von
moglichen Werten fiir b; vor. Zwei Vorschlige fiir b} sind

A n—1
1by =
n—7Ty
~ n—1
*
2bk:

= 5
n—n IZke”//”k

Die Motivation fiir die Wahl von 1131’.‘ ist gegeben durch die Relation zwischen Bezie-
hung (3.19a) und (3.19b) und fiir »5} durch die Relation zwischen (3.19¢) und (3.19d)
(Brewer & Donadio, 2003).

3.4 Nichtlineare Statistiken

Im Rahmen von Stichprobenerhebungen besteht oftmals die Notwendig nicht lineare
Schitzer zu verwenden. Leider fiihrt dies dazu, dass in den meisten Féllen die Varianz
eines nichtlinearen Schitzers nicht mehr in einer geschlossenen Form dargestellt wer-
den kann. Des Weiteren existieren zudem meist auch keine unverzerrten Varianzschét-
zer. Die zwei hdufigsten Ansitze, die zur Handhabung dieses Problems zur Anwendung
kommen sind die sog. Resampling Verfahren und Methoden der Linearisierung.
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Zu den Resampling Verfahren zéhlen die verschiedenen Jackknife- Bootstrap- oder
auch Balanced Repeated Replication Methoden. Deren Anwendung héangt, mehr noch
als vom verwendeten Punktschitzer selbst, vom vorliegenden Stichprobendesign ab.
Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Resampling Verfahren und mogliche Modifika-
tionen im Rahmen komplexer Stichprobedesigns findet sich beispielsweise in Wolter
(2007) und Bruch, Miinnich & Zins (2011, Kapitel 3).

Bei der Linearisierung wird ein nicht linearer Schitzer durch eine lineare Funktion
approximiert. Auf diese Weise kann die Varianz geschitzt werden, wie dies in den
Abschnitten 3.1 bzw. 3.2 und 3.3 dargestellt wurde. Dieser indirekte Ansatz tiber die
Schitzung der approximativen Varianz eines Schitzers liefert keine unverzerrten Schit-
zungen. Im Idealfall sind die Ergebnisse aber konsistent (Wolter, 2007, Kapitel 6).

Ist O eine Statistik mit @ = f(¥), und f : RY — R und § = Q(3, ) ein konsistenter
Schitzer fiir 0, d.h. 90 LA 6y fiir n — oo, so beschreiben Dell & d’Haultfoeuille (2008)

6 als linearisierbar, wenn ein 7 = (zx )1, ..y existiert, so dass
A ( ) wkzk> (6-0) A NV(0,1) fiir N — oo. (3.44)
kew

Dabei gilt die Annahme, dass gleichzeitig £ = o(log(log(N))™"), d.h. der Auswahl-
satz gegen Null konvergiert, falls die Population unendlich grofie wird. ZkN wizk = T,
ist ein Totalwertschitzer der Werte zz, im Folgenden auch als linearisierter Werte be-
zeichnet. Die in Schitzer £, verwendeten Gewichte wy werden als Erhebungsgewichte
bezeichnet. Diese sind frei bestimmbar, mit

fiir k
Wy = {W" urees (3.45)
0 sonst

jedoch soll £, konsistent fiir 7, = chv 7k sein.

Zunichst soll der Fall einer linearen Funktion f untersucht werden, da es das Ziel
ist, das Problem der Varianzschitzung fiir 6 auf den Fall eines linearen Schiitzers zu
reduzieren. Angenommen, es liegen d verschiedene Untersuchungsvariablen vor und
die Statistik 6 der Population % soll geschitzt werden. Dabei hat 6 die folgende Form

0=75(7), (3.46)
mit T = (Ty,...,T,...,T7) und T, = Ycq Vik. Wobei y;; die Beobachtung des k-ten

Elements der i-ten Untersuchungsvariable in %/ ist. Zur Schitzung von 6 werden die
unbekannten Statistiken in 7 durch T = (%y, ..., %, ..., Ty) ersetzt,

6=1(3) .

mit % = Y, Vikwr als konsistenter Schitzer fiir den Totalwert der i-ten Untersu-
chungsvariable und wy wie in (3.45).

Da f eine lineare Funktion ist, ldsst sich 6 darstellen als

d
HZf(f) Zao-i-Za,'f,',
i=1
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wobei ag,a; € R mit i =1, ...,d als beliebige Konstanten. Dann gilt fiir die Varianz
von 0

V() = Za2v (% +2): ZanCov(rl,r,) . (3.47)
i=1 i=1j=1
i<j

Ausdruck (3.47) beinhaltet d Varianzen und d(d — 1)2~! Kovarianzen, die geschiitzt
werden miissen. Falls wy = 7 ! d.h. der m-Schiitzer wird zur Schitzung von T; ver-
wendet, kann V (7;), wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, geschitzt werden. Die Kovari-
anz Cov(1;,%;) lasst sich schitzen durch

T .1 — T T,
Cov(t, 1) = Y~ kAL, (3.48)
keasles Tle,1 kM

Fiir den Fall, dass f eine nicht lineare Funktion ist, soll auch eine Ausdruck fiir V(8) in
dhnlicher Form wie (3.47) gefunden werden. Die Idee ist, die Funktion f in der Umge-
bung ihres tatsidchlichen Wertes durch eine bekannte lineare Funktion zu approximie-
ren. Die hierzu verwendete Methode ist als Taylor-Linearisierung bekannt. Die Appro-
ximation wird durch eine Expansion mittels einer Taylorreihe erster Ordnung vorge-
nommen. Zum Theorem der Taylorreihe siehe beispielsweise Serfling (1980, p. 43f).

Ist die Funktion f stetig differenzierbar bis zweiter Ordnung an jedem Punkt einer
offenen Menge, welche 7 und 7 einschlieft so, ist

d [9f Pl - ~,Pd)}

7 (ti—1)+R(TT), (3.49)

M

p=17

wobei

3.7 1L (0 ) .
R(T,7) = ZZZ{M} (EGi—w)(E—1).

i=1j=1 &p’ap] p=7
Dabei liegt 7 auf der Geraden L(%, 7), die 7 und 7 verbindet . Gilt
T—T=0,(r,) (3.50)

wobei (r), eine Folge von reellen Zahlen ist und r, — 0 fiir n — oo, dann folgt fiir den
zweiten Term auf der rechten Seiten in (3.49), den sog. Rest R(Z,7) = 0,(r2). Dabei
bedeutet Bedingung (3.50), dass T 7 konsistent fiir 7 ist.

In den meisten Anwendungen wird fiir geniigend grofie Stichprobenumfinge davon
ausgegangen, dass R einen zu vernachlissigenden Teil von  — 6 im Vergleich zu den
linearen Termen in (3.49) darstellt. Dies rechtfertigt die Verwendung der folgenden
Approximation:

p=17

d afp ) '7p) S
; [laqd} (3—1) . 3.51)

Es wird also nur der lineare Teil der Taylorreihe verwendet.
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Wenn E (%) = 7 gilt kann (3.51) dazu verwendet werden, eine Approximation fiir die

mittlere quadratische Abweichung (MSE) von  abzuleiten

d
MSE (§) ~ V <Z {‘W] ﬂ%,) (3.52)
i=1 i p=7%

d d

= aizV(’i',-) —l-ZZ Z aa; Cov (1, f]) ,
i=1j=1
T

ON

Il
-

14

mita; = [af(p('g’i[;"”)]p:f. Wegen MSE(8) = V(6) +Bias(6)2, wobei Bias(8) = 6 — 6,
kann die Varianz von @ durch MSE(8) approximiert werden. V() ist, fiir unverzerr-
te oder zumindest konsistente Schétzer, von hoherer Ordnung als Bias(B)2 (Wolter,

2007).

Zur Schitzung von (3.52) sind die unbekannten Varianzen und Kovarianzen durch ent-
sprechende Schitzer zu ersetzten. Fiir den Fall, dass d grof} ist, kann dies allerdings
impraktikabel sein. Hier kann die folgende von Woodruff (1971) vorgeschlagene Trans-
formation von y;; verwendet werden, mit

d
Zk = ZaiYik . (3.53)
i=1

Entsprechend ldsst sich dann schreiben

V(0)~V (Zwkzk> .

keas

Die Transformation in (3.53) ist anwendbar, wenn die einzelnen Schétzer in Z linear
sind. Es ist dann moglich, die Rangfolge der Summierungen in (3.52) zu dndern (An-

dersson & Nordberg, 1994). Um MSE(@) zu schitzen, miissen dann die unbekannten

a; in (3.53) durch einen Schitzer d; = [W]F% ersetzt werden. Eingesetzt in

(3.53) ergibt sich ein Schétzwert . fiir z;. SchlieBlich ist es moglich, die approximati-
ve Varianz von 6 durch V (Y;c, wiZy) zu schiitzen.

3.5 Einflussfunktion

Der in Abschnitt 3.4 dargestellte Ansatz zur Varianzschitzung ist nur anwendbar, falls
der Schitzer als eine bis zweiter Ordnung stetig differenzierbare und asymptotisch nor-
mal verteilte Funktion linearer Schétzer darstellbar ist. Fiir Schétzer, die diesen Anfor-
derungen nicht entsprechen, kann es dennoch moglich sein, eine lineare Approximation
mit Hilfe der sog. Einflussfunktion zu finden, wie es von Hampel (1974) beschrieben
wird. Dabei kann eine Einflussfunktion als ein Messinstrument fiir die asymptotische
Verzerrung eines Schitzers verstanden werden, die durch eine Kontamination in den
beobachteten Daten hervorgerufen wird. Daher findet das Konzept der Einflussfunkti-
on vor allem im Bereich der robusten Statistik Anwendung.
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In dem gegebenen Kontext ist es geboten, zunichst das Konzept statistischer Funktio-
nale, im weiteren Verlauf Funktionale genannt, einzufithren. Wenn die interessierende
Variable y ist eine reellwertige Zufallsvariable und F ihre Verteilungsfunktion ist, dann
sei

FeZ ={Fl6c0CR!}

mit d € N und ® als ein d-dimensionaler Parameterraum. Parameter 6 kann nun als
(statistisches) Funktional T dargestellt werden, d.h. als eine Abbildung der Menge von
Verteilungsfunktionen .% nach R?. Dies lisst sich schreiben als

6="T(F).

Ist F,, die empirische Verteilungsfunktion, beziiglich der beobachteten Werte (yi)re.s
von y aus der Stichprobe .4 mit dem Unfang n, kann ein Schitzer fiir 6 definiert werden
als T'(F,) mit

1
F()=—Y1w<y) yeR.
ken

Ein Moment der Variable y kann somit dargestellt werden als Funktional T'(F) =
Jr h(y)dF (y) mit h als integrierbarer Funktion. Der dazugehorige Schitzer liefe sich
schreiben als T'(F,) = [ h(y)dF,(y) =n' ¥, h(yk), wobei T (F,) in diesem Fall auch
Stichprobenmoment genannt wird (Shao, 2003, S. 338).

Fiir den Stichprobenvektor (yy)res, dessen Elemente nach der Verteilungsfunktion F
unabhingig identisch verteilt sind, ist die Einflussfunktion /F einer Statistik 7 = T (F)
am Punkt y

IF(T,F,y) = nr%T((] _S)F?é}') _T(F), (3.54)

Dabei ist 5; = ]l[y#x,) die Dirac-Verteilung am Punkt y € R (siehe, Shao, 2003, S.339 und S.
19).

Zur Herleitung von Einflussfunktionen wird ein Differenzierungsbegriff fiir Funktiona-
le benotigt. Es existieren hier verschiedene Arten von Differenzialen, wie das Gateaux-
Differential, das p-Hadamard-Differential und das p-Fréchet-Differential, wobei das
Gateaux-Differential hier im Vordergrund steht. Zu deren Definition siehe (Shao, 2003,
S. 338f).

Im Folgenden sei: T : %y — R ein reellwertiges Funktional iiber der Menge aller ab-
solut stetigen Verteilungsfunktionen .%; iiber R¢. Des Weiteren sei
2 :={c(F —G)|F,G € %y, c € R}.

T : %y — R ist Gateaux-differenzierbar an der Stelle F' € %, falls eine lineare Funkti-
on Lp existiert, mit Lr : 2 — R (d.h. Lp(c1A; +c2A2) = ¢1Lp (A1) +c2Lrp(A2) VA €
P,c; €R, j=1,2),s0dass fiiralle Ac Zund F +1tA € F:

o (T(F +18) ~T(F)
1m( :

—LF(A)> =0.

t—0
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Wird nun eine Funktion A definiert als 7 : R — R = T(F +tA), dann ist Giteaux-
Differenzierbarke/it dquivalent zur Differenzierbarkeit der Funktion 4 an der Stelle 1 =
0, d.h. Lp(A) = h (0) (siehe, Shao, 2003, S.339).

Die Einflussfunktion von 7'(F) an der Stelle y ist gegeben durch Lr (87 — F) = IF (T, F,y).
Nun kann das asymptotische Verhalten von 7' (F,) aufgestellt werden. Falls 7 an der
Stelle F Gateaux-differenzierbar ist, dann ist fiir t = ﬁ, und A= /n(F,—F)

VAT (F,) = T(F)) = Ly (v(Fy — F)) + Ry | (3.55)

mit R, als einem stochastischen Rest. Fiir n — oo gilt nach dem Zentralen Grenzwertsatz

d
IF(T,F,y;) = N(0,07) ,

LF(\/E(Fn_F)):i

1
n kes

wenn E (IF(T,F,y;)) = 0 und 6} = E (IF(T,F,y)*) < eo. Somit ist T (F,) asympto-

tisch normal verteilt, wenn R,, = Op(l), d.h. R, LN 0, was nicht durch die Gateaux-
Differenzierbarkeit alleine gegeben ist. Hierzu wird zudem die p-Hadamard-Differenzierbarkeit
oder p-Fréchet-Differenzierbarkeit benotigt. Dies bedeutet, dass zunichst Ly ermittelt

wird durch das Differenzieren von h(t) = T(F +tA) an der Stelle = 0. Dann wird
iberpriift ob T p-Hadamard’ oder p-Fréchet-differenzierbar ist mit einer gegeben Di-

stanz p iiber % (siehe, Shao, 2003, p.340).

In den meisten Anwendungsfillen ist jedoch fiir T(G) = [ f(y)dF(G) mit G € .F das
Funktional T linear und somit p-Fréchet-differenzierbar fiir beliebige p. Des Weiteren
ldsst sich fiir eindimensionale F und F’(y) > O fiir alle y € R zeigen, dass die Quan-
tilfunktion T(G) = G~! p..-Hadamard-differenzierbar ist an der Stelle F, fiir F € .7
und

P = ||Fi — Ba|L. = sup [Fi () — Fa(1)
teR4

Die Distanz p.. ist bestimmt durch die Supremumsnorm (siehe, Shao, 2003, S. 321 und S. 341
sowie Serfling, 1980, S. 216). SchlieBlich lisst sich mittels des Totalwerts der Werte der
Einflussfunktion z; = IF (T, F,y;) die Varianz des Schitzers T (F;,) approximieren. In
diesem Zusammenhang wird von den z; auch als linearisieren Werten gesprochen.

3.6 Schitzgleichungen

Ein alternativer Ansatz zur Linearisierung nicht stetiger Funktionen ist die Verwen-
dung von Schitzgleichungen. Schitzgleichungen koénnen verwendet werden, um so-
wohl Punktschitzer als auch deren linearisierte Werte z; zur Varianzschitzung zu be-
stimmen (Binder & Patak, 1994). Insbesondere verwenden Kovacevic & Binder (1997)
und Binder & Kovacevic (1993) diese Methode zur Schitzung von Disparititsma-
Ben und deren Varianzen. Im Folgenden wird zunichst ein kurzer Uberblick iiber die
Grundstruktur des Ansatzes gegeben.
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Die interessierende Variable y sei wiederum eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunk-
tion F und differenzierbarer Wahrscheinlichkeitsfunktion f. Es wird davon ausgegan-
gen, dass die interessierende Statistik bzw. der Parameter 0 die Losung 6 zu

U(8) = [ u(x8)dF () =0 (3.56)

ist (Binder & Patak, 1994). Weiter sei u(y, ) = g'(y, 0) definiert mit g(y, ) =log f(,0).
Dann ist

dl 0
u(y76) = % )

wobei u Schitzgleichung genannt wird. So ist zum Beispiel fir 6 = p, = [pydF(y),
dem Erwartungswert von y, die Schitzgleichung gegeben durch

l/t(y7 6) =y—- 6 ’
(Binder & Patak, 1994).

Fiir endliche Populationen ist 8 eine Statistik von ¥ = (y1, ..., yy) dem Parameter der
endlichen Population. 6 ist dann eine Losung 6y zur Gleichung

N
U6)=Y u(y.0)=0. (3.57)
k=1

Ein Schiitzer 6 fiir 6 ist die Losung zu Gleichung

=Y wiu(y,0) =0,

kes

wobei wy ein zu bestimmendes Erhebungsgewicht ist wie in (3.45) beschrieben. Die
Varianz von 6y kann wie folgt geschitzt werden. Sei U(8y) = Y e, u(yk, 80) = 0, dann
ist

-y
=
I
»
™=

(u(yk, 80) — u(ye, 60))

_l’_
M=

wiu (Y, 60)

>\.
Il

(u(yk, 80) — u(yx, 60)) (wr—1) .

+
M=

>\.
I

Unter Verwendung der Taylorreihe ist zudem

N u
06 =Y (552

) (60— 60) + R(Ho.60)
=1 0=6,

+ Z wtt (v 6o) (3.58)

\\Mz )

u(yi, 00) — u(y, 80)) (e — 1) .
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mit R wie in (3.49), wenn d=1. Wenn éo ein konsistenter Schitzer fiir 6 ist, so ist der
letzte Term in (3.58) vernachléssigbar fiir gentigend groBe Stichprobenumfinge. Wird
zudem auch R in (3.58) vernachléssigt ergibt sich die Approximation

N
b— 60~ Y wiz, (3.59)
k=1

mit

1
% =— [(au(gy’g )>9=90] u(yi, 60) ,

(Kovacevic & Binder, 1997). SchlieBlich kann auch hier die Varianz von 6 approxi-
miert werden, durch die Varianz des Totalwerts der linearisierten Werte z;, da

N
V(8o—60) = V(b)) ~ V (Z wkzk> . (3.60)
k=1

3.7 Linearisierung von Armuts- und DisparititsmaBien

In diesem Abschnitt sollen die Einflussfunktionen bzw. die linearisierten Werte fiir
einige Armuts- und Disparitdtsmalle hergeleitet werden. Hierzu wird der Ansatz von
Deville (1999) vorgestellt, der Einflussfunktionen verwendet, die etwas von der Be-
schreibung in (3.54) abweichen. Diese Einflussfunktionen sind auf einem endlichen
und diskreten Malle M fiir die Grofle der Population definiert und nicht auf einer Ver-
teilungsfunktion F'. Die interessierende Statistik wird dabei dargestellt als Funktional
von M, d.h. als T(M). Als Schiitzer fiir T (M) wird T (M) verwendet, einem Funktional
von dem stochastischem MaB M, welches sich aus den Erhebungsgewichten wy ergibt
und nahe an N liegt (Goga, Deville & Ruiz-Gazen, 2009). Die Einflussfunktion einer
Statistik 7 = T (M) am Punkt y wird dabei definiert als

IF (T, M, y) = li OT(MHBES)) —TM) 3.61)

wobei & (y) das Dirac-MaBl am Punkt y € R ist, mit

52(y) = 1 fallsy=y,undk € %
70 sonst

und M = Y ycqy 6 (Vi)

Ein Schiitzer fiir den Totalwert 7 von ¥ kann geschrieben werden als Schitzer M von
M.Dat=Yicopyr= fydM Yica YiO (yi) ein Funktional von M ist. Ein nahelie-

gender Schitzer fir M wiire M = Y g wi 62 (yi) mit M als einem MaB, das die Werte
wy kumuliert (Deville, 1999).

Beispielsweise lisst sich das Verhiltnis zwischen den Totalwerten von ¥ und X, mit

y, X € RV darstellen als Funktional 7'(M) = { > Z% = r". Der Wert der Einflussfunktion
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von T(M) an der Stelle (y,x) € R? ist gegeben durch

1 1
IF (T.M.(y.x)) = —IF (t.M.y) + %IF (—.M.x)
X X
_ Y _rx
Ty T

(siehe Regel 2 Deville, 1999).

In der Praxis ist es oftmals nicht notwendig, die Einflussfunktion aufzustellen wie in
(3.61) beschrieben, was moglicherweise komplexe Grenzwertbestimmungen mit sich
bringen wiirde. Es ist moglich, Regeln zur Ableitung von Einflussfunktionen anzuwen-
den, wie sie auch zur Bestimmung der Ableitungen von differenzierbaren Funktionen
verwendet werden (Deville, 1999, S. 197).

3.7.1 Armutsgefiahrdungsquote

Die Armutsgefiahrdungsquote (ARPR) ist ein Armutsmaf} und definiert als der Anteil
einer Population deren Wohlfahrtsvariable, iiblicherweise eine Art von Einkommen,
unterhalb einer definierten Armutsschranke liegt. Die Armutsschranke kann exogen
sein, wird jedoch auch iiber die Verteilung der Variable bestimmt, beziiglich derer Ar-
mut gemessen werden soll. Hier soll Definition 1.1 aus Abschnitt 1.1 verwendet wer-
den. Das heif}t, die Armutsschranke ist als 60% des Medians der Einkommensvariable
y definiert.

Im Folgenden wird nun eine approximative Varianz eines Schitzers der ARPR abge-
leitet. Die folgenden Ausfithrungen lehnen sich an die Arbeit von Osier (2009) an,
in welcher die Einflussfunktion fiir verschiedene nicht lineare Schitzer mit Hilfe der
Ableitungsregel von Deville (1999) aufstellt werden.

Da die ARPR unmittelbar von der Armutsschranke (ARPT) abhéngt, wird zunichst die
Einflussfunktion der ARPT bestimmt. Hierzu wird die Armutsschranke geschrieben als

ARPT = 0,6MED(M) = T (M),

mit dem Funktional MED(M) als Median von y. Des Weiteren soll Fy (M, yo) die em-
pirische Verteilungsfunktion von ¥ an der Stelle yy bezeichnen, mit

1y < yoldM
Fn(M,yo) = 2 = yoldM [;1;;] (3.62)

Somit ist Fy(M,MED(M)) = 0,5. Folglich sind die Werte der Einflussfunktion
IF (Fy[M,MED(M)],M,y) gleich Null fiir alle y = y; mitk € % .

Fiir ein Funktional der Form Fy (M,MED(M)) kann zur Bestimmung seiner Einflussfunk-
tion Regel 7 von Deville (1999) verwendet werden. Diese besagt, dass wenn S(M) ein
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Funktional in R und T (M, ) eine Klasse von Funktionalen mit A € R ist, die Ein-
flussfunktion von Ts = T (M, S(M)) gegeben ist durch

0T (A M
1 (1) = 1P () Mol = S00) + ( TEG20 ) IR(S(0M) M)
A=S(M)
(3.64)
Aus (3.64) folgt
0 =IF(Fy(M,y),M,y;|y = MED(M))
(3.65)

IF(MED(M),M,y) .

dy y=MED(M)

Der erste Term in (3.65) ist die Einflussfunktion von Fy(M,MED(M)) mit MED(M)
als Konstante. Der zweite Term bezieht sich auf den Einfluss von MED(M). In (3.62)
wird der Wert der Verteilungsfunktion an einer bestimmten Stelle als der Quotient
zweier Totalwerte dargestellt. Demnach ist der erste Termin in (3.65) gegeben durch

IF (E (M), M, yly = MED(M)) = . (1] < MED(M)] ~0,5) .

Daher kann die Einflussfunktion des Median dargestellt werden als

IF(MED, M, y;) = IF (MED(M), M.y;)
1 (3.66)

=~ NEyiEDG) (D < MED(M)] -05)

mit F}; als der ersten Ableitung von Fy nach y. Unter Verwendung von (3.66) kann die
Einflussfunktion der ARPT angegeben werden als

IF(ARPT, M, y;) = IF (0,.6MED(M), M, y;)
0.6 (3.67)

= " NF,(MED(M)) (Llye <MED(M)]-0.5) .

Nach der Herleitung der Einflussfunktion der ARPT kann nun in einem letzten Schritt
auch die Einflussfunktion fiir die ARPR hergeleitet werden. Die ARPR ist der Anteil
der Elemente in der Population fiir die y; < ARPT ist. Folglich ist die ARPR gegeben
durch das Funktional

ARPR = Fy (M,ARPT(M)) .
Durch die erneute Anwendung von Regel (3.64) ergibt sich

IF(ARPR, M, y,) =IF (Fy(M, ARPT(M)), M, y,)
=IF (Fy(M,y),M,yi|y = ARPT(M))
JF
+ N(ny)
dy

(3.68)
ly—arpT(a) | IF (ARPT, M, ) .

Der erste Term in (3.68) ist gegeben durch

1[yx < ARPT(M)] — ARPR(M)

IF (Fy(M,y),M,y|ly = ARPT(M)) = N
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und der zweite Term ist durch
FY,(ARPT(M))IF (ARPT, M, y;)
mit [F (ARPT, M, y,) wie in (3.67) gegeben.

Wenn Fy,(y) > O fiir alle y € R ist, ldsst sich die Einflussfunktion der ARPR schlieBlich
schreiben als

IF(ARPR, M, y;) =% (1[yx < ARPT(M)] — ARPR(M))

0,6Fy[ARPT(M)] (' 1[y; < MED(M)] —0,5
~ FMED(M)] ( N )

3.7.2 Quintile Share Ratio

Die Quintile Share Ratio (QSR) stellt ein einfach konstruiertes und aus diesem Grund
auch leicht zu verstehendes Disparitdtsmal} dar. Fiir ein endliche Population ist die
QSR definiert als das Verhiltnis zwischen dem Totalwert der 20% hdchsten Werte in
¥ und dem Totalwert der 20% kleinsten Werte in y. Ist die Untersuchungsvariable ein
Einkommen, lésst sich die QSR einfach interpretieren als das Verhéltnis des Einkom-
mens der 20% reichsten zu dem der 20% &drmsten Personen in der Population. Somit
kann die QSR wie folgt festgelegt werden

JydM — [yl]y < qogldM

R = JyL(y < qo2)dM (369
_ Lkew (=21 (% < qos) ) (3.70)
Yiew Y1k < qo2]
mit g, als dem p%-Quantil definiert als
qp=Fy'(p):[0,1] =R mit (3.71)
Fy'(p) :=inf{y € RIF(y) > p}, (3.72)

wobei Fy, ! auch Quantilfunktion genannt wird.

Alternativ zu der Darstellung in (3.69) kann die QSR auch als das Verhiltnis zwischen
dem Mittelwert des Einkommens der reichsten 20%, (U;), zu dem der drmsten 20%,
(Ua), definiert werden, mit

_ Yiew (i =yl < qog))

und
' Yeew (1-0,8)
~ Yiea iy < qo2]
a — )
Zke"?/ 072

(Hulliger & Miinnich, 2006). Diese lésst sich wiederum schreiben als Funktion von
vier Totalwerten, d.h.
BT T

QSR =t

= , 3.73
Ua T2/ Ty ( )
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dabei sind 7; und 73 die Zihler und 1, sowie 74 die Nenner in U bzw. in .

Es ist anzumerken, dass die Definitionen der QSR in (3.69) und (3.73) nicht identisch
sind. In (3.73) wird davon ausgegangen, dass 7, = 74 = NO,2. Dies stellt eine Ver-
einfachung gegeniiber (3.69) dar, iibernommen aus der Betrachtung einer unendlichen
Population. Es ist aber davon auszugehen, dass (3.69) und (3.73) fiir geniigend grof3e
N approximativ gleich sind.

Die Einflussfunktion fiir die QSR kann iiber die Ermittlung der Einflussfunktion fiir
jeden der vier Totalwerte in (3.73) aufgestellt werden. Da 1, = 14 ist, lassen sich beide
Totalwerte durch das Funktional 7 (M) = [ 0.2dM darstellen. Folglichist IF (72, M, y;) =
IF(t4,M,y) =02,Vke¥.

Der Totalwert 7; ist gegeben mit

T Z/ydM—/y]l(ySCIo,s)dM.

Die Einflussfunktion des ersten Terms von 7y ist gegeben durch IF(t,,M,yx) = yi.
Die des zweiten Terms kann bestimmt werden unter Verwendung von Regel (3.64).
Demnach ist fir Y (M, q) = [y1 [y < q]dM

Y (M,
- [f;q”qupwj 1F(qp(M), M, yr) -

wobei das Funktional g, (M) dem p%-Quantil entspricht.

In Analogie zu (3.66) folgt, dass

1

IF (qp(M), M, yi) =  NF[qp(M)]

(L < gp(M)]—p) (3.75)

mit Fy wie in (3.62). Fiir den ersten Term in (3.74) zeigt Osier (2009, S. 184f), dass

IF (Y(M,q),M,yilqg = qp(M)) = yi L[y < qp(M)] . (3.76)

Durch das Einsetzen von (3.75) und (3.76) in (3.74) ergibt sich die Einflussfunktion von
Y (M,q). Diese Darstellung der Einflussfunktion verlangt jedoch die Ableitung zweier
nicht stetiger Treppenfunktionen Fy und Y. Um diese zu vermeiden, geben Langel &
Tillé (2011) eine alternative Form fiir die Einflussfunktion von Y (M, ¢), mit

IF(Y(M,qp),M,yx) = k= qp) 1k < qp] + Pap » (3.77)
an. Siehe hierzu auch Hulliger & Miinnich (2006) und Hulliger & Schoch (2014).

Die Einflussfunktionen der vier Totalwerte in (3.73) lassen sich dann wie folgt darstel-
len

IF (1, M, y) = yi — (o — 90.8) 1 [yk < qo,8] +0.8g03)
IF(TZ?ML))]() = 0’2 b

IF (13,M, 1) = (i —902) 1 vk < qo2] +0,290,2
IF(T4,M7yk) = 0,2 .
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Somit lassen sich die Einflussfunktionen von u; und u, darstellen als

1
T ’
1
IF(:u'PaMayk) = (IF(T3,M7yk) — HUa 032) ?4 .

IF(lJ'hMayk) = (IF(TlvMayk) — Uy 072)

SchlieBlich ist

T
IF(QSR, M, ) = (IF (14, M, y;) — QSR IF (14, M, y;)) T—;‘ :

3.7.3 Gini-Koeffizient

Der Gini-Koeffizient (GINI) ist ein Disparitidtsmal fiir die Verteilung einer Variable.
Als solches kann er iiber die Verteilungsfunktion der betreffenden Variable definiert
werden. Ist die Untersuchungsvariable y strikt nicht negativ und F ihre Verteilungs-
funktion, dann ist der GINI definiert als

=)

1
GINI = —/

24y

[le=sldrmar ).,
00

mit 1, = [ydF(y) als Erwartungswert von y. Fiir nicht strikt nicht negative Unter-
0

suchungsvariablen wird iiblicherweise nicht der GINI als Disparititsmall verwendet.
Entsprechend der obigen Darstellung steht der GINI unmittelbar im Verhiltnis zum
erwarteten Abstand zwischen zwei unabhédngigen Ziehungen aus der Verteilung (bzw.
Population) der Untersuchungsvariable (Binder & Kovacevic, 1993).

In Anlehnung an die Ausfithrungen von Binder & Kovacevic (1993) beruht der im
Folgenden vorgestellte Ansatz zur Linearisierung des GINI auf der Anwendung einer
Schitzgleichung. Hierzu wird zunichst eine alternative Darstellung des GINI verwen-
det,

oo

GINI= / RF(y)— 1) ydF(y) . (3.78)

Hy 0
Als Schétzfunktion u(y, GINI) fiir den GINI kann folglich
u(y,GINI) = (2F (y) — 1)y — GINIy

verwendet werden. Sei nun J eine Funktion in R mit J(p) =2p — 1, so lésst sich schrei-
ben

U(GINI) = / (J[F(7)]y - GINIy) dF (3.79)
0
mit £ als einem Schiitzer fiir die Verteilungsfunktion F.
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Entsprechend der Darstellung in (3.58) kann (3.79) approximiert durch

=

[ UIPG] ~IIF)])aF () - GINI-GIND [ yaF ()
0

0 (3.80)

=

+ / (J[F(y)]y— GINIy) dF (y)
0

wozu die Entsprechung des dritten Terms in (3.58) vernachldssigt wird. Der erste Term
in (3.80) lasst sich dann schreiben als

und

/m /W J'[F (x)]xdF (x) | dF(y) .
0 y

Durch das Verschieben der Integrationsgrenzen des inneren Integrals lésst sich dieses
schreiben als [;°J' [F (x)] xdF (x) = fF1<y) J'[p] F~'(p)dp. Dabei ist F~! die Quantil-
funktion beziiglich F wie in (3.71) dargestellt, jedoch beschriankt auf den Wertebereich
R™. So zeigt sich, dass

GINI — GINI ~ / 2(y)dF(y) . (3.81)
0
Dabei ist z(y)
1
Z(y)=¥ /J'[p]F’l(p)dp+J[F(y)]y—GINIy—E[F(y)J’[F(y)]y}

Fiir den Fall einer endlichen Population kann (3.79) formuliert werden als

1

U(GINI) = — Y wi (2Fn (3e) — 1) i (3.82)
Nnu)’ kes
mit
N 1 <
Fv(y) = Yieowil i <) und o, = Yk Wik . (3.83)
Ykes Wk Ykes Wk
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Zudem ist

1 N N
/F(X)F‘l(y)dy= Y yi/N=;Il(inX)X/N.

i=Fy(x)

Das diskrete Analogon zu z(y) an der Stelle yj ist gegeben durch

)

N

N N
1(y; > 2YN | F
) 27@’—yk)y"+(2FN(y,<)—1—G1N1)yk——z’<*1 N(y")y"] =7z

1
mit GINI = N YN (2Fv(y) — Dycund y = & ¥V, y;. Folglich ist
y

N s
2% Fj[\\;(yk))’k _ Y(GINI—I— 1) 7

was zu

*_
Lk = ’

N 1lv: > GINI+1 y
[Z w - (FN(yk) - 2>yk— %(GINH 1)
i=1

<N

fiihrt.

Die approximative Varianz des Schitzers in (3.79) entspricht der Varianz des Aus-
drucks auf der rechten Seite von (3.81), der sich im diskreten Fall als Mittelwert der
2 darstellt. Somit ist zx = z;; /N der linearisierte Wert fiir den Schitzer des GINI in
(3.82). Das gleiche Resultat findet sich in Kovacevic & Binder (1997), jedoch unter
Verwendung eines allgemeineren Ansatzes.

3.8 Varianzschitzung fiir Armuts- und Disparititsma-
Be

Nach der Herleitung der linearisierten Werte z;. fiir die ARPR, die QSR, und den GINI
in Abschnitt 3.7 gilt der folgende Abschnitt der Schiitzung der approximativen Varianz
dieser Statistiken.

Die asymptotische Varianz eines Schitzers 0 fiir 6, dessen linearisierte Werte bestimm-
bar sind, ist gleich der Varianz des Totalwertschitzers dieser linearisierten Werte

A ( Y jkwkzk> . (3.84)

ke

Fiir den Fall wy = 7~ 'V k € % wurde in Abschnitt 3.3 gezeigt, wie (3.84) bei komple-
xen Designs approximiert werden kann.

Da die Werte z; selbst von 6 abhingen, sind diese unbekannt. Deswegen werden zur
Schitzung von (3.84) zudem auch Schitzer Z; fiir die linearisierte Werte bendtigt. Mit
dem Ersetzen der unbekannten Statistiken in z; durch Schétzer, sowie 6 durch é, kann
ein konsistenter Schétzer fiir V (é) aufgestellt werden (Dell & d’Haultfoeuille, 2008).
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Tabelle 3.1 gibt hier einen Uberblick iiber die linearisierten Werte der in Abschnitt 3.7
behandelten Statistiken und deren Schiitzer. Fiir manche Schitzer wird £, benétigt.
Dabei handelt es sich um die Ableitung des Schitzers fiir die empirische Verteilungs-
funktion Fy nach (3.83). Fiir den gesamten Definitionsbereich von Fjy ist I:"A’, jedoch 0

=/
oder nicht definiert. Dieses Problem kann durch die Verwendung von F ', der Ableitung

von F'y, eines stetig differenzierbaren Schiitzers fiir die empirische Verteilungsfunktion
Fy umgangen werden. Hierzu konnen Kerndichteschitzer verwendet werden. Fiir die
Wahl des GauBkerns gilt fiir alle y € R:

=/ 1 (y_)’k)z]
Fy(y)=—— Y Jpwpexp | -2 |, 3.85
6)) 2%2% KWk p{ i (3.85)

mit ﬁ,(y) > 0 fiir alle y € R und N = ¥ , wx. Die Wahl der Bandbreite /2 > 0 in (3.85)
~/

ist entscheidend fiir den Fehler von £’y (y) gemessen an dem mittleren integrierten qua-

dratischen Fehler
=/ 2
E ( [ (Fr-5o) dy> .

Die Wahl eines geeigneten Kerns und einer geeigneten Bandbreite hingt von den Stich-
probendaten ab. Oftmals kann hier eine Analyse der Daten mit graphischen Methoden
hilfreich sein, um eine Entscheidung zu treffen. Es findet sich auch eine Vielzahl von
datenbasierten Ansdtzen zur Bestimmung einer Bandbreite in der Literatur (siehe z.B.
Jones, Marron & Sheather, 1996 fiir einen Uberblick zu einigen dieser Methoden).

3.9 Kalibrierungsgewichte

Ein weitere Wahl fiir der Erhebungsgewichte wy in (3.45) sind sog. Kalibrierungsge-
wichte. Ein allgemeiner Ansatz zur Kalibrierung der Designgewichte 7, ! auf exogene,
d.h. nicht durch die Stichprobe erhobene Daten wurde von Deville & Sirndal (1992)
und Deville, Sérndal & Sautory (1993) eingefiihrt. Aufgrund seiner breiten Anwend-
barkeit in vielen Problemfeldern einer Stichprobenerhebung* hat die Bereitstellung und
Verwendung von Kalibrierungsgewichten eine weite Verbreitung erfahren.

Die Gewichte w; werden dabei so gewihlt, dass sie die Kalibrierungsgleichung

Y wik=) %. (3.86)

kes ke

erfiillen, dabei ist X; € R ein Spaltenvektor von Hilfsvariablen dessen Totalwert T, =
Y ke X bekannt ist. Ist 2, ein Schitzer fiir 7 unter Verwendung der Kalibrierungs-
gewichte, dann ldsst sich dieser schreiben als

Teal = Z Wik
ke

=+ Y Tplwi— 7 Dy
ke

(3.87)

47.B. um Verzerrungen, hervorgerufen durch Non-Response oder Fehler im Ziehungsrahmen, verringern
zu konnen oder die Varianz von Schitzern zu senken.
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Durch die Darstellung von 1., als m-Schétzer plus einem Rest wird klar, dass 7., nur
approximativ unverzerrt sein kann, wenn E (Zke SWe— T 1)yk) = 0, (Sarndal, 2007).

Es ist somit wiinschenswert, dass die Kalibrierung den Abstand zwischen wy und 7~ 1
unter der Bedingung (3.86) minimiert.

Fiir ein geeignetes DistanzmaB Gy (w, 7, q) (siehe hierzu Sirndal, 2007) zwischen wy
und 7~ Ustellt sich das Kalibrierungsproblem als die Minimierung des Erwartungswerts

E < ) 3ka(Wk,7fk761k)) (3.88)

ke

unter Nebenbedingung (3.86) dar. Der Faktor g, ist ein frei wéhlbares positives und von
7. unabhidngiges Gewicht fiir Element k und erlaubt ein gewisses Maf} an Flexibilitit
bei der Verwendung der obigen Metrik. Fiir ein gegebenes Design p(.) und § = § stellt
sich das Kalibrierungsproblem folglich als die Minimierung von

Y LGi(wi, T, 1)
kew

dar (Deville & Sarndal, 1992).
Wird als Distanzmaf} eine der Chi-Quadrat-Statistik dhnlichen Metrik
Gr(w, 7,9) = G(wi, T, qi) = (we — 1 ')?/ (27 ')
verwendet, ergibt sich das folgende Gewicht fiir das k-te Element
wi = (14 @& 4), (3.89)
mit A als Losung der Gleichung Yoea e, "% (1+ qk)?,j_i) =T, dh.

A ZT;I T, — Z jkﬂlzlfk
kew
unter der Annahme, dass die Inverse von Tx = Ykew L, lqkic’kfc',—(r existiert (Séarndal,

2007).

Es ist anzumerken, dass %, fiir G, wie oben beschrieben identisch ist zu dem sog. li-
nearen generalisierten Regressionsschitzer (IGREG). Der IGREG ist ein Schitzer, der
die nicht beobachteten Elemente einer Population mit Hilfe eines linearen Regressions-
modells mit fixen Effekten schitzt, um so eine effizientere Schitzung zu ermoglichen,
(Sérndal et al., 1992, S. 225ff).

Die Varianz von 1., mit Gewichten wie in (3.89) ldsst sich approximieren durch

V(%cal) ~V ( Z jkﬂfklek> . (3.90)

ke

Dabei ist e, das Residuum der Regressionsgleichung y;, = 55,;'— B mit

B=T1;" ( Y Qkfkyk>

kew
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und Ty =Y e qk)_c'k)_c’,;r. Die Herleitung fiir die asymptotische Varianz in (3.90) findet
sich in Sérndal et al. (1992, S. 234ff) bzw. in Deville (1999) unter Verwendung der
Einflussfunktion des Kalibrierungsschitzers, wenn dieser als Funktional geschrieben
wird.

Zur Schitzung der Varianzapproximation in (3.90) werden die geschitzten Residuen

é; benotigt. Hierzu wird der Schitzer E fiir B mit

p="1" ( Y 3k7fk161kfkyk>

ke

verwendet. Dann ist &, = y; —)'c'kT ﬁ . Folglich kann die Varianz in (3.84) fiir w; wie in
(3.89) geschitzt werden durch

= (7'[](71 — 7rk7rl) eAZ é7

kew keU lew

mit & = % —)'c’kTﬁ (Deville, 1999). Hulliger, Alfons, Bruch et al. (2011, Kapitel 9) stel-
len eine Simulationstudie vor, welche die Varianzschidtzung unter Verwendung der in
Tabelle 3.1 darzustellen geschitzten linearisierten Werte fiir verschiedene Stichprobe-
designs untersucht. Zudem findet sich in Hulliger, Alfons, Bruch et al. (2011, Kapitel 9)
auch ein Vergleich zwischen den hier vorgestellten Verfahren der Linearisierung und
Resampling Methoden.

Tabelle 3.1: Schitzer der linearisierten Werte

Statistik 6 H Punktschitzer 6 ‘ Estimated linearized value 5%
N 0,6 N
ARPT 0,6F7'(0,5 (1w < £71(0,5)] 0,5
6Fy'(0,5) R (DS A 0.5]-03)
ARPR Fy(ARPT) ( [ye < ARPT] — @z)—
0 6F4[ARPT] [ 1[y < Fy'(0,5)] - 05
i (Ey ' (0,5)) N
SR IS ye— [k —Fy ' (08) 1] < Fy ' (0.8)] + 0,85 ' (0.8)]
fa - Yres Wi Lye < £y 1(0,2))
QSR [(v — £y ' (0.2)) [y < £y ' (0,2)] 40,2651 (0,2)]
Yeesworkl v < Fy'(0.2)]
1 N 2 Lye > yilye [ A GINI + 1 N
GINI mikeawk(ZFN(Yk>_l)Yk o ZkebwkT-&- Fyn(yi) — yi— 5 (GINI+1)
. 1
=Y wel (e <)Y we) ™! i, =Y wini 1y < £y (02)] o————=
k;) L (v ))(ké %) N k; kL < By ( )]):k&wkoyz
£l () =i £y o — vl < B 1
Ey'(p)=inf{yeR[p<Fy(y)} u,f,gwk(yk v Ly < Fy (078)])&(‘%(170_’8)
N:Zwk

kes
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Kapitel 4

Schitzung von Veranderungen
in Querschnitten uiber die Zeit

4.1 Schitzung von Querschnitten im Zeitverlauf

In Abschnitt 2.1 Definition 2.5 wurde festlegt, dass J), = 0 fiir alle k ¢ %". Eine &hn-
liche Festlegung wird fiir die Werte der Untersuchungsvariable getroffen. Ist die in-
teressierende Variable y, so sind zu den verschiedenen Untersuchungszeitpunkten ihre
Ausprigungen gegeben durch ' = (), ..., y)) ' fiirallet € 7. Dabei gilt

Definition 4.1.

v, firke !
kyt) =
y(k1) {o fiir k ¢ %'

So bezeichnet die N x T Matrix Y = (¥!,...,¥7) den (unbekannten) Parameter der
endlichen Population beschrieben durch % = (JL_, %".

Da Ziehungsrahmen und Population als identisch zu verstehen sind, wire ein strikterer
Ansatz y(k,t) fiir k ¢ %' als nicht definiert zu behandeln. Denn Element k existiert
nicht zum Zeitpunkt 7, womit ihm auch kein Merkmalsbetrag y; zugeschrieben werden
kann. Somit ist fiir k ¢ %" die Definition von y(k,t) eine weitaus folgenreichere Ent-
scheidung als die Festlegung J} = 0, die keinerlei Einfluss auf das Stichprobendesign
hat. Auch wird Definition 4.1 wieder nach rein praktischen Uberlegungen getroffen
und kann vor allem bei der Betrachtung linearer Statistiken von Vorteil sein. So ist der
Totalwert von ¥' gegeben durch
=Y Y=Y %

kew kew'!

Bei anderen Statistiken, die z.B. auf der empirischen Verteilungsfunktion beruhen, ist
eine derart allgemeine Darstellung nicht moglich. Hier sollte eine Formulierung ver-
wendet werden, die explizit nur von Parametern y(k,7) mit k € %' abhingt. Unabhin-
gig von der Wahl eines Wertes fiir y(k,¢), wenn k ¢ 2/, ermédglicht eine Definition wie
4.1 die Verwendung bekannter Rechenregeln und eine vereinfachte Schreibweise.
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Zur Veranschaulichung des Problems soll exemplarisch am Beispiel des m-Schitzers

fiir T eine giiltige Definition fiir diesen in R gefunden werden. Zwar ist © = 5" 1y,
jedoch lisst sich der 7-Schiitzer 2 € R fiir 7 allgemein nicht darstellen als & = y/T&’,
mit y* = (v /!, ...,yfv/ﬂfv)T, denn fiir alle k ¢ %" ist 1/x, ¢ R. Um dieses Problem
zu umgehen, wird eine Funktion E’ definiert, mit E” : RN s RV, E' an der Stelle
x € RV, mit x als Spaltenvektor, ist gegeben mit

xe=E'(x):=x"E)",

dabei ist E' eine N x N* Matrix, der Form E' = (I}),c4, und I als der I-te Spaltenvektor
der N x N Einheitsmatrix Iy. Eine zulissige Definition fiir ' € R ist dann

% 4.1)

4.2 Schitzung von Verinderungen von Querschnitten
im Zeitverlauf

Ein Zeitreihe von Querschnitten der gleichen Statistik 8 iiber den Beobachtungszeit-
raum wird dargestellt als .
6=(6',...,67)7".

Ziel ist es, die Verdnderungen von 6 zwischen allen Zeitpunkten in .7 zu schitzen.

Ein allgemeines Verdnderungsmal} G lisst sich beschreiben als
G:RT xR s RTXT

mit

G(x.y):= [0 y)]i=1r 4.2)

Die Funktion g"* in (4.2), mit g% : R? — R, ist das MaB fiir die Verinderung zwi-
schen den Zeitpunkten ¢ und u. Symmetrie fiir G an der Stelle (¥,¥) ist nicht zwingend
gegeben, d.h. g""(x,y) = g (y,x) liegt allgemein nicht vor. Wird das identische Ver-
dnderungsmaB zwischen allen Beobachtungszeitpunkten gewihlt, ist g'-* = g fiir alle
t,ue J.

Es sei H = G(§,§), die Matrix der Verdnderungen zwischen allen Elementen von
6. H wird durch H geschitzt, mit H = G(6,Y). X'y bezeichnet die Matrix der

o~

Varianzen aller geschitzten Verinderungen in H, d.h.

Zp=[VEEY)]= 1. 4.3)

PR
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Es ist zu beachten, dass die Festlegung von g : RVXT o« RVNXT 5 R in (4.3), mehr
Flexibilitit bei der Wahl eines Schitzers fiir Verinderungen erlaubt. Fiir die weite-
re Betrachtung steht jedoch der Fall im Vordergrund, dass g'-*(60",0") geschiitzt wird
aus der Veriinderung von Querschnittschiitzern. Hier ist §'*(S,Y) = g"*(8",6*). Aus
Griinden der Kohéirenz kann eine solche Wahl fiir §*-* sinnvoll sein. So fallen die Schiit-
zungen der Verdnderungen mit der der Querschnitte zusammen.

4.2.1 Varianz von Verinderungsmafen

Zunichst soll davon ausgegangen werden, dass 6 ein Vektor von Totalwerten ist, d.h.
6=7mit?=(t',...,77) 7. Dabeiist §' = ¢’ der Totalwert der Variable 7' = (/,, ..., ¥y,) .
Der 7-Schiitzer fiir 7 ist £ = (),% 7, mit ' nach (4.1). Somit ist Xy, das (t,u)-te
Element in X'y, fiir lineare g gegeben durch

Vi Ee)= Y ¥ X ¥ mi-

it} jelrul ke 1e7 i T wf (4.4)
:Vf,LlT 2(@ ) Vt,u

Dabei sind
Zt _ agl‘.u(,rt’,ru)yt
k ot ko
-
at ie{t,u}

v (

5 _ ) COV (%4, 1)
(#.2) = \ cov (#, :

¢
) V()

Fiir nicht lineare g’ kann (4.4) als Approximation zu V (g'-* (%', ")) verwendetet wer-
den, sofern g'* stetig differenzierbar bis zweiter Ordnung an jedem Punkt der offenen
Menge ist, die (77, 7*) und (%', %*) einschlieBt (siche, Abschnitt 3.4).

Wird beispielsweise die Differenz zwischen den Querschnitten als Verdnderungsmalf}
gewihlt, ist g% = g Vr,u € 7 und g(x,y) =y — x. Da g eine lineare Funktion ist, gilt

T /0
gt = (%) (% 4.5)

mit #, = E'(Z) und 7 = (2, ..., ziy). Zudem ist
dg(7',7")
Z = 3q0 ¥i = —y; und
dg(7',7")
ZZZT =Yk -
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Die Varianz von g(%', t*) lésst sich schreiben als

V (g(#,2%)) =V (8) + V (£) —2COV (#', ")

- Ae-w(4) 4 L T @t
- k k P k,l kM t et

= % ke 1EU! o
Ik
%\’ i
u u u
+ ) ﬂk(l_nk)(ﬂ) + ) ) (wW-mm)
kew k ke?/"l%%(” k V1

'
v oy Ve Yk RPN /i

=20 ) (m-mm)Sop+ Y Y (mo-mm)

kew ! kewticyt

Tk

mit %' = {% OU"Y.

In Anlehnung an Theorem 3.3 von H4jek (1981, S.24) bei einmaliger Stichproben-
ziehung ist zu vermuten, dass es fiir gemeinsame Designs mit beliebigen Inklusions-
wahrscheinlichkeiten erster Ordnung, festen Stichprobenumfingen im Querschnitt und
positiver oder negativer Koordination, keine emfache Form von COV (J (”’ 7 ) der ge-
stalt ¢f.c} gibt. Auch sind Approximationen fiir n'k , wie sie in Abschnitt 3.3 fiir 7rk, ;
geschildert wurden, gerade bei systematischen Langsschnittdesigns nur schwer mog-
lich. Es handelt sich hier gerade nicht um Designs mit maximaler oder hoher Entropie,
sondern um Designs mit einer minimalen oder geringen Entropie. Unter der Annahme,
dass Vermutung 2.18 zutrifft, scheint eine Einschrinkung der Betrachtung auf einfa-
che Querschnittdesigns, wie in Algorithmus 3, oder voneinander unabhiingige Léangs-
schnittdesigns wie in den Algorithmen 1 und 2, jedoch gerechtfertigt. Demnach stellt
sich zum Teil die Problematik einer einfachen Form fiir COV (J (”’ 3;‘) in der Praxis

gar nicht. Fiir Designs mit nk N | # m ' besteht die Schwierigkeit zudem meist in der

Bestimmung der 717,[( “, wie dies fiir die Algorithmen 3 und 9 in Kapitel 2 geschildert

wurde.

Fiir die Klasse von gemeinsamen Designs mit festen Stichprobenumfingen im Quer-
schnitt stellt Tam (1984) das Analogon der Beziehung in (3.19¢) auf mit

Y (maf—m)) = m" —mmy (4.7)
%"
Ik
Zwar ist (4.7) auch giiltig fiir verdnderliche Populationen, jedoch ldsst sich die Varianz
in (4.4) allgemein nicht in einer quadratischen Form darstellen. Dies ist nur moglich
wenn (4.4) konditioniert wird auf die Anzahl der Elemente, die in s’ und s" aus %/*>“
gezogen werden. So ist

V(g (f 7 )| nq/t u,no;/t u )
(v, (o

( | tus nJ]/Y u)) +V( |(nq/pu, nlulzpu)) +2COV (1t (Ag, A;l (ntq/t?u, n‘%/pu))(é‘j )



n’%,,u = card(® N"") und ng, . = card(»" N %'-"). Die beiden Varianz-Terme in
(4.8) lassen sich in der gleichen Form darstellen wie (3.6). Die Kovarianz lasst sich
schreiben als

COV (&, |(nyru, nlyiu)) =

Z) 72
1 5t,u,}/,u+ 6t,u,}/,u+ 6[.”,)/714 (49)
75 Z Z k,l k.l Z Z k,l Ikl Z Z k,l Tkl ’
ke u\t L€t ket mleytu kewt v jcqyi\u
t ! u u
: U Ly 9 Ty < tu '~ t
wobei ’ﬁ(,l = (7.51_71.[ ﬁ_ﬁ ’6](’1 =COV (:‘leuKn////r,man]/r?u))»
k 1 k 1

UN =Y\ Y und U\ =Y\ X", Es sei angemerkt, dass

Y Y 51% A VDY 51?,7; klt und

kewtvlew' ket v lew

toufu u,t it
Y Y &=L X &
ke u\t le/tu kewt¥ jcqpu\

Letzteres gilt auch analog fiir den dritten Term auf der rechten Seite von (4.9).

Die Form der Kovarianz (4.9) ist eine Verallgemeinerung der Darstellung von Laniel
(1987). Im Speziellen ist zudem (4.8) gleich (4.4) fiir eine unveridnderliche Populati-
on, sowie p'(.) und p“(.) mit festen Stichprobenumfingen. Weitere Darstellungen der
Kovarianz (4.9) im Falle Koordinierter SRS, finden sich auch in Hulliger (1995) und
Nordberg (2000).

Unter der Bedingungen (2.23) ist eine Darstellung fiir COV (%é, f';‘) ohne Verwendung
der n,i? moglich. So ist in diesem Fall fiir t <u, k € %' und l € % *

RPN AN )
= m k! (1—xt)
m sonst .

firl k@ %" A <1 4 10)

Unter der Annahme, dass 7' < 1 und 7j < 1 Vk,l € %"" ist, ergibt sich durch das
Einsetzten von (4.10) in (4.4), fiiri =¢, j =uund t < u,

tu

A AU\ tu g %
cov(g, &)= ) Y NI 4.11)

kew e k 1

Dabei ist A;C'; die Kovarianz der Stichprobenindikatoren, die gegeben ist durch

t t ot t,u il

AL — (7.1 ”kl”z)(”lt m 7)) 7 4.12)
' (1 —m)

(Wood, 2008). Es ist zu beachten, dass die Kovarianz in (4.11) nur von den Ele-
menten in der gemeinsamen Population %"-* abhingt, da fiir [ ¢ %" oder k ¢ %"
Cov (327 Jl“) =0, wenn (2.23) gilt. Fiir eine unveridnderliche Population stellt damit
(4.11) die Kovarianz zwischen zwei 7-Schitzern ' und 2% unter Algorithmus 3 mit
der Ordnungsvariable gebildet nach / in (2.14) bzw. (2.36) dar.
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4.2.2 Varianzschitzung fiir Verinderungsmaflie
Unveriinderliche Populationen

Zuerst soll der Fall einer unverénderlichen Population mit Querschnittdesigns p’(.) als
SRS fiir alle t € .7 sowie dem identischen Langsschnittdesign fiir alle k € % betrachtet
werden. Es wird festgelegt, dass m; = n’, ' = 7", nk =7""und At =AYk e

% ist. Durch das Einsetzten von (4.12) in (4.4) ldsst sich V (g™ (1, )) dann schreiben
als

1

(Wil —mid) .
(@) (Zi —Z{)

Mz

Y ¥ iyy!

ic{t,u} je{tu} k:1 1

AV (gt,u(,t.t, ,z.u))

Il
-

Mz

=Y Y AN
ie{t,u} je{tu}

Y AN
ie{t,u} je{tu}

E (n'+/) 1) .
N|—=-—=%-=]0c
ie{Xt}u}jegfu} ( wnl N

mit A" = (n'z" — ") /(n'7"), 7' =n' /N, 7 =n*/N, o' =" und Vk € %,
sowie E (n':") = Nz'-“. Des Weiteren sind ! = Y% |z, /N und p = Y%, z%/N die
Mittelwerte der Variablen Z bzw. Z“ und o."" deren Populationskovarianz

(ch— 1) (] — )
1

. (4.13)
N—-1)o!’

Z

x~
Il

—~

Da die Erwartungstreue von £ bzw. ¥ nicht von n’-* abhingt, ist eine naheliegende
Annahme, dass auch

E (g"(#',2")[n" ") = g""(1l,7¥) (4.14)
gilt. Fiir diesen Fall folgt, dass

V (g"(#,2)) = Ewu (V (g"(2,2) ")) .

Dabei ist E,.« der Erwartungswert in Bezug auf die Uberlappung n>*. Somit lisst sich
ein unverzerrter Schitzer fiir (4.13), unter der Annahme von (4.14), beschreiben als
V(g (%, 2) "), mit

E(V (g[’”(%t,fu)lnt’u)) :V(gtu( )|n ) .

Da Ei.u (V (g (1", 1" )\n )) =V (g (%, 2")), ist V (¢"*(%,£")|n""") ein unverzerr-
ter Schitzer fiir V (g"*(%',%")). Folglich kann (4.13), unter der Annahme von (4.14),
unverzerrt geschitzt werden durch

(LU AL AUN) 2 ni’j _l Al J
V(g (r,f))—i%“u}je%:u}N (nin/’ N) 65, (4.15)
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dabei ist 67"

die Stichprobenkovarianz
1 N

Y 30k - -7,

fou
t,u __
n 1k:1

mit 7, = 22/:1 T I/ und 7, = Zﬁ;’:l JTyi /ot (Qualité & Tillé, 2008). Es
ist zu beachten, dass zur Anwendung von 4.15 das Lingsschnittdesigns nicht bekannt
sein muss. Die Kenntnis der beiden SRS Querschnittdesigns geniigt in diesem Fall.

Gilt (4.14) nicht, so kann (4.14) auch unverzerrt geschitzt werden durch

t,u
)y ’ (E(? - —1) (4.16)
ie{ru} je{t,u} mn N

i\/ (gt,u(%t7%u)) _

da (4.13) die unbedingte Varianz von g"*(%',%") ist und
Equ (E (60" ")) = ol ",
fiir 7% > 0 (Qualité & Tillé, 2008, Knottnerus & van Delden, 2012).

Der Nachteil von (4.16) gegeniiber (4.15) ist, dass E(n">") bekannt sein muss. Ist
dies nicht der Fall, kann E (n’") unverzerrt geschitzt werden durch n’-* /N. Mit an-
deren Worten, es muss Schitzer (4.15) verwendet werden. Eine Bedingung fiir die An-
wendbarkeit beider Schitzer ist, dass n’>* > 1 gilt. Es sei denn, bei der Anwendung
von (4.16) sind die Stichproben 5" und §" abhingig von einander oder fiir (4.15) gilt
n'n" = N, (Qualité & Tillé, 2008).

Es ist zu beachten, dass &%, wenn 7*% = 0, nicht unverzerrt fiir o2°" ist, da hier
—_—

62" = —1 und somit COV (#, #4) = N, aber COV (%!, £) = —No:*", es sei denn

7! = —7%, was eine fiir die Praxis irrelevante Ausnahme darstellen diirfte. In diesem

Fall wiren sowohl (4.15) als (4.16) nicht unverzerrt fiir (4.13). Beispielsweise wiirde
dies fiir g"%(x,y) = y — x zu einer Unterschitzung der Varianz in (4.6) fiihren. Falls
71:,1’” > 0, eignen sich somit (4.15) und (4.16) bedingt als Varianzschitzer fiir (4.4)
unter dem gemeinsamen Design von Algorithmus 3 mit (2.14) oder (2.36).

Fiir ein gemeinsames Design mit einer fixen Uberlappung n’>* und festen Stichprobe-
numfingen im Querschnitt prisentiert Berger (2004b) einen Schitzer fiir (4.4), der auf
einer Verallgemeinerung des in Abschnitt 3.3 vorgestellten Ansatzes zur Approxima-
tion der Varianz eines 7-Schitzers beruht. Analog zum Fall der einmaligen Ziehung
wird angenommen, dass das gemeinsame Design eine maximale oder zumindest hohe
Entropie (3.22) besitzt, so dass

\Y4 (gnu(%l’ ‘LA'M)) — Vpoiss (gt,u(%t’ ;L;u)|(nl’nu,nt,u)) .
Dabei ist die rechte Seite die Varianz unter Design
Ppoiss (S|nta n’, nt,u) s 4.17)

einem hypothetischen gemeinsamen Poisson Design ppoiss (), konditioniert auf (n’, n*, n*).
Berger (2004b) verwendet keine Approximation fiir die Inklusionswahrscheinlichkei-
ten des Designs in (4.17), wie dies beispielsweise in Abschnitt 3.3.1 getan wurde. Statt
dessen wird angenommen, dass diese den Wahrscheinlichkeiten n,’(, ¢, und n,l(”‘ des
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tatsichlich verwendeten Designs p(.) entsprechen. Es wird davon ausgegangen, dass
unter einem gemeinsamen Poisson Design der Vektor
191‘ u (At AUy ’nu’nt,u)T

z,zv

multivariat normalverteilt ist, d.h.

e (5(5) 50,

Dabei ist X3 St die 5 x 5 Kovarianzmatrix

DRI Y
th‘u = (21'3;1% 27 > ’

Sag
BLS g

mit
= VPOiSS (fzt) poms Azt7 Ag)
‘fzvfz COVpOiSS (%;7 %é pOlSS %u)
= COVopoiss (fé’ nt) COVpoiss ( ) nu) COVpoiss (th7 nt’u)
.0 COVpoisS (%;7 Ilt) COmess ( l) nu) COVpoiss (,LA.Zu7 n’v")
u Vpoiss (nf) n! COV poiss (n', n*) COV poiss (nf, nf)
Zﬁf,ﬁ = | COVpoiss (', n*) Vpoiss (1) COV poiss (n', n)
COVPOISS (I‘l ’ nl,u) COVPOisS (ntv nu) VPOiss (nl’u)
Somit ist
Vi (¢ (1, )]0 ")) = 1724 T,
mit
LIS SIS Yl i il 4.18)

(Ah %% T, N Ti

und 1p = (1,1)". Um die Terme auf der rechten Seite von (4.18) erwartungstreu zu
schitzen, wird ein Schétzer 25”, benotigt, der unverzerrt fiir X
Schitzer ldsst sich mit Hilfe der 3N x 3N Kovarianzmatrix

5. ist. Ein solcher

t,u
Apoms - [ci,j]i=1,...73N
=13y

des Zufallsvektors (s/",8/7,8/"8¢")" konstruieren. Da unter COVpoiss (12, 1}') = 0
fiir k # [ oder t # u, sind nur die Elemente c;; in Ap(’;‘“ von Null verschieden, mit
|/ —i] =0VNV2N. Folglich sind die einzigen Inklusionswahrscheinlichkeiten, die fiir
den Schiitzer ¥« Fru bekannt sein miissen, n,’{, 7, und n,i’”. Der von Berger (2004b) ent-
wickelte Varianzschitzer fiir (4.4) eignet sich fiir gemeinsame Designs mit komplexen
Querschnittdesigns, wie beispielsweise das nicht sequenziellen Design, vorgeschlagen
von Matei & Tillé (2005b), Matei & Skinner (2009), zur Maximierung oder Mini-
mierung von n’>*, das auch, wie in Abschnitt 2.3 geschildert, auf fixe n’-* angepasst
angewendet werden kann. Eine Verwendung unter dem strikt sequenziellen Design,
vorgeschlagen von Deville & Tillé (2000), mit ungleichen Inklusionswahrscheinlich-
keiten erster Ordnung, ist ebenfalls denkbar. Eine einfache Form fiir 71:;("“ — n,’cn,? wird
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jedoch nicht angegeben. Fiir systematische Liangsschnittdesigns ist dies mit der ge-
wihlten Methode, wie bereits erwihnt, auch kaum méglich, da es sich bei pi(.) ge-
rade um ein Design mit einer niedrigen Entropie handelt. Es sei jedoch erwihnt, dass
Berger (2003, 2005) einen Varianzschitzer fiir ein geordnetes systematisches Design
entwickelt, indem er die Varianz in (3.23) nicht nur auf einen fixen Stichprobenumfang
konditioniert, sondern auch auf die systematische Verteilung der Ziehungen iiber die
geordnete Liste (z.B. Beobachtungszeitpunkte) hinweg.

Unter der Annahme vernachlissigbarer Auswahlsitze, d.h.
m ~0,m ~0und (mim))/m " ~ 0, (4.19)

schlagen Berger & Priam (2015) zudem einen vereinfachten Schitzer fiir Vpoiss (¢"(%',2"))
vor. Hierzu wird Z%”‘ﬁ geschitzt aus dem (ungewichteten) kleinste Quadrate Schitzer

der Kovarianzmatrix der Residuen der multivariaten Regression von (y% /@ 3%, y% /m3%) T
~t o~Nu ~NtNu)T
auf (37, 3¢, 3.3¢)

Verinderliche Populationen

Bei der Betrachtung veridnderlicher Populationen besteht das Problem, dass Bedingung
(2.23) und feste Stichprobenumfinge im Querschnitt unvereinbar scheinen. Grund hier-
fiir ist das zufillige Auswiihlen von Elementen in &, die nicht in %/“ enthalten sind,
oder von Elementen, die in 8" aber nicht in %! enthalten sind. Dies hat zur Folge,
dass ¢ nicht ldnger iid fiir alle k € %" ist. Wie in Abschnitt 2.4.3 beschrieben, trifft
dies auch fiir Algorithmus 9 zu, wobei hier ¢ iid fiir alle k € €'*® ist. Somit ist die
Darstellung der Kovarianz nach Gleichung (4.11) (bzw. der Varianz, wenn ¢t = u, fiir
Algorithmus 9 nicht moglich.

Ist 4" die Indexmenge der Kohorten zum Zeitpunkt ¢ mit
g ={(a,0)|(a, ) € {(1,2), (1,3),..., (1,t+1),(2,3), ..., (t,t + 1)}, €*° £ 0} ,

so kann (4.4) unter Algorithmus 9 dargestellt werden als

i)
l

Y Y LYY Y Y@ -ma)kiL

i
ic{tu} je{tu} ke9i veYi kECK keEY T, 7]

Y Y YL YAy yEd

, , i
ie{tu} je{tu}l kc¥i vy ke~ keev Tk U

AV (gt,u(,t.t’ ,i.u))

(4.20)

Dabei ist (nllc; —min) = Aoy aaV k€ E*® undV 1 € €%
V(g8 1) =
Eimax(t,u) (V (gl-,u(f.é, %Zu) |imax(t,u))

 Vamaen (B (87(8 2 [Em0) ) (421b)

N——

(4.21a)



mit 37 = (ig) ., und £t nach (2.58).
ce

Unter Verwendung von (2.56) ist

Y a4 (4.22)

E(nk) (&7x
Somit ist E(%|E') # !, wenn 3 k € ¥ mit 1, # E (1) und Yeqnr 2, # 0. Folglich ist
(4.21b) nicht notwendigerweise Null. Ein Varianzschitzer
i\/ <gt,u(%§’ ;L;;)|imax(t,u)) 7

der unverzerrt fiir (4.21a) ist, wire in diesem Fall nicht zwingend unverzerrt fiir (4.20).
Der Wert von (4.21b) héngt ab von den Parametern der multivariat hypergeometri-
schen Verteilung von 1!, sowie von den N.eo und den kohortenspezifischen Mittel-
werten Zy = Y cqa0 24 /Neowo, V k € 4", Eine analytische Darstellung von (4.21b) er-
scheint kaum praktikabel aufgrund ihrer komplexen Form, zudem miisste Emax(tu) pe.
kannt sein. Da ohnehin zur Verwendung des 7-Schitzers fiir 7. zumindest E (1i..) be-
kannt sein muss, was ebenfalls analytisch komplex zu beschreiben ist, wird vorgeschla-
gen, At‘;:o, a@ 10 (4.20) mittels einer Monte-Carlo Integration zu bestimmen. Nordberg
(2000) verwendet aus dem gleichen Grund einen solchen Ansatz zur Approximation
von (4.21b).

At‘g"c‘o‘ o lasst sich darstellen als

Dabei ist F ist die Verteilungsfunktion des gemeinsamen Designs p(.), &, das v-te
Element in . und Z7 (&) die Ausprigungen von Z fiir Stichprobe &,. Die bedingte

. 1, =3 . .
Kovarianz Ay 55|27 (&) kann, wie in (2.60) beschrieben, unter Anwendungen von
tou

(2.59) bestimmt werden. Eine Approximation A, 5 Wére somit gegeben durch

1

t
AaZ),acb A M A

Q

(&), (4.23)

™=

tu tu
am,o® am,am

i=1

mit Sy, ..., 6, ..., 6y € ¥ als M unabhingige Ziehungen aus F. Dies kann durch
das M-malige Wiederholen von Algorithmus 9 erfolgen. Da die M Ziehungen unabhén-
gig voneinander erfolgen, ldsst sich das computerintensive Verfahren zur Berechnung
der Summe in (4.23) gut parallelisieren, was den Zeitaufwand fiir dieses Verfahren
potentiell verringert.

SchlieBlich ist

i
V@)~ Y Y ¥ YAy ¥R (4.24)

N
ie{ru} je{tu} kegvegi kezx kezv T T
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mit

tou
Avt.u _ Aawﬂ(b
00,00 = o
AE(m,

Dabei ist AE (35{3?) eine Approximation zu 717;(1? und entspricht dem ersten Term in
AL bestimmt nach (4.23).

ao,am’

4.2.3 Schiitzung von Verinderungen nicht linearer Statistiken

Im Folgenden soll die Linearisierung von g"*(6%,6") dargestellt werden fiir den Fall,
dass g'* stetig differenzierbar bis zweiter Ordnung an jedem Punkt in R? ist, nicht
jedoch 6’ und 6".

Zu diesem Zweck wird das Konzept der Einflussfunktion, welches in den Abschnitten
3.5 und 3.7 vorgestellt wurde, auf den Fall mehrdimensionaler Funktionalen erweitert.
Ein mehrdimensionales statistisches Funktional wird zu diesem Zweck bezeichnet mit
T (M), wobei M = (Ml, ... ,MT). Dabei ist M' =YV | ;" mit 8" das Dirac-MaB zum
Zeitpunkt t am Punkt y € R, mit

)

o 1 fallsy=y und k€ %'’

&' (v) = { ¢
0 sonst

(Goga et al., 2009). Ein Schétzer fiir M’ ist gegeben durch M = ¥z W', 8¢ (vk ), mit

w} als dem Erhebungsgewicht des k-ten Elementes zum Zeitpunkt 7, gegeben durch

Wl = (4.25)

. wi  firkes
0  sonst '

Es wird angenommen, dass M’ konsistent fiir M? ist. Ist 8" = T(M"), so wird die Ver-
dnderung in 6 mit T(M) = g"* (T (M"),T(M")) beschrieben. Folglich hidngt T nur
von M = (M',M") ab. Als Schitzer fiir die Verinderung wird wiederum die Verin-
derung der Querschnittschitzer verwendet, d.h. 7 (M) = g™ (T(M"), T (M")) mit M =
(M, M").

Der Wert der Einflussfunktion der Statistik 7 = 7(M) am Punkt (V%) ist gegeben
durch die Summe der Werte der partiellen Einflussfunktionen von T(A_/f ) an den Stellen
Vi bzw. yi, (Goga et al., 2009). Die partielle Einflussfunktion von T'(M), IF'(T,My),
ist gegeben durch

T (M +e87" (y),M") — T (M)

IF' (T,A_/Ly) — lim : (4.26)
£—0 €

unter der Vorrausetzung, dass der Grenzwert in (4.26) existiert, (Pires & Branco, 2002).
Unter der Annahme der Asymptotik, beschrieben durch Goga et al. (2009), ist eine

Approximation der Varianz von T'(M) gegeben durch

V(T(A?)) :w( y ¥ 3;;w;;z;;> , 4.27)

i={t,u} ke’
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mit z; als Wert der partiellen Einflussfunktion /F" an der der Stelle y;, d.h.
2 =IF' (T,M, y;) .

Ein Schitzer fiir (4.27) ldsst sich beschreiben als

v( Yy Y 7;;W;;z;;> , (4.28)

i={t,u} ke

mit 2, = IF' (T,ﬁ , yi) als geschitzter Wert der partiellen Einflussfunktion /F an der

Stelle y,. Ist w}, =1/ ﬂkl, nimmt (4.27) die Form (4.4) an. In Abhéingigkeit von dem
gemeinsamen Design konnen fiir (4.28) Schitzer gewihlt werden, wie sie in Abschnitt
4.2.2 beschrieben sind. Fiir w} als Kalibrierungsgewicht kann, entsprechend den Aus-
fiihrungen in Abschnitt 3.8, ein Schétzer der folgenden Form verwendet werden

~ o
§ § ~i Yk
i={t.u}l ke k

Dabei ist &, das Residuum der Regression von Z; auf die verwendeten Variablen zur
Kalibrierung zum Zeitpunk .

Beispiel 4.2. Es soll die Verinderung des Indikators fiir von Armut oder sozialer Aus-
grenzung bedrohte Personen, AROPE, beschrieben in Abschnitt 1.1 Definition 1.4,
mittels dessen Differenz zwischen verschiedenen Beobachtungszeitpunkten gemessen
werden. Das heifl3t, die interessierende Statistik ist

A (gf)

mit A" (§") = " — 6", 6" = AROPE' oder 6" = AROPER'. Dabei ist AROPE' der
Wert des Indikators AROPE zum Zeitpunkt z und AROPER’ = AROPE' /N’ als der
Anteil der von Armut oder sozialer Ausgrenzung bedrohten Personen in ¢.

AROPE! ist ein zusammengesetzter Indikator aus den Indikatoren ARP', LWI' und
DEP’ definiert nach 1.1, 1.2 bzw. 1.3. Diese lassen sich darstellen als Totalwerte einer
dichotomen Variablen. Stellt .#; die Menge der Personen zum Zeitpunkt ¢ beschrieben
in der entsprechenden Definitionen des Indikators A dar, so ist T}y = card(.#}) der Wert
des Indikators in ¢, mit

Ty = Z YQ,k
ke’
und
yﬁl,k = ]]-(kv jfi)
mit
1 fii !
]l(k,fﬂ/{)::{ urkeﬂA.
0 sonst

Entsprechend werden die Werte der Indikatoren APR, LWI und DEP in ¢ mit TtARP’
TIt_WI’ sowie T]t)EP bezeichnet. Die zu den Indikatoren korrespondierenden Indikatorva-
riablen y'pp = L(k, Zipr)s Yiwrx = Lk, A wr) und ypgp , = L(k, Hhgp) sind Para-
meter der Population in 7, jedoch lassen sich nur y{; , und ypp , beobachten. Wie in
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Abschnitt 3.7.1 beschrieben, muss ykRP ¢ geschiitzt werden, da der Median des Aqui-

valenzeinkommens nicht bekannt ist. Die Indikatorvariable von AROPE' ist gegeben
durch

t - t t
YAROPEX = YARPx ¥ YLwLk ¥ YDEP -

Somit lsst sich Y gopg ; darstellen als

Yaropex = I = (1 = ¥arp ) (1 = Yiwrx) (1 = YDEp4) - (4.29)

I p p
Damit sind T} p)pp Und T) poppr £€geben durch

TAROPE = Z giYarpx +(1—81)
kewt
8 Yarpx T (1 —81)
N? ’

TAROPER = Z
kew'?
mit
]yt e t t
8t = 1 = Yrwix — YpEPA + YLWIAYDEP -
Als statistische Funktionale lassen sich AROPE’ und AROPER! darstellen als

0,6MED' (M)
AROPE'(M") = / g'dM' + / (1-g)

= Y g1 <0,6MED' (M) + Y (1—gi)dM',
kew? kew?
AROPE' (M")
Tam
AROPE ' (M")
=

AROPER! (M') =

mit y; als dem verfiigbaren Agquivalenzeinkommen (nach Sozialtransfers) des k-ten
Elements zum Zeitpunkt t' und MED (M") als dem Median des Aquivalenzeinkom-
mens zum Zeitpunkt 7.

Des Weiteren soll T(M) = A) (AROPE') und R(M) = A) (AROPER’), mit M =
(M'~!, M), definiert sein. Zudem sei T'(M) ein Schitzer fiir T(M), mit M = (M'~', M")
und M’ =Y, .4 1/, fiiri =t,t — . Entsprechendes gilt fiir R(M). Fiir die beiden par-
tiellen Einflussfunktionen von T (M) , IF’(T,M,y) und IF”’(T,M,y), gilt —IF’(T,M,y)
=IF'/(T,M,y) und IF" ist die Einflussfunktion von AROPE'(M"). Gleiches gilt auch
fiir R(M).

Es wird vorgeschlagen die Einflussfunktion von AROPE! (M) durch eine Modifikation
des von Langel & Tillé (2011) verwendeten Ansatzes zur Herleitung der Einflussfunk-
tion der QSR aufstellen, was sich wie folgt darstellt
IF (AROPE" M, y}) =g} 1]y} < 0,6MED' (M")]—
(0,6)*MED (M") (L[}, < MED'(M")] - 0,5) + (1 - g}),

Eurostat, 2015, http://ec.europa.eu/eurostat/statistics—-explained/
index.php/Glossary:Equivalised_disposable_income/de
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entsprechend ist

1
IF(AROPER',M',y}) = (IF (AROPE',M',y}) — ARPER’) N

SchlieBlich ldsst sich die approximative Varianz der Schitzer fiir Verdnderung von
AROPE’ und AROPER’ zwischen den Zeitpunkten ¢ — / und ¢ als

V(T(ﬁ)) zV( Z Z 32%) bzw.

i={tt—I} ke T

B, L
V(R(M)) zV( Yy Y J;(”l)
i={t1—1} kew'? k

schreiben, mit

d= IF(T,M,;)= IF(AROPE',M' ),
g ! =—IF'(T.M.y|"!) =—IF (AROPE'. M" y;""),
up= IF'(RM.yj)= IF(AROPER'M'})
! =—1F' (R, .5} ") =IF(AROPER',M' ") .
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Kapitel 5

Abschlieende Bemerkungen

5.1 Stichproben Designs

5.1.1 Unverinderliche Populationen

Der in Abschnitt 2.4.2 vorgestellte Algorithmus 3 zur Koordination von SRS hat, in
Abhingigkeit von der Wahl der Koordinationsvariable, dhnliche Eigenschaften wie die
Koordination von SRS mittels PRN. So kann in beiden Fillen dasselbe Querschnitt-
design und die gleiche Verteilung der Erhebungslast erzielt werden. Ein Unterschied
zwischen den beiden Verfahren findet sich beziiglich ihrer Langsschnittdesigns. So ist
¢;, gegeben der PRN von Element k, keine Zufallsvariable. Dies war nicht der Fall
fiir Algorithmus 3 unter den beiden untersuchten Varianten. Eine hohere Varianz von
¢; kann Vor- und Nachteile mit sich bringen. Da n"* = Y5, 313} fiir die PRN Ko-
ordination von SRS keine Zufallsvariable ist, sind die 717;(’”
m" =" /N, womit auch 717;{'; nach (2.34), gegeben ist. Dies gilt nicht fiir Algo-
rithmus 3. Jedoch bietet dieser die Moglichkeit, Elemente in Zeitpunktkombinationen
zu beobachten, die unter der PRN Koordination ausgeschlossen sind. Dies kann ein
wiinschenswerter Effekt sein, gerade wenn es von Interesse ist, dass Verdnderungen
zwischen weit auseinanderliegenden Zeitpunkten gemessen werden sollen, deren Quer-
schnittstichproben unter der PRN Koordination keine Uberlappung aufweisen konnen.
Dieser Effekt kommt schneller zum Tragen bei hohen Auswahlsétzen, was die Metho-
de moglicherweise interessant macht fiir die Koordination von Querschnittstichproben,
sog. primiren Ziehungseinheiten eines mehrstufigen Stichprobendesigns.

einfach zu bestimmen als

Eine weitere Variante fiir eine Koordinationsvariable von Algorithmus 3 wére, nur die
Belastungen b zu verwenden. Unter der Annahme einer gleichen Erhebungslast fiir
jede Ziehung wiirde sich das Langsschnittdesign von Algorithmus 3 als Devilles’ Sy-
stematisches Design (Tillé, 2006, S. 128ff) darstellen. Eine solcher Koordination iiber
die Erhebungslast wird in Nedyalkova et al. (2009) beschrieben. Obwohl aufeinander-
folgende Querchnittstichproben bei dieser Koordination ebenfalls negativ koordiniert
sind, kann ein Element, auch fiir N > n’ +n'*!, zu den Zeitpunkten 7 und ¢ 4 1 gezogen
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werden, da bei dieser Variante 77:,1’” > 0 fiir alle ¢,u € .7 ist. Wird die Koordinationsva-

riable in Algorithmus 3 bestimmt als of = o/ ' — 3% und o) = u; mit u; ~ Unif(0, 1),
setzten Algorithmus 3 und 8 das identische gemeinsame Design um. Tabelle 5.1 stellt
die Rangfolge der verschiedenen Varianten der Koordinationsvariable beztiglich der
GroBe des Tréagers des Langsschnittdesign von Algorithmus 3 dar. Diese Rangfolge

korrespondiert auch zur Héhe der Varianz von ¢;.

Tabelle 5.1: TragergroBen der Lingsschnittdesigns verschiedener Varianten von Algo-
rithmus 3

Rang | o} Variante
1. | b Erhebungslast
2. | p Zeit auBlerhalb der Stichprobe
3. | (blnax — by, +1)p} — b} Zeit auBerhalb der Stichprobe und Erhebungslast
4| -yl 3t PRN

Weitere Varianten fiir die Koordinationsvariable von Algorithmus 3 sind denkbar. Da-
mit aber die Bedingungen (2.23) erfiillt bleiben, darf die Haufigkeitsverteilung der o},
(k=1,...,N) nicht von der gemeinsamen Stichprobe abhingen. Gelten die Bedingun-
gen 2.23, sind die ¢} iid fiir (k= 1,...,N), was wiederum die Berechnung der 7"
unter Verwendung der Verteilungen von ¢;(i = min(t,u), ..., max(t,u)), wie durch
Algorithmus 5 beschrieben, stark erleichtert.

5.1.2 Verianderliche Populationen

Fiir verdnderliche Populationen sind die 7, von Algorithmus 9 nicht gleich fiir alle
k € %'. Unter der Annahme, dass n’ und N’ simultan gegen unendlich streben und
Nao /N fiir alle Kohorten ' *® sowie n' /N' konstant bleiben (siche z.B. Stenger, 1989
fiir eine solche Asymptotik) ist

Neao
n
Nl‘

E (HZa,w) =

und somit ist auch .
n

TCk - .
Nt
Dies bedeutet, dass sich asymptotisch das Querschnittdesign von Algorithmus 9 dem
einer einfachen Zufallsstichprobe annihert. Die Geschwindigkeit der Konvergenz der

m;, fir k € €*? ist noch zu untersuchen.

Allgemein ist bei einer verdnderlichen Population abzuwigen zwischen festen Stich-
probenumfingen im Querschnitt und der Komplexitit des gemeinsamen Stichproben-
designs. So konnen auch die Lingsschnittdesigns von Algorithmus 3 mit (2.14) oder
(2.36) bei veridnderlichen Populationen unabhingig voneinander implementiert wer-
den. Hierzu konnten die Algorithmen 4 bzw. 6 verwendet werden, mit 7, = n' /N’
fiir alle k € % . Die gemeinsame Stichprobe wire dann gegeben durch & o U. Dabei
ist U die Indikatormatrix nach (2.64). Die Bestimmung der x,"" und 717;(1? wiirde sich
dann gestalten wie im Falle einer unveridnderlichen Population. Zufillige Stichprobe-
numfinge sind auch bei Erhebungen der Sozialwissenschaften anzutreffen. So werden
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beispielsweise fiir die EU-SILC Erhebung Daten zu allen Personen in den gezogenen
Haushalten gesammelt, einer der Griinde, warum die Stichprobenumfinge auf Perso-
nenebene variabel sind.

5.2 Schitzung

Brewer et al. (1972) schlagen bei variablen Stichprobenumfingen im Querschnitt, fiir
n’ > 0, die Verwendung des Verhéltnisschitzers

R ~E@) ¥
b= Z % n 7tk
k=" k

anstelle des m-Schétzers vor.

Unabhingig von variablen oder fixen Stichprobenumfingen ist es moglich, die vorhan-
denen Informationen aus der gemeinsamen Stichprobe besser zu nutzten, um effizien-
tere Schitzer fiir Querschnitte zu erhalten. In den Kapitel 3 und 4 wurden nur separierte
Querschnittschitzer betrachtet, d.h. Schitzer, die fiir sich genommen nur auf den Da-
ten einer Querschnittstichprobe beruhen. Es ist aber moglich, die Korrelationsstruktur
des Populationsparameter Y auszunutzen, um so effizientere Querschnittschitzer zu
erhalten. Goga (2003) macht hierzu ausfiihrliche Angaben fiir die Schitzung linearer
Statistiken (hierzu siehe auch Sirndal et al., 1992, Abschnitt9.9), insbesondere auch
zur Schitzung statistischer Funktionale (siehe auch Goga et al., 2009).

Ein gewichtiges Problem bei der Varianzschitzung von Verdnderungen mit negativ ko-
ordinierten Stichproben besteht in nicht iiberlappenden Querschnittstichproben. Resamp-
ling Verfahren konnten hier moglicherweise zur Approximation der Varianz eines Schiit-
zers fiir Veranderungen verwendet werden. Chipperfield & Preston (2007) verwenden
eine Bootstrap Methode zur Schétzung der Varianz einer Differenz zwischen Totalwert-
schitzern. Das betrachtete gemeinsame Design sind im Querschnitt PRN koordinierte
SRS, die jedoch eine Uberlappung aufweisen. Einige experimentelle Stimulationsstu-
dien mit der Bootstrap Methode deuten daraufhin, dass zumindest fiir nicht tiberlap-
pende SRS eine Approximation der Varianz einer Differenz zwischen linearen Schét-
zern moglich sein konnte. Die Asymptotik eines solchen Ansatzes bedarf aber weiterer
Untersuchungen. Alternativ sind auch modellbasierte Ansitze zur Schitzung der Kor-
relationsstruktur von Y moglich, wie sie zum Beispiel von Skinner & Holmes (2003)
verwendet werden.
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Anhang A

Abbildung A.1: Werte der Koordinationsvariable fiir of = (b!, —b’. +1)p} — b}

min

Abbildung A.1 soll die Auswahlregeln von Algorithmus 3 mit (2.36) verdeutlichen. Die
einzelnen Zellen enthalten die Werte der Koordinationvariable, fiir jedes Element in der
Population, vor der Stichprobenziehung zu den jeweiligen Beobachtungszeitpunkten.
Dabei steht eine Reihe fiir einen Beobachtungszeitpunkt. Die Elemente sind Abstei-
gend nach dem Wert ihrer Koordinationvariable von Rechts nach Links geordnet. Ein-
fach blau staffierte Zellen markieren Gruppen von Elementen mit gleichen Werten der
Koordinationvariable, aus welchen zufillig Elemente gezogen werden. Zweifach blau
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staffierte Zellen markieren Gruppen von Elementen mit gleichen Werten der Koordi-
nationvariable, die vollstindig ausgewéhlt werden. Mit Rot sind jeweils die Element
gekennzeichnet, die in die Stichprobe gelangen.

Abbildung A.2 soll die Auswahlregeln von Algorithmus 9 mittels einer konkreten
Stichprobenziehung verdeutlichen. Es werden zu vier Beobachtungszeitpunkten Quer-
schnittstichproben mit den Stichprobenumfingen n! = n*> = n® =2 und n* = 3 gezogen.
Die beobachtet Population ist die gleiche wie in Beispiel 2.16. Die Darstellungsweise
des Algorithmus ist identisch zu jener in Abbildung A.1, mit dem Unterschied, dass
vor der Markierung der gezogenen Elemente und Ziehungsgruppen zuerst die Sterbe-
fille entfernt werden und Geburten hinzugefiigt werden. Die Zellen von Geburten sind

Griin umrandet.

Abbildung A.2: Werte der Koordinationsvariable fiir of = (bl — b% . +1)p} — b} bei

min

einer verdnderlichen Population

t=1 Stichprobe: 1,4
t=2 Sterbefalle: 1

Geburten: 6,7
Stichprobe: 3,6

t=3 Sterbefalle: 2,6
Geburten: 8
Stichprobe: 5,7

t=4 Sterbefalle:
Geburten: 9,10
Stichprobe: 4,8,9

In Zeitpunkt = 1 wird eine einfache Zufallsstichprobe aus den fiinf vorhandenen Ele-
menten gezogen. Vor der Ziehung in Zeitpunkt ¢t = 2 wird ein Sterbefall, dass Element
mit k = 1, entfernt. Die Elemente kX = 6 und k = 7 treten in die Population zum Zeit-
punkt # = 2 ein und ihnen wird jeweils als Wert fiir die Koordinationsvariable oi =2
zugewiesen. Damit befinden sich die Geburten in der selben Gruppe wie die Elemente
k =2,3,5, aus welcher zwei Element zufillige entnommen werden. Dieser Vorgang
wird weiter zwei Mal wiederholt fiir die entsprechende Anzahl von Geburten und Ster-
befille, sowie Stichprobenumfinge, wobei es in ¢ = 4 keine Sterbefille gibt.
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