Bauelemente der Technischen Informatik

2 Linear e Schaltungstheorie

In den Abschnitten dieses Kapitels betrachten wir nur lineare Bauteile, d.h. solche, deren elektri-

sche Kenngrof3en dem Superpositionsgesetz unterliegen.

2.1 Erzeugung einer Wechsel spannung

In der Praxis spielt neben dem Gleichstrom (z.B. aus Batterien
und Photoelementen) vor allem der technische Wechselstrom
eine sehr gewichtige Rolle, weil zum verlustarmen el ektrischen
Energietransport Wechsel strome besonders geeignet sind, da
sie sich transformieren lassen, wie weiter unten genauer be-
schrieben wird.

Abbildung 25 zeigt schematisch, wie mit Hilfe des Induktions-
gesetzes mechanische Dreh-Energiein el ektrische Energie um-
gewandelt wird. In einem homogenen Magnetfeld mit der
Induktion B dreht sich eine Spule mit N Windungen mit der
Winkelgeschwindigkeit w, deren Anschlisse Uber zwei
Schleifringe zuganglich sind. Die Drehachseist senkrecht zum
magnetischen Feld angeordnet, so dass bei waagerechter Spule

Abbildung 25:
Wechsel spannungsgenerator

der Fluss ¢ senkrecht durch die Spule tritt. Beim Drehen andert sich der Fluss, da nur noch die
Projektionsflache des Spulenguerschnitts A mit der Induktion den wirksamen Fluss ergibt, d.h.

Yy =N-¢ =N B- 4- cosa,

= N- B- 4+ cos(e1). (46)  Mit Gl. (42) ergibt sich dann die Spannung
an den Spulenanschl tissen:

u--Y N B4 o sin(w+f), (47) d.h eine sinusférmige Wechselspannung.

dr

Dieseist in Abb. 26 dargestellt. Gleichzei-

tig ist hier der Strom durch einen ohm-
schen Widerstand und der zeitliche Verlauf der Leistung P(t) = u(t) - i(t) dargestellt.

Wahrend einer Umdrehung (ein Winkel von 2m) P(t)

durchlauft die Schwingung der induzierten Span-

nung eine volle Periode. Die Anzahl der Schwin- M
gungen pro Sekunde nennt man Frequenz f , zu _

Ehren des deutschen Physikers Heinrich Hertz mit 10 X 7

der MalReinheit 1 Hz = 1/s. Aus Grinden der ver-
einfachten Schreibweise wird haufig mit der Kreis-
frequenz

N

® = 2nf (48) Abbildung 26: Zeitlicher Verlauf einer
Wechselspannung und von Strom und
Leistung an einem ohmschen Widerstand.
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gerechnet. In Abb. 26 fallt sofort noch ein wichtiger Aspekt von Wechselstromen auf. Die
Leistung schwingt mit der doppelten Frequenz, was man sich auch leicht mathematisch mit Hilfe
der Additionstheoreme erklaren kann:

P@) = U, sin(@?) - lg)’ Die Uber eine Spannungsperiode gemittelte
= U, sin(o?) - T" sin(w?), Leistung ist dann
- U
U 2
= 70 Sin2(o)t), (49) P = E (50)
U 2
= % (1+sinRwt) ).
2R d.h. halb so groR, wie die von einer Gleich-

spannung U, am ohmschen Widerstand R.

Man nennt die Spannung U, Scheitelwert.
Diefiktive Gleichspannung, die dieselbe Leistung an einem ohmschen Widerstand umsetzt, wie
eine Wechsel spannung mit dem Scheitelwert U, hat offensichtlich die Groize

Uy = Y _[ U,. (51)  Dieser Wert wird Effektivwert genannt. Er

V2 ist bei allen Leistungsbetrachtungen die

entscheidende Grofe. Auch die 220V in

unserem Haushaltsstromnetz sind ein Ef-

fektivwert. Der Scheitelwert betragt 311V. Die gleichen Betrachtungen gelten nattrlich auch fir
den Strom. Auch hier gibt es einen Effektivwert I, = 1,/y/2.

Fir nicht sinusférmige Strom- und Spannungsverléufe lassen sich analoge Betrachtungen an-
stellen, die wir hier jedoch nicht vertiefen wollen. Anmerken wollen wir lediglich, dass sich die
Starkstromtechnik dann mit Korrekturfaktoren behilft, die Formfaktoren genannt werden.

2.2 Transformator

Ein besonders wichtiges Bauelement fir Wechselstrome ist der Transformator. Er besteht in
seiner einfachsten Form aus zwei Wicklungen auf einem Kern mit hoher relativer Permeabilitét
K., welcher den magnetischen Fluss @ leitet. Flief3en nun in beiden Wicklungen Strome, so
andern sich die damit verketteten Flisse. Jeder Strom in der einen Wicklung induziert eine
Gegenspannung in der anderen. Dieser Vorgang heif3t Gegeninduktion. Mathematisch kann das
durch die folgenden Gleichungen beschrieben werden.

di di
u =L —L + M—2 + iR, i @ i,
dt dt > | | <
di, di; (52) 1 ~—
=Ly, Mg v bk @lu‘ L
mit M= /LL,. ] ]
| |
Abbildung 27: Transformator
Universitat Trier Technische Informatik © M. Paul
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Die GrofRe M heil3t Gegeninduktivitat. Mit den GIn. (51), (30) und (41) kommt man unter Ver-
nachl&ssigung der Bahnwiderstande R, und R, zu der Ubersetzung U einesideal en Transformators

u ; N Im realen Falle sind noch Streuverluste und
i = L = _2 - _1 (53) Eisenverluste zu beriicksichtigen, die durch
u, i N, entsprechende Induktivitéten und Wider-

stdnde modelliert werden.

Aul¥erdem ist der Transformator so zu dimensionieren, dass elnerseits die Gegeninduktivitat grof3
genug ist, und andererseits der magnetisch leitende Kern nicht in die Séttigung gerét. Die Draht-
starken fur die Wicklungen missen den durch die S&ttigungsgrenze gegebenen maximalen
Strémen angepal’dt sein.

Mit Hilfe von Transformatoren lassen sich Wechsel spannungen fiir Uberlandtransporte auf sehr
hohe Spannungen (z.B. 100.000 V) transformieren. Ein Strom von | = 10 A Ubertragt dann
schon 1 MW Leistung. Dadurch werden die Warmeverluste infolge des ohmschen Widerstands
der Leitung kleingehalten. Vor Ort wird die Spannung dann auf 220 V  herunter transformiert.

2.3 Theorie der linearen Wechsel stromschaltungen

2.3.1 Wechselspannung an Induktivitéat und Kapazitét

Wie sich Wechsel strom und -Spannung an einem ohmschen Widerstand verhalten, haben wir im
vorigen Abschnitt gesehen. Wir betrachten nun das Verhaten einer Induktivitédt, wobe wir
zunéchst den Einschaltvorgang vernachldssigen, d.h. er mége ausreichend lange zuriickliegen und
die daraus resultierenden Storungen abgeklungen sein.

Die Beziehung zwischen Strom und Spannung an einer Induktivitét sind durch Gl.(43) gegeben.

Mit einer sinusférmigen Spannung u = U,* sinw? an der Induktivitét L ergibt sich

di
u = —, ] i
o TOPNRCIPN;0
U,
4 _ Osinwr,
dr L >
U, (54) t
i=— f sinwt dr,
L
U, e
= —9%(-coswr + const.).
w Abbildung 28: WechselgroRen an einer Induk-
tivitat

Der Strom ist also cosinusformig. In

Abb. 28 ist der zeitliche Verlauf von Spannung, Strom und Leistung an einer Induktivitét dar-
gestellt. Der Strom eilt der Spannung um 90° hinterher. Man kann sich das so erkléren, dass er
zum Aufbau bzw. Abbau des magnetischen Feldes die Gegeninduktivitédt der Spule Uberwinden
MUSS.
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Wie sieht es nun bei enem Kondensator aus? Abb. 29 skizziert den Verlauf der Grofsen u, i, P,
die sich aus den GIn.(15) und (16) ergeben:

o-cv i 40 P
CU, sinwt,

i = (:i_?’ (55) <~) u C=— t
U, C-cosw?. W

Abbildung 29: Wechselgréfen beim Konden-

Der Strom ist hier ebenfalls cosinusformig, sator

jedoch gegentber der Induktivitdt um 180°

gedreht, d.h. er eilt der Spannung um 90°

voraus. Man kann sich vorstellen, dass bei einem leeren Kondensator zuerst ein Strom flief3en
muss, bevor sich eine Ladung in ihm aufbauen kann und damit eine Spannung an ihm. Die
Grolen X, = oL und X, = 1/ wC heillen Wechselstromwiderstand von Induktivitat bzw.
Kapazitét.

2.3.2 Zeigerdarstellung, komplexe Schreibweise

Fur die Berechnung von Wechsel stromschaltungen hat sich eine - urspriinglich von Heaviside -
eingefuhrte - Operatorenrechnung bewahrt, die die sinusformigen Groéf3en als komplexe Gréfden
schreibt, d.h. es wird geschrieben:

j Im4

Hierbei wird in der S Ugsineat+0)
U COS(“;(tmtip‘p))’ Elektrotechnik die U i
Uy Reie Y (56)  imagindre GroRei asj °

U, Re{e!™}. geschrieben, um sie

vom Symbol fir den

Strom zu unterschei- \)Lé "
den. Den Winkel ¢ nennt man Phasenwinkel. Er gibt den Winkel ocos(@t+®)
zur Zeit t = 0 an. Fur eine Induktivitét ist er fir den Strom | im
Vergleich zur Spannung U um 90° oder m/2, fir einen Kondensa-
tor um -90° oder -mt/2. Man rechnet nun mit komplexen Grofen
und kann dadurch die V erschiebungen zwischen Strom und Span- >

nung elegant mit beriicksi chtigen. u(t)

u(®)

\

Man nennt die komplexen Grof3en auch Zeiger, daman sie as mit
der Winkelgeschwindigkeit w in der komplexen Ebenerotie-rende
gerichtete GrofRen ansehen kann. Die Spannungen und Stréme

stellen sich als komplexe Zahlen dar, die in einer polaren Dar- \
stellung als Strecken mit einem Winkel o zur reellen Achse ge-

zeichnet werden, wie es Abb. 30 zeigt. Wenn man mehrere Gro-
en mit derselben Frequenz hat, was bei Zeigerdarstellungen in
der Regel der Fall ist, dann kann man die Rotation vergessen und
in einem feststehenden K oordinatensystem arbeiten. Man nimmt

—

Abbildung 30:
Zeigerdarstellung in der
komplexen Ebene
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dann z.B. den Zeitpunkt t = 0, so dass o = ¢ wird. Dasist so, als ob sich ein Beobachter in den
Ursprung der komplexen Ebene begibt und mit ihr rotiert.

Abb. 31 demonstriert die Addition von zwei sinusformigen Spannungen u,(t) und u,(t). Das
Ergebnis ist eine dritte Spannung u,(t). Im oberen Tell der Abbildung sind die Spannungen als
Zeiger dargestellt. Wie man sieht, ist das Ergebnis die (vektorielle) Addition der Zeiger in der
komplexen Ebene. Man spricht trotzdem nicht von Vektoren, weil dieser Begriff Ublicherweise
fur raumliche Groéfien verwendet wird, hier aber die komplexe Zahlenebene Darstellungsraum der
Zeiger ist. Wenn man elektromagnetische Wellen im Raum betrachtet, dann bendtigt man zur
Beschreibung sowohl Vektoren fur das raumliche Verhalten als auch Zeiger fur das zeitliche.

Hm Us Mathematisch 1&sst sich die Spannungsaddition folgendermalen
/ beschreiben:
| N

T uy(t) = uy(t) + uy(t),

RC{U3' ef(mt+¢3)} _ Re{ejwt . [Ul ef‘h + U2' ej‘Pz]}. (57)

Statt des komplexen Faktors fir den Phasenwinkel ¢ flgt man
diesen haufig der Amplitude U hinzu, so dass, wie in Gl. (57)
komplexe Amplituden geschrieben werden. Wenn nur eine Fre-
guenz betrachtet wird, wird auch haufig die verbleibende komplexe
Uscos(wt+9y  e-Funktion nicht mehr
hingeschrieben, ebenso

denkt man sich die ab- u(t)
schlief3ende Bildung des
Realtells hinzu, ohne ihn

explizit hinzuschreiben,

so dass ublicherweise nur noch mit komplexen Spannungen, Stro-
men und Widersténden gerechnet wird.

U, cos(wt+P7)
\

U, cos(wt+ ) Re Uit q’)} ,

Re {Ue/®}.

(58)

Abbildung 31: Zur Zei-
geraddition von Spannun-

gen
2.3.3 Komplexer Widerstand
. Dabeim Kondensator der Strom der Spannung um 90°
-j X, = —J, vor eilt, was einer Phasenverschiebung von -90° oder
wC (59) in der komplexen Ebene einer Drehung um -j ent-
= L , spricht, ergibt sich der komplexe Widerstand des Kon-
jwC densators nach GI. (58).

Der Strom eilt in einer Induktivitét der Spannung um
90° nach, was einer Phasenverschiebung von +90° oder +j entspricht. Daher ergibt sich der
komplexe Widerstand der Induktivitét nach Gl. (59).
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Wichtig bel der Betrachtung von Wechselstromen ist
die Tatsache, dass die Widerstande von Induktivitét
as auch von Kapazitét rein imaginare Grof3en sind,
was zur Folge hat, dass sie keine Energieverbraucher sind.

JjX, = joL. (60)

Die Leistung P pendelt in ihnen lediglich, wie auch die Abb. 27 und 28 zeigen. Der Mittelwert

Uber eine Periode ist null, wahrend er am ohmschen Widerstand nach GI.(49) und Abb. 26 von
null verschieden ist. Der Begriff imaginarer Widerstand bekommt hier also eine tber die rein
mathematische Betrachtung hinausgehende physikalische Bedeutung. Man spricht auch von
Blindleistung.

Zu beachten ist, dass die Blindstrome bzw. -Leistungen zwar keinen Energieverbrauch bewirken
jedoch einen pendelnden Energietransport. Daher missen die Leitungen entsprechend stark
ausgelegt werden, um die Leitungsverluste in Grenzen zu halten, was Kapital bindet. Die Elek-
trizitétsversorgungsunternehmen verlangen daher von ihren grof3eren Kunden, dass sie entweder
ihre Blindlast mit Kondensatoren oder Induktivitéten kompensieren oder Blindstrom-Zuschlége
bezahlen.

In der Praxis findet man aus physikalischen Grinden keine idealen Induktivitéten und Kapa-
zitéten, vielmehr sind die Wicklungen von Spulen mit dem Bahnwiderstand des Wickeldrahtes
behaftet und die Kondensatoren haben keine Dielektrika zwischen ihren Platten mit unendlich
hohem Widerstand. Daher sind diese realen Bauelemente verlustbehaftet, d.h. sie haben eine
ohmsche Komponente. Hinzu kommt, dass bei hohen Frequenzen die einzelnen Wicklungen einer
Spule auch eine merkbare Kapazitét haben und die Zuleitungen der Kondensatoren eine Indukti-
vitét aufweisen. In der Praxis muss daher immer mit komplexen Widersténden gerechnet werden.
Ahnlich wie bei den realen Strom- und Spannungsquellen arbeitet man hier auch mit Ersatz-
Schaltungen, die diese parasitéren Effekte beriicksi chtigen. Komplexe Widerstande werden auch
Impedanz Z und ihr Kehrwert Admittanz Y genannt.

2.3.4 Kirchhoffsche Satze fiur Wechsel strom

Die in Abschnitt 1.3.3 beschriebenen
Kirchhoffschen Gesetze gelten auch fir
Wechselstrome und -Spannungen, nur dass L L s
hier Zeiger statt skalarer Grofen addiert wer-
den, wiein Abb. 30 illustriert wurde. Q| -

jIm

Abb. 32 zeigt die Knotenpunktsregel und
Abb. 33 die Maschenregel. Statt der einfa
chen Addition von Strémen bzw. Spannun-
gen mussen hier die Zeiger in der komplexen

Abbildung 32: 1. Kirchhoffsche Regdl fur

Ebene addiert werden. Dementsprechend VVechselstrom
wird aus Gl. (21) Gl. (60) und aus Gl. (24)
wird Gl. (61).
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2.3.5 Schwingkreise

(61)

(62)

1 —

Abbildung 33: 2. Kirchhoffsche Regel fir
Wechselstrom

Eine Besonderheit von Wechselstromschal-
tungen sind Schwingkreise. Beim Reihen-
schwingkreis werden Kondensator, Induktivitdt und ohmscher (Ersatz-)Widerstand in Reihe
geschaltet, wie Abb. 34 zeigt und beim Parallelschwingkreis parallel, wiein Abb. 35.

Die dazu gehdrenden Zeigerdiagramme der Impedanz, bzw. der Admittanz erlautern das Fre-
guenzverhalten dieser Schaltungen. Beim Reihenschwingkreis addiert man die Impedanzen, d.h.

man erhalt

U = (R+jo)L+

joC

(63)

im Zeigerdiagramm sieht man dann, dass
bei niedrigen Kreisfrequenzen w die Impe-
danz des Kondensators Uberwiegt, bel ho-
hen Kreisfrequenzen die Impedanz der
Induktivitét. Dazwischen gibt es eine aus-
gezeichnete Kreisfrequenz w, bei der sich die beiden Zeiger der imaginaren Anteile kompensie-

ren:
jo, L = - 1 Bei dieser Frequenz wird die Impedanz des
J O, 64 Reihenschwingkreises minimal und ist nur
© - 1 (64) noch durch den ohmschen Widerstand R
res JIC gegeben. In Frequenzgemischen kann man
jIm (Z) jIm (Z) } jIm (Z)
Z
R _ R _ o
Re (2) 7 Re (2) R Re (2)
b _
joL | jeC joL |l joC JjoLll joC
jIm jIm jIm
1
A U 1 U U
Re Re [0) Re
R |
® < O peg =0 peg ®> O peg
Abbildung 34: Reithen- oder Serien-Schwingkreis
Universitat Trier Technische Informatik © M. Paul
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einen Reihenschwingkreis verwenden, um unerwinschte Frequenzen durch teilweisen Kurz-
schluss zu schwéchen und andere hervorzuheben, wenn man den Schwingkreisin Reihe mit dem
Verbraucher schaltet.

Beim Parallelschwingkreis werden die Admittanzen addiert, d.h. es gilt

Hier gelten anal oge Uberlegungen, wie beim Reihen-
schwingkreis. Bel niedrigen Kreisfrequenzen w Uber-
wiegt die Admittanz der Induktivitét, bel hohen Krels-
frequenzen die Admittanz der Kapazitét. Dazwischen

1
I =|G+joC+ - U.
1 ( J ij) U. (65)

1 gibt eswieder eine ausgezei chnete Kreisfrequenz w,

J@,,C = _jioo L’ bei der sich die beiden Zeiger der imaginaren Anteile
1 e (66)  kompensieren.
res - *
vLC
} jIm (Y)  jIm (Y)  jIm (Y)
Y
G G _
. Re (Y) Re (Y) G Re (Y)
1 Y Y
1 . 1 . 1 .
jO)_L _](DC .](D_L _](DC _](,O_L J(DC

b jIm jIm jIm
(P\ I U I
> - > — >
I Re Re (P/ Re
U
WO < O pes W= res W > O e

Abbildung 35: Parallel-Schwingkreis

Im Resonanzfall ist die Admittanz minimal und nur durch den ohmschen Leitwert G=1/R
gegeben. Man kann also einen Parallelschwingkreis as Sperrfilter fur die Resonanzfrequenz
verwenden, wenn er in Serie mit einer Spannungsquelle geschaltet ist und as Durchlal¥filter,
wenn er parallel zu einer Spannungsquelle angeordnet wird.

Interessanterweise haben beide Schwingkreistypen mit denselben Bauelementen dieselben
Resonanzfrequenzen. Es handelt sich hier um sogenannte duale Schaltungen, die gleichwertig
sind und sich dadurch in einander umformen lassen, dass man Strom mit Spannung, Impedanz
mit Admittanz und Parallelschaltung mit Serienschaltung (sowie Eingang und Ausgang) ver-
tauscht.

Universitat Trier Technische Informatik © M. Paul
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2.3.6 Bodediagramm o IR |

Haufig mochte man das Frequenzverhalten von L3
Wechsel stromschaltungen in einem Diagramm A1
mit der Frequenz as Ordinate darstellen. Da \
die meisten Groflen aus der Menge der kom-
plexen Zahlen stammen, muss man zwei Koor-
dinatensysteme wahlen. Da in der Regdl die
polare Darstellung physikalisch interpretierbar
ist (Absolutwert = Maximalamplitude, polarer /oy
Winkel = Phasenverschiebung zwischen zwei ~ *“7o; o1 i 10 100
Groélen wie Spannung und Strom), die Dar-
stellung von Realteil und Imaginérteil dagegen 0
weniger, wahlt man die erste Mdglichkeit. Nun =2 r—————
hat man es in der Informationstechnik haufig ‘
mit grof3en Bandbreiten, d.h. mit Frequenzbe-
reichen Uber einige Zehnerpotenzen, zu tun,
daher wahlt man fur die Frequenzachse eine Qt\
logarithmische Darstellung. Ebenso oft missen -2
- zumindest in der Analogtechnik - sehr grof3e _ _ .
Amplitudenunterschiede dargestellt werden. Abbildung 36: Bodediagramm eines

Daher werden die Amplituden ebenso wie die €nfachen Schwingers

Frequenzen logarithmisch dargestellt. Die Pha

senwinkel tréagt man dagegen linear auf. Eine solche Darstellung wird Bodediagramm genannt.

Y/ I

0.1

RN\ -d=0.05
0.1

1l
V.
Y |

=015 d=p.3 @

Fur Schwingkreise lésst sich das Frequenzverhaten durch eine normierte Darstellung beschrei-
ben. Dazu werden zwei Grof3en eingeflihrt, der Kennwiderstand Z,., der die Dimension Q2 hat und
ein Dampfungsfaktor d, der den ohmschen Widerstand berticksichtigt.

7 - L Fur einen Reithenschwingkreis |asst sich dann eine normierte
K c’ Admittanz F(w) angeben:
1 R
d=-—, JLIC
2 L (67) YReihe. ZK = 1 H
Al A R+ joL +
LR C J joC
Yy = (68)
2Zy ®
F(w)= —
2| 24|72 41
Diegleiche, dimensionslose Funk- @ )

tion F(w) erhdt man auch fur die
mit Z, normierte Impedanz Z;,, ¢
eines Parallelschwingkreises, wenn der Dampfungsfaktor als d = -G+ Z,, definiert wird. Abb.
36 zeigt das Bodediagramm der Resonanzkurvenschar von einfachen SchW| ngern. Wie man sieht,
wird mit abnehmender Dampfung (abnehmendem ohmschen Widerstand beim Relhenschwing-
kreis, bzw. abnehmendem Leitwert beim Parallel schwingkreis) die Resonanzkurve immer steiler
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und die Phasendrehung im Resonanzbereich immer stérker. Bel der Dampfung d=0 erhdlt manim
Resonanzfall den Wert |F|= und einen Phasensprung von +m/2 auf -mt/2.

2.3.7 Ortskurven

Die Abb. 34 und 35 zeigten auf der rechten Seite drei verschiedene Zeigerdiagramme fur drei
verschiedene Frequenzen. Tragt man den geometrischen Ort der komplexen Grél3e - z.B. den der
Impedanz in Abb. 34, bzw. der Admittanz in Abb. 35 - fir ale Kreisfrequenzen in der kom-
plexen Ebene auf, so spricht man von einer Ortskurve. In den beiden obigen Abbildungen sind
es senkrechte Geraden. Abb. 37 zeigt diese Darstellung fir den Reihen-Schwingkreis genauer. Im
Resonanzfall schneidet die Ortskurve die reelle Achse und der Abstand zum Ursprung gibt den
reellen Anteil der Grof3e im Resonanzfall an.

Wie erhdlt man nun aus einer Impedanz eine Admittanz? Offensichtlich gilt fur

Z =rel?, d.h. die Admittanz erhalt man aus der Impedanz durch
y-1_-1,7 (69)  spiegelung am Einheitskreis. Dabei gilt, dass die
Z r Spiegelung eines Kreises am Einheitskreis wieder

einen Kreis ergibt. Die Gerade der Impedanz-Orts-

kurve kann nun asKreis mit dem Radius ~ angesehen

werden. Daher ist die Ortskurve der

. Admittanz des Serien-Schwingkreises

L o e T e ein Kreis. (Einen Beweis hierfir fin-

jlm(Z)

) “ /\ det man z.B. in [Kiipfmiller]).
. i \_/ -
Abbildung 37: Ortskurven von Impedanz und Ad- H ) -
mittanz eines Reihen-Schwingkreises A\

Zwei weitere Beispiele fur Ortskurven zeigt Abb. 38.
Wie man sieht, konnen sich durchaus auch andere Kur- .~~~
ven as Geraden und Kreise ergeben. Schaltungen, die
nur Induk-tivitdten oder nur Kapazitdten enthalten, sind
nicht schwingungsfahig, da ihre Ortskurven die reelle
Achse nicht schneiden. Dagegen zeigt das untere Beispiel
zwel Resonanzfrequenzen, eine mit der linken Induktivi-
tdt und der Kapazitét as Reihenschwingkreis und eine
zweite mit der Parallelschaltung von rechter Induktivitét

jim (@)

und Kepazitét. Abbildung 38: Zwei Beispiele fiir
Ortskurven
Universitat Trier Technische Informatik © M. Paul
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2.4 Vierpole
Die oben besprochenen Schaltungen werden auch Zwei- 5, I
pole genannt, da sie nur mit zwei Anschltissen von auf3en 1 3
zuganglich sind. Eine wichtige Gruppe von Schaltkreisen U, u,
hat zwei Eingangs- und zwei Ausgangsklemmen, diese
Schaltkreise nennt man Vierpole. Ein Beispiel dafir ist —<———— —

ein Verstarker mit zwei Eingangsbuchsen fir ein Mikro-

phon und zwei Ausgangsbuchsen fir einen Lautsprecher.  appjldung 39: Spannungen und
Auch der Transformator ist ein Vierpol. Abb. 39 zeigt die  gygme an einem Vierpol
symbolische Darstellung eines Vierpols.

Vierpole dienen haufig der Signalmanipulation, z.B. der Filterung, Verstérkung oder Trennung
von Signalgemischen. In der Nachrichtentechnik hat sich die Beschreibung im Spektralbereich
mit Frequenzen als sehr ntitzlich erwiesen. Die Fouriertransformation erlaubt es, unter be-stimm-
ten Existenzbedingungen beliebige Signalformen im Zeitbereich as Frequenzgemische im Spek-
tralbereich zu beschreiben. Auf den hierfir notwendigen mathematischen Apparat wollen wir
nicht ndher eingehen. Man kann dann die bisherigen Betrachtungen aus der Wechsel stromtheorie
flr einzelne Frequenzen anwenden und ein Verhalten Uber ganze Frequenzbereiche ermitteln.
Daher verwenden wir die schon benutzte Wechsel stromdarstellung mit komplexen Zeigergréfden.

Das Innenleben der "Black Box" in Abb. 39ist fur lineare Systeme vollsténdig aus dem Verhalten
den in der Abbildung angegebenen GroRen U, U,, 1., |, beschreibbar. Ublicherweise wird die
linke Seite al's Eingangsseite und die rechte als Ausgangsseite betrachtet. Daflr verwendet man
Parametermatrizen, die z.T. auch physikalisch deutbar sind. Man beachte die symmetrische
Darstellung der Pfeilrichtungen.

2.4.1 Impedanzmatrix

In allgemeiner Form kann ein Vierpol durch das folgende Gleichungspaar bzw. die darunter-
stehende Matrizenglei chung beschrieben werden.

U =2 1 +Z7Z [

-1 Tntr Tz 72 Die Matrix Z heil3t Impedanzmatrix. Ihre
U=2,1+2,1 (70)  Komponenten beschreiben den Zusammen-

hang zwischen den einzelnen Spannungen
U=-21 und Strémen. Z,, heil3t Eingangsimpedanz,

Z,, Ausgangsimpedanz. Die Impedanzen

Z; , i# heilzen Koppelimpedanzen, da sie
eine Eingangsgrofde mit einer Ausgangsgrofe verknipfen. Fir passive Vierpole gilt: Z,,=Z,,, SO
dass hier nur drel Koeffizienten zur Beschreibung ausreichen.
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2.4.2 Admittanzmatrix

Analog zur Impedanzmatrix l&sst sich eine Admittanzmatrix Y angeben, die dem folgenden

Gleichungssystem gehorcht:
Fur die Admittanzen Y;; gelten die Bemer-

I =Y U +Y U . :

1 1171 1272 kungen vom vorherigen Abschnitt entspre-
11 - Z21—1 * Z22Q2 (71)  chend.

I-YU

Aus den GIn. (67) und (68) lasst sich mit
Hilfe der Matrizenalgebra eine Umrech-

nung von Admittanz- in Impedanzmatrix und umgekehrt vornehmen.

_adj¥ y - adjZ
) Tz’
X -¥Y
2 12
YY -Y Y -Y Y
1122 12721 1122 12721
Z = ;
-Y Y
21 11
Y Y -Y Y Yy -Y Y (72)
112 12721 1122 12721
Z -Z
“2 12
Z Z -ZZ Z Z -ZZ
g |t 12%21 1“2 12%21
B -Z Z
21 11
Z Z -Z Z Z Z -Z YZ
| F11%2 1221 1152 12721

2.4.3 Kettenmatrix

Die Vierpolgleichungen lassen sich auch noch anders schreiben (insgesamt gibt es sechs M 6g-
lichkeiten). Haufig wird eine Form gewahlt, bei der die Eingangsgréf3en U,, I, durch die Aus-
gangsgrofien U, |, ausgedriickt werden. Diese Kettenform ist dann niitzlich, wenn man mehrere
Vierpole hintereinander schalten muss (in Kette geschaltet), wobei die Ausgangsgroféen eines
Vierpols die Eingangsgrofien des folgenden sind.

U =4 U +A4 1, o , ,
“1 T A% T Anh (73) Hierbei sind die A;; und A,, di-
I =4 U +A4L. mensionglos, A, ist eine Impe-

danz und A,, ein Admittanz. Fur
die Systemdeterminante gilt:

A A -4 A4 =1. (74)

11722 12721
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2.4.4 Superpositionsgesetz

Eine wichtige Eigenschaft linearer Systeme ist ihre Unabhangigkeit von der Amplitudenhdhe der
betrachteten Grolie, etwa der elektrischen Spannung. In der praktischen Anwendung sind durch
Ubersteuerungseffekte dem nattirliche Grenzen gesetzt. Fir die Theorie ist sie jedoch von sehr
hohem Wert. Diese Eigenschaft wird mit dem Super positionsgesetz beschrieben. Betrachten wir
eine Ausgangsgrofie y(t), die sich infolge von zwel oder mehr Uberlagerten Eingangsgrofien u,(t),
Uy(1) ... u,(t) ergibt. Das betrachtete System ist genau dann linear, wenn folgende Beziehung gilt:

W) = ay@ + ap®) + .. + a0 wobel F ein linearer Operator

ist, z.B. ein Verstérkungsfaktor
= F [alul(t)] v F [a2u2(t)} to + F [a2u2(t)} (79 oder ein spektrales Filter und
_ die a konstante K oeffizienten.
=F [alul(t) + a,u,(f) + ..+ anun(t)], Die Operationen der Summa:
tion und der Anwendung des
Operators F auf mehrere mit a, gewichtete Eingangsgrofen u(t) konnen also vertauscht werden.

2.5 Schaltvorgange

Haben wir bisher den stationdren Wechsel stromkrei s betrachtet, so wollen wir uns nun instationé-
ren Vorgangen zuwenden, wie sie in digitalen Schaltungen vorkommen. Die Bauelemente in
diesen Schaltungen werden von (im Ideafall) rechteckférmigen Spannungen oder Strémen
angesteuert, die man Impulse nennt. Hat die Impulsfolge einen regelméaldigen Takt, spricht man
auch von einem Puls.

2.5.1 Schaltverhalten e nes onmschen Widerstandes

Das Ohmsche Gesetz beschreibt dasVerhal- ————
ten von Strom und Spannung am ohmschen
Widerstand R, wie es in Abb. 40 illustriert i
wird. Schalten wir zur Zeit t, eine sprung-

formige Spannung auf einen ohmschen @ U U, }R
Widerstand R auf, so folgt der Strom dem

Spannungsverlauf direkt, da R lediglich als
Proportionalitatsfaktor im Ohmschen Gesetz
nach Gl. (17) wirkt.

1o t t

Abbildung 40: Schaltverhalten eines ohmschen
Widerstandes
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2.5.2 Schaltverhalten einer Kapazitét

Wegen des Innnenwiderstandes von Span-
nungsquellen lasst sich eine Kapazitét C nur
in Zusammenhang mit einem ohmschen
Widerstand R betrachten, wie es Abb. 41
zeigt.

=
/

Die Maschenglei chung ergibt dann

U0 = U, + U (76)

und mit den GIn. (15) und (16) Abbildung 41: Schaltverhalten einer K apazitét

e = ¢ [ (7)) g, wir erhalten
%
U, y
2=+ Lfidl‘
R RC/
0
oder als Differentialgleichung di -1 , (78)
dr RC
baw, 4 - - L
i RC

Die Lésung dieser Dgl. erhalten wir durch Integration beider Seiten:

" Die Konstante muss aus einer Anfangsbe-

Ini = “2C const . (79)  dingung bestimmt werden: Im Schaltzeit-
punkt t, flief}t der Strom i, = U, /R, dader

Kondensator dann wie ein Kurzschluss

Inj = -t + Ini,  oder wirkt. Wir erhalten somit
C
- Die GrolRe T = R+ C hat die Dimension
i=i-e R (80) i i j
0 > ener Zeit und heif3t Lade- oder Entlade-
Uy ~=7¢ Zeitkonstante. Sie gibt nach Gl. (76) die Zeit
= ?' e . an, in der der Ladestrom auf den e-ten Teil

abgefallen ist. bzw. in Gl. (77) die Zeit, bis
der leere Kondensator auf die Spannung

U,/e aufgeladen ist.
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Der Spannungsverlauf ergibt sich aus der Maschenregel, d.h.

Ue = Uom 1 R, t Diese Verlaufe zeigt Abb. 41.
-l -i.. RC.
Upm By @ ) R, (81) Springt die auRere Spannung auf null (dabei
- U-(1- e_R_C) ist der Innenwiderstand der Spannungsquel -
0 ) le im Idealfall null), so ergibt sich folgen-
des:
0 =i-R+ U,
dU
Mit i-32 - cSZc gt
dt dr
0-c%%p .0, (82)
dt . - . .
dU, 1 Die L6sung dieser Dgl. ergibt wiederum
oder —— = -——drt. eine e-Funktion:
U, RC
__
UC — U() e RC, (83)
wobel sich daraus fur den Strom der folgende
Verlauf ergibt:
-t
0 = iR+ Uje *°,
U. --L . . .
oder i- -0 RC (84) Der Strom fliefdt nun bei der Entladung in
R entgegengesetzter Richtung, wie es auch
ot das negative Vorzeichen aussagt.

2.5.3 Schaltverhalten einer Induktivitét

Wegen des Innnenwiderstandes von Spannungsquel len I &sst sich eine Induktivitét L ebenfalls nur
in Zusammenhang mit einem ohmschen Widerstand R betrachten, wie es Abb. 42 zeigt.

Die Maschengleichung ergibt dann

Uy = u, +u, (85)
und mit Gl. (43)
u, = —Lg
t de’ (86) Da die Selbstinduktionsspannung der auf3eren Span-
PR u, dt. nung U, entgegen gerichtet ist, entfallt hier das nega-
tive Vorzeichen. Mit Gl. (84) erhaten wir dann:
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oder als Differentialgleichung

bzw.

u, = U, - %fuLdt
Ly
d
B (87)
dr L
ol Ry,
L

Die Losung dieser Dgl. erhalten wir durch Integration beider Seiten, wiein Gl. (78):

lnuL =

R
-—1t + const.
L (88)

Die Konstante muss aus einer Anfangs-
bedingung bestimmt werden: Im Schalt-
zeitpunkt t, liegt die Spannung U, an der
Induktivitdt, da kein Strom flief3 und
folglich kein Spannungsabfall an R er-
folgt. Wir erhalten somit analog zum
Kondensator

1

Yo

I,
UR R \
ﬂJ U
€ ~ -
1 -
| ’
U L ’
L 1,
V]

Abbildung 42: Schaltverhalten einer Induktivitét

I, = -7t + b, oder Die GroRe © = L/R hat wieder die Di-
_R, mension einer Zeit und heil3t Zeitkonstante.
u, =Upe b, (89)  Siegibt nach Gl. (88) die Zeit an, in der die
U _R, Spannung an der Induktivitdt auf den e-ten
i=—2\1-e?%). Teil abgefallen ist, bzw. die Zeit, bis der
R Strom durch die Induktivitdt den Wert
(U,/R)/e erreicht hat.
Springt die aufere Spannung auf null, so
ergibt sich folgendes:
0 =i R+ U,.
. di
Mit U, = L— folgt:
L dt g
= L% + iR (90)
t
di R Die Losung dieser Dgl. ergibt wiederum
oder i ‘de- eine e-Funktion:
_R,
i-= Z'O e L (91)
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wobel sich daraus fur die Spannung an der Induktivitét der folgende Verlauf ergibt:

WieAbb. 42 zeigt, baut sichim Augenblick

Yy = -U e (92) des Absch_al_te_ns der éu_Beren Spannung an

L 0 ) der Induktivitét wegen ihrer Gegenindukti-

vitdt eine Gegenspannung auf, die den

Strom weiter durch den Kreiszwingen will.

Dieser Effekt an Induktivitdten ist fir Halbleiterbauelemente aulRerst gefahrlich, da diese hier-
durch zerstért werden kénnen. Man hilft sich in der Praxis damit, parallel zu geschalteten Indukti-
vitdten eine Schutz-Diode so zu schalten, dass sie diese Abschalt-Spannungsspitze kurzschlief3t.

Fur das Schaltverhalten von Kapazitét und Induktivitét |&sst sich zusammenfassend sagen, dass
ideale Rechteckimpulse durch sie verschliffen werden, wodurch die Schaltzeiten in digitalen
Schaltungen vergrof3ert werden. Fur schnelle Anwendungen sind daher die unvermeidlichen
parasitaren Induktivitéaten, dieim wesentlichen durch die Leitungslangen bestimmt sind, und die
Streukapazitdten, die im wesentlichen durch dicht bel einander liegende Leiterbahnen bestimmt
sind, maglichst zu minimieren.
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