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Einleitung

Betrachtet man in der klassischen reellen Analysis Folgen (an)n∈N0 reeller Zahlen
und bildet daraus Partialsummenfolgen (Sn)n∈N0 , so stellen sich grundsätzlich zwei
Konvergenzbegriffe heraus. Man bezeichnet eine Partialsummenfolge, die wir den Ge-
pflogenheiten nach als Reihe bezeichnen, als bedingt konvergent, falls es bijektive Ab-

bildungen γ : N0 → N0 gibt, für die die Folge

(
n∑

k=0

aγ(k)

)
n∈N0

nicht konvergiert und

es mindestens eine konvergente Umordnung gibt. Die Abbildungen γ bezeichnen wir

im folgenden als Umordnungen. Konvergiert hingegen eine Reihe
∞∑

n=0

an für jede Um-

ordnung, so heißt sie bekanntlich unbedingt konvergent. Die unbedingt konvergenten

Reihen
∞∑

n=0

an erweisen sich gerade als diejeinigen Reihen, für die absolute Konvergenz,

d. h.
∞∑

n=0

|an| < +∞, gilt. Betrachtet man Vektorreihen
∞∑

n=0

an, mit (an)n∈N0 ∈ Rm,

so gelten analoge Beziehungen. Definiert man zu einer gegebenen Folge A = (an)n∈N0

reeller Zahlen die folgende Menge:

ΓA :=

{
s ∈ R|∃ Umordnung γ mit s = lim

n→∞

n∑
k=0

aγ(k)

}
so gilt grundsätzlich: ΓA = ∅ oder ΓA = R oder card (ΓA) = 1. Diese Aussage
ist unmittelbare Konsequenz des klassischen Riemann’schen Umordnungssatzes und
gilt auch noch für Konvergenzmengen von Vektorreihen in endlichdimensionalen K-
Vektorräumen. Für den Nachweis benötigt man ein Resultat von Levy und Steinitz.
In unendlich dimensionalen Vektorräumen sehen die Verhältnisse anders aus. Dies ist
insofern nicht überraschend, da ein klassisches Resultat von Dvoretzky-Rogers belegt,
dass in jedem Banachraum (E, || · ||E) mit dim E = ∞ eine Folge (an)n∈N0 existiert,

für die die Reihe
∞∑

n=0

an unbedingt, aber nicht absolut konvergiert. Resultate von Had-

wiger und Mc Arthur belegen, dass es in Banachräumen (E, || · ||E), dim E = ∞, stets

Vektorreihen
∞∑

n=0

an gibt, die bedingt konvergieren (im Sinne von || · ||E), für die aber

card (ΓA) = 1 ist.

In nuklearen Räumen hingegen gelten andere Gesetzesmäßigkeiten. So zeigte Gro-

thendiek, dass absolute und unbedingte Konvergenz von Vektorreihen
∞∑

n=0

an in me-

trisierbaren nuklearen Räumen äquivalente Begriffsbildungen sind.

So gelten für die Konvergenzmenge ΓA folgende Fälle: entweder ΓA = ∅ oder ΓA ist
ein affiner Teilraum von E, oder es ist card (ΓA) = 1. Insbesondere ist card (ΓA) = 1

genau dann, wenn
∞∑

n=0

an unbedingt konvergiert (selbstverständlich im Sinne der zu-

grundeliegenden Metrik d, die auf E erklärt ist).

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit folgendem Problemkreis: gegeben sei ein
abstrakter Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) und darauf erklärt eine Folge (Xn)n∈N0
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skalarwertiger oder auch vektorwertiger Zufallsvariablen. Betrachtet man den Parti-

alsummenprozeß

(
n∑

k=0

Xk

)
n∈N0

, der im Sinne einer Konvergenzart der Wahrschein-

lichkeitstheorie konvergiert, ([P]-f.s. Konvergenz, P -stochastische Konvergenz, LP -
Konvergenz, etc.), und ordnet man die Zuwächse von (Sn)n∈N0 um, so kann man sich

die Frage stellen, ob

(
n∑

k=0

Xγ(k)

)
n∈N0

dann immer noch im Sinne der jeweiligen Kon-

vergenzart konvergiert.

Hat man die Begriffe bedingte, unbedingte und absolute Konvergenz (im Sinne der
Konvergenzarten der Stochastik) präzisiert, kann man untersuchen, welche stocha-
stische Struktur ΓA besitzt. Es wird sich herauskristallisieren, dass die bedingte und
unbedingte Konvergenz vor allem von der Abhängigkeitsstruktur der (Xn)n∈N0 und
vom Zustandsraum des Prozesses (Sn)n∈N0 gesteuert werden wird.

In der vorliegenden Arbeit werden Resultate für Folgen (Xn)n∈N0 stochastisch un-
abhängiger Zufallsvariablen, Markovprozesse (Xn)n∈N0 , Differenzenfolgen (Xn)n∈N0

asymptotischer Martingale, sowie Folgen (Xn)n∈N0 austauschbarer Zufallsvariablen
vorgestellt. Darüber hinaus liegen Resultate für Folgen (Xn)n∈N0 mit bestimmten Mi-
schungsbedingungen, sowie für Cesaro-Mittel vor.
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Kapitel I
Allgemeine Begriffsbildungen und Hilfsresultate

Wir definieren zunächst einmal allgemeine Konvergenzbegriffe für Reihen in metri-
schen Räumen.

Definition 1:

Es sei (X , d) ein metrischer Raum und auf X sei eine Abbildung + : X × X −→ X
erklärt, so dass (X , +) zu einer kommutativen Halbgruppe wird. Es sei (xn)n∈N0 eine
Folge aus (X , d).

(1.) Die Partialsummenfolge (sn)n∈N0 von (xn)n∈N0 ist definiert durch sn =
n∑

k=0

xk, n ∈

N0. Den Gepflogenheiten der Analysis nach bezeichnen wir die Folge (sn)n∈N0

als Reihe und verwenden das gewohnte Symbol
∞∑

n=0

xn. Hierbei sei betont, dass

damit keine Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

xn gemeint ist.

(2.) UN0 := {γ : N0 −→ N0|γ ist bijektiv}

(3.) Mit (sγ
n)n∈N0 sei die Folge der Partialsummen bezeichnet, welche durch sγ

n =
n∑

k=0

xγ(k), n ∈ N0, definiert ist. Hierbei sei γ ∈ UN0 .

(4.) ΓA := {s ∈ X |∃ γ ∈ UN0 mit s = d− lim
n→∞

sγ
n}.

Definition 2:

Es gelten die Voraussetzungen von Definition 1.

(1.) Die mit (xn)n∈N0 gebildete Reihe
∞∑

n=0

xn heißt unbedingt konvergent in (X , d),

falls ∀ γ ∈ UN0 die Folgen (sγ
n)n∈N0 in (X , d) konvergieren.

(2.) Die mit (xn)n∈N0 gebildete Reihe
∞∑

n=0

xn heißt bedingt konvergent in (X , d), falls

es γ1, γ2 ∈ UN0 gibt, so dass (sγ1
n )n∈N0 konvergiert und (sγ2

n )n∈N0 divergiert.

(3.) Die Reihe
∞∑

n=0

xn heiße konvergent mit unbedingter Summe, falls es ein γ ∈

UN0 gibt, für das (sγ
n)n∈N0 in (X , d) konvergiert und für γ̃ ∈ UN0 , mit (sγ̃

n)n∈N0

konvergent, folgendes gilt: d− lim
n→∞

sγ
n = d− lim

n→∞
sγ̃

n.

(4.) Die Reihe
∞∑

n=0

xn heiße konvergent mit bedingter Summe, falls es γ1, γ2 ∈ UN0

gibt, für die (sγ1
n )n∈N0 sowie (sγ2

n )n∈N0 konvergieren und folgendes gilt: d −
lim

n→∞
sγ1

n 6= d− lim
n→∞

sγ2
n .
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(5.) Eine Reihe
∞∑

n=0

xn heiße generell divergent, falls die Reihen
∞∑

n=0

xγ(n) ∀ γ ∈ UN0

divergieren.

Bemerkung:

Eine Reihe
∞∑

n=0

xn ist somit konvergent mit unbedingter Summe, falls |ΓA| = 1 ist.

Eine Reihe
∞∑

n=0

xn ist konvergent mit bedingter Summe, falls |ΓA| > 1 ist.

Eine Reihe
∞∑

n=0

xn kann, im Sinne der Definition 2, in ihrer speziell vorgegebenen An-

ordnung der Summanden divergieren, aber konvergente Umordnungen besitzen. Der

Leser möge sich nicht davon verwirren lassen, dass somit eine Reihe
∞∑

n=0

xn divergie-

ren und gleichzeitig bedingt konvergent sein kann. Man muß im allgemeinen nicht

voraussetzen, dass eine Folge (xn)n∈N0 schon so angeordnet ist, dass die Reihe
∞∑

n=0

xn

konvergiert.

Im folgenden definieren wir den Begriff der Netzreihe in metrischen Räumen mit kom-
mutativer Halbgruppenstruktur bezüglich +.

Definition 3:

Es sei (X , d) ein metrischer Raum mit der geforderten Eigenschaft und (xn)n∈N0 eine
Folge von Elementen aus X .

(i) Mit F(N0) = {J ⊂ N0 : |J | < +∞} ist F(N0) vermöge der Mengeninklusion
auf N0 halbgeordnet und gerichtet, d. h. ∀ J ,J ′ ∈ F(N0)∃ J ′′ ∈ F(N0) mit
J ⊂ J ′′ und J ′ ⊂ J ′′.

(ii) Es sei M eine gerichtete Menge. Eine Abbildung f : M −→ X heißt Netz. Wir
verwenden die Schreibweise (xk)k∈M , wobei xk = f(k) sei.

(iii) Es sei für J ∈ F(N0) yJ :=
∑
k∈J

xk. Dann heiße (yJ )J∈F(N0) Netzreihe.

(iv) Ein Netz (xk)k∈M heiße Cauchy-Netz, falls ∀ ε > 0 es ein k0(ε) ∈ M gibt, mit
d(xk, xk0) < ε ∀ k ≥ k0(ε).

Definition 4:

Ist (E, || · ||) ein normierter Vektorraum und (xn)n∈N0 eine Folge aus E, so heiße
∞∑

n=0

xn absolut konvergent, falls
∞∑

n=0

||xn|| konvergiert, d.h.
∞∑

n=0

||xn|| < +∞ gilt.
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Satz 1
Es sei (E, || · ||) ein Banachraum und (xn)n∈N0 eine Folge in E. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(1.) Die Reihe
∞∑

n=0

xn ist unbedingt konvergent in (E, || · ||).

(2.) ∀ Teilfolgen (xnk
)k∈N0 von (xn)n∈N0 gilt:

∞∑
k=0

xnk
konvergiert in (E, || · ||).

(3.) ∀ Folgen (εn)n∈N0 aus {−1, 1}N0 gilt:
∞∑

n=0

εnxn konvergiert in (E, || · ||).

(4.) Die Netzreihe

(∑
k∈J

xk

)
J∈F(N0)

konvergiert in (E, || · ||).

Dieser Satz ist bequem anwendbar auf die Situation der LP -Konvergenz stochasti-

scher Reihen
∞∑

n=0

Xn mit Folgen (Xn)n∈N0 aus LP (Ω,F , P ), wobei 1 ≤ p < +∞.

Satz 2
Es sei (X , d) ein metrischer Raum und (X , +) eine kommutative Halbgruppe. Es sei
(
∑
k∈J

xk)J∈F(N0) eine Netzreihe in (X , d). Dann gilt:

Konvergenz von (
∑
k∈J

xk)J∈F(N0) ⇐⇒
∞∑

n=0

xn ist unbedingt konvergent.

Beweis:

(i) Es sei γ : N0 −→ N0 eine bijektive Abbildung und Cn := {0, 1, . . . , n}, n ∈ N0.
Zu n ∈ N0 ∃ m = m(n) ∈ N0 derart, dass γ(Cm) ⊃ Cn, da γ bijektiv ist.

(ii) Es sei ε > 0 =⇒ ∃Jε mit d(yJ , y) < ε für J ⊃ Jε (hierbei sei y := lim
J∈F(N0)

yJ ).

Mit nε := max(Jε) gilt daher: d(yJ , y) < ε für J ⊃ Cnε . Wählt man mε zu nε

gemäß (i), beachte yCmε
=

mε∑
k=0

xγ(k), so folgt d
( ∑̀

k=0

xγ(k), y
)

< ε für ` ≥ mε.

(iii) Angenommen, das Netz (yJ )J∈F(N0) konvergiere nicht in der Metrik d. Dann
gibt es eine aufsteigende Folge (Jn)n∈N0 von Mengen, card (Jn) < +∞, so
dass (yJn)n∈N0 divergiert. Die Abbildung γ : N0 −→ N0 sei wie folgt defi-
niert: Für diese aufsteigende Folge (Jn)n∈N0 von Teilmengen in N0, card (Jn) <
+∞, pn := min Jn, qn := max Jn, bilde γ die Menge {j ∈ N0|pn ≤ j ≤ qn}
so auf sich ab, dass γ−1(Jn) = {pn, . . . , pn + k} mit k = card (Jn). Auf
N0\

⋃
k∈N0

{j ∈ N0|pk ≤ j ≤ qk} sei γ(j) := j.

Somit ist γ : N0 −→ N0 eine bijektive Abbildung und die Reihe
∞∑

n=0

xγ(n) diver-

giert nach Konstruktion.
Aus (ii) und (iii) erhalten wir die Behauptung. 2
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Satz 3
Es sei (X , d) ein metrischer Raum und (X , +) eine kommutative Halbgruppe. Es sei
(xn)n∈N0 eine Folge in (X , d). Es gelten folgende Aussagen:

(1.) Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

xn mit bedingter Summe, so ist diese bedingt konver-

gent.

(2.) Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

xn unbedingt, so schon mit unbedingter Summe.

Beweis:
(2.) ist unmittelbare Konsequenz der Aussage (1.). Somit genügt es (1.) zu verifizie-

ren. Es sei o.B.d.A die Reihe
∞∑

n=0

xn schon konvergent.

Bezeichnen wir mit s den Limes der Partialsummenfolge

(
n∑

k=0

xk

)
n∈N0

, so folgt aus

der Konvergenz von
∞∑

n=0

xn mit bedingter Summe: ∃ g ∈ UN0 mit
∞∑

n=0

xg(n) konver-

gent. Bezeichnen wir diesen Limes mit s′, so gilt: d(s, s′) = η > 0. Nun können wir
eine bijektive Abbildung g̃ : N0 −→ N0 definieren, für die die Partialsummenfolge(

n∑
k=0

xg̃(k)

)
n∈N0

nicht konvergiert. Diese konstruiert man folgendermaßen:

Zu ε1 > 0 ∃ N1(ε1) ∈ N0 mit d

(
N(ε1)∑
k=0

xk, s

)
< ε1.

Wir definieren g̃(j) := j ∀ j = 0, . . . , N1(ε1).

Da g : N0 −→ N0 eine bijektive Abbildung ist, folgt die Existenz eines M1(ε1) ∈ N0

mit {0, . . . , N1(ε)} ⊂ {g(0), . . . , g(M1(ε1))} und wegen der Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

xg(n) kann man dieses M1(ε1) so wählen, dass d

(
M1(ε1)∑

k=0

xg(k), s
′

)
< ε1 ist.

g̃(j) := g(j) ∀ j > N1(ε1) mit g(j) ∈ {g(0), . . . , g(M1(ε1))}.

=⇒ d

(
M1(ε1)∑

k=0

xg̃(k), s
′

)
< ε1. Es sei nun ε2 > 0 mit 0 < ε2 < ε1.

=⇒ ∃ N2(ε2) ∈ N0 mit {g̃(0), . . . , g̃(M1(ε))} ⊂ {0, 1, . . . , N2(ε2)} und d

(
N2(ε2)∑
k=0

xk, s

)
< ε2

Definieren wir nun g̃(j) := j ∀ j > g̃(M1(ε1)). Da g : N0 −→ N0 bijektiv ist und die

Reihe
∞∑

n=0

xg(n) konvergiert ∃ M2(ε2) ∈ N0 mit {0, . . . , N2(ε2)} ⊂ {g(0), . . . , g(M2(ε2))}

und es gilt : d

(
M2(ε2)∑

k=0

xg(k), s
′

)
< ε2.

Definieren wir g̃(j) := g(j) ∀ j > N2(ε2) mit g(j) ∈ {g(0), . . . , g(M2(ε2))} =⇒
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d

(
M2(ε2)∑

k=0

xg̃(k), s
′

)
< ε2. Wir können somit zu einer monotonen Nullfolge (εn)n∈N eine

bijektive Abbildung g̃ : N0 −→ N0 und Folgen {Nk(εk)}k∈N, {Mk(εk)}k∈N konstruie-

ren, für die gilt: d

(
Nk(εk)∑

k=0

xg̃(k), s

)
< εk und d

(
Mk(εk)∑

k=0

xg̃(k), s
′

)
< εk ∀ k.

=⇒ ∃ lim
k→∞

Nk(εk)∑
k=0

xg̃(k) = s und ∃ lim
k→∞

Mk(εk)∑
k=0

xg̃(k) = s′.

Da d(s, s′) = η > 0 ist, folgt somit die Divergenz der Reihe
∞∑

n=0

xg̃(n).

=⇒
∞∑

n=0

xn konvergiert bedingt.

2

Aus der Konvergenz mit unbedingter Summe folgt im allgemeinen nicht die unbe-

dingte Konvergenz. Eine Reihe
∞∑

n=0

xn in einem vollständigen linearen metrischen

Raum kann bedingt konvergieren, ohne mit bedingter Summe zu konvergieren. Auf
diese Problematik hat bereits Hadwiger(25) hingewiesen und Beispiele in unendlich
dimensionalen Hilberträumen angegeben. Bei der Untersuchung der Konvergenz sto-
chastischer Prozesse werden wir diese Begriffsbildungen genauer untersuchen. Dabei
ergeben sich verschiedene Resultate, und es stellt sich heraus, dass die Art der be-
dingten Konvergenz von der Abhängigkeitsstruktur der Summanden {Xn}n∈N0 eines
Partialsummenprozesses abhängen wird.
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Kapitel II
Folgen unabhängiger Zufallsvariablen und bedingte Konvergenz

In diesem Kapitel studieren wir das Verhalten stochastischer Reihen
∞∑

n=0

Xn von Fol-

gen von unabhängigen Zufallsvariablen {Xn}n∈N0 . Zunächst einmal untersuchen wir
entsprechende Sachverhalte für reellwertige Zufallsvariablen. Anschließend grenzen
wir die Situation zu unendlich dimensionalen Hilberträumen ab.

Definition 5: (Banachraumwertige Zufallsvariablen)

Es sei (E, || · ||) ein Banachraum.

(i) Unter einer Zufallsvariablen X mit Werten in E verstehen wir eine
Bochner-messbare Abbildung. Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
X : Ω −→ E eine Abbildung. Eine messbare Treppenfunktion X : Ω −→
E ist eine von der Form X(ω) =

n∑
j=1

11Aj
(ω)xj, Aj ∈ F , xj ∈ E. Eine

Zufallsvariable X mit Werten in E ist der [P ]-f.s. Limes einer Folge (Xn)n∈N
von messbaren Treppenfunktionen.

(ii) Der Erwartungswert einer messbaren Treppenfunktion X ist definiert durch

EX :=
n∑

j=1

xjP (Aj)

(iii) X heißt Bochner-integrierbar, falls E[||X||] < +∞.||X||L1 := E[||X||] heißt
Bochner-Norm.

(iv) Ist X Bochner-integrierbar, so ist die approximierende Folge (Xn)n∈N messbarer
Treppenfunktionen so wählbar, dass E[||Xn − X||] −→

n →∞ 0 gilt. Das Bochner-
Integral wird definiert durch E[X] := lim

n→∞
E[Xn].

(v) Die Varianz einer Bochner-messbaren Abbildung X ist definiert, falls E[||X||2] <
+∞ gilt.

V ar[X] := E[||X − EX||2]

Bemerkung:
Es seien X, Y stochastisch unabhängige Zufallsvariablen mit Werten in einem Hil-
bertraum (H, <; >). Es gelte E[||X||2] < +∞, E[||Y ||2] < +∞

=⇒ E[< X, Y >] =< EX,EY > und V ar[X + Y ] = V ar[X] + V ar[Y ].

Definition 6:

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und c > 0.Wir definieren
Xc := X11{|X|≤c}.
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Bemerkung:

Aufgrund der Metrisierbarkeit der P -stochastischen Konvergenz und der LP -Konvergenz
(1 ≤ p < +∞) von Folgen von Zufallsvariablen sind die bedingte und unbedingte P -

stochastische (Lp−)Konvergenz von Reihen
∞∑

n=0

Xn von Zufallsvariablen, sowie die

Konvergenz mit unbedingter bzw. bedingter Summe schon durch Definition 2 aus
Kapitel I erklärt.

Hinsichtlich der [P ]-f.s. Konvergenz von Partialsummenprozessen {Sn}n∈N0 führen
wir folgende Definitionen ein.

Definition 7:

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {Xn}n∈N0 ein darauf defi-
nierter stochastischer Prozeß mit Werten in einem Banachraum (E, || · ||).

(1.) Eine Reihe
∞∑

n=0

Xn heißt unbedingt [P ]∗-f.s. konvergent, falls jede Umordnung

∞∑
n=0

Xγ(n) [P ]-f.s. konvergiert.

(2.) Eine Reihe
∞∑

n=0

Xn heißt bedingt [P ]∗-f.s. konvergent, falls sie nicht unbedingt

[P ]∗-f.s. konvergiert und es ein γ ∈ UN0 gibt, so dass
∞∑

n=0

Xγ(n) [P ]-f.s. konvergiert.

(3.) Eine Reihe
∞∑

n=0

Xn heißt [P ]∗-f.s. konvergent mit unbedingter Summe, falls es ein

γ ∈ UN0 gibt, so dass
∞∑

n=0

Xγ(n) [P ]-f.s. konvergiert und jede [P ]-f.s. konvergente

Umordnung
∞∑

n=0

Xγ1(n) die Eigenschaft besitzt:

P
({∣∣∣∣∣∣ ∞∑

n=0

Xγ(n) −
∞∑

n=0

Xγ1(n)

∣∣∣∣∣∣ > 0
})

= 0

(4.) Eine Reihe
∞∑

n=0

Xn heißt [P ]∗-f.s. konvergent mit bedingter Summe, falls es [P ]-

f.s. konvergente Umordnungen
∞∑

n=0

Xγ1(n) und
∞∑

n=0

Xγ2(n) gibt mit

P
({∣∣∣∣∣∣ ∞∑

n=0

Xγ1(n) −
∞∑

n=0

Xγ2(n)

∣∣∣∣∣∣ > 0
})

> 0.

(5.) Eine Reihe
∞∑

n=0

Xn heiße absolut [P ]-f.s. konvergent, falls die reellwertige Reihe

∞∑
n=0

||Xn|| [P ]-f.s. konvergiert.

(6.) Das Netz
( ∑

k∈J
Xk

)
J∈F(N0)

heiße [P ]-f.s. konvergent, falls es ein N ∈ F mit

P (N) = 0 so gibt, dass ∀ ω ∈ N c :
( ∑

k∈J
Xk(ω)

)
J∈F(N0)

konvergiert in (E, || · ||).
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Bemerkungen:

(1.) In der obigen Definition der unbedingten [P ]∗-f.s. Konvergenz beachte man,

dass die Nullmenge N , auf der die Reihe
∞∑

n=0

Xγ(n) punktweise divergiert, von

γ abhängen kann. Somit ist eine unbedingt [P ]∗-f.s. konvergente Reihe
∞∑

n=0

Xn

nicht notwendig absolut [P ]-f.s. konvergent. Dies illustriert folgendes Beispiel:
Es sei (Xn)n∈N eine Folge u.i.v. Zufallsvariablen mit P ({X1 = 1}) = P ({X1 =

−1}) = 1
2
. Die Reihe

∞∑
n=1

Xn

n
konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. gemäß dem klassi-

schen Zwei-Reihen-Satz. Die Reihe
∞∑

n=1

∣∣∣Xn

n

∣∣∣ divergiert [P ]-f.s.,

denn P
({ ∞∑

n=1

∣∣∣Xn

n

∣∣∣ =
∞∑

n=1

1
n

})
= 1. Somit konvergiert die Reihe

∞∑
n=1

Xn

n
nicht ab-

solut [P ]-f.s. . Im Gegensatz zu Reihen
∞∑

n=0

an deterministischer Folgen (an)n∈N0

aus R, sind die absolute [P ]-f.s. Konvergenz und die unbedingte [P ]∗-f.s. Kon-
vergenz keine äquivalenten Begriffsbildungen im Sinne der obigen Definition.

(2.) Man könnte den Begriff der unbedingten [P ]∗-f.s. Konvergenz auch folgender-
maßen definieren:

∃ N ∈ F mit P (N) = 0 ∀ ω ∈ N c konvergieren die Reihen
∞∑

n=0

Xn(ω) unbe-

dingt. In diesem Fall wären absolute [P ]-f.s. und unbedingte [P ]∗-f.s. Konver-
genz stochastischer Reihen mit Werten in endlich dimensionalen Banachräumen
(E, || · ||) äquivalente Begriffsbildungen. Die Forderung der Existenz einer von γ
unabhängigen Nullmenge ist zu einschränkend, wie das Beispiel in (1.) belegt.
Daher führten wir den Begriff der unbedingten [P ]∗-f.s. Konvergenz gemäß der
obigen Definition ein.

(3.) Der Begriff der bedingten [P ]∗-f.s. Konvergenz einer stochastischen Reihe im
Sinne der obigen Definition hat zur Konsequenz, dass nicht jede bedingt [P ]∗-f.s.

konvergente Reihe
∞∑

n=0

Xn von Zufallsvariablen mit bedingter Summe konvergie-

ren muß. Es gilt somit kein Riemann’scher Umordnungssatz (vgl. Kapitel V). Es

stellt sich allerdings heraus, dass für Reihen
∞∑

n=0

Xn von unabhängigen Zufalls-

variablen mit Werten in einem endlich dimensionalen Banachraum (E, || · ||)
die bedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz und die [P ]∗-f.s. Konvergenz mit bedingter
Summe äquivalente Begriffsbildungen sind.

(4.) Im Beispiel aus (1.) gilt für [P ]-fast alle ω ∈ Ω :
∞∑

n=1

Xn(ω)
n

ist eine bedingt konvergente Reihe, die wegen des Riemann’schen

Umordnungssatzes bedingter Summe konvergiert. D. h. man kann zu jedem

s ∈ R ein γs : N0 −→ N0 finden, so dass
∞∑

n=1

Xγs (n)(ω)

γs(n)
= s gilt. Trotzdem gilt:
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(∗) P
({ ∞∑

n=1

Xn

n
=

∞∑
n=1

Xγ(n)

γ(n)

})
= 1 ∀ γ ∈ UN0 . Darüber hinaus konvergiert

die Reihe
∞∑

n=1

Xn

n
unbedingt im L2-Sinn und daher unbedingt P -stochastisch.

Es scheint daher geeigneter, diese Reihe als eine unbedingt [P ]∗-f.s. konvergente
stochastische Reihe zu bezeichnen, was grundsätzlich möglich ist, falls die Diver-

genzmengen der Reihen
∞∑

n=0

Xn(ω), ω ∈ Ω mit der Abbildung γ ∈ UN0 variieren

dürfen.

Hilfsüberlegung 1:
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn)n∈N0 eine Folge von Zufalls-
variablen mit Werten in einem Banachraum (E, || · ||). Dann sind folgende Aussagen
äquivalent:

(1.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert absolut [P ]-f.s. .

(2.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert absolut P -stochastisch.

Beweis:

(i) Aus der absoluten [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn folgt trivialerweise die

absolute P -stochastische Konvergenz derselbigen.

(ii) Es konvergiere
∞∑

n=0

Xn absolut P -stochastisch. Dann folgt: ∀ ε > 0 ∃ N(ε) ∈

N0 ∀ n, m ≥ N(ε) mit n > m gilt P

({
n∑

k=m

||Xk|| ≥ ε

})
< ε.

=⇒ P

({
max

m≤j≤n

j∑
k=m

||Xk|| ≥ ε

})
= P

({
n∑

k=m

||Xk|| ≥ ε

})
< ε ∀n, m ≥ N(ε)

=⇒
∞∑

n=0

||Xn|| konvergiert [P ]-f.s. =⇒ (1.).

Satz 4
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge von Zufallsva-
riablen mit Werten in einem endlich-dimensionalen Banachraum (E, || · ||). Folgende
Aussagen sind äquivalent:

(1.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert absolut P -stochastisch.

(2.) Das Netz

(∑
k∈J

Xk

)
J∈F(N0)

konvergiert [P ]-f.s..

Beweis:

Das Netz

{∑
k∈J

Xk

}
J∈F(N0)

konvergiere [P ]-f.s.
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⇐⇒ ∃ N ∈ F mit P (N) = 0 ∀ ω ∈ N c :

{∑
k∈J

Xk(ω)

}
k∈J

konvergiert in (E, || · ||)

Satz 2
⇐⇒ ∀ ω ∈ N c :

∞∑
n=0

Xn(ω) konvergiert unbedingt in (E, || · ||)

(+)
⇐⇒

∀ ω ∈ N c :
∞∑

n=0

||Xn(ω)|| < +∞, (+)(E, || · ||) ist endlichdimensional

⇐⇒
∞∑

n=0

||Xn|| < +∞ [P ]−f.s. Hilfsüberlegung
⇐⇒

(1.). 2

Bemerkungen:

(1.) Ist der zugrundeliegende Banachraum (E, || · ||) nicht endlichdimensional, so ist
die Implikation (2.) =⇒ (1.) im allgemeinen falsch.

(2.) Konvergiert ein Netz

(∑
k∈J

Xk

)
J∈F(N0)

[P ]-f.s., so folgt immer die unbedingte

[P ]∗-f.s. Konvergenz. Die umgekehrte Implikation hingegen ist im allgemeinen
falsch. Aus der absoluten [P ]-f.s. Konvergenz folgt immer [P ]-fast sichere Netz-
konvergenz.

Hilfsüberlegung 2:
Sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn)n∈N0 eine Folge reellwertiger Zu-
fallsvariablen, so dass die (|Xn|)n∈N0 unabhängig sind. Dann gilt:

Das Netz

(∑
k∈J

Xk

)
J∈F(N0)

konvergiert [P ]-f.s. genau dann, wenn es ein c > 0 gibt,

so dass die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}) und
∞∑

n=0

E|Xc
n| konvergieren.

Bemerkung:

Existiert ein c > 0 so, dass die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}) und
∞∑

n=0

E|Xc
n| konvergieren,

folgt auch in der Situation stochastisch abhängiger (|Xn|)n∈N0 die [P ]-f.s. Konvergenz

des Netzes

(∑
k∈J

Xk

)
J∈F(N0)

. Notwendig ist das Kriterium allerdings im allgemeinen

nicht.

Beweis:

(1.) Es konvergiere das Netz

(∑
k∈J

Xk

)
J∈F(N0)

[P ]-f.s.

Satz (4)
⇐⇒ Die Reihe

∞∑
n=0

Xn konvergiert absolut P -stochastisch.

Hilfsüberlegung 1
⇐⇒

Die Reihe
∞∑

n=0

|Xn| konvergiert [P ]-f.s..

Die Folge (|Xn|)n∈N0 ist nach Voraussetzung stochastisch unabhängig. Somit
folgt unter Verwendung des Kolmogoroff’schen Drei-Reihen-Satzes (Satz 6):
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∃ c > 0 so, dass die Reihen
∞∑

n=0

P{|Xn| > c},
∞∑

n=0

E|Xc
n| sowie

∞∑
n=0

Var |Xc
n| kon-

vergieren.

(2.) Es mögen die Reihen
∞∑

n=0

P{|Xn| > c}, sowie
∞∑

n=0

E|Xc
n| konvergieren. Zunächst

einmal folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz die absolut [P ]-f.s.

Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xc
n. Da

∞∑
n=0

P{|Xn| > c} < +∞, folgt mit dem Lemma

von Borel-Cantelli, dass
∞∑

n=0

Xn absolut [P ]-f.s. und somit absolut P -stochastisch

konvergiert.

Satz (4)
⇐⇒ Das Netz

(∑
k∈J

Xk

)
J∈F(N0)

konvergiert [P ]-f.s. 2

Beispiel:

Ist (Xn)n∈N eine Folge u.i.v Zufallsvariablen mit P ({X1 = 1}) = P ({X1 = −1}) = 1
2
,

so ist die stochastische Reihe
∞∑

n=1

Xn

n
unbedingt [P ]∗-f.s. konvergent (vgl.(1.)auf Seite

10).

Allerdings existiert kein c > 0, so dass die Reihen
∞∑

n=1

P
({∣∣Xn

n

∣∣ ≥ c
})

sowie
∞∑

n=1

E
∣∣(Xn

n

)c∣∣
simultan konvergieren. Die Hilfsüberlegungen in Verbindung mit dem Kolmogoroff’schen
0− 1−Gesetz liefern somit:

Das Netz

(∑
n∈J

Xn

n

)
J∈F(N)

divergiert [P ]-f.s. .

Definition 8:

Sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn)n∈N0 eine Folge von ZV mit Wer-

ten in einem Banachraum (E, || · ||). Betrachten wir die stochastische Reihe
∞∑

n=0

Xn

und bezeichnen mit A die Folge (Xn)n∈N0 , so sei ΓA die Familie aller Zufallsvariablen,

die als Grenzvariablen einer geeigneten [P ]-f.s. konvergenten Umordnung
∞∑

n=0

Xγ(n)

(oder auch im Sinne der P -stochastischen, oder LP -Konvergenz) entstehen.

Satz 5
Es sei (E, || · ||) ein Banachraum und {Xn}n∈N0 ein stochastischer Prozeß, definiert
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ), mit Werten in E. Dann sind folgende
Aussagen äquivalent:

(1.) Der Prozeß {Sn}n∈N0 konvergiert unbedingt P -stochastisch.

(2.) ∀ Teilfolgen {Xnk
}k∈N0 von {Xn}n∈N0 gilt:

∞∑
k=0

Xnk
konvergiert P -stochastisch.

(3.) ∀ Folgen (εn)n∈N0 aus {−1, 1} gilt:
∞∑

n=0

εnXn konvergiert P -stochastisch.
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(4.) Das Netz

{∑
k∈J

Xk

}
J∈F(N0)

konvergiert P -stochastisch.

Beweis:

(0.) Betrachten wir M(Ω,F , P ), den linearen Raum Banachraumwertiger Zufalls-
variablen, und definieren Θ(Ω,F , P ) über:

∀ X, Y ∈ Θ(Ω,F , P ) gilt P ({||X − Y || > 0}) = 0.

Mit M0(Ω,F , P ) sei der Quotientenraum M(Ω,F ,P )
Θ(Ω,F ,P )

bezeichnet.

Auf M0 wird durch d(X, Y ) := E[min(1, ||X − Y ||)] eine vollständige Metrik
definiert, so dass (M0, d) zu einem vollständigen linearen metrischen Raum
wird. Ferner konvergiert eine Folge {Xn}n∈N0 P -stochastisch gegen X genau
dann, wenn d(Xn, X) −→

n →∞ 0 konvergiert.

(i) Aus einem Satz von Orlicz folgt die Äquivalenz von (1.) und (2.). [Fundamenta
Mathematica Band II,Seite 5]

(ii) Es sei (2.) erfüllt. Ferner sei {εn}n∈N0 eine Folge mit Werten in {−1, 1}. Mit
M := {j ∈ N0|εj = −1} und N := {j ∈ N0|εj = 1} sind Teilmengen aus
N0 definiert, wobei mindestens eine der beiden Mengen unendlich ist. Die Ab-
bildung γ : N0 −→ N0 sei durch Abzählung von M in natürlicher Reihenfol-
ge definiert. γ(0) := min M ; sind γ(0), . . . , γ(p) schon definiert, so setze man
γ(p + 1) := min{k ∈ M |k > γ(p)}. Somit ist γ : N0 −→ N0 streng isoton. Aus

(2.) folgt somit die P -stochastische Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xγ(n).

Ist N ebenfalls unendlich, definiert man analog eine strikt isotone Abbildung

γ̃ : N0 −→ N0. Aus der P -stochastischen Konvergenz der Reihen
∞∑

n=0

Xγ(n) und

∞∑
n=0

Xγ̃(n) folgt die P -stochastische Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

εnXn =
∞∑

n=0

Xγ̃(n) −
∞∑

n=0

Xγ(n).

(iii) Es sei (3.) erfüllt. Es sei γ : N0 −→ N0 eine streng isotone Abbildung. Man
definiert Folgen {µj}j∈N0 , {νj}j∈N0 durch:

µj = 1, νj = 1 ∀ j ∈ γ(N0)
µj = 1, νj = −1 ∀ j ∈ N0\γ(N0)

Es sei ε > 0 festgewählt
(iii.)(0.)

=⇒ ∃ Nε ∈ N0, so, dass ∀ k, ` ≥ Nε gilt:

d
( k+∑̀

j=0

µjXj,
k∑

j=0

µjXj

)
< ε und d

( k+∑̀
j=0

νjXj,
k∑

j=0

νjXj

)
< ε.

Man kann k ∈ N0 so groß wählen, dass γ(k + 1) ≥ Nε gilt. Für ` ∈ N definiert
man M(k, `) := {p ∈ N0|γ(k + 1) ≤ p ≤ γ(k + `)}.
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=⇒
k+∑̀

j=k+1

Xγ(j) = 1
2

( ∑
j∈M(k,`)

µjXj +
∑

j∈M(k,`)

νjXj

)
und es gilt:

d
( k+∑̀

j=0

Xγ(j),
k∑

j=0

Xγ(j)

)
Def.= E

[
min

(
1, ||

k+∑̀
j=k+1

Xγ(j)||
)]

= E
[
min

(
1, ||1

2

∑
j∈M(k,`)

µjXj + 1
2

∑
j∈M(k,`)

νjXj||
)]

≤ E
[
min

(
1, ||

∑
j∈M(k,`)

µjXj||
)]

+ E
[
min

(
1, ||

∑
j∈M(k,`)

νjXj||
)]

= d
( k+∑̀

j=0

µjXj,
k∑

j=0

µjXj

)
+ d
( k+∑̀

j=0

νjXj,
k∑

j=0

νjXj

)
< ε

2
+ ε

2
= ε.

Da (M0, d) vollständig ist, folgt mit (0.) die P -stochastische Konvergenz der

Teilreihe
∞∑

n=0

Xγ(n).

(iv) vgl. Satz 2 in Kapitel I, auf Seite 5. 2

Satz 6 (Kolmogoroff’scher Dreireihensatz)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge von unabhängi-
gen reellwertigen Zufallsvariablen. Ein notwendiges Kriterium für die [P ]-f.s. Kon-

vergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn ist die Bedingung:

(∗) ∀ c > 0 konvergieren die Reihen
∞∑

n=0

E(Xc
n),

∞∑
n=0

V ar(Xc
n) sowie

∞∑
n=0

P ({|Xn| ≥ c}).

Hinreichend für die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn ist die Konvergenz der drei

Reihen in (∗) für mindestens ein c > 0.

Satz 7 (Egoroff-Theorem)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge reellwertiger
Zufallsvariablen. Konvergiert {Xn}n∈N0 [P ]-f.s., so existiert zu jedem ε > 0 eine Men-
ge Bε ∈ F mit P (Bε) ≥ 1 − ε, die folgende Bedingung erfüllt: {Xn}n∈N0 konvergiert
gleichmäßig auf Bε.
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Satz 8 (Lévy)
Ist {Xn}n∈N0 eine Folge von reellwertigen unabhängigen Zufallsvariablen, so konver-

giert die Reihe
∞∑

n=0

Xn[P ]-f.s. genau dann, wenn sie schwach konvergiert.

Mit den bereitgestellten Begriffen und Hilfsmitteln sind wir in der Lage, folgenden
Satz zu beweisen.

Satz 9
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge reellwertiger
unabhängiger Zufallsvariablen. Es gelten folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert bedingt [P ]∗-f.s. genau dann, wenn sie [P ]∗-f.s.

mit bedingter Summe konvergiert.

(2.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. genau dann, wenn sie [P ]∗-f.s.

mit unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist ΓA eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Da die Eigenschaft der Unabhängigkeit umordnungsinvariant ist, nehmen wir o.b.d.A.

an, dass
∞∑

n=0

Xn schon [P ]-f.s. konvergiert.

Die Aussage (2.) ist unmittelbare Konsequenz der Aussage (1.). Ist
∞∑

n=0

Xn eine [P ]∗-

f.s. konvergente Reihe, die bedingter Summe konvergiert, so folgt die P -stochastische
Konvergenz mit bedingter Summe.

Satz 3
=⇒

∞∑
n=0

Xn konvergiert bedingt P -stochastisch.

Satz 8
=⇒

∞∑
n=0

Xn konvergiert bedingt [P ]∗-f.s.

Es konvergiere die Reihe
∞∑

n=0

Xn[P ]∗-f.s. bedingt.

Satz 6
=⇒ ∀ c > 0 konvergieren die Reihen

∞∑
n=0

E(Xc
n),

∞∑
n=0

V ar(Xc
n) sowie

∞∑
n=0

P ({|Xn| ≥ c}).

Aus der bedingten [P ]∗-f.s. Konvergenz folgt die Existenz einer Abbildung g ∈ UN0 ,

für die die Reihe
∞∑

n=0

Xg(n) nicht [P ]-f.s. konvergiert. Die Folge {Xn}n∈N0 ist eine

Folge unabhängiger Zufallsvariablen und somit auch die Folge {Xg(n)}n∈N0 . Aus dem

Kolmogoroff’schen 0−1−Gesetz folgt somit die [P ]-f.s. Divergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xg(n).
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Die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}) und
∞∑

n=0

V ar(Xc
n) sind trivialerweise absolut und somit

unbedingt konvergent ∀ c > 0.

=⇒ ∃ c > 0 so, dass die Reihe
∞∑

n=0

E(Xc
n) bedingt konvergiert.

Die Folge {Xc
n}n∈N0 ist eine Folge gleichmäßig stochastisch beschränkter, unabhängi-

ger Zufallsvariablen. Die Reihe
∞∑

n=0

E(Xc
n) konvergiert mit bedingter Summe gemäß

dem Riemann’schen Umordnungssatzes. Somit folgt aus dem Zwei-Reihen-Satz die

[P ]∗-f.s. Konvergenz mit bedingter Summe von
∞∑

n=0

Xc
n.

Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert [P ]-f.s. ⇐⇒
∞∑

n=0

Xc
n konvergiert [P ]-f.s. .Mit Satz 7 er-

halten wir: ∀ ε > 0 ∃ Aε ∈ F mit P (Aε) ≥ 1 − ε, so dass (Xn)n∈N0 gleichmäßig auf
Aε in ω konvergiert.

Wählt man 0 < ε < c =⇒ ∃ Nε ∈ N0 ∀ n ≥ Nε : Xn = Xc
n auf Aε [P ]-f.s.

=⇒
∞∑

n=Nε

Xn =
∞∑

n=Nε

Xc
n [P ]-f.s. auf Aε (∗).

(∗)
=⇒

∞∑
n=0

Xn konvergiert [P ]∗-f.s. mit bedingter Summe auf Aε, wobei P (Aε) ≥ 1− ε.

ε > 0
=⇒

beliebig
Behauptung. 2

Unmittelbare Konsequenz des Satzes 8 und des Satzes 9 ist der

Satz 10
Ist {Xn}n∈N0 eine Folge von unabhängigen reellwertigen Zufallsvariablen, so gelten
folgende Aussagen:

(1.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert bedingt P -stochastisch genau dann, wenn sie P -stochastisch

mit bedingter Summe konvergiert.

(2.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt P -stochastisch genau dann, wenn sie P -stochastisch

mit unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist ΓA eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Hinsichtlich der Lp-Konvergenz stochastischer Reihen
∞∑

n=0

Xn von unabhängigen Zu-

fallsvariablen mit Werten in R kann man ein analoges Resultat formulieren und be-
weisen. Hier gehen entscheidend die Ungleichungen von Marcinkiewicz und Zygmund
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ein. Es gilt folgender bekannte Satz(vgl.(9)S.367).

Satz 11 (Marcinkiewicz, Zygmund)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge von reell-
wertigen unabhängigen Zufallsvariablen mit EXn = 0 ∀ n ∈ N0. Dann gibt es
∀ 1 ≤ p < +∞ positive Konstanten Ap, Bp (unabhängig von {Xn}n∈N0) so, dass
∀ n ∈ N0 gilt:

Ap

(
E
[(( n∑

k=0

X2
k

) 1
2
)p]) 1

p ≤
(
E
[∣∣∣ n∑

k=0

Xk

∣∣∣p]) 1
p ≤ Bp

(
E
[(( n∑

k=0

X2
k

) 1
2
)p]) 1

p

Wir sind nun in der Lage,unter Verwendung von Satz 11 folgende Aussage zu zeigen.

Satz 12
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge von reell-
wertigen unabhängigen Zufallsvariablen aus Lp(Ω,F , P ), 1 ≤ p < +∞. Dann gelten
folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert im Lp-Sinn mit bedingter Summe genau dann,

wenn sie bedingt konvergiert.

(2.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert im Lp-Sinn mit unbedingter Summe genau dann,

wenn sie unbedingt konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist ΓA eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:

(i) Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

Xn im Lp-Sinn mit bedingter Summe, so folgt aus

Satz 3 die bedingte Lp-Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn.

(ii) O.B.d.A. konvergiere die Reihe
∞∑

n=0

Xn im Lp-Sinn. Aus der Lp-Konvergenz folgt

die Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

EXn, denn:

∀ ε > 0 ∃ Nε ∈ N0 ∀ n, m ≥ Nε mit n > m gilt:(
E
(∣∣∣ n∑

k=m

Xk

∣∣∣p]) 1
p

< ε, 1 ≤ p < +∞

=⇒ ∀ ε > 0 ∃ Nε ∈ N0 ∀ n,m ≥ Nε mit n > m gilt:

E
[∣∣∣ n∑

k=m

Xk

∣∣∣] < ε

=⇒
∣∣∣ n∑

k=m

EXk

∣∣∣ < ε ∀ n, m ≥ Nε mit n > m.
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Aus der Lp-Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn und der Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

EXn

folgt die Lp-Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Yn mit Yn := (Xn −EXn) ∀ n ∈ N0. Mit

Satz 11 erhalten wir die Abschätzung

(∗) Ap

(
E
[(( n∑

k=m

Y 2
k

) 1
2
)p]) 1

p ≤
(
E
[∣∣∣ n∑

k=m

Yk

∣∣∣p]) 1
p

< ε

mit einer von {Yn}n∈N0 unabhängigen nichtnegativen Konstanten Ap.

Ist g ∈ UN0 =⇒ ∃ Mε ∀ n ≥ Mε : g(n) ≥ Nε

Eine erneute Anwendung von Satz 11 liefert: ∀ n, m ≥ Mε, m < n(
E

(∣∣∣∣ n∑
k=m

Yg(k)

∣∣∣∣)p) 1
p

≤ BP

(
E

((
n∑

k=m

Y 2
g(k)

) 1
2

)p) 1
p

≤ BP

(
E

((
Kε∑

k=Nε

Y 2
k

) 1
2

)p) 1
p

≤ Bp

Ap

(
E

(∣∣∣∣ Kε∑
k=Nε

Yk

∣∣∣∣p))
1
p

≤
(∗)

Bp

Ap
· ε

wobei Kε ∈ N0 so gewählt sei, dass {g(m), . . . , g(n)} ⊂ {Nε, . . . , Kε}.
Somit konvergiert

∞∑
n=0

Yg(n) im Lp-Sinn.

Es konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

Yn unbedingt im Lp-Sinn.

Aus der bedingten Lp-Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn folgt daher die bedingte Kon-

vergenz der Reihe
∞∑

n=0

EXn. Aus dem Riemannschen Umordnungssatz folgt wiederum

die Lp-Konvergenz mit bedingter Summe der Reihe
∞∑

n=0

Xn. 2

Betrachten wir Folgen von unabhängigen Zufallsvariablen {Xn}n∈N0 mit Werten in
einem unendlich dimensionalen Hilbertraum (H, <, >), so sind die obigen Aussagen

im allgemeinen falsch. Eine Reihe
∞∑

n=0

Xn von unabhängigen Zufallsvariablen mit Wer-

ten in (H, <, >), die bedingt [P ]∗-f.s. konvergiert, muß nicht zwangsläufig [P ]∗-f.s. mit
bedingter Summe konvergieren. Dies kann man sich an einem einfachen Beispiel, wel-
ches aus einer Arbeit von Hadwiger(25) stammt, verdeutlichen.

Beispiel: (Aus der Arbeit “Über die Konvergenzarten unendlicher Reihen im Hil-
bertschen Raum”)

Es sei (H, <, >) ein beliebiger unendlich dimensionaler Hilbertraum. Ferner sei (en)n∈N
eine Folge orthonormaler Vektoren aus (H, <, >). Bildet man die Reihe, die aus
∞∑

n=1

(
en

n
− en

n
+ en

n
− en

n
+ . . . + en

n
− en

n

)
durch Entfernen der Klammer entsteht, so ist
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diese Reihe bedingt konvergent in (H, <, >), aber jede konvergente Umordnung die-
ser Reihe besitzt den gleichen Limes. Man beachte hierbei, dass in den geklammerten
Ausdrücken je n Elemente mit positiven und ebenso viele mit negativen Vorzeichen
stehen.

Definition 9:

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge von Zufallsva-
riablen mit Werten in einem Banachraum (E, || · ||). Die Folge {X̃n}n∈N0 von Zufalls-
variablen in (E, || · ||) sei definiert durch

X̃n(ω) := Xn(ω), falls ||Xn(ω)|| ≤ 1.

X̃n(ω) := Xn(ω)
||Xn(ω)|| , falls ||Xn(ω)|| > 1.

{X̃n}n∈N0 ist die Projektion der {Xn}n∈N0 auf die abgeschlossene Einheitskugel in
(E, || · ||). Den folgenden Satz findet man z. B. in “Kahane, Some series of Random
Variables”.

Satz 13
Es sei {Xn}n∈N0 eine Folge von unabhängigen Zufallsvariablen mit Werten in einem
Hilbertraum (H, <; >). Notwendig und hinreichend für die [P ]-f.s. Konvergenz der

Reihe
∞∑

n=0

Xn ist die Konvergenz der Reihen
∞∑

n=0

EX̃n und
∞∑

n=0

V arX̃n.

Unmittelbare Konsequenz dieses Satzes und den obigen Vorüberlegungen ist der fol-
gende Satz.

Satz 14
Es sei {Xn}n∈N0 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit Werten in einem un-
endlich dimensionalen Hilbertraum (H, <; >). Es gelten folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert bedingt (unbedingt) [P ]∗-f.s. genau dann, wenn die

Reihe
∞∑

n=0

EX̃n bedingt (unbedingt) in (H, || · ||H) konvergiert und
∞∑

n=0

V arX̃n <

+∞ ist.

(2.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert [P ]∗-f.s. mit bedingter (unbedingter) Summe genau

dann, wenn die Reihe
∞∑

n=0

EX̃n mit bedingter (unbedingter) Summe konvergiert,

und
∞∑

n=0

V arX̃n < +∞ gilt.

Bedingt [P ]∗-f.s. konvergente Partialsummenprozesse {Sn}n∈N0 mit unabhängigen
Summanden {Xn}n∈N0 , deren Werte in einem unendlich dimensionalen Hilbertraum
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(H, <; >) liegen, müssen somit nicht notwendig [P ]∗-f.s. mit bedingter Summe kon-
vergieren. Betrachtet man hingegen Folgen unabhängiger Zufallsvariablen {Xn}n∈N0

mit Werten im topologischen Vektorraum (RN,
⊗
k∈N

τ|·|), so konvergiert die stochasti-

sche Reihe
∞∑

n=0

Xn [P ]∗-f.s mit bedingter Summe, falls sie bedingt [P ]∗-f.s. konvergiert.

Grundlegend hierbei ist ein Resultat von Yitzhak Katznelson und O. Carruth Mc Ge-
hee(vgl.(23)). Man kann dieses Resultat folgendermaßen formulieren.

Satz 15 (Katznelson, Mc Gehee)
Es sei (an)n∈N0 eine Folge von Vektoren im topologischen Vektorraum (RN,

⊗
n∈N

τ|·|).

Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

an bedingt in der Fréchet-Metrik, so ist ΓA ein affin linearer

Unterraum des RN mit dim ΓA ≥ 1.

Unter Verwendung von Satz 15 kann man analog zum reellwertigen Fall für stocha-

stische Reihen
∞∑

n=0

Xn mit unabhängigen Summanden {Xn}n∈N0 folgende Charakteri-

sierungen der bedingten und unbedingten [P ]∗-f.s. Konvergenz angeben.

Satz 16
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine darauf definierte
Folge stochastisch unabhängiger Zufallsvariablen mit Werten in (RN,

⊗
n∈N

, τ|·|). Dann

gelten folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert bedingt [P ]∗-f.s. genau dann, wenn sie [P ]∗-f.s.

mit bedingter Summe konvergiert.

(2.) Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. genau dann, wenn sie [P ]∗-f.s.

mit unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1) ist ΓA eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Die Produkttopologie

⊗
n∈N

τ|·| auf RN wird metrisiert durch die Fréchet-Metrik

d(x, y) :=
∞∑

j=1

1
2j

|x(j)−y(j)|
1+|x(j)−y(j)| ∀ x, y ∈ RN.

Somit konvergiert
∞∑

n=0

Xn [P ]-f.s. genau dann, wenn die Reihen
∞∑

n=0

X
(j)
n ∀ j ∈ N [P ]-

f.s. konvergieren. Hierbei sei X
(j)
n die Projektion von Xn auf die j-te Koordinate. Jede

der Folgen {X(j)
n }n∈N0 ist für festgewähltes j ∈ N eine Folge unabhängiger reellwer-

tiger Zufallsvariablen. Somit liefert die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn unter Ver-

wendung des Kolmogoroff’schen Drei-Reihen-Satzes:
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∀ j ∈ N ∀ c > 0 konvergieren die Reihen:

∞∑
n=0

P ({|X(j)
n | ≥ c}),

∞∑
n=0

V ar(X(j)c
n ) und

∞∑
n=0

E(X(j)c
n ). (∗)

Die bedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz von
∞∑

n=0

Xn liefert zunächst:

J := {j ∈ N|
∞∑

n=0

X
(j)
n konvergiert bedingt [P ]∗ − f.s.} 6= ∅. Wie beim Beweis zu

Satz 9 folgt, da J 6= ∅ : ∀ ` ∈ J ∃c` > 0 so, dass
∞∑

n=0

E(Xc`
n ) bedingt konvergiert. Ist

` ∈ J festgewählt, so folgt mit (∗) die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihen
∞∑

n=0

(X
(j)
n )c` ∀ j ∈ N.

Da die Reihe
∞∑

n=0

E((X
(`)
n )c`) bedingt konvergiert, folgt die bedingte Konvergenz der

Vektorreihe

∞∑
n=0



E
[
X

(1)
n 11{|X(1)

n |≤c`}

]
E
[
X

(2)
n 11{|X(2)

n |≤c`}

]
...
...


in (RN,

⊗
n∈N

τ|·|)

Aus Satz 15 folgt die Konvergenz mit bedingter Summe dieser Vektorreihe. Wörtlich

wie im Beweis zu Satz 9 folgert man, dass die Reihe
∞∑

n=0

Xn [P ]∗-f.s. mit bedingter

Summe konvergiert. 2

Bemerkung:

Satz 15 liefert insbesondere, dass jede Reihe
∞∑

n=0

Xn unabhängiger Zufallsvektoren mit

Werten in (Rn, || · ||2), die bedingt [P ]∗-f.s. konvergiert, [P ]∗-f.s. mit bedingter Summe
konvergiert. Aus der Isomorphie zwischen n-dimensionalen Banachräumen (E, || · ||)
und dem (Rn, || · ||2) folgt, dass dieses Konvergenzverhalten von

∞∑
n=0

Xn auch noch für

Folgen unabhängiger (Xn)n∈N0 mit Werten in endlich dimensionalen Banachräumen
gilt.
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Kapitel III
Markovprozesse und bedingte Konvergenz

Am Anfang dieses Kapitels stellen wir zunächst einige grundlegende Begriffe und
Resultate zusammen.

Definition 10

Es seien (X ,FX ) sowie (Y ,FY) zwei Messräume und p : X × FY −→ [0, 1] ein
Übergangskern. Die reelle Zahl α(p) := 1 − sup

x′,x′′∈X
B∈FY

|p(x′, B) − p(x′′, B)| heiße Er-

godizitätskoeffizient des Übergangkerns p.

Bemerkung:

(1.) Aus der Definition von α(p) folgt unmittelbar: 0 ≤ α(p) ≤ 1.

(2.) Wir erhalten: α(p) = 1 ⇐⇒ p(x, B) ist unabhängig von x ∈ X .

(3.) α(p) = 0 ⇐⇒ ∀ ε > 0 ∃ x′, x′′ ∈ X mit der Eigenschaft:
Die Wahrscheinlichkeitsmaße p(x′, ·) und p(x′′, ·) sind auf Mengen Bx′ , Bx′′ ∈
FY , konzentriert, für die gilt: p(x′, Bx′′) < ε und p(x′′, Bx′) < ε.

(4.) Der Ergodizitätskoeffizient ist von Markov eingeführt worden. Studiert wurde
er systematisch von Dobrushin, Dynkin und Ueno (1954-1957).

Beispiel:
Es sei {Xn}n∈N0 ein homogener Markovprozeß mit abzählbarem Zustandsraum E.
Mit Q = (qij)i,j∈E bezeichnen wir die Matrix der Einschrittübergangswahrscheinlich-
keiten. Der Ergodizitätskoeffizient berechnet sich mit Hilfe der Einträge der Matrix.
Es gilt ∀ i ∈ E ∀ A ∈ 2E p(i, A) =

∑
j∈A

qij. In diesem Beispiel gilt X = Y = E und

FX ,FY = 2E. Es ergibt sich die Gleichung:

α(p) = inf
i,j∈E

∑
k∈E

min(qik, qjk) = 1− 1

2
sup
i,j∈E

∑
k∈E

|qik − qjk|

Die Gleichung α(p) = 1− 1
2

sup
i,j∈E

∑
k∈E

|qik− qjk| erhalten wir aus folgender Überlegung.

Sind P, Q Wahrscheinlichkeitsmaße und µ ein Maß mit µ >> {P, Q}, so gilt
Q(B)− P (B) =

∫
B

(g − f)dµ, wobei f = dP
dµ

und g = dQ
dµ

sind.

Somit ist sup
B∈F

(Q(B)− P (B)) =
∫

{g>f}
(g − f)dµ, d. h. aber

sup
B∈F

|Q(B)− P (B)| = max

 ∫
{g>f}

(g − f)dµ,−
∫

{g≤f}

(g − f)dµ

 (∗)
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Es gilt ferner ∫
{g>f}

(g − f)dµ +
∫

{g≤f}
(g − f)dµ = 0 sowie∫

{g>f}
(g − f)dµ−

∫
{g≤f}

(g − f)dµ =
∫
Ω

|g − f |dµ =: ||Q− P ||

=⇒ 2 ·
∫

{g>f}
(g − f)dµ = ||Q− P ||

Aus Symmetriegründen erhält man 2
∫

{f≥g}
(f − g)dµ = ||Q− P ||.

Somit erhalten wir unter Verwendung von (∗) : sup
B∈F

|Q(B)− P (B)| = 1
2
||Q− P ||

=⇒ α(p) = 1− sup
x,y∈B

|p(x, B)− p(y, B)| = 1− sup
x,y

(sup
B
|p(x, B)− p(y, B)|)

= 1− 1
2
sup
x,y
||p(x, B)− p(y, B)||

Vereinbarung:
In Resultaten dieses Kapitels, bei denen reellwertige Markovprozesse (Yn)n∈N0 be-
trachtet werden, sei (Xn)n∈N0 folgendermaßen definiert: Xn = fn ◦ Yn, n ∈ N0, wobei
fn : (R, B) −→ (R, B) ∀n ∈ N0. Man beachte hierbei, dass (Xn)n∈N0 im allgemeinen
kein Markovprozeß ist.

Das folgende Lemma werden wir später bei einem Beweis benötigen. Es stammt aus
einer Arbeit von Dobrushin.

Lemma 1: (Dobrushin)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Mar-
kovprozeß mit korrespondierenden Einschrittübergangskernen {npn+1}n∈N0 . Dann gilt
folgende Ungleichung:

(∗) 1− α(kpk+`) ≤
k+`−1∏

i=k

(1− α(ipi+1)) ∀ k ∈ N0 ∀ ` ∈ N.

Einen Beweis dieser Ungleichung findet man in (19).

Die [P ]-f.s. Konvergenz einer stochastischen Reihe
∞∑

n=0

Xn mit unabhängigen Sum-

manden {Xn}n∈N0 ist äquivalent zur P -stochastischen Konvergenz von
∞∑

n=0

Xn. Ein

Resultat von Ueno (1957) verallgemeinert diese Aussage auf Reihen
∞∑

n=0

Xn, deren

Summanden {Xn}n∈N0 über Xn = fn ◦ Yn, (Yn)n∈N0 Markovprozeß, definiert sind. Es
gilt der folgende Satz.
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Satz 17 (Ueno)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Markov-

prozeß mit lim
k→∞

α(kpk+1) > 0. Konvergiert
∞∑

n=0

Xn P -stochastisch, dann konvergiert

die stochastische Reihe
∞∑

n=0

Xn [P ]-f.s.

Beweis:
In Random Processes and Learning von Iosifescu,Theodorescu, Seite 54
Ein Analogon zum klassischen Kolmogoroff’schen Drei-Reihen-Satz hat Iosifescu (1967)
bewiesen (Random Processes and Learning von Iosifescu,Theodorescu, Seite 54).

Satz 18 (Iosifescu)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Mar-
kovprozeß mit lim

k→∞
α(kpk+1) > 0. Dann folgt aus der [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

Xn : ∀ c > 0 konvergieren die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}),
∞∑

n=0

E(Xc
n),

∞∑
n=0

V ar(Xc
n).

Gibt es umgekehrt mindestens ein c > 0, so dass die Reihen konvergieren, dann kon-

vergiert
∞∑

n=0

Xn [P ]-f.s.

Bemerkung:
Die Bedingung lim

k→∞
α(kpk+1) > 0 in Satz 17 kann nicht ersatzlos gestrichen wer-

den.Beweise von Satz 17 und 18 stehen in (19).

Beispiel:
Es sei (Xn)n∈N eine Folge u.a. ZV mit P{Xn = 1} = pn, P{Xn = 0} = 1 − pn. Die

Folge (pn)n∈N sei hierbei so gewählt, dass
∞∑

n=1

pn = +∞ und
∞∑

k=1

p2
n < +∞ gelte. Somit

konvergiert (Xn)n∈N P -stochastisch, aber nicht [P ]-f.s. (Borel-Cantelli-Lemma). Mit
(Yn)n∈N0 sei der folgende Prozeß definiert: Y0 = 0 [P ]-f.s. und Y2k = Xk, Y2k+1 =
−Xk, k ∈ N. Aufgrund der Unabhängigkeit der (Xn)n∈N erhält man unmittelbar die
Eigenschaft, dass (Yn)n∈N0 ein Markovprozeß ist. Ferner gilt für die Folge der Ein-
schrittübergangskerne (npn+1)n∈N0 dieses Prozesses:

α(kpk+1) =

{
0; k gerade

, k ∈ N.
1; k ungerade

Somit erhalten wir lim
k→∞

α(kpk+1) = 0.

Der Prozeß

(
n∑

k=0

Yk

)
n∈N0

konvergiert per Konstruktion P -stochastisch und divergiert

[P ]-f.s., denn:
n∑

k=0

Yk =

{
0; falls n > 1 und ungerade ist

Xm; falls n = 2m, m ∈ N.

Bemerkung:
Da die Eigenschaft von (Yn)n∈N0 , nämlich ein Markovprozeß zu sein, im Gegensatz zur
Unabhängigkeit nicht umordnungsinvariant ist (d. h. (Yγ(n))n∈N0 ist im allgemeinen
kein Markovprozeß mehr), müssen wir etwas anders vorgehen, falls wir die Marko-
veigenschaft ausnutzen wollen. In diesem Kapitel gehen wir von folgender Situation
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aus: (Xn)n∈N0 sei eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Ist die Reihe
∞∑

n=0

Xn be-

dingt konvergent (konvergent mit bedingter oder unbedingter Summe) im Sinne einer

Konvergenzart der Stochastik, so möge für die konvergente Umordnung
∞∑

n=0

Xγ(n)

gelten, dass (Yγ(n))n∈N0 ein Markovprozeß mit der geforderten Ergodizitätsbedin-
gung ist. Vertreten wir diesen Standpunkt, was wir im folgenden tun, so können wir

o.B.d.A. annehmen, dass
∞∑

n=0

Xn schon im Sinne der jeweiligen Konvergenzart der Sto-

chastik konvergiert und (Yn)n∈N0 ein Markovprozeß mit lim
k→∞

α(kpk+1) > 0 ist. Man

kann folgendes Resultat formulieren:

Satz 19
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Markov-
prozeß, dessen Einschrittübergangskerne {npn+1}n∈N0 der Bedingung lim

n→∞
α(npn+1) >

0 genügen. Dann gelten folgende Aussagen:

(1.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt P -stochastisch genau dann, wenn
∞∑

n=0

Xn P -stochastisch

mit unbedingter Summe konvergiert.

(2.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert bedingt P -stochastisch genau dann, wenn
∞∑

n=0

Xn P -stochastisch

mit bedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (2.) ist ΓA eine Lokationsfamilie von ZV.

Beweis:

(1.) Es konvergiere
∞∑

n=0

Xn unbedingt P -stochastisch.

Satz 5
⇐⇒ ∀ Teilfolgen {Xnk

}k∈N0 konvergiert die Reihe
∞∑

k=0

Xnk
P -stochastisch.

Der Prozeß {Yn}n∈N0 ist ein Markovprozeß und somit auch {Ynk
}k∈N0 . Es ist

{nk
pnk+1

}k∈N0 die Familie der zu {Ynk
}k∈N0 gehörigen Einschnittübergangskerne.

Aus der Voraussetzung wissen wir, dass lim
n→∞

α(npn+1) > 0 gilt. D. h.

∃ γ > 0, N ∈ N0 : inf
n≥N

α(npn+1) ≥ γ > 0.

Die Folge {nk}k∈N0 in N0 ist per Definition strikt isoton und somit gilt:

∃ K ∈ N0 ∀ k ≥ K : nk ≥ N
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=⇒ ∀ k ≥ K gilt: α(nk
pnk+1

)
Lemma 1

≥ 1−
nk+1−1∏
i=nk

(1− α(ipi+1))

nk ≥ N

≥
α(ipi+1) ≥ γ

1−
nk+1−1∏
i=nk

(1− γ)

= 1− (1− γ)nk+1−nk−1 ≥
0 ≤ 1− γ < 1

1− (1− γ) = γ > 0.

=⇒ ∀ k ≥ K gilt: α(nk
pnk+1

) ≥ γ > 0 =⇒ inf
k≥K

α(nk
pnk+1

) ≥ γ > 0

=⇒ lim
k→∞

α(nk
pnk+1

) > 0

Somit erfüllt der Markovprozeß {Ynk
}k∈N0 die

Bedingung lim
k→∞

α(nk
pnk+1

) > 0.

Satz 16
=⇒

∞∑
k=0

Xnk
konvergiert [P ]-f.s. ∀ Teilfolgen {Xnk

}k∈N0 von {Xn}n∈N0 .

Satz 17
=⇒ ∀ c > 0 konvergieren die Reihen:

∞∑
k=0

P
({
|Xnk

| ≥ c
})

,

∞∑
k=0

E(Xc
nk

),
∞∑

k=0

V ar (Xc
nk

)

⇐⇒ ∀ c > 0 konvergieren die Reihen :

(∗∗)
∞∑

n=0

P
({
|Xn| ≥ c

})
,
∞∑

n=0

|E(Xc
n)| sowie

∞∑
n=0

V ar(Xc
n).

Somit ist (∗∗) äquivalent zur unbedingten P -stochastischen Konvergenz der

Reihe
∞∑

n=0

Xn.

(2.) Es konvergiere
∞∑

n=0

Xn bedingt P -stochastisch.

(1.)
=⇒ ∃ c > 0 so, dass die Reihe

∞∑
n=0

E(Xc
n) nicht absolut und somit

bedingt konvergiert.

=⇒
∞∑

n=0

E(Xc
n) konvergiert mit bedingter Summe.

Definieren wir Zn := Xc
n−E(Xc

n) ∀ n ∈ N0, so erhalten wir einen Prozeß {Zn}n∈N0 , der
gemäß (∗∗) unbedingt P -stochastisch konvergiert. Hieraus folgt die P -stochastische
Konvergenz mit bedingter Summe der Reihe
∞∑

n=0

Xc
n. Aus der Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

P ({|Xn| ≥ c}) folgt die Behauptung (2.)

und somit auch (1.). (3.) ist Konsequenz des Riemann’schen Umordnungssatzes. 2
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Bemerkung:

(i) Eine analoge Aussage für unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz bzw. [P ]∗-f.s.-Konvergenz

mit unbedingter Summe von
∞∑

n=0

Xn lässt sich auf diese Weise nicht verifizieren.

Zwar haben wir die [P ]-f.s. Konvergenz einer jeden Teilreihe
∞∑

k=0

Xnk
, jedoch ist

wegen fehlender Metrisierbarkeit der [P ]-f.s. Konvergenz ein Teilreihenkriterium
für die unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz nicht verwendbar.

(ii) Die Ergodizitätsbedingung lim
n→∞

α(npn+1) > 0 in Satz 17 ist wesentlich. Ich

möchte dies an einem Beispiel illustrieren, das wir auch hinsichtlich anderer
Gesichtspunkte noch studieren werden.

Beispiel:
Es sei (Xn)n∈N eine Folge u.i.v. reellwertiger Zufallsvariablen mit EX1 = 0 und EX2

1 <
+∞. Somit ist (Xn)n∈N ein Orthonormalsystem. Wir betrachten die stochastische
Reihe, die entsteht, wenn man in folgender Reihe die Klammern entfernt:

∞∑
n=1

(Xn

n
− Xn

n
+

Xn

n
− . . . +

Xn

n
− Xn

n

)
Die Folge der Summanden dieser entstehenden Reihe bildet einen Markovprozeß, da
die (Xn)n∈N stochastisch unabhängig sind. Da aus E|X1|2 < +∞ und der Eigenschaft
der Folge (Xn)n∈N u.i.v. zu sein folgt: ∃ [P ] − lim

n→∞
Xn

n
= 0 sowie L2 − lim

n→∞
Xn

n
= 0,

erhalten wir aufgrund der Konstruktion der obigen Reihe, dass diese [P ]-f.s. und im
L2-Sinn konvergiert. Gemäß dem Beispiel von Hadwiger konvergiert diese Reihe be-
dingt im L2-Sinn, allerdings mit unbedingter Summe. Ferner bemerken wir, dass die
Reihe der Varianzen der Summanden divergiert und dennoch [P ]-f.s. Konvergenz der
stochastischen Reihe vorliegt.
Die Voraussetzung lim

n→∞
α(npn+1) > 0 in Satz 18 kann nicht ersatzlos gestrichen wer-

den.

Wir können allerdings zeigen, dass eine stochastische Reihe
∞∑

n=0

Xn, mit Xn = fn ◦Yn,

(Yn)n∈N0 Markovfolge mit korrespondierenden Einschrittübergangskernen {npn+1}n∈N0 ,

schon mit bedingter Summe im L2-Sinn konvergiert, falls
∞∑

n=0

Xn bedingt L2-konvergiert

und lim
n→∞

α(npn+1) > 0 gilt.

Folgende Definitionen werden benötigt.

Definition 11

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und F1,F2 zwei σ-Algebren über Ω
mit Fi ⊂ F , für i = 1, 2.

(i) ϕ(F1,F2) := sup
B∈F2

(ess sup
ω∈Ω

|P (B|F1)(ω)− P (B)|) heißt ϕ-Koeffizient.
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(ii) α(F1,F2) := 1− sup
B∈F2

(ess sup
ω∈Ω

P (B|F1)(ω)−ess inf
ω∈Ω

P (B|F1)(ω)) heißt α-Koeffizient

der σ-Algebren F1 und F2.

Bemerkungen:

(1.) Aus den Definitionen folgt unmittelbar: 0 ≤ α ≤ 1 und 0 ≤ ϕ ≤ 1.

(2.) Die σ-Algebren F1,F2 sind unabhängig genau dann, wenn α(F1,F2) = 1 ist.

(3.) Es gilt folgende Ungleichungskette zwischen den Koeffizienten:

1

2
[1− α(F1,F2)] ≤ ϕ(F1,F2) ≤ 1− α(F1,F2) ∀ F1,F2 ⊂ F .

Wir benötigen einige Resultate, die wir hier kurz zitieren werden(vgl.(19)S.45-51) .

Satz 20
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Zk}n

k=0 reellwertige Zufallsvaria-
blen aus L2(Ω,F , P ). {Ak}n

k=0 seien σ-Algebren in (Ω,F) mit σ(Xk) ⊂ Ak ∀ k =
1, . . . , n. Dann gilt folgende Abschätzung:∣∣∣V ar

( n∑
k=0

Zk

)
−

n∑
k=0

V ar Zk

∣∣∣ ≤ 4 ·max
(

max
0≤i≤n−1

n∑
j=i+1

ϕ
1
2 (Ai,Aj); max

0<j≤n

j−1∑
i=0

ϕ
1
2 (Ai,Aj)

) n∑
k=0

V ar Zk

Satz 21 (Ueno)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Markov-
prozeß mit korrespondierenden Einschrittübergangskernen {npn+1}n∈N0. Die σ-Algebra
Ak sei definiert durch Ak = σ(Yk). Es gilt dann ∀ k ∈ N0 ∀ `, m ∈ N die Beziehung:

α
(
σ
( k⋃

i=0

Ai

)
; σ
( k+`+m−1⋃

j=k+`

Ai

))
= α(kpk+`).

Hierbei ist kpk+` der `-Schrittübergangskern vom Zeitpunkt k zum Zeitpunkt k + `.

Satz 22 (Dobrushin)
Es sei {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Markovprozeß aus L2(Ω,F , P ) mit Einschrittüber-
gangskernen {npn+1}n∈N0. Für ein n ≥ 1 definiere man α(n) := min

0≤i≤n−1
α(ipi+1).

=⇒ V ar
( n∑

k=0

Xk

)
≥ α(n)

8

n∑
k=0

V arXk.

Beweis: [Iosifescu, Random Processes and Learning, Theorem 1.2.7, Seite 46 ff]

Hinsichtlich der bedingten L2-Konvergenz stochastischer Reihen mit Markovfolgen
{Yn}n∈N0 kann man folgendes Resultat angeben.
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Satz 23
Es sei {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Markovprozeß, so dass (Xn)n∈N0 aus L2(Ω,F , P ) ist.
Die korrespondierenden Einschrittübergangskerne {npn+1}n∈N0 mögen lim

n→∞
α(npn+1) >

0 erfüllen. Dann gilt:

(1.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert bedingt im L2-Sinn genau dann, wenn
∞∑

n=0

Xn L2-konvergiert

mit bedingter Summe.

(2.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt im L2-Sinn genau dann, wenn
∞∑

n=0

Xn L2-konvergiert

mit unbedingter Summe.

(3.) In der Situation (1.) ist ΓA eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Wir benötigen beim Beweis folgendes Lemma.

Lemma 2:
Es sei {Yn}n∈N0 ein reellwertiger Markovprozeß, α(n) := min

0≤i≤n−1
α(ipi+1), n ≥ 1. Es

gelte α(n) > 0. Dann erhalten wir die folgende Abschätzung:∣∣∣V ar
( n∑

k=1

Xk

)
−

n∑
k=1

V arXk

∣∣∣ ≤ 4 · (1− α(n)) + (1− α(n))
1
2

α(n)

n∑
k=1

V ar Xk

Beweis:
Aus Satz 19, Satz 20 und Bemerkung (3.) oben folgt die Abschätzung: ∀ n ≥ 1∣∣∣V ar

( n∑
k=1

Xk

)
−

n∑
k=1

V ar Xk

∣∣∣ ≤
4 ·max

(
max

1≤i≤n−1

n∑
j=i+1

[1− α(ipj)]
1
2 ; max

1<j≤n

j−1∑
i=1

[1− α(ipj)]
1
2

) n∑
k=1

V ar Xk

Lemma 1 =⇒ α(ipj) ≥ 1−
j−1∏̀
=i

(1− α(ipi+1)) (∗)

α(n) = min
1≤i≤n−1

α(ipi+1) ∀ j = 1, . . . , n− 1 (∗∗)
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≤
(∗), (∗∗)

4 ·max
(

max
1≤i≤n−1

n∑
j=i+1

(1− α(n))
j−i−1

2 ; max
1<j≤n

j−1∑
i=1

(1− α(n))
j−i−1

2

) n∑
k=1

V ar Xk

≤ 4 ·
( n∑

j=2

((1− α(n))
1
2 )j
)( n∑

k=1

V arXk

)
= 4 · (1− α(n))

( n−2∑
j=0

((1− α(n))
1
2 )j
)

( n∑
k=1

V arXk

)
= 4 · (1− α(n))

(
1−((1−α(n))

1
2 )n−1

1−(1−α(n))
1
2

)( n∑
k=1

V ar Xk

)
= 4 ·

(
(1−α(n))−(1−α(n))

n+1
2

1−(1−α(n))
1
2

)
( n∑

k=1

V ar Xk

)
≤ 4 ·

(
(1−α(n))+(1−α(n))

1
2

α(n)

)( n∑
k=1

V ar Xk

)
2

Beweis von Satz 23:

(1.) Aus lim
n→∞

α(npn+1) > 0 folgt: ∃ γ > 0, M ∈ N0 mit inf
k≥M

α(kpk+1) ≥ γ > 0.

Bezeichnen wir für ein festgewähltes n > M α
(n)
M := min

M≤i≤n−1
α(ipi+1) =⇒

α
(n)
M ≥ γ > 0. Aus Satz 21 und Lemma 2 erhalten wir ∀ n, m > M mit m ≤ n

die Ungleichungen:

α
(n)
M

8

n∑
k=m

V arXk ≤ V ar(
n∑

k=m

Xk) ≤
8

α
(n)
M

n∑
k=m

V arXk. (∗)

Somit konvergiert die zentrierte Reihe
∞∑

n=0

(Xn −EXn) im L2-Sinn genau dann,

wenn die Reihe
∞∑

n=0

V arXk konvergiert, denn:

(a) Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

V arXk =⇒ ∀ ε > 0 ∃ Nε ∈ N0 ∀ n,m ≥ Nε

mit n > m gilt:
n∑

k=m

V ar Xk < ε

Somit folgt ∀ n, m ≥ max{Nε, M} unter Ausnutzung von (∗)

V ar
( n∑

k=m

Xk

)
<

8

γ
ε

ε > 0 beliebig
=⇒

{ n∑
k=0

(Xk − EXk)
}

n∈N0

ist eine L2-Cauchy-Folge und somit

konvergent.
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(b) Konvergiert
∞∑

n=0

(Xn − EXn) im L2-Sinn =⇒ ∀ ε > 0 ∃ Nε ∈ N0 ∀ n,m ≥

Nε mit n > m gilt:

V ar
( n∑

k=m

Xn

)
< ε

Somit folgt ∀ n, m ≥ max{Nε, M} unter Ausnutzung von (∗)
n∑

k=m

V ar Xk <
8

γ
ε ε > 0 beliebig

=⇒

∞∑
n=0

V ar Xn konvergiert.

(2.) Es konvergiere
∞∑

n=0

Xn bedingt im L2-Sinn. Aus der L2-Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

Xn folgt die Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

EXn. Somit konvergiert die zentrierte

Reihe
∞∑

n=0

(Xn−EXn) im L2-Sinn. Bezeichnen wir den Prozeß {(Xn−EXn)}n∈N0

durch {Zn}n∈N0 , so folgt aus (1.) die Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

V ar Zn. Da die

Reihe
∞∑

k=0

V ar Znk
konvergiert, folgt mit (1.) die L2-Konvergenz der Reihe

∞∑
k=0

Znk
. Mit Satz 1 können wir auf unbedingte L2-Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

Zn

schließen. Aus der bedingten L2-Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn und der Dar-

stellung
∞∑

n=0

Xn =
∞∑

n=0

Zn +
∞∑

n=0

EXn folgt die bedingte Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

EXn. Da diese gemäß dem Riemann’schen Umordnungssatz mit bedingter

Summe konvergiert, folgt die Behauptung (1.) und somit auch (2.) und (3.). 2

Definition 12

Es sei X = {Xn}n∈N0 ein auf (Ω,F , P ) definierter L2-Prozeß mit Werten in R, und
EXn = 0 ∀n ∈ N0. X heiße quasiorthogonal, falls folgende Bedingung erfüllt ist: Es
gibt eine monoton fallende Folge {%n}n∈N0 reeller Zahlen mit %0 = 1, 0 ≤ %n ≤ 1 ∀ n ∈
N0 und

∞∑
n=0

%n < +∞ so, dass

E[XnXm] ≤ %n−m(E(X2
n))

1
2 (E(X2

m))
1
2 ∀ n, m ∈ N0 mit m ≤ n gilt.

Bemerkung:

(1.) Jede Folge {Xn}n∈N0 aus L2(Ω,F , P ) paarweise orthogonaler Zufallsvariablen ist
trivialerweise quasiorthogonal. Man setze lediglich %0 = 1 und %n = 0 ∀ n ∈ N.

(2.) Aus der Eigenschaft von X quasiorthogonal zu sein, folgt natürlich nicht :
∃ lim

n,m→∞
E[XnXm] = 0.
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Definition:
Es sei X = {Xn}n∈N0 ein reellwertiger stochastischer Prozeß und ∀ a ∈ N0, n ∈ N0 sei
Fa,n die gemeinsame Verteilungsfunktion der Xa, . . . , Xa+n.

(1.) Mit Ma,n bezeichnen wir max
a≤k≤n

∣∣∣ a+k∑
j=a

Xj

∣∣∣, ∀ a ∈ N0 ∀ n ∈ N0.

(2.) Mit g : M → [0,∞[ sei ein Funktional bezeichnet, wobei
M := {Fa,n|a ∈ N0, n ∈ N0}.

Der folgende Satz wurde von Serfling [1970 a] formuliert und verallgemeinert die fun-
damentale Maximalungleichung für orthogonale Zufallsvariablen {Xn}n∈N0 .

Satz 24 (Serfling)
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {Xn}n∈N0 ein reellwertiger
Prozeß aus L2(Ω,F , P ). Ferner sei g : M → [0,∞[ ein Funktional gemäß obiger
Definition. Besitzt dieses Funktional g folgende Eigenschaften:

(1.) g(Fa,k) + g(Fa+k,m) ≤ g(Fa,k+m) ∀ 0 ≤ k < k + m ∀ a ≥ 0

(2.) E
( a+n∑

j=a

Xj

)2

≤ g(Fa,n) ∀ n ∈ N0 ∀ a ∈ N0, so folgt:

E
[
M2

a,n

]
≤
[ log(2(n + 1))

log 2

]2
g(Fa,n) ∀ n ≥ 0 ∀ a ≥ 0

Auf Basis dieses Satzes zeigt Serfling folgenden Konvergenzsatz.

Satz 25 (Serfling)
Es seien die Voraussetzungen von Satz 19 erfüllt. Ferner sei h : M → [0,∞[ ein
Funktional mit der Eigenschaft (1.) in Satz 19, sowie den Bedingungen

(3.) h(Fa,n) ≤ K < +∞ ∀ a ∈ N0 ∀ n ∈ N0

(4.) g(Fa,n) ≤ K·h(Fa,n)

log2(a+1)
∀ a ∈ N ∀ n ∈ N, dann gilt:

∞∑
n=0

Xn konvergiert [P ]-f.s..

Der obige Konvergenzsatz ist auf die Situation eines quasiorthogonalen Prozesses
X anwendbar. Einen Beweis zu folgendem Satz findet man in [Stout, almost sure
convergence, page 28].

Satz 26
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {Xn}n∈N0 ein darauf definier-
ter quasiorthogonaler Prozeß. Dann folgt aus der Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

log2(n + 1)EX2
n die [P ]-f.s. Konvergenz der stochastischen Reihe

∞∑
n=0

Xn.
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Aus der Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

log2(n+1)EX2
n folgt nicht die unbedingte [P ]∗-f.s.

Konvergenz von
∞∑

n=0

Xn. Beispiele hierzu findet man in Arbeiten von Karoly Tandori

schon in der Situation paarweise orthogonaler {Xn}n∈N0 . Unter Verwendung von Satz
24 können wir allerdings hinreichende Kriterien für die unbedingte [P ]∗-f.s. Konver-

genz von Reihen
∞∑

n=0

Xn mit quasiorthogonalen {Xn}n∈N0 beweisen, die die klassischen

Resultate für Reihen mit orthogonalen Folgen {Xn}n∈N0 verallgemeinern.

Satz 27
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ein darauf definierter quasior-
thogonaler Prozeß. Ferner sei {νn}n∈N0 eine streng monoton wachsende Folge mit
Werten in N, für die die Beziehung log(νn+1) = O(log(νn)) gelte. Es sei ϕ : R → R
eine positive monoton wachsende Funktion mit

∞∑
n=0

1
ϕ(νn)

< +∞. Dann folgt aus der

Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

log2(n + 1)ϕ(n)EX2
n die unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz

der Reihe
∞∑

n=0

Xn.

Beweis:

(1.) {Xn}n∈N0 ist quasiorthogonal, d. h. ∃ Folge {%n}n∈N0 mit %0 = 1, 0 ≤ %n ≤ 1

und
∞∑

n=0

%n < +∞ so, dass folgende Beziehung gilt:

E[XnXm] ≤ %n−m(EX2
n)

1
2 (EX2

m)
1
2 ∀ n,m ∈ N0, m ≤ n. (∗)

Es sei γ : N0 −→ N0 eine bijektive Abbildung und {Xγ(n)}n∈N0 die zugehörige
Umordnung von {Xn}n∈N0 .

(∗)
=⇒ E[Xγ(n)Xγ(m)] ≤ %|γ(n)−γ(m)|(EX2

γ(n))
1
2 (EX2

γ(m))
1
2 ∀ m, n ∈ N0, m ≤ n.(∗∗)

Definieren wir Yn := Xγ(n) und %γ
n−m := %|γ(n)−γ(m)| ∀ n, m ∈ N0, m ≤ n, so

ist {%γ
n}n∈N0 eine Umordnung der Folge {%n}n∈N0 mit %γ

0 = 1.
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Es seien a ≥ 0 und n ≥ 1 festgewählt.

=⇒ E
[ a+n∑

j=a+1

Xγ(j)

]2
=

a+n∑
j=a+1

EX2
γ(j) + 2 ·

∑
a+1≤i<j≤n

E[Xγ(i)Xγ(j)]

=
a+n∑

j=a+1

EY 2
j + 2 ·

∑
a+1≤i<j≤a+n

E[YiYj]

(∗∗)
≤

a+n∑
j=a+1

EY 2
j + 2 ·

∑
a+1≤i<j≤a+n

%γ
j−i(EY 2

i )
1
2 (EY 2

j )
1
2

≤
a+n∑

j=a+1

EY 2
j + 2 ·

a+n−1∑
i=a+1

a+n∑
j=i+1

%j−i(EY 2
i )

1
2 (EY 2

j )
1
2 ((%n)n∈N0 monoton fallend)

=
a+n∑

j=a+1

EY 2
j + 2 ·

n−1∑
k=1

%k

a+n−k∑
i=a+1

(EY 2
i )

1
2 (EY 2

i+k)
1
2

≤
a+n∑

j=a+1

EY 2
j +

n−1∑
k=1

%k

a+n−k∑
i=a+1

(EY 2
i + EY 2

i+k) ≤
a+n∑

j=a+1

EY 2
j + 2

( n−1∑
k=1

%k

)
( a+n∑

k=a+1

EY 2
k

)
=⇒ E

[ a+n∑
j=a+1

Xγ(j)

]2
≤ 2 ·

( a+n∑
j=a+1

EX2
γ(j)

)( n∑
k=0

%k

)
.

Definieren wir für F γ
a,n (gemeinsame Verteilungsfunktion der Xγ(a+1), . . . , Xγ(a+n))

das Funktional gγ(F
γ
a,n) := 2·

( a+n∑
j=a+1

EX2
γ(j)

)( n∑
k=0

%k

)
, so sind die Voraussetzun-

gen von Satz 24 erfüllt. Es gibt somit zu jeder Abbildung γ ∈ UN0 ein Funktional
gγ mit : ∀ a ∈ N0, n ∈ N0

(∗ ∗ ∗) E
[

max
a≤k≤n

∣∣∣ a+k∑
j=a

Xγ(j)

∣∣∣]2 ≤ ( log(2(n+1))
log 2

)2

gγ(F
γ
a,n) = log2

2(2(n + 1))( a+n∑
j=a

EX2
γ(j)

)( n∑
k=0

%k

)
(2.) Es sei

∞∑
n=0

Xγ(n) eine Umordnung der Reihe
∞∑

n=0

Xn. Bezeichnen wir mit Ik :=

{νk, νk + 1, . . . , νk+1}, k ∈ N0 und für ein festgewähltes k ∈ N0 sei {εk
n}n∈N0

definiert durch εk
n :=

{
1; γ(n) ∈ Ik

0; γ(n) /∈ Ik

.

Wir erhalten somit ∀ p, q ∈ N0 mit p ≤ q die Beziehung:

q∑
n=p

Xγ(n) =
∞∑

k=0

q∑
n=p

εk
nXγ(n).

Es sei Zk := sup
p≤q

p,q∈N0

∣∣∣ q∑
n=p

εk
nXγ(n)

∣∣∣ =⇒ Zk ∈ L2(Ω,F , P ) ∀ k ∈ N0.
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Ferner erhalten wir die Abschätzung Zk ≤ 2 · sup
q∈N0

∣∣∣ q∑
n=0

εk
nXγ(n)

∣∣∣ ∀ k ∈ N0.

Somit erhalten wir unter Verwendung von (∗ ∗ ∗) die Abschätzung:

E[Z2
k ] ≤ log2

2(νk+1 − νk)
( ∑

γ(n)∈Ik

EX2
γ(n)

)( νk+1−νk∑
n=0

%n

)
≤ K · log2

2 νk

( νk+1∑
n=νk

EX2
n

)( ∞∑
n=0

%n

)
(Man beachte

∞∑
n=0

%n < +∞).

Hieraus folgt die Abschätzung:

ϕ(νk)E[Z2
k ] ≤ ϕ(νk) log2

2(νk)
( νk+1∑

n=νk

EX2
n

)( ∞∑
n=0

%n

)
≤ K̃

νk+1∑
n=νk

ϕ(n)EX2
n log2(n + 1); K̃ ist positive eine Konstante.

Aus
∞∑

n=0

ϕ(n) log2(n + 1)EX2
n < +∞ folgt somit

∞∑
k=0

ϕ(νk)E[Z2
k ] < +∞. Aus der

Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

1
ϕ(νn)

folgt die Abschätzung

(man beachte den Satz von der monotonen Konvergenz):

∞∑
k=0

Zk ≤
(( ∞∑

k=0

ϕ(νk)Z
2
k

)( ∞∑
k=0

1

ϕ(νk)

)) 1
2

< +∞ [P ]− f.s.,

d. h. ∃ Ω∗ ∈ F mit P (Ω∗) = 1, so dass ∀ ω∗ ∈ Ω∗ gilt:
∞∑

k=0

Zk(ω
∗) konvergiert

=⇒ ∀ ω∗ ∈ Ω∗∀ ε > 0 ∃ N = N(ω∗, ε) ∈ N0 mit
∞∑

k=N

Zk(ω
∗) < ε.

Es sei p = p(ω∗, ε) so gewählt, dass die Abschnittssumme
p−1∑
n=0

Xγ(n)(ω
∗) alle Xn(ω∗)

enthält, mit n ∈ Ik, 0 ≤ k < N(ω∗, ε). Wir erhalten dann ∀ q ≥ p :∣∣∣ q∑
n=p

Xγ(n)(ω
∗)
∣∣∣ ≤ ∞∑

k=N

Zk(ω
∗) < ε

ε > 0
=⇒

beliebig

∞∑
n=0

Xγ(n)(ω
∗) konvergiert P (Ω∗) = 1

=⇒ Behauptung. 2

Als unmittelbare Konsequenz des Satzes 27 erhalten wir den folgenden
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Satz 28
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ein darauf definierter quasior-
thogonaler Prozeß. Dann gelten folgende Aussagen:

(1.) Gibt es ein ε > 0 so, dass die Reihe
∞∑

n=0

log2(n + 1)(log log(n + 2))1+εEX2
n

konvergiert, so konvergiert
∞∑

n=0

Xn unbedingt [P ]∗-f.s. .

(2.) Gibt es ein ε > 0 so, dass die Reihe
∞∑

n=0

(EX2
n)1−ε konvergiert, so konvergiert

∞∑
n=0

Xn unbedingt [P ]∗-f.s. .

Wir sind nun in der Lage, einen Charakterisierungssatz hinsichtlich der bedingten

[P ]∗-f.s. Konvergenz stochastischer Reihen
∞∑

n=0

Xn mit Markovfolgen (Yn)n∈N0 anzu-

geben (Xn = fn ◦ Yn, n ∈ N0).

Satz 29
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Yn)n∈N0 ein darauf definierter
Markovprozeß, dessen Einschrittübergangskerne der Bedingung lim

n→∞
α(npn+1) > 0

genügen. Gibt es ein ε > 0 und ein c > 0 so, dass die Reihe
∞∑

n=0

log2(n + 2)

(log log(n + 2))1+εV ar(Xc
n) konvergiert, so gelten folgende Aussagen

(1.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert bedingt [P ]∗-f.s. genau dann, wenn
∞∑

n=0

Xn [P ]∗-f.s. mit be-

dingter Summe konvergiert.

(2.)
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. genau dann, wenn
∞∑

n=0

Xn [P ]∗-f.s. mit

unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist ΓA eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Die Aussage (2.) ist unmittelbare Konsequenz der Aussage (1.).

(1.) Es konvergiere
∞∑

n=0

Xn bedingt [P ]∗-f.s. .

Satz 17
=⇒ ∀ c > 0 konvergieren die Reihen

∞∑
n=0

P ({|Xn| > c}),
∞∑

n=0

EXc
n,

∞∑
n=0

V arXc
n.

Vor.
=⇒ Die Reihen

∞∑
n=0

P ({|Xn| > c}),
∞∑

n=0

EXc
n sowie

∞∑
n=0

log2(n + 1)(log log(n + 2))1+εV arXc
n konvergieren.
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(2.) Betrachten wir die gestutzte und zentrierte Folge {(Xc
n − EXc

n)}n∈N0 und be-
zeichnen wir diese mit {Zn}n∈N0 , so ist {Zn}n∈N0 ein Prozeß aus L2(Ω,F , P ).

Behauptung:
Der Prozeß {Zn}n∈N0 ist quasiorthogonal.
Es sei m ∈ N0 festgewählt, dann folgt ∀ n ∈ N:

E[ZmZm+n] ≤ |E[ZmZm+n]| ≤ 2 · ϕ
1
2 (σ(Zm), σ(Zm+n))(EZ2

m)
1
2 (EZ2

m+n)
1
2

Aus der Ungleichung ϕ(F1,F2) ≤ 1− α(F1,F2) erhalten wir:

E[ZmZm+n] ≤ 2 · (1− α(σ(Zm), σ(Zm+n)))
1
2 (EZ2

m)
1
2 (EZ2

m+n)
1
2∀ m ∈ N0, n ∈ N

Aus Satz 21 wissen wir, dass α(σ(Ym), σ(Ym+n)) = α(mpm+n) gilt.
Aus dem Lemma von Dobrushin (Lemma 1) erhalten wir die Abschätzung:

α(mpm+n) ≥ 1−
m+n−1∏

j=m

(1−α(jpj+1)) und somit : (beachteα(σ(Zm), σ(Zm+n)) ≤ α(σ(Ym), σ(Ym+n))

E[ZmZm+n] ≤ 2 ·
(m+n−1∏

j=m

(1− α(jpj+1))
) 1

2
(EZ2

m)
1
2 (EZ2

m+n)
1
2∀ m ∈ N0, n ∈ N

Da lim
n→∞

α(npn+1) > 0, sei o.b.d.A. inf
n≥0

α(npn+1) = γ > 0. Somit erhalten wir die

folgende Abschätzung:

E[ZmZm+n] ≤ 2 · (
√

1− γ)n−1(EZ2
m)

1
2 (EZ2

m+n)
1
2∀ m ∈ N0, n ∈ N.

Definieren wir die Folge {%n}n∈N0 durch: %0 = 1 und %n = (1 − γ)
n
2 ∀ n ∈ N, so gilt

∞∑
n=0

%n < +∞. Da EZn = 0 ∀ n ∈ N0 ist, folgt somit die Behauptung.

(3.) Aus der Konvergenz von
∞∑

n=0

log2(n + 1)(log log(n + 2))1+ε V arXc
n in Verbin-

dung mit Satz 28 erhalten wir die unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Zn. Hieraus folgt unter Beachtung der bedingten [P ]∗-f.s. Konvergenz der

Reihe
∞∑

n=0

Xn und der Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}) die bedingte

Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

EXc
n. Somit konvergiert

∞∑
n=0

Xc
n [P ]∗-f.s. mit beding-

ter Summe. Wörtlich analog zum Beweis zu Satz 9 folgt die [P ]∗-f.s. Konvergenz

mit bedingter Summe der Reihe
∞∑

n=0

Xn. Insgesamt erhalten wir damit die Aus-

sagen (1.), (2.) und (3.). 2
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Das folgende Beispiel zeigt, dass die Ergodizitätsbedingung in Satz 18, nämlich
lim

n→∞
α(npn+1) > 0, nicht ersatzlos gestrichen werden kann.

Das Drei-Reihen-Kriterium für stochastische Reihen
∞∑

n=0

Xn mit Summanden (Xn)n∈N0 ,

die einen Markovprozeß bilden, ist nicht notwendig, falls lim
n→∞

α(npn+1) = 0 gilt.

Beispiel:
Es sei X = {Xn}n∈N0 eine Folge von Zufallsvariablen, definiert auf (Ω,F , P ) mit
P ({Xn ∈ {−1, 1}}) = 1 ∀ n ∈ N0, P ({X0 = 1}) = P ({X0 = −1}) = 1

2
. Die Folge sei

ein Markovprozeß mit folgenden Einschrittübergangskernen:

npn+1 =

(
0 1

1 0

)
∀ n ∈ N0,

d.h. P ({Xn+1 = 1|Xn = −1})

= P ({Xn+1 = −1|Xn = 1}) = 1 ∀ n

=⇒ α(npn+1) = 0 ∀ n und somit gilt: lim
n→∞

α(npn+1) = 0.

Es sei (an)n∈N0 eine deterministische Folge reeller Zahlen mit a0 = 1, an = 1√
n

=⇒ Y = {anXn}n∈N0 ist ein Markovprozeß mit Zustandsraum

E = {±1,± 1√
2
,± 1√

3
, . . .} und es gilt: EYn = 0 ∀ n ∈ N0 V arYn =

1

n
∀ n ∈ N

=⇒
∞∑

n=0

V arY c
n = +∞ ∀ c ≥ 1. Aber die Reihe

∞∑
n=0

anXn konvergiert mit Wahrschein-

lichkeit 1, denn es gilt:

P
({ ∞∑

n=0

anXn = 1 +
∞∑

n=1

(−1)√
n

})
= P

({ ∞∑
n=0

anXn = −1 +
∞∑

n=1

(−1)n+1

√
n

})
=

1

2
,

Insbesondere konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

anXn [P ]∗-f.s. mit bedingter Summe, obwohl

die Reihe
∞∑

n=0

EXc
n absolut konvergiert und dies ∀ c ≥ 1.

Das folgende Beispiel zeigt, dass das Drei-Reihen-Kriterium in Satz 18 nicht hin-
reichend ist, falls der Markovprozeß (Yn)n∈N0 nicht der Bedingung lim

n→∞
(npn+1) > 0

genügt.

Beispiel:

Es sei (an)n∈N0 eine Folge reeller Zahlen, so dass an 6= 0∀n ∈ N0 und
∞∑

n=0

a2
n < +∞,

aber
∞∑

n=0

an divergent ist. Ferner sei Z eine reellwertige, beschränkte Zufallsvariable.

Betrachten wir die Folge (Yn)n∈N0 definiert durch Yn = an · Z, n ∈ N0, so ist diese ein
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Markovprozeß. Nun möge zusätzlich EZ = 0 gelten. Wir erhalten somit die Konver-

genz der Reihen
∞∑

n=0

EYn sowie
∞∑

n=0

V arYn, obwohl
∞∑

n=0

Yn [P ]-f.s. divergiert. Aufgrund

der Konstruktion von (Yn)n∈N0 ist unmittelbar klar, dass lim
n→∞

α(npn+1) = 0 gilt.

Definition 14:

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Die Folge (Xj)
n
j=0 reellwertiger Zufallsvariablen heißt austauschbar, falls ∀ Per-

mutationen π : {0, . . . , n} −→ {0, . . . , n} gilt: P (X0,...,Xn) = P (Xπ(0),...,Xπ(n))

(ii) Die Folge (Xn)n∈N0 reellwertiger Zufallsvariablen heißt austauschbar, falls ∀ J ⊂
N0, |J | < ∞ gilt: (Xn)n∈J sind austauschbar.

Satz 30
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Xn)n∈N0 eine Folge austauschbarer
Zufallsvariablen. Ferner sei (an)n∈N0 eine Folge reeller Zahlen.

(i) Ist X0 ∈ L2(Ω,F , P ) und konvergieren die Reihen
∞∑

n=0

an, sowie
∞∑

n=0

a2
n, so kon-

vergiert die Reihe
∞∑

k=0

akXk [P ]-f.s. .

(ii) Ist X0 ∈ L1(Ω,F , P ) und
∞∑

n=0

|an| < +∞, so konvergiert
∞∑

k=0

akXk absolut [P ]-

f.s. .

(iii) Ist X0 ∈ L1(Ω,F , P ) und konvergiert
∞∑

k=0

akXk bedingt [P ]∗-f.s., so konvergiert

∞∑
n=0

an bedingt, falls
∞∑

n=0

an konvergent ist.

(iv) Ist X0 ∈ L2(Ω,F , P ) und konvergieren
∞∑

n=0

an, sowie
∞∑

n=0

a2
n, wobei

∞∑
n=0

|an| =

+∞ gelte, so konvergiert
∞∑

k=0

akXk [P ]∗-f.s. mit bedingter Summe.

ΓA = {Z|Z = Y + αEG(X0), α ∈ R}
Y := [P ]− lim

n→∞

n∑
k=0

ak(Xk −EG(X0) und G sei die σ-Algebra der permutations-

invarianten Mengen.

Beweis:

(ii) Es gilt E

∣∣∣∣ n∑
k=m

akXk

∣∣∣∣ ≤ n∑
k=m

|ak|E|Xk| =
(

n∑
k=m

|ak|
)

E|X0|(∗).

Da
∞∑

k=0

|ak| < +∞, folgt: ∀ ε > 0∃Nε ∈ N0 ∀n,m ≥ Nε

n∑
k=m

|ak| < ε/E|X0|
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(*)
=⇒ ∀n,m ≥ Nε : E

[
n∑

k=m

|ak Xk|
]

< ε

=⇒
(

n∑
k=0

akXk

)
n∈N0

ist absolut L1-konvergent und somit absolut [P ]-f.s. kon-

vergent.

(iii) Folgt unmittelbar aus der Aussage (ii).

(i) Die (Xn)n∈N0 sind austauschbar und somit bedingt unabhängig gegeben G(σ-
Algebra der permutationsinvarianten Mengen).
Somit ist (anXn)n∈N0 bedingt unabhängig gegeben G und wir bezeichnen anXn =:

Yn ∀n ∈ N0. Da die Reihen
∞∑

n=0

an, sowie
∞∑

n=0

a2
n konvergieren, erhalten wir die

[P ]-f.s. Konvergenz der Reihen:

∞∑
n=0

anE
G(Xn) und

∞∑
n=0

a2
nE

G(X2
n)

(Man beachte, dass EG(Xn) = EG(X0), sowie EG(X2
n) = EG(X2

0 ) [P ]-f.s. gilt.)
Es existiert eine reguläre Version der bedingten Verteilung von (Yn)n∈N0 in Be-
zug auf G. Für festgewähltes ω ∈ Ω betrachten wir den Wahrscheinlichkeits-
raum (RN0 , BN0 , P ω), wobei P ω(A) = P G(A)(ω) ∀A ∈ BN0 sei. Der zugehörige
Koordinatenprozeß (ξn)n∈N0 ist eine Folge reellwertiger unabhängiger Zufalls-
variablen. Ferner gilt für [P ]-fast alle ω ∈ Ω : Eω(ξn) = EG(Yn)(ω) sowie
V arω(ξn) = V arG(Yn)(ω), n ∈ N0.

Da die Reihen
∞∑

n=0

Eω(ξn) =
∞∑

n=0

anE
G(Xn)(ω) und

∞∑
n=0

V arω(ξn) =
∞∑

n=0

a2
nV arG(Xn)(ω)

für [P ]-fast alle ω ∈ Ω konvergieren, erhalten wir aus dem Zwei-Reihen-Satz für
unabhängige Zufallsvariablen:
∞∑

n=0

ξn(ω̃) konvergiert für [P ω]-fast alle ω̃ ∈ RN
0 . Somit gilt für [P ]-fast alle ω ∈ Ω

und ∀ ε > 0: ∃ lim
n→∞

P ω

(
∞⋃

n=m

{ω̃ ∈ RN0 :

∣∣∣∣ ∞∑
k=m

ξk(ω̃)

∣∣∣∣ > ε}
)

= 0.

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt somit:

∃ lim
m→∞

P

(
∞⋃

n=m

{ω∈Ω :
∣∣∣ ∞∑

k=n

Yk(ω)
∣∣∣> ε}

)
= lim

m→∞
E

[
P ω

(
∞⋃

n=m

{ω̃ ∈ RN0 :
∣∣∣ ∞∑

k=n

ξk(ω̃)
∣∣∣>ε}

)]
= E

[
lim

m→∞
P ω

(
∞⋃

n=m

{ω̃ ∈ RN0 :
∣∣∣ ∞∑

k=n

ξk(ω̃)
∣∣∣ > ε}

)
︸ ︷︷ ︸

=0 für [P ]−fast alle ω∈Ω

]
= 0 ∀ ε > 0.

Somit konvergiert
∞∑

k=0

Yk [P ]-f.s., d. h.
∞∑

k=0

akXk ist [P ]-f.s. konvergent.

(iv) Die Folge (Zk)k∈N0 , definiert durch Zk := Xk−EG(X0), k ∈ N0 ist austauschbar,
da (Xk)k∈N0 austauschbar ist.
Somit ist die Folge (akZk)k∈N0 bedingt unabhängig gegeben G. Ist γ ∈ UN0 fest-
gewählt, so ist (aγ(k)Zγ(k))k∈N0 ebenfalls bedingt unabhängig gegeben G. Bezeich-
nen wir mit P ω

γ die reguläre Version der bedingten Verteilung von (aγ(k)Zγ(k))k∈N0
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gegeben G, ω ∈ Ω, so ist der zu (RN0 , BN0 , P ω
γ ) gehörige Koordinatenprozeß

(ξγ
n)n∈N0 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit:

Eω(ξγ
n) = EG(Yγ(n))(ω) für [P ]-fast alle ω ∈ Ω, wobei Yγ(n) = aγ(n)Zγ(n).

Aus der Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

a2
n schließen wir (vgl. Teil (i)) auf die [P ω

γ ]-f.s.

Konvergenz der jeweiligen Reihe
∞∑

n=0

ξγ
n, für [P ]-fast alle ω ∈ Ω. Somit erhalten

wir die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

k=0

aγ(k)Zγ(k) (vgl. Teil (i)).

Bezeichnen wir mit Y := [P ]− lim
n→∞

n∑
k=0

Yk, so erhalten wir für γ ∈ UN0 :

P

({
∞∑

k=0

Yγ(k) = Y

})
= 1.

Die Reihe
∞∑

k=0

akE
G(X0) konvergiert [P ]∗-f.s. mit bedingter Summe, da

∞∑
n=0

an

bedingt konvergiert.
Somit erhalten wir mit dem Riemann’schen Umordnungssatz:

ΓA = {Z|Z = Y + αEG(X0), α ∈ R}

2

Beispiel:
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge u.i.v. reellwertiger Zufallsvariablen mit EX0 = 0, V arX0 <
+∞, sowie Z eine von (Xn)n∈N0 u.a. Zufallsvariable mit PX0 = PZ . Dann ist die Fol-

ge (Xn + Z)n∈N0 austauschbar. Ist (an)n∈N0 eine Folge reeller Zahlen, so dass
∞∑

n=0

an

bedingt konvergiert und
∞∑

n=0

a2
n < +∞, so erhalten wir:

ΓA =
{

Y |Y =
∞∑

n=0

anXn + α · Z, α ∈ R
}

.
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Kapitel IV
Martingale im Limes und Prozesse mit mischenden Summanden

In diesem Kapitel wollen wir Konvergenzkriterien für Prozeße mit mischenden Zuwächsen
angeben. Hierbei werden wir den Begriff des Martingals im Limes verwenden. Daher
führen wir folgende Definition ein.

Definition 15:

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, F, N0) ein darauf definierter
reellwertiger Prozeß aus L1(Ω,F , P ). (S, F, N0) heißt Martingal im Limes, falls fol-
gende Bedingung erfüllt ist:

∃ [P ]− lim
m→∞

sup
n>m

∣∣∣Sm − EFm(Sn)
∣∣∣ = 0.

Bemerkung:
Louis H. Blake zeigte, dass jedes amart (S, F, N0) ein Martingal im Limes ist. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Allerdings ist ein Martingal im Limes, welches

die Bedingung E
[

sup
n∈N0

|Sn|
]

< +∞ erfüllt, schon ein amart.

(Zum Begriff amart vgl. Kapitel V)
[Beweise dieser Aussagen findet man in J. London Math. Soc. (2), 18 (1978), 381-384]

Ein Analogon zum Konvergenzsatz von Doob gilt für Martingale im Limes und ist
für den reellwertigen Fall von Mucci nachgewiesen worden.

Satz 31 (Mucci)
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges Martingal im Limes, welches sup

n∈N0

E|Sn| < +∞

erfüllt. Dann konvergiert dieser Prozeß [P ]-f.s. .

Beweis: [Pacific J. Math., 48 (1973), Seite 197 - 203]

Definition 16:

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {An}n∈N0 eine Folge von σ-Algebren

in (Ω,F). Die Filtration F = {Fn}n∈N0 sei definiert durch Fn = σ
( n⋃

j=0

Aj

)
∀ n ∈ N0.

Die Folge {An}n∈N0 heiße Ψ-mischend, falls es ein N ∈ N und eine monoton fallende
Abbildung Ψ : {N, N + 1, . . .} −→ R+

0 so gibt, dass Ψ(n) ↓ 0, n → ∞ und ∀ m ∈
N0 ∀ n ≥ N : ∀ A ∈ Fm ∀B ∈ Am+n |P (A ∩ B)− P (A)P (B)| ≤ Ψ(n)P (A)P (B). Ei-
ne Folge (Xn)n∈N0 von reellwertigen Zufallsvariablen heißt Ψ-mischend, falls die Folge
{σ(Xn)}n∈N0 der korrespondierenden σ-Algebren Ψ-mischend ist.

Beispiele:

(1.) Jede Folge (Xn)n∈N0 unabhängiger (reellwertiger) Zufallsvariablen ist Ψ-mischend.
Man setze lediglich N = 1 und Ψ ≡ 0.
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(2.) Es sei (Xn)n∈N eine Markovkette mit abzählbarem Zustandraum E, welche sta-
tionär und ergodisch ist. Es seien pij die Übergangswahrscheinlichkeiten. Exi-
stiert ein β ∈ (0, 1) so, dass ∀ j ∈ E gilt: sup

i∈E
pij ≤ (1+β) inf

i∈E
pij =⇒ (Xn)n∈N0

ist Ψ-mischend. Einen Beweis dieser Aussage lieferten Blum, Hanson & Koop-
mans [1963]. In dieser Arbeit wird allgemeiner charakterisiert, wann stationär
ergodische Markovprozesse, mit nicht notwendig abzählbarem Zustandsraum,
Ψ-mischend sind.

(3.) Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen. Wir betrachten mit
(Yn)n∈N0 diejenige Folge, die definiert ist durch: Y0 = X0, Yn = Xn −Xn−1, n ∈
N. (Yn)n∈N0 ist eine Folge Ψ-mischender Zufallsvariablen mit N = 1, Ψ(1) =
1, Ψ(n) ≡ 0 ∀ n ≥ 2.

(4.) In Verallgemeinerung zu dem (3.) Beispiel ist folgender Prozeß (Xn)n∈N0 Ψ-
mischend.
(Xn)n∈N0 erfülle die Bedingung:
Es gibt ein m ∈ N, so dass ∀ n ∈ N0 die Folgen (Xj)j=0,...,n, (Xn+j+m)j∈N sto-
chastisch unabhängig sind. Man setze N = m und Ψ(n) ≡ 0 ∀ n > N .

Unter Ausnutzung des Satzes 31 können wir folgenden Konvergenzsatz zeigen.

Satz 32
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge Ψ-mischender Zufallsvariablen aus L2(Ω,F , P ) mit∑
n≥N

Ψ(n) < +∞.

(1.) Aus der Konvergenz der Reihen
∞∑

n=0

EXn und
∞∑

n=0

V arXn folgt die [P ]-f.s. Kon-

vergenz des Partialsummenprozesses {Sn}n∈N0.

(2.) Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

V arXn, so sind folgende Aussagen äquivalent:

(α) {Sn}n∈N0 konvergiert bedingt P -stochastisch.

(β) {Sn}n∈N0 konvergiert P -stochastisch mit bedingter Summe und ΓA ist eine
Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beim Beweis dieses Resultats greifen wir auf zwei Hilfsresultate zurück, die wir
zunächst angeben werden.

Lemma 2:
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {An}n∈N0 eine Folge Ψ-mischender
σ-Algebren in (Ω,F) mit gegebenen N ∈ N und Ψ. Es sei für ein festgewähltes
m ∈ N0 G ⊂ Fm eine σ-Unteralgebra. Dann gilt ∀ n ≥ N und jede integrierbare und
bezüglich Am+n messbare Zufallsvariable X:∣∣∣EG(X)− EX

∣∣∣ ≤ Ψ(n)E|X| (∗)
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Beweis:

(α) ∀ B ∈ Am+n ∀ A ∈ Fm gilt:
∣∣∣PFm(B)−P (B)

∣∣∣ ≤ Ψ(n)P (B) [P ]-f.s., denn es sei

Ω1 :=
{

ω ∈ Ω
∣∣∣PFm(B)(ω) ≥ P (B)

}
∈ Fm

=⇒
∫
A

∣∣∣PFm(B)−P (B)
∣∣∣dP =

∫
A∩Ω1

(
PFm(B)−P (B)

)
dP−

∫
A∩Ωc

1

(
PFm(B)−P (B)

)
dP

∀ A ∈ Fm∫
A∩Ω1

(
PFm(B)− P (B)

)
dP = |P (B ∩ A ∩ Ω1)− P (B)P (A ∩ Ω1)| ≤

Ψ(n)P (B)P (A ∩ Ω1) ≤ Ψ(n)P (B) ∀ A ∈ Fm

=⇒
∣∣∣PFm(B)− P (B)

∣∣∣11Ω1 ≤ Ψ(n)P (B) [P ]− f.s.

analog gilt:∣∣∣PFm(B)− P (B)
∣∣∣11Ωc

1
≤ Ψ(n)P (B) [P ]− f.s.

=⇒
B ∈ Am+n beliebig (α)

(β) Ist X eine bezüglich Fm messbare Treppenfunktion, so folgt mit (α) die Be-
ziehung (∗). Unter Verwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz für
bedingte Erwartungen erhalten wir mit Standardschluß die Behauptung für in-
tegrierbares X.

(γ) Aus (α), (β) folgt die Behauptung (∗) ∀ σ-Unteralgebren G ⊂ Fm.

Eine analoge Argumentation wie im Beweis zum obigen Lemma liefert ein weiteres
Resultat.

Lemma 3:
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge Ψ-mischender Zufallsvariablen aus L2(Ω,F , P ). Dann gilt
∀ k ∈ N0 ∀ n ≥ N :∣∣∣E(Xk+nXk)− E(Xk+n)E(Xk)

∣∣∣ ≤ Ψ(n)
(
E|Xk+n|2

)1/2(
E|Xk|2

)1/2

Mit den bereitgestellten Hilfsmitteln können wir nun Satz 32 beweisen.

Beweis:
Durch g.g.f. zentrieren der (Xn)n∈N0 nehmen wir zunächst an, dass EXn = 0 ∀ n ∈ N0

sei. Für festgewähltes 0 ≤ k < N betrachten wir die Folge {XnN+k}n∈N0 . Die σ-

Algebra Gm sei definiert durch Gm = σ(X0N+k, . . . , XmN+k). Der Prozeß
{ m∑

j=0

XjN+k

}
m∈N0

ist ein bezüglich G = {Gm}m∈N0 adaptierte, integrierbare Folge (man beachte, dass G
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eine Filtration ist).

Behauptung:{ m∑
j=0

XjN+k

}
m∈N0

ist ein an G adaptiertes Martingal im Limes.

Beweis:

sup
n>m

∣∣∣EGm

( n∑
j=0

XjN+k

)
−

m∑
j=0

XjN+k

∣∣∣ = sup
n>m

∣∣∣EGm

( n∑
j=m+1

XjN+k

)∣∣∣
≤ sup

n>m

n∑
j=m+1

∣∣∣EGm

(
XjN+k

)∣∣∣ ≤
Lemma 2 sup

n>m

n∑
j=m+1

Ψ((j −m)N)E|XjN+k|

≤
Cauchy-Schwarz sup

n>m

n∑
j=m+1

Ψ((j−m)N)(E|XjN+k|2)
1
2 =

∞∑
j=m+1

Ψ((j−m)N)(E|XjN+k|2)
1
2 (∗)

Aus
∑

n≥N

Ψ(n) < +∞ und
∞∑

n=0

EX2
n < +∞ folgt die Konvergenz der Reihe

∞∑
j=m+1

Ψ((j −m)N)(E|XjN+k|2)
1
2 für jedes m ∈ N0.

Somit gilt: ∃ lim
m→∞

∞∑
j=m+1

Ψ((j −m)N)(E|XjN+k|2)
1
2 = 0.

Aus (∗) folgt daher die Beziehung:

∃ lim
m→∞

sup
n>m

∣∣∣EGm

( m∑
j=0

XjN+k

)
−

m∑
j=0

XjN+k

∣∣∣ = 0 [P ]− f.s.

=⇒
{ m∑

j=0

XjN+k

}
m∈N0

ist ein Martingal im Limes.

Behauptung:{ m∑
j=0

XjN+k

}
m∈N0

ist L2-konvergent.

Beweis: ∀ a ∈ N0 gilt:

E
( a+n∑

j=a+1

XjN+k

)2

=
a+n∑

j=a+1

EX2
jN+k + 2 ·

∑
a+1≤i<j≤a+n

E(XiN+kXjN+k)

Lemma 3
≤

a+n∑
j=a+1

EX2
jN+k + 2 ·

∑
a+1≤i<j≤a+n

Ψ((j − i)N)(E(X2
iN+k))

1
2 (E(X2

jN+k))
1
2

≤
a+n∑

j=a+1

E(X2
jN+k) + 2 ·

( n−1∑̀
=1

Ψ(`N)
)( a+n∑

i=a+1

E(X2
iN+k)

)
=

a+n∑
j=a+1

E(X2
jN+k)

(
1 + 2 ·

n−1∑̀
=1

Ψ(`N)
)

Die Reihen
∞∑

n=0

EX2
n und

∑
n≥N

Ψ(n) konvergieren absolut und somit jede ihrer Teil-

reihen. Daher erhalten wir aus der obigen Abschätzung, dass
{ m∑

j=0

XjN+k

}
m∈N0

eine

L2-Cauchy-Folge ist.
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Der Prozeß
{ m∑

j=0

XjN+k

}
m∈N0

genügt daher insbesondere der Beziehung

(∗) sup
m∈N0

E
∣∣∣ m∑

j=0

XjN+k

∣∣∣ < +∞.

Aus Satz 31 folgt: ∃ [P ]− lim
m→∞

m∑
j=0

XjN+k ∀ 0 ≤ k < N

=⇒ ∃[P ]− lim
n→∞

n∑
k=0

Xk. Diese Aussage gilt für Folgen (Xn)n∈N0 mit EXn = 0∀n ∈ N0.

Konvergiert daher die Reihe
∞∑

n=0

EXn, so folgt die Behauptung (1.).

Es konvergiere die Reihe
∞∑

n=0

V ar Xn. Ist (Xnk
)k∈N0 eine beliebige Teilfolge von

(Xn)n∈N0 , so konvergiert die Reihe
∞∑

k=0

V ar Xnk
. Die Folge (Xn)n∈N0 ist Ψ-mischend

mit
∑

n≥N

Ψ(n) < +∞. Daher ist auch (Xnk
)k∈N0 Ψ-mischend mit

∑
nk≥N
k∈N0

Ψ(nk) < +∞.

Betrachten wir die zentrierte Folge (Ynk
)k∈N0 , d.h. Ynk

= (Xnk
− EXnk

)∀ k ∈ N0,
so folgt aus den obigen Überlegungen:

∃ [P ]− lim
m→∞

m∑
k=0

Ynk
=⇒ ∃ P − stoch− lim

m→∞

m∑
k=0

Ynk
.

Mit Satz 5 schließen wir auf die unbedingte P -stochastische Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

(Xn−EXn). Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

Xn bedingt P -stochastisch, so konvergiert

die Reihe
∞∑

n=0

EXn bedingt und mit dem Riemann’schen Umordnungssatz folgt aus

(α) die Aussage (β). Aus (β) folgt, gemäß Satz 3, (α). 2

Bemerkung:
Ist (Xn)n∈N0 eine Folge Ψ-mischender Zufallsvariablen aus L2(Ω,F , P ) mit

EXn = 0∀ n ∈ N0, so konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

Xn [P ]-f.s. bereits dann, wenn

folgende Voraussetzungen erfüllt sind:

(1.) ∀ 0 ≤ k < N gilt: sup
m∈N0

E
∣∣∣ m∑

j=0

XjN+k

∣∣∣ < +∞

(2.) Die Reihe
∑

n≥N

Ψ(n)(EX2
n)

1
2 konvergiert, wobei (EX2

n)
1
2

−→
n →∞ 0 gelte.

Beweis: Diese Behauptung folgt unmittelbar aus dem Beweis zu Satz 32.

In Bezug auf die [P ]-f.s. Konvergenz eines Partialsummenprozesses {Sn}n∈N0 mit
Ψ-mischenden Summanden {Xn}n∈N0 kann man ein zu Satz 29 analoges Resultat
formulieren. Zunächst einmal bemerken wir, dass auf die Existenz der 2. Momente
der Folge (Xn)n∈N0 in Satz 32 verzichtet werden kann. Da bei Stutzung der Folge
(Xn)n∈N0 die Ψ-Mischungseigenschaft erhalten bleibt, kann man unter Beachtung des
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Borel-Cantelli-Lemma folgende Aussage formulieren:

Satz 33
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge Ψ-mischender Zufallsvariablen mit

∑
n≥N

Ψ(n) < +∞. Exi-

stiert ein c > 0 so, dass die Reihen
∞∑

n=0

EXc
n,

∞∑
n=0

V ar Xc
n sowie

∞∑
n=0

P ({|Xn| > c})

konvergieren, erhalten wir die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn.

Satz 34
Ist (Xn)n∈N0 eine Folge Ψ-mischender Zufallsvariablen mit

∑
n≥N

Ψ(n) < +∞ und exi-

stieren ein ε > 0 und c > 0 so, dass die Reihe
∞∑

n=0

log2(n+1)(log log(n+2))1+ε V ar Xc
n

konvergiert, dann gilt:

(1.) Aus
∞∑

n=0

P ({|Xn| > c}) < +∞ und
∞∑

n=0

|EXc
n| < +∞ folgt die unbedingte [P ]∗-

f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn.

(2.) Aus
∞∑

n=0

P ({|Xn| > c}) < +∞ und der bedingten Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

EXc
n

folgt die [P ]∗-f.s. Konvergenz mit bedingter Summe von
∞∑

n=0

Xn.

In diesem Fall ist ΓA eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Mit Lemma 3 schließt man, dass {(Xc

n − EXc
n)}n∈N0 ein quasiorthogonaler Prozeß

ist. Nun ist Satz 28 anwendbar und mit dem Lemma von Borel-Cantelli und dem
Riemann’schen Umordnungssatz erhalten wir die Behauptung.

Bemerkungen:

(1.) Für eine Folge (Xn)n∈N0 Ψ-mischender Zufallsvariablen, im Sinne der obigen

Definition, folgt aus der P -stochastischen Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn nicht

die [P ]-f.s. Konvergenz.

(2.) Aus der bedingten L2-Konvergenz einer Reihe
∞∑

n=0

Xn, mit Ψ-mischenden Sum-

manden, kann nicht auf L2-Konvergenz mit bedingter Summe geschlossen wer-
den. Darüber hinaus zeigt das folgende Beispiel, dass Kriterium (1.) aus Satz
32 hinreichend, aber nicht notwendig ist.

Beispiel
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine Folge unabhängiger
reellwertiger Zufallsvariablen, die folgenden Bedingungen genügt:
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(1.) X0 = 0 [P ]-f.s.

(2.) EXn = 0 ∀ n ∈ N, V ar Xn = 1
n
∀ n ∈ N

(3.) ∃ K > 0 ∀ n ∈ N : |Xn| ≤ K [P ]-f.s.

Betrachten wir die Folge
{ n∑

k=0

Xk

}
n∈N0

der Partialsummen, so erhalten wir aus dem

Zwei-Reihen-Satz die [P ]-f.s. Divergenz der stochastischen Reihe
∞∑

n=0

Xn. Mit {Yn}n∈N0

sei eine Folge von Zufallsvariablen erklärt, die der Bedingung Y0 = 0 [P ]-f.s. und
Yn = Xn −Xn−1 ∀ n ∈ N0 genügt.

Aus (3.) erhalten wir somit eine gleichmäßig stochastisch beschränkte Folge {Yn}n∈N0 .

Betrachten wir die Reihe
∞∑

n=0

Yn, so konvergiert diese im L2-Sinn, denn ∀ N ∈ N0

ist
N∑

k=0

Yk = XN und XN
L2

−→
N →∞

0.

Die Reihe
∞∑

n=0

V arYn =
∞∑

n=1

2
n

divergiert.

Die stochastische Reihe
∞∑

n=0

Yn ist auch bedingt L2-konvergent, denn:

Betrachten wir die Teilfolgen {Y2n}n∈N0 und {Y2n+1}n∈N0 , so sind diese Folgen von
stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen.

Ferner divergieren die Reihen der Varianzen
∞∑

n=0

V ar Y2n,
∞∑

n=0

V ar Y2n+1, so dass

gemäß dem Zwei-Reihen-Satz die Reihen
∞∑

n=0

Y2n und
∞∑

n=0

Y2n+1 [P ]-f.s. und im L2-

Sinn divergieren. Hieraus folgt die oben aufgestellte Behauptung.

Behauptung:

Die stochastische Reihe
∞∑

n=0

Yn konvergiert im L2-Sinn

mit unbedingter Summe.

Beweis:

Es sei g ∈ UN0 , für die die Reihe
∞∑

n=0

Yg(n) L2-konvergent ist. Mit S∞ bezeichnen wir

den L2 − lim
n→∞

n∑
k=0

Yg(k).

Annahme:
(
E
[
S2
∞

]) 1
2

> 0

L2-Konv.
=⇒ ∃ K ∈ N0 mit

(
E
[ k∑

j=0

Yg(j) − S∞

]2) 1
2

<
(E[S2

∞])
1
2

4
∀ k ≥ K(∗)
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Es sei k > K festgewählt und m := max{g(0), . . . g(k)}. Wir wählen nun ` > k so

groß, dass in der Abschnittssumme
∑̀
j=0

Yg(j) insbesondere alle Summanden Y0, Y1, . . . , Ym

der Reihe
∞∑

n=0

Yn enthalten sind. Es ergibt sich somit:

∑̀
j=0

Yg(j) =
m∑

j=0

Yj +
∑

j∈M`
m

Yg(j), wobei M `
m := {j ∈ {0, . . . `}|g(j) > m}.

Aufgrund der Konstruktion der Folge {Yn}n∈N0 ergibt sich somit:

∑̀
j=0

Yg(j) =
∑

j∈M`
m

Yg(j) + Xm

Da ` > k gewählt war, folgt somit gemäß (∗):(
E
[∑̀

j=0

Yg(j) − S∞

]2) 1
2

<
(E[S2

∞])
1
2

4
(∗∗)

Yr = Xr −Xr−1 ∀ r ≥ 1 und m = max{g(0), . . . , g(k)}, EYr = 0 ∀ r

=⇒ ∀ j ∈ M `
m+1 : E

[( k∑
r=0

Yg(r)

)( ∑
j∈M`

m∩M`
m+1

Yg(j)

)]
= 0

E
[( k∑

j=0

Yg(j)

)
Xm

]
≤ 2EX2

m

Insgesamt erhalten wir:

E
[( k∑

j=0

Yg(j)

)( ∑
j∈M`

m

Yg(j)

)]
≤ 2EX2

m, wobei m = max{g(0), . . . , g(k)} und M `
m :=

{j ∈ {0, . . . , `}|g(j) > m} ist.

Da
∑̀
j=0

Yg(j) = Xm +
∑

j∈M`
m

Yg(j) ist, folgt somit

(∗ ∗ ∗) E
[( k∑

j=0

Yg(j)

)(∑̀
j=0

Yg(j)

)]
≤ 2EX2

m, wobei m = max{g(0), . . . , g(k)} ist.

Aus den Beziehungen
k∑

j=0

Yg(j) = S∞ +
( k∑

j=0

Yg(j) − S∞

)
und

∑̀
j=0

Yg(j) = S∞+( ∑̀
j=0

Yg(j) − S∞

)
erhalten wir die Abschätzung (man beachte (∗ ∗ ∗)):

E[S2
∞] + E

[
S∞

( k∑
j=0

Yg(j) − S∞

)]
+ E

[
S∞

( ∑̀
j=0

Yg(j) − S∞

)]
+E
[( k∑

j=0

Yg(j) − S∞

)( ∑̀
j=0

Yg(j) − S∞

)]
≤ 2EX2

m
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Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir hieraus

E[S2
∞] ≤

(∗), (∗ ∗ ∗)

E[S2
∞]

4
+

E[S2
∞]

4
+

E[S2
∞]

16
+ 2EX2

m =
9

16
E[S2

∞] + 2EX2
m

Wir wissen, das EX2
m

−→
m →∞ 0 gilt. Somit ∃ N ∈ N0 ∀ m ≥ N gilt: EX2

m < 1
32

E[S2
∞]

=⇒ E[S2
∞] ≤ 5

8
E[S2

∞] =⇒ Widerspruch zu (E[S2
∞])

1
2 > 0

Somit muß E[S2
∞] = 0 gelten, d. h. jede L2-konvergente Umordnung

∞∑
n=0

Yg(n) konver-

giert gegen 0. 2

Somit konvergiert die stochastische Reihe
∞∑

n=0

Yn bedingt im L2-Sinn, aber mit un-

bedingter Summe. Wir merken an, dass der Partialsummenprozeß
{ n∑

k=0

Yk

}
n∈N0

ein

Markovprozeß ist, da die Folge {Xn}n∈N0 unabhängige Zufallsvariablen sind.

Beispiel:
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, mit X0 = 0 und P ({Xn =
1}) = pn, P ({Xn = 0}) = 1 − pn ∀ n ∈ N. Die Folge (Yn)n∈N0 sei definiert durch:
Y0 = X0 und Yn = Xn −Xn−1.

Dann ist (Yn)n∈N0 eine Folge Ψ-mischender Zufallsvariablen. Ist pn = 1
n
∀ n ∈ N, so

divergiert die Reihe
∞∑

n=0

Yn [P ]-f.s., denn:
∞∑

n=1

pn = +∞ und mit dem Borel-Cantelli-

Lemma folgt unter Beachtung der Konstruktion der Reihe
∞∑

n=0

Yn die Behauptung.

Allerdingt konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

Yn P -stochastisch, da lim
n→∞

pn = 0 ist.

Definition 17:

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (An)n∈N0 eine Folge von σ-Algebren

in (Ω,F). Mit Fn := σ
( n⋃

j=0

Aj

)
heißt die Folge (An)n∈N0 ϕ-mischend, falls es ein

N ∈ N und eine monoton fallende Funktion ϕ : {N, N + 1, . . .} −→ R+
0 mit ϕ(n) ↓ 0

für n →∞ so gibt, dass ∀ A ∈ Fm ∀ B ∈ Am+n |P (A∩B)−P (A)P (B)| ≤ ϕ(n)P (A)
gilt.
Eine Folge (Xn)n∈N0 von reellwertigen Zufallsvariablen heißt ϕ-mischend, falls die Fol-
ge (σ(Xn))n∈N0 ϕ-mischend ist.

Bemerkung:
Jede Folge (An)n∈N0 Ψ-mischender Zufallsvariablen ist auch ϕ-mischend. Die Umkeh-
rung gilt nicht.

Man erhält eine zu Lemma 2 analoge, aber schlechtere Abschätzung für bedingte
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Erwartungen. Es gilt folgendes Resultat:

Lemma 4:
Es sei (An)n∈N0 eine Folge ϕ-mischender σ-Algebren und X eine beschränkte Zufalls-
variable, messbar in Bezug auf Am+n, wobei n ≥ N sei. Dann gilt für jede σ-Algebra
G ⊂ Fm die Abschätzung:∣∣∣EG(X)− EX| ≤ 2 · ϕ(n) · C [P ]− f.s., wobei |X| ≤ C sei.

Lemma 5:
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge von gleichmäßig beschränkten ϕ-mischenden reellwertigen
Zufallsvariablen. Dann gilt ∀ n ≥ N ∀ m ∈ N0 :

|E(XmXm+n)− EXmEXm+n| ≤ 2 · ϕ(n)C2

Hierbei ist C > 0 die gleichmäßige obere Schranke der Folge (Xn)n∈N0 .

Beweis:
E(XmXm+n)− EXmEXm+n = E

(
Xm

(
EFm

(
Xm+n

)
− EXm+n

))
=⇒ |E(XmXm+n)− EXmEXm+n| =

∣∣∣E[Xm

(
EFm(Xm+n)− EXm+n

)]∣∣∣
≤ CE

∣∣∣EFm(Xm+n)− EXm+n

∣∣∣ ≤
Lemma 4 2c2ϕ(n). 2

Mit Satz 31, kann man analog zu Satz 33 folgendes Resultat formulieren und be-
weisen.

Satz 35
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge ϕ-mischender Zufallsvariablen mit

∑
n≥N

ϕ
1
2 (n) < +∞.

(1.) Existiert ein c > 0 so, dass die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| > c}),
∞∑

n=0

V arXc
n sowie

∞∑
n=0

EXc
n konvergieren, so konvergiert die Reihe

∞∑
n=0

Xn [P ]-f.s. .

(2.) Existiert ein c > 0 so, dass die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| > c}) und
∞∑

n=0

V arXc
n kon-

vergieren,so sind folgende Aussagen äquivalent:

(α) Der Partialsummenprozeß {Sn}n∈N0 konvergiert bedingt P -stochastisch.

(β) Der Prozeß {Sn}n∈N0 konvergiert P -stochastisch mit bedingter Summe und
ΓA ist eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Man argumentiert analog wie im Beweis zu Satz 33. Man verwendet hierbei Lemma
4, Satz 32 und das Lemma von Borel-Cantelli. Darüber hinaus benötigt man folgende
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Abschätzung:
∀ X,Y ∈ L2(Ω,F , P ) mit X messbar bezüglich A1 und Y messbar bezüglich A2 gilt:

|E(XY )− EXEY | ≤ 2ϕ
1
2 (A1,A2)(EX2)

1
2 (EY 2)

1
2

2

Definition 18:

Für eine reellwertige Zufallsvariable X sei essosc X := ess sup X − ess inf X.

Bemerkung:
Im Unterschied zu Satz 33 benötigen wir in Satz 35 die starke Voraussetzung an die
Konvergenzgeschwindigkeit der (ϕ(n))n≥N gegen 0. Möchte man die Voraussetzung∑
n≥N

ϕ
1
2 (n) < +∞ zu

∑
n≥N

ϕ(n) < +∞ abschwächen, benötigen wir die Bedingung

∞∑
n=0

(essosc Xc
n)2 < +∞, um einen Nachweis der [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

Xn

erbringen zu können. Es gilt dann folgender Satz.

Satz 36
Ist (Xn)n∈N0 eine Folge ϕ-mischender reellwertiger Zufallsvariablen mit

∑
n≥N

ϕ(n) <

+∞ und existiert ein c > 0 so, dass die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}),
∞∑

n=0

EXc
n sowie

∞∑
n=0

(essosc Xc
n)2 konvergieren, konvergiert die Reihe

∞∑
n=0

Xn [P ]-f.s. .

Beweis:
Man nutze den Konvergenzsatz für Martingale im Limes unter Beachtung der folgen-
den Ungleichung:

∀ m ∈ N0 ∀ n ≥ N : |E(Xc
mXc

m+n)− EXc
mEXc

n+n| ≤ ϕ(n)(essosc Xc
m)(essosc Xc

m+n)

2

Bemerkung:

Die obigen Konvergenzaussagen für Reihen
∞∑

n=0

Xn mit ϕ-mischenden Summanden

(Xn)n∈N0 kann man auch ohne Ausnutzung des Konvergenzsatzes für Martingale im
Limes nachweisen. Allerdingt benötigt man die Voraussetzung

lim
n→∞

ϕ
(
σ
( n⋃

j=0

Aj

)
, σ
( ∞⋃

j=N+n

Aj

))
= η < 1 (∗)

Unter dieser Voraussetzung schließt man, wie in der Situation unabhängiger Zufalls-

variablen (Xn)n∈N0 , aus der P -stochastischen Konvergenz der Reihe
∞∑

j=0

Xj auf die

[P ]-f.s. Konvergenz derselbigen. Unter Ausnutzung einer Version einer Ottaviani-
Ungleichung, kann man mit Voraussetzung (∗) diese Implikation nachweisen. [vgl.
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Iosifescu, Theodorescu, Random-Processes and Learning, Seite14]

Im obigen Beweiszugang kann man auf die Voraussetzung (∗) ersatzlos verzichten.
Diese Voraussetzung ist nötig, falls man aus der P -stochastischen Konvergenz auf die
[P ]-f.s. Konvergenz schließen möchte.

Es ist klar, dass man nun auch noch ein entsprechendes Analogon zu Satz 34 in
der Situation ϕ-mischender Zufallsvariablen (Xn)n∈N0 formulieren kann. Auf eine sol-
che Formulierung kann hier verzichtet werden.

Definition 19:

Es sei X = (Xn)n∈N0 ein reellwertiger stochastischer Prozeß. X heißt m-abhängig,
falls es ein m ∈ N so gibt, dass ∀ n ∈ N0 die Folgen (Xj)j=0,...,n, (Xn+j+m)j∈N0 stocha-
stisch unabhängig sind.

Bemerkung:

(1.) Jede m-abhängige Folge von Zufallsvariablen (Xn)n∈N0 ist offenbar Ψ-mischend.

(2.) Man kann nachweisen, dass ein reellwertiger Gaußprozeß (Xn)n∈N0 genau dann
m-abhängig ist, wenn er Ψ-mischend ist. [vgl. Blum, Hanson, Koopmans [1963]]

In Verallgemeinerung zur Situation von Reihen
∞∑

n=0

Xn mit unabhängigen Summan-

den kann man folgendes Resultat formulieren.

Satz 37
Es sei X ein reellwertiger m-abhängiger stochastischer Prozeß. Dann konvergiert die

Reihe
∞∑

n=0

Xn unbedingt [P ]∗-f.s. genau dann, wenn es eine Konstante c > 0 gibt,

so dass die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}),
∞∑

n=0

V ar Xc
n sowie

∞∑
n=0

|EXc
n| konvergieren.

Insbesondere konvergiert eine bedingt [P ]∗-f.s. konvergente Reihe
∞∑

n=0

Xn [P ]∗-f.s. mit

bedingter Summe, falls es ein c > 0 gibt, für das die Reihe
∞∑

n=0

V ar Xc
n konvergiert.

Beweis:

(1.) Konvergiert
∞∑

n=0

Xn unbedingt [P ]∗-f.s., so konvergiert jede Teilreihe
∞∑

k=0

Xnk
[P ]-

f.s. . Betrachten wir für festgewähltes 0 ≤ k < m speziell die Teilfolge (Xmj+k)j∈N0 ,

so erhalten wir die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

j=0

Xmj+k ∀ 0 ≤ k < m. Die

Folge (Xmj+k)j∈N0 ist eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, so dass wir aus
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dem Kolmogoroff’schen Drei-Reihen-Satz schließen: ∀ c > 0 konvergieren die
Reihen

∞∑
j=0

P ({|Xmj+k| ≥ c}),
∞∑

j=0

V ar Xc
jm+k sowie

∞∑
j=0

EXc
jm+k ∀ 0 ≤ k < m

=⇒ ∀ c > 0 konvergieren die Reihen
∞∑

n=0

P ({|Xn| ≥ c}),
∞∑

n=0

V ar Xc
n sowie

∞∑
n=0

EXc
n. Aus der Annahme der bedingten Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

EX c̃
n für

ein c̃ > 0 könnte man auf bedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn schlie-

ßen und somit einen Widerspruch erzeugen.

=⇒ ∀ c > 0 konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

|EXc
n|.

(2.) Aus der absoluten Konvergenz der obigen drei Reihen schließt man auf die

unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der Reihen
∞∑

j=0

Xjm+k ∀ 0 ≤ k < m. Hieraus

folgt aber die unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn.

(3.) Es konvergiere
∞∑

n=0

Xn bedingt [P ]∗-f.s., dann existiert ein γ ∈ UN0 für das die

Reihe
∞∑

n=0

Xγ(n) [P ]-f.s. konvergiert und ein γ̃ ∈ UN0 für das die Reihe
∞∑

n=0

Xγ̃(n)

nicht [P ]-f.s. konvergiert.
Insbesondere konvergiert (Xn)n∈N0 [P ]-f.s. mit [P ]− lim

n→∞
Xn = 0. Für jedes fest-

gewählte 0 ≤ k < m gilt somit: ∃ [P ]− lim
n→∞

Xmn+k = 0. Die Folge (Xmj+k)j∈N0

ist eine Folge unabhängiger reellwertiger Zufallsvariablen. Wir erhalten mit dem
Borel-Cantelli-Lemma die Konvergenz der Reihe

∞∑
j=0

P ({|Xmj+k| > c}) ∀ 0 ≤ k < m ∀ c > 0.

Nach Voraussetzung konvergiert
∞∑

n=0

V ar Xc
n für ein c > 0 und somit

∞∑
j=0

V ar Xc
jm+k ∀ 0 ≤ k < m.

1. Fall:
∞∑

n=0

|EXc
n| < +∞ =⇒

(1.),(2.)

∞∑
n=0

Xn konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. . Dies ist aber

ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass
∞∑

n=0

Xn bedingt [P ]∗-f.s. konvergiert.

2. Fall:

Die Reihe
∞∑

n=0

EXc
n divergiert.
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Mit dem Zwei-Reihen-Satz für unabhängige Zufallsvariablen schließen wir auf

unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der Reihen
∞∑

j=0

(Xc
jm+k − EXc

jm+k) ∀ 0 ≤ k <

m. Da es ein γ ∈ UN0 gibt mit
∞∑

n=0

Xc
γ(n) [P ]-f.s. konvergent, folgt die Konvergenz

der Reihe
∞∑

n=0

EXc
γ(n) und somit wegen des 1. Falls die bedingte Konvergenz von

∞∑
n=0

EXc
n. Mit dem Riemann’schen Umordnungssatz folgert man die [P ]∗-f.s.

Konvergenz mit bedingter Summe unter Verwendung des Lemma von Borel-
Cantelli . 2

Wir geben abschließend ein Beispiel eines ϕ-mischenden stochastischen Prozesses
X = (Xn)n∈N0 an, der nicht Ψ-mischend ist. Dabei greifen wir auf folgendes Re-
sultat von Blum, Hanson und Koopmans zurück.

Satz 38
Es sei (Xn)n∈Z ein stationär ergodischer Markovprozeß (reellwertig). Dann sind fol-
gende Bedingungen notwendig und hinreichend dafür, dass (Xn)n∈Z Ψ-mischend ist:
∃ M ∈ N und ein β ∈ (0, 1) so, dass

(i) p(M)(x, ·) ist absolut stetig in Bezug auf die stationäre Wahrscheinlichkeit π.(p(M)(x, ·)
ist hier der M-Schritt Übergangskern)

(ii) π ⊗ π({|a(M)(x, y)| > β}) = 0

Hierbei sei a(M)(x, y) := g(M)(x, y)− 1 und g(M)(x, y) die Dichte von p(M)(x, ·)
in Bezug auf π.

Beweis:
[Blum, Hanson, Koopmans; Zeitschrift für Wahrscheinlichkeitstheorie [1963], Seite 8 ff]

Das folgende Resultat findet man in
”
Stochastic Processes“ von Doob auf Seite 197 ff.

Satz 39
Es sei (Xn)n∈N0 ein stationärer Markovprozeß (reellwertig). Es existiere ein Maß µ
auf (R,B) mit 0 < µ(R) < +∞ und ein ν ∈ N, δ > 0 sowie eine Menge C ∈ B mit

µ(C) > 0 und f
(ν)
0 (ξ, η) ≥ δ, ξ ∈ R, η ∈ C.

Hierbei sei f
(ν)
0 (ξ, ·) die Dichte des in Bezug auf µ absolut stetigen Teils von p(ν)(ξ, ·).

Dann existiert eine stationäre absolute Wahrscheinlichkeitsverteilung π(·) mit π(C1) ≥
δµ(C1), falls C1 ⊂ C und es gilt ∀ A ∈ B, ξ ∈ R :
|p(n)(ξ, A)− π(A)| ≤ [1− δµ(C)](

n
ν
)−1, n ∈ N.
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Bemerkung:

(1.) In der Situation von Satz 39 ist der Markovprozeß (Xn)n∈N0 ϕ-mischend, gemäß
der Definition des ϕ-Koeffizienten, falls [1− δµ(C)](

n
ν
)−1 −→

n →∞ 0 gilt.

(2.) Es sei X = (Xn)n∈N0 ein stationär ergodischer Markovprozeß mit Zustandsraum
E = N, Initialverteilung π und Übergangsmatrix Q = (qij)i,j∈N. Aus Satz 38
(ii) folgert man, dass folgende Bedingung für die Ψ- Mischungseigenschaft von
X notwendig ist:

∃ M ∈ N ∀ ν ≥ M ∀ i, j ∈ N ist q
(ν)
ij > 0.

Beispiel:

Es sei X ein stationärer Markovprozeß mit Zustandsraum E = N und Übergangsma-
trix Q = (qij)i,j∈N.
Es gelte qij = 1

2
, falls j = 1 oder j = i und qij = 0 sonst. Dann ist X ein stationär

ergodischer Markovprozeß mit stationärer Verteilung π, die folgende Eigenschaft be-
sitzt: ∀ i ∈ N ist π({i}) = 1

2i . Es gilt allerdings: ∀ n ∈ N ∃ i, j ∈ N mit q
(n)
ij = 0.

Somit schließen wir aus Bemerkung (2.), dass X nicht Ψ-mischend ist.

Behauptung:
X ist ϕ-mischend.

Beweis:
X erfüllt die Voraussetzungen aus Satz 39, denn man setze dort µ = π, ν = 1, δ = 1

2
so-

wie C = {1}. Dann folgt ∀ A ∈ 2N, i ∈ N : |p(n)(i, A)−π(A)| ≤ [1− 1
2
· 1

2
]n−1 −→

n →∞ 0.
Unter Beachtung von Bemerkung (1.) folgt die Behauptung.
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Kapitel V
Bedingte und unbedingte Konvergenz asymptotischer Martingale

Innerhalb dieses Kapitels wird das Verhalten asymptotischer Martingale bezüglich
der Umordnung ihrer Zuwächse hinsichtlicher der [P ]-f.s., der stochastischen Konver-
genz und der Lp-Konvergenz untersucht. Zunächst einmal stellen wir einige grund-
legende Begriffsbildungen und Resultate für asymptotische Martingale zusammen.
Innerhalb dieses Kapitels sei (S, F, N0) ein an die kanonische Filtration adaptier-

ter Partialsummenprozeß, d.h. Sn =
n∑

k=0

Xk ∀ n ∈ N0 und F = {Fn}n∈N0 mit

Fn = σ(X0, . . . , Xn) ∀ n ∈ N0. Da wir in späteren Abschnitten Resultate für Prozesse
(S, F, N0) in Hilberträumen bzw. Banachräumen formulieren werden, führen wir fol-
gende allgemeine Definition ein.

Definition 20:

(1.) Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, F, N0) ein darauf definier-
ter stochastischer Prozeß mit Werten in einem Banachraum (E, || · ||). Ist der
Prozeß (S, F, N0) aus L1(Ω,F , P ), so heißt S asymptotisches Martingal, falls
das Netz (E[Sτ ])τ∈Σ in (E, || · ||) konvergiert. Hierbei ist Σ die Menge aller be-
schränkten Stoppzeiten bezüglich F. Σ wird zu einer gerichteten Menge durch
die Definition: σ, τ ∈ Σ, σ ≤ τ :⇐⇒ σ(ω) ≤ τ(ω) für [P ]-fast alle ω ∈ Ω.

(2.) Ein Prozeß (S, F, N0) aus L1(Ω,F , P ) heißt Martingal, falls ∀ m, n ∈ N0 mit
m ≤ n die Beziehung EFm [Sn] = Sm [P ]- f.s. gilt.

(3.) Ein Prozeß (S, F, N0) aus L1(Ω,F , P ) heißt Quasimartingal, falls die Reihe
∞∑

n=0

E
[
||EFn [Sn+1]− Sn||

]
konvergiert.

Bemerkungen:

(1.) Ist (S, F, N0) ein Martingal oder Quasimartingal, so ist (S, F, N0) schon ein
asymptotisches Martingal.

(2.) Jedes Martingal (S, F, N0) ist trivialerweise ein Quasimartingal.

Satz 40 (Optimal sampling theorem)
Es sei (S, F, N0) ein asymptotisches Martingal mit Werten in (E, || · ||). Ist {σn}n∈N0

eine isotone Folge von Stoppzeiten in Σ, dann ist der Prozeß {Sσk
}k∈N0 ein asympto-

tisches Martingal bezüglich der Filtration {Fσk
}k∈N0.

Beweis: [Edgar & Sucheston, Seite 185]

Definition 21:

Es sei (E, ||·||) ein Banachraum undM := {µ|µ ist Vektormaß von endlicher Variation}
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(E, || · ||) besitze die Radon-Nikodym-Eigenschaft, falls ∀ Wahrscheinlichkeitsräume
(Ω,F , P ) und alle µ ∈ M, µ : F −→ E, mit µ << P gilt: ∃ Bochner-integrierbare
Zufallsvariable X : Ω −→ E mit µ(A) = E[X11A]∀A ∈ F .
X heißt eine Radon-Nikodym-Derivierte von µ bezüglich P .

Definition 22:

Ein Prozeß (S, F, N0) heißt uniformes asymptotisches Martingal, falls S aus L1(Ω,F , P )
ist und folgende Bedingung erfüllt ist: ∀ ε > 0 ∃ m0 ∈ N0 ∀ τ, σ ∈ Σ mit m0 ≤ σ ≤ τ

E
[
||EFσ [Sτ ]− Sσ||

]
< ε.

Bemerkung:
Ist (S, F, N0) ein uniformes asymptotisches Martingal, so ist (S, F, N0) ein asymptoti-
sches Martingal. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Ein Beispiel hierzu findet
man in
[Edgar & Sucheston, Seite 197]. Allerdings sind im reellwertigen Fall beide Begriffs-
bildungen äquivalent.Auf die L1-Beschränktheit von S, sowie der RNE von E kann
in dem folgenden Resultat verzichtet werden, falls S ein uniformes asymptotisches
Martingal ist.

Satz 41 (Riesz-Zerlegung)
Es sei (S, F, N0) ein asymptotisches Martingal mit Werten in (E, || · ||). (E, || · ||)
besitze die Radon-Nikodym-Eigenschaft. Ist sup

n∈N0

E||Sn|| < +∞, so existiert eine [P ]-

f.s. eindeutige Zerlegung Sn = Mn+Zn ∀ n ∈ N0. Hierbei ist (M, F, N0) ein Martingal
und (Z, F, N0) erfüllt die Bedingung: lim

n→∞
||E[Zn11A]|| = 0 ∀ A ∈

⋃
m∈N0

Fm.

Beweis: [Edgar & Sucheston, Seite 193]

Bemerkung:
Ist S ein uniformes asymptotisches Martingal, so konvergiert das Netz (Zσ)σ∈Σ [P ]-f.s.
und im L1-Sinn.

Im folgenden führen wir eine neue Begriffsbildung im Zusammenhang mit asympto-
tischen Martingalen ein. Darüber hinaus kürzen wir ab nun die Bezeichnung asym-
ptotisches Martingal in amart ab.

Definition 23:

Es sei (S, F, N0) ein amart mit Werten in einem Banachraum (E, || · ||).

(i) Die Folge (X, F, N0) der Zuwächse von S bezeichnen wir mit ADF (Differenzen-
folge eines asymptotischen Martingals).

(ii) (S, F, N0) heiße unbedingtes amart, falls das aus der Riesz-Zerlegung resultie-
rende amartpotenzial unbedingt P -stochastisch konvergiert.
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Satz 42

(1.) Jedes Martingal, Quasimartingal (S, F, N0) mit Werten in einem Hilbertraum
(H, <; >) ist ein unbedingtes uniformes amart.

(2.) Ist (S, F, N0) ein L1 beschränktes Submartingal, Supermartingal mit Werten in
(R, | · |), so ist (S, F, N0) ein unbedingtes amart.

Beweis:
siehe im Anschluß an den Beweis zu Satz 61.

Nicht jedes amart (S, F, N0) ist ein unbedingtes amart. Hierzu geben wir ein ein-
faches Beispiel an.

Beispiel: Es sei (an)n∈N0 eine Folge aus RN0 und (sn)n∈N0 die aus (an)n∈N0 konstruierte
Partialsummenfolge. Konvergiert (sn)n∈N0 , so ist (sn)n∈N0 ein deterministisches amart
und umgekehrt. Man wähle lediglich als Filtration {Fn}n∈N0 die triviale Filtration,
d.h. Fn = {∅, Ω} ∀ n ∈ N0.

(α) Konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

an absolut, so ist (sn)n∈N0 ein unbedingtes amart und

umgekehrt.

(β) Konvergiert hingegen die Reihe
∞∑

n=0

an bedingt, so ist (sn)n∈N0 kein unbedingtes

amart.

Definition 24:

Es sei (S, F, N0) ein Prozeß aus L1(Ω,F , P ) mit Werten in (E, ||·||) und (X, F, N0) die
Folge seiner Zuwächse. Für a ∈ R+ sei τa := inf{n ∈ N0 : ||Sn|| > a} die Eintrittszeit

der Bariere a. (S, F, N0) heiße der Klasse C zugehörig, falls E
[
||Xτa11{τa<+∞}||

]
< +∞

gilt und dies ∀ a > 0.

Satz 43
Es sei (S, F, N0) ein Martingal (Quasimartingal) mit Werten in (E, || · ||) und
sup
n∈N0

E||Sn|| < +∞. Dann ist (S, F, N0) der Klasse C zugehörig.

Beweis:

(1.) Da (S, F, N0) ein Martingal ist, folgt mit Satz 40, dass der gestoppte Prozeß
Sτ = {Sτ∧n}n∈N0 ebenfalls ein Martingal ist und das für jede Stoppzeit τ . Defi-
nieren wir A := {τ < +∞}, so folgt: ∃ [P ]− lim

n→∞
Sτ∧n11A = Sτ11A.
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Es gilt somit:

E
[
||Sτ11{τ<+∞}||

]
= E

[
lim inf

n→∞
||Sτ∧n||11{τ<+∞}

]
Fatou
≤ lim inf

n→∞
E
[
||Sτ∧n||11{τ<+∞}

]
≤ lim inf

n→∞
E
[
||Sτ∧n||

]
.

Da {||Sτ∧n||}n∈N0 ein reellwertiges Submartingal ist, folgt :

E
[
||Sτ∧n||

]
≤ E

[
||Sn||

]
.

Somit gilt sup
n∈N0

E
[
||Sτ∧n||

]
≤ sup

n∈N0

E[||Sn||]

=⇒ E
[
||Sτ11{τ<+∞}||

]
≤ sup

n∈N0

E[||Sn||] < +∞ =⇒ E
[
||Xτ11{τ<+∞}||

]
<+∞.

(2.) Es sei (S, F, N0) ein Quasimartingal.

=⇒ Sn = X0 +
n∑

k=1

(
Xk − EFk−1(Xk)

)
︸ ︷︷ ︸

=:Mn

+
n∑

k=1

EFk−1(Xk)︸ ︷︷ ︸
=:An

∀ n ≥ 1.

=⇒ (M, F, N0) mit M0 = 0 ist ein Martingal und sup
n∈N0

E[||Mn||] < +∞, da

sup
n∈N0

E[||Sn||] < +∞ und
∞∑

k=1

E
[
||EFk−1(Xk)||

]
< +∞. Somit gilt für eine be-

liebige Stoppzeit τ gemäß (1.) E
[
||Mτ ||11{τ<+∞}

]
< +∞. Wir bezeichnen die

Zuwächse von (A, F, N0) mit (Y , F, N0). Da (S, F, N0) ein Quasimartingal ist,

folgt:
∞∑

n=1

||Yn|| < +∞ [P ]-f.s. und
∞∑

n=1

E||Yn|| < +∞. Ist demnach τ eine Stopp-

zeit bezüglich F, so gilt:

E
[
||Yτ11{τ<+∞}||

]
= E

[ ∞∑
n=0

||Yn11{τ=n}||
]
≤

∞∑
n=0

E||Yn|| < +∞.

=⇒ E
[
||Yτ11{τ<+∞}||

]
< ∞ und E

[
||∆Mτ11{τ<+∞}||

]
< +∞, wobei

∆Mn = Mn −Mn−1.

Somit folgt unter Verwendung der Doob-Zerlegung, dass die Folge (X, F, N0)

der Zuwächse von (S, F, N0) der Beziehung E
[
||Xτ11{τ<+∞}||

]
< +∞ genügen.

2

Bemerkung:
Analog zeigt man, dass ein L1-beschränktes reellwertiges Submartingal (Supermartin-

gal) aus der Klasse C ist. Auch hier gilt für τ die Beziehung E
[
||Xτ11{τ<+∞}||

]
< +∞

Allgemeiner kann man für die Klasse uniformer amarts folgendes Resultat formulieren.
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Satz 44
Es sei (S, F, N0) ein banachraumwertiges uniformes amart mit sup

n∈N0

E||Sn|| < +∞.

Dann ist (S, F, N0) ein Prozeß aus der Klasse C.

Beweis:

(1.) (S, F, N0) ist ein amart, somit folgt unter Verwendung von Satz 41 :
S = M + Z, wobei (M, F, N0) ein Martingal und (Z, F, N0) ein amartpotenzial
ist und das Netz {Zτ}τ∈Σ [P ]-f.s. und im L1-Sinn konvergiert.
Somit gilt insbesondere sup

n∈N0

E||Zn|| < +∞. Daher ist das Martingal (M, F, N0) L1-

beschränkt.
(||Mn||)n∈N0

ist ein L1-beschränktes nichtnegatives Submartingal und wir können
auf sup

σ∈Σ
E||Mσ|| < +∞ schließen.

Aus der L1-Konvergenz von {Zτ}τ∈Σ erhalten wir sup
σ∈Σ

E||Zσ|| < +∞

=⇒ sup
σ∈Σ

E||Sσ|| < +∞ (Man beachte die Riesz-Zerlegung).

(2.) Es gilt Sτa∧n(ω)11{τa<+∞} −→
n →∞ Sτa(ω)11{τa<+∞}.

Mit dem Lemma von Fatou ergibt sich die Abschätzung
E||Sτa11{τa<+∞}|| ≤ lim inf

n→∞
E||Sτa∧n11{τa<+∞}||

≤ lim inf
n→∞

E||Sτa∧n|| ≤ sup
σ∈Σ

E||Sσ|| < +∞

=⇒ E||Xτa11{τa<+∞}|| < +∞ ∀a > 0.
=⇒ Behauptung.

2

Bemerkungen:

(1.) Wir werden an späteren Beispielen nachweisen, dass die Klasse asymptotischer
Martingale (S, F, N0) aus C eine echte Oberklasse der L1-beschränkten amarts
ist. D. h., es gibt amarts (S, F, N0) mit sup

n∈N0

E||Sn|| = +∞, die der Klasse C

zugehörig sind.

(2.) Es wird sich herausstellen, dass [P ]∗-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe, in
der Situation von Martingalen, im allgemeinen keine unbedingte [P ]∗-f.s. Kon-
vergenz impliziert.

Wir kommen nun zu einem Satz, der die Frage der bedingten und unbedingten [P ]∗-f.s.
-bzw. P -stochastischen Konvergenz für unbedingte amarts klärt. Die Voraussetzungen
können im allgemeinen nicht mehr abgeschwächt werden, wie wir später an Beispielen
sehen werden.
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Satz 45
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges unbedingtes amart aus der Klasse C. Erfüllt das
amart (S, F, N0) die Bedingung sup

n∈N0

|Sn| < +∞ [P ]-f.s., so gelten folgende Aussagen:

(1.) (S, F, N0) konvergiert unbedingt P -stochastisch.

(2.) (S, F, N0) konvergiert [P ]∗-f.s. mit unbedingter Summe,

aber im allgemeinen nicht unbedingt [P ]∗-f.s. .

Beim Beweis unserer obigen Behauptung verwenden wir ein auch für sich alleine gese-
henes interessantes Zerlegungsresultat für L1-beschränkte Martingale. Dieses Resultat
stammt von R.F. Gundy.

Satz 46 (Gundy)
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges Martingal mit sup

n∈N0

E|Sn| < +∞. Dann existieren

∀ K > 0 Martingale (TK , F, N0), (U
K , F, N0), (V

K , F, N0) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(1.) Sn = TK
n + UK

n + V K
n [P ]-f.s. ∀ n ∈ N0.

(2.) P
({

sup
n∈N0

∣∣∣TK
n

∣∣∣ > 0
})

≤
sup

n∈N0

E|Sn|

K

(3.) E
[ ∞∑

n=1

∣∣∣UK
n − UK

n−1

∣∣∣] ≤ 4 · sup
n∈N0

E|Sn|

(4.) sup
n∈N0

E
[
V K

n

]2
≤ 2 ·K sup

n∈N0

E|Sn|

Beweis: [Stout, almost sure convergence,Page44]

Nun sind wir in der Lage Satz 45 zu beweisen.

Beweis:

(1.) Es sei (S, F, N0) ein L1-beschränktes Martingal, dann folgt mit Satz 42, dass
(S, F, N0) ein unbedingtes amart aus der Klasse C ist.

Definieren wir ΩK :=
{

ω ∈ Ω : sup
n∈N0

∣∣∣TK
n (ω)

∣∣∣ = 0
}

Satz 46 (2.)
=⇒ Ω =

⋃
K∈N

ΩK [P ]-

f.s. . Sei ε > 0 festgewählt =⇒ ∃ Kε ∈ N mit P (ΩKε) > 1 − ε und das gemäß
Satz 46 zu Kε existierende Martingal (TKε , F, N0) erfüllt die Bedingung:
TKε

n (ω) = 0 ∀ n ∈ N0 ∀ ω ∈ ΩKε . Somit ist (TKε , F, N0) auf ΩKε trivialerweise
absolut [P ]-f.s. konvergent. Das Martingal (UKε , F, N0) genügt gemäß Satz 46
(3.) und der L1-Beschränktheit von (S, F, N0) der Beziehung:

E
[ ∞∑

n=1

∣∣∣UKε
n − UKε

n−1

∣∣∣] < +∞. Hieraus folgt die absolute [P ]-f.s. Konvergenz
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von (UKε , F, N0). Das L2-Martingal (V Kε , F, N0) ist wegen (4.) in Satz 46 und
sup
n∈N0

E|Sn| < +∞ L2-beschränkt. Da V Kε paarweise orthogonale Zuwächse be-

sitzt und sup
n∈N0

E
[
V Kε

n

]2
< +∞ gilt, folgt die unbedingte L2-Konvergenz und

somit die unbedingte P -stochastische Konvergenz von (V Kε , F, N0).
Somit folgt aus Satz 46 (1.) in Verbindung mit den obigen Überlegungen,
dass (S, F, N0) auf ΩKε unbedingt P -stochastisch konvergiert. Da ε > 0 be-
liebig gewählt war, folgt aufgrund von Ω =

⋃
K∈N

ΩK [P ]-f.s. die unbedingte P -

stochastische Konvergenz von (S, F, N0) auf Ω. Gemäß dem Doob’schen Konver-

genzsatz konvergiert (S, F, N0) [P ]-f.s. . Ist somit g ∈ UN0 , so dass
∞∑

n=0

Xg(n) [P ]-

f.s. konvergiert, dann gilt:

P
({ ∞∑

n=0

Xg(n) =
∞∑

n=0

Xn

})
= 1, da (S, F, N0) unbedingt P -stochastisch kon-

vergiert.

(2.) Es sei (S, F, N0) ein unbedingtes amart mit sup
n∈N0

E|Sn| < +∞. Gemäß Satz 41

existieren [P ]-f.s. eindeutig bestimmte Prozesse (M, F, N0) und (Z, F, N0) mit
Sn = Mn + Zn ∀ n ∈ N0, wobei (M, F, N0) ein Martingal ist und (Z, F, N0) die
Eigenschaft besitzt, dass das Netz (Zσ)σ∈Σ [P ]-f.s. und im L1-Sinn konvergiert.
(Z, F, N0) konvergiert gemäß der Definition eines unbedingten amarts unbedingt
P -stochastisch.

(3.) (S, F, N0) ist aus der Klasse C mit sup
n∈N0

|Sn| < +∞ [P ]-f.s. .

Für ein festgewähltes a > 0 betrachten wir die Stoppzeit
τa = inf{n ∈ N0 : |Sn| > a}. Unter Verwendung von Satz 40 sieht man, dass

Sτa =
(
Sτa∧n

)
n∈N0

ein amart ist.

Behauptung:
Sτa ist L1-beschränkt.

Beweis:
∀ n ∈ N0 gilt:∣∣∣Sτa∧n

∣∣∣ =
n∑

m=0

∣∣∣Sm

∣∣∣11{τa=m} +
∣∣∣Sn

∣∣∣11{τa>n}

=⇒ E
[∣∣∣Sτa∧n

∣∣∣] = E(
n∑

m=0

[∣∣∣Sm

∣∣∣11{τa=m}

]
) + E

[∣∣∣Sn

∣∣∣11{τa>n}

]
≤ E(

n∑
m=0

[∣∣∣Sm

∣∣∣11{τa=m}

]
) + a

=⇒ sup
n∈N0

E
[∣∣∣Sτa∧n

∣∣∣] ≤ sup
n∈N0

E(
n∑

m=0

[∣∣∣Sm

∣∣∣11{τa=m}

]
) + a

≤ E(
∣∣∣Sτa

∣∣∣11{τa<+∞}) + a

≤ E(
∣∣∣Sτa−1

∣∣∣11{τa<+∞}) + E(
∣∣∣Xτa

∣∣∣11{τa<+∞}) + a
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≤ 2a + E(
∣∣∣Xτa

∣∣∣11{τa<+∞}) < +∞
Aus dem Konvergenzsatz für L1-beschränkte amarts erhalten wir:

∃ [P ]− lim
n→∞

Sτa∧n =: Sτa
∞ und Sτa

∞ ∈ L1(Ω,F , P ).

Aus sup
n∈N0

|Sn| < +∞ [P ]-f.s. folgt: Ω =
⋃

a∈N
{τa = +∞}[P ]-f.s. . (∗)

Auf {τa = +∞} gilt: (Sn)n∈N0 =
(
Sτa∧n

)
n∈N0

(∗)
=⇒ (Sn)n∈N0 konvergiert [P ]-f.s. .

Aus der Riesz-Zerlegung von (S, F, N0) folgt:
Sτa = M τa + Zτa [P ]-f.s., wobei M τa das aus Stoppen von M durch τa resultieren-
de Martingal ist. Zτa ist L1-konvergent und somit L1-beschränkt. Aus der obigen
Überlegung wissen wir, dass Sτa ebenfalls L1-beschränkt ist. Somit ist aber M τa L1-
beschränkt.

(1.)
=⇒ M τa konvergiert unbedingt P -stochastisch und ist darüber hinaus [P ]-f.s. kon-
vergent.

Es gilt
{

Mτa∧n

}
n∈N0

= {Mn}n∈N0 auf {τa = +∞}.
Somit konvergiert (M, F, N0) unbedingt P -stochastisch auf {τa = +∞} ∀ a > 0.

(∗)(2.)
=⇒ (S, F, N0) konvergiert unbedingt P -stochastisch und [P ]∗-f.s. mit unbedingter

Summe. 2

Bemerkung:
Ist (S, F, N0) ein reellwertiges Submartingal (Supermartingal) aus der Klasse C mit
sup
n∈N0

|Sn| < +∞ [P ]−f.s., so gelten ebenfalls die Aussagen aus Satz 45.

Die Zugehörigkeit zur Klasse C eines unbedingten amarts (S, F, N0) ist zwar gemäß
Satz 45 hinreichend, aber keineswegs notwendig für eine unbedingte P -stochastische
Konvergenz von S. Man kann sogar ein Martingal (S, F, N0) konstruieren, welches
absolut [P ]-f.s. konvergiert, aber für das sup

n∈N0

E|Sn| = +∞ gilt.

Beispiel 1
Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) = ([0, 1],B ∩ [0, 1], λ|B∩[0,1]|).
Wir definieren darauf folgenden Partialsummenprozeß (S, F, N0) :

F = {Fn}n∈N0 sei erklärt über F0 = {∅, Ω},Fn = σ
({[

0, 1
2n

[
, . . . ,

[
2n−1
2n , 1

]})
∀ n ≥

1.

S0 := 0 [P ]-f.s. und S1 := 2011[0, 1
2
[ − 2011[ 1

2
,1], sowie

Sn := 4n−111[0, 1
2n [ − 22n−311[ 1

2n , 2
2n [ − Sn−111[ 2

2n ,1] (n ≥ 2)

(1.) {Sn}n∈N0 ist an {Fn}n∈N0 adaptiert und integrierbar.
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(2.) (S, F, N0) ist ein Martingal, denn∫
[0, 1

2n [

Sn+1dP =

∫
[0, 1

2n [

SndP ∀ n ∈ N

Man rechnet nämlich folgendes nach:∫
[0, 1

2n [

Sn+1dP = 4n
∫

[0, 1
2n [

11[0, 1
2n+1 [dλ− 22(n+1)−3

∫
[0, 1

2n [

11[ 1
2n+1 , 2

2n+1 [ dλ−

∫
[0, 1

2n [

Sn11[ 2
2n+1 ,1] dλ

=
[2/2n+1, 1] ∩ [0, 1

2n [= ∅ 4nλ
([

0, 1
2n+1

[)
−22n−1λ

([
1

2n+1 , 2/2
n+1
[)

= 4n·2(n+1)−22n−1·2−(n+1)

= 2−(n+1)
(
22n − 1

2
22n
)

= 1
2
· 22n · 2−(n+1) = 1

2
· 2n−1 = 2n−2

=

∫
[0, 1

2n [

4n−111[0, 1
2n [dλ

︸ ︷︷ ︸
=4n−1·2−n

−
∫

[0, 1
2n [

22n−311[ 1
2n , 2

2n [dλ

︸ ︷︷ ︸
=0

−
∫

[0, 1
2n [

Sn−211[ 2
2n ,1]dλ

︸ ︷︷ ︸
=0

=
∫

[0, 1
2n [

SndP

Aufgrund der Konstruktion der Filtration F und des Prozesses S ist (S, F, N0)
ein Martingal.

(3.) sup
n∈N0

E|Sn| = +∞, denn

E|Sn| = E
∣∣∣4n−111[0, 1

2n [ − 22n−311[ 1
2n ,2/2n[ − Sn−111[2/2n,1]

∣∣∣
= 4n−1λ([0, 1

2n [) + 22n−3λ([ 1
2n , 2/2n[) + E|Sn−111[2/2n,1]|

≥ 4n−1λ([0, 1
2n [) + 22n−3λ([ 1

2n , 2/2n[)

= 22n−2 · 2−n + 22n−3 · 2−n = 2n−2 + 2n−3 ≥ 2n−2 ∀ n ≥ 2

=⇒ sup
n

E|Sn| ≥ sup
n

(2n−2) = +∞.

(4.) Das Martingal (S, F, N0) konvergiert absolut [P ]-f.s. und somit absolut P -stochastisch.

Begründung:
Für ein festewähltes N ∈ N definieren wir GN := [2/2N , 1].

=⇒ P (GN) = λ([2/2N , 1]) = 2N−2
2N

−→
N →∞ 1.

Es gilt: Ω =
⋃

N∈N
GN . Betrachten wir das Martingal (S, F, N0) auf GN , wobei

N ∈ N festgewählt sei.
Wir erhalten ∀ ω ∈ GN ∀ n > N : S

(ω)
n − S

(ω)
n−1 = 0

=⇒ S konvergiert absolut in ω ∈ GN .
Da N ∈ N beliebig gewählt war und Ω =

⋃
n∈N

GN gilt, folgt somit die absolute

[P ]-f.s. Konvergenz des Prozesses (S, F, N0).
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(5.) (S, F, N0) ist in diesem Beispiel der Klasse C zugehörig und aufgrund von (4.)
gilt: sup

n∈N0

|Sn| < +∞ [P ]-f.s. .

Es sei τa = inf{n ∈ N0| |Sn| > a}, wobei a > 0 festgewählt ist. Aus der
Konstruktion des Prozesses folgt: ∃ Na ∈ N0∀n > Na∀ω ∈ [0, 2/2Na [ gilt |Sn| >
a. Wir erhalten {τa = ∞} ⊇ {τa > Na} und somit {τa < ∞} ⊆ {τa ≤ Na}.
Hieraus erhalten wir die Abschätzung E|Sτa11{τa<+∞}| ≤ E|SNa11{τa<+∞}| ≤
E|SNa| < +∞.
Also gilt insbesondere E|Xτa11{τa<+∞}| < +∞.

Beispiel 2
Wir betrachten wiederum den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1];B∩ [0, 1]; λ|B∩[0,1]). Die

Familie der Mengen {An,i}1≤i≤2n,n∈N0 sei definiert durch An,i :=
]

i−1
2n , i

2n

]
.

Die Folge (Xk)k∈N von Zufallsvariablen sei definiert durch:

X2m+1(ω) =


2m/2, 0 < ω < 2−(m+1)

−2m/2, 2−(m+1) < ω < 2−m, m ∈ N
0, sonst

X2m+j(ω) = X2m+1(ω − j−1
m

), j = 1, . . . , 2m.

X heißt Haar’sches Orthogonalsystem, denn: EXk = 0 ∀ k,EX2
k = 1 ∀ k und

E[XkX`] = 0 ∀ k, ` ∈ N mit k 6= `. Die Filtration F sei die kanonische Filtration zu
X.
Bekanntlich ist (X, F, N) eine MDF aus L2(Ω,F , P ).

Bezeichnen wir mit M den linearen Raum der Fk- messbaren Zufallsvariablen aus
L2(Ω,F , P ), so ist bekanntlich die orthogonale Projektion eines Z ∈ L2(Ω,F , P ) auf
M gegeben durch:

EFk(Z) =
k∑

`=1

< Z, X` > X` mit < Z, X` >:= E[ZX`] ∀ `.

Der Prozeß {EFk(Z)}k∈N ist ein an F adaptiertes L2-Martingal. Es gilt:

sup
n∈N

E
∣∣∣EFn(Z)

∣∣∣2 < +∞, da Z ∈ L2(Ω,F , P ) ist.

Somit folgt mit Satz 45, dass dieser Prozeß unbedingt P -stochastisch und [P ]∗-f.s.
mit unbedingter Summe konvergiert.

Der Prozeß (S, F, N) konvergiert allerdings im allgemeinen nicht unbedingt [P ]∗-f.s..
Unter Verwendung des folgenden Satzes können wir diese Behauptung nachweisen.
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Satz 47
Es sei (Xk)k∈N das Haar’sche Orthogonalsystem.

Ferner sei (ak)k∈N eine Folge reeller Zahlen. Dann konvergiert die Haar-Reihe
∞∑

n=1

anXn

unbedingt [λ]∗-f.ü. genau dann, wenn
∞∑

n=1

anXn absolut [λ]-f.ü. konvergiert.

Beweis: [Khasin, Orthogonal-Series, Seite 93]
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Es sei für festgewähltes k ∈ N {Xk,i}2k

i=1 der k-te Block des Haar’schen Orthogonal-

systems, d.h. Xk =
2k∑
i=1

Xk,i.

Wir betrachten nun die Haar-Reihe
∞∑

k=1

(
1

2k/2k

2k∑
i=1

Xk,i

)
=

∞∑
k=1

1
2k/2k

Xk.

Aus der Konstruktion des Haar’schen ONS folgt: |Xk| = 2k/2[λ]-f.ü. ∀ k ∈ N.

=⇒
∞∑

k=1

∣∣∣ 1
2k/2k

Xk

∣∣∣ =
∞∑

k=1

1
k

= +∞.

Somit konvergiert
∞∑

k=1

1
2k/2k

Xk gemäß Satz 47 bedingt [P ]∗-f.s. .

Andererseits genügt die Folge
{

1
2k/2k

}
k∈N

der Bedingung
∞∑

k=1

(
1

2k/2k

)2

< +∞. Das

Haar’sche Orthogonalsystem ist vollständig und
{

1
2k/2k

}
k∈N

∈ `2(N). Aus dem Satz

von Riesz-Fischer können wir somit auf die Existenz einer Zufallsvariablen Z ∈
L2(Ω,F , P ) schließen mit:

< Z, Xk >=
1

2k/2k
∀ k ∈ N.

Somit ist die obige Haar-Reihe die Fourierentwicklung einer Zufallsvariablen Z ∈
L2(Ω,F , P ) nach diesem ONS. Das Martingal

{ n∑
k=1

1
2k/2k

Xk

}
k∈N

konvergiert somit

unbedingt P -stochastisch und [P ]∗-f.s. mit unbedingter Summe.

Dieses Beispiel zeigt, dass bedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz reellwertiger Prozesse (S, F, N0)
mit stochastisch abhängigen Zuwächsen (X, F, N0) nicht zwangsläufig [P ]∗-f.s. be-
dingter Summe konvergieren. Die Situation stochastisch unabhängiger reellwertiger

Zufallsvariablen (Xn)n∈N0 bzw. die bedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Xn

ist auf Martingaldifferenzenfolgen (Xn)n∈N0 nicht übertragbar. Wir werden jedoch
ein hinreichendes Kriterium für die unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz von Martingalen
(S, F, N0) angeben. Das Beispiel (1.) oben belegt, dass die Klasse der L1-beschränk-
ten unbedingten amarts eine echte Teilklasse der zur Klasse C gehörigen unbedingten
amarts ist. Die [P ]∗-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe liegt im allgemeinen
nicht mehr vor, falls (S, F, N0) /∈ C ist. Insbesondere erhält man dann auch bedingte
P -stochastische Konvergenz, die auch eine mit bedingter Summe sein kann. Es gilt
nämlich folgender Satz.

Satz 48
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Dann existiert zu jeder bedingt kon-

vergenten Reihe
∞∑

n=0

an reeller Zahlen ein unbedingtes amart mit

P

{
∞∑

n=0

Xn =
∞∑

n=0

an

}
> 0. Insbesondere konvergiert (S, F, N0) [P ]∗-f.s. mit bedingter

Summe.

Beweis:

Es sei (an)n∈N0 eine Folge aus R mit der Eigenschaft, dass
∞∑

n=0

an bedingt konvergiert.
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Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, definiert auf (Ω,F , P ) mit
P ({X0 = −1}) = 1 und P ({Xn = −1}) = 1− 1

2n , sowie P ({Xn = 2n−1}) = 1
2n ∀ n ∈

N. Ferner sei F0 = {∅, Ω} und Fn = σ(X0, . . . , Xn) ∀ n ∈ N.

Es sei τ := inf{n ∈ N0|Xn 6= −1}, dann ist τ eine Stoppzeit bezüglich F und es
gilt:

P ({τ = +∞}) = P (
⋂

n∈N0

{Xn = −1}) =
∏

n∈N0

P ({Xn = −1}) =
∞∏

n=1

(1− 1

2n
) > 0

[Das unendliche Produkt konvergiert absolut, da
∞∑

n=0

1
2n < +∞ ist.]

Definieren wir den Partialsummenprozeß S über: Sn =
n∑

k=0

akXk11{τ≥k}, n ∈ N0, so

folgt die Adaptiertheit von S an F und die Integrierbarkeit unmittelbar aus der Kon-
struktion von S. Ferner gilt ∀ n ∈ N : EXn = 0 und EX0 = −1. Für beliebig, aber
festgewähltes n ∈ N0 gilt:

EFn [Sn+1] = EFn

[ n+1∑
k=0

akXk11{τ≥k}

]
= Sn + EFn

[
an+1Xn+111{τ≥n+1}

]
= Sn + an+111{τ≥n+1}E

Fn [Xn+1] =
(Xn)n∈Nu.a.

Sn + an+111{τ≥n+1} E[Xn+1]︸ ︷︷ ︸
=0

= Sn [P ]

Somit ist (S, F, N0) ein Martingal und gemäß Satz 42 ein unbedingtes amart. (S, F, N0)
konvergiert [P ]∗-f.s. mit bedingter Summe, denn:

(i) P
({ ∞∑

n=0

anXn11{τ≥n} =
∞∑

n=0

an

})
= P ({τ = +∞}) > 0

=⇒ (S, F, N0) konvergiert mit bedingter Summe auf {τ = +∞}.

(ii) Andererseits gilt auf der Menge {τ < +∞}:
zu ω ∈ {τ < +∞} ∃ Nω ∈ N mit Xn(ω)11{τ(ω)≥n} = 0 ∀n > Nω

=⇒
∞∑

n=0

akXk(ω)11{τ(ω)≥n} =
Nω∑
n=0

akXk(ω)

Somit konvergiert (S, F, N0) absolut in ω auf {τ < +∞}. Aus (i) und (ii) erhal-
ten wir somit die Behauptung. 2

Bemerkung:
Die Konstruktion des Martingals in Satz 48 zeigt allerdings auch, dass die Zugehörig-
keit zur Klasse C eines unbedingten amarts nicht notwendig ist, für eine [P ]∗-f.s.
Konvergenz mit unbedingter Summe oder auch eine unbedingte P -stochastische Kon-
vergenz. Wir geben nun noch ein zweites Beispiel eines Martingals (und somit eines
unbedingten amarts) an, welches aus der Klasse C ist, aber sup

n∈N0

E|Sn| = +∞ gilt.

Die Konstruktionsidee ist hier eine andere.
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Beispiel:
Wir betrachten wiederum als Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) = ([0, 1],B ∩ [0, 1];
λ|B∩[0,1]).
Es sei f ∈ C([0, 1 − ε[) ∀ ε > 0 und f : [0, 1] −→ R+

0 streng monoton wachsend,
f /∈ L1. Wir definieren I0 := ∅ und In := [0, 1− 1

n
]∀ n ∈ N. Mit (Sn)n∈N0 sei folgender

stochastische Prozeß definiert:

S0 = 0 [P ]− f.s. undSn = f11[0,1− 1
2n [ + cn11[1− 1

2n ,1]∀ n ∈ N.

Hierbei sei die Folge (cn)n∈N definiert über cn := −2nE
[
f11[0,1− 1

2n [

]
. Für die Folge

X = {Xn}n∈N0 der Zuwächse von S gilt somit:

X0 = 0, Xn+1 = f11[0,1− 1
2n+1 ] + cn+111[1− 1

2n+1 ,1] − f11[0,1− 1
2n [ − cn11[1− 1

2n ,1]

=⇒ Xn+1 = f
(
11[0,1− 1

2n+1 [ − 11[0,1− 1
2n [

)
+ cn+111[1− 1

2n+1 ,1] − cn11[1− 1
2n ,1]

= −f · 11[1− 1
2n+1 ,1− 1

2n [ + 2n11[1− 1
2n ,1] − 2n+111[1− 1

2n+1 ,1]

=⇒ |Xn+1| ≤ f11[1− 1
2n+1 ,1− 1

2n [ + 2n+211[1− 1
2n ,1]∀ n ∈ N0

=⇒ Xn ∈ L1(Ω,F , P )∀ n ∈ N0. Somit ist S ∈ L1(Ω,F , P ).

Es sei F0 = {∅, Ω} und Fn = σ(X0, . . . , Xn)∀ n ∈ N, so ist S an F = {Fn}n∈N0

adaptiert. Ferner gilt die Beziehung:

EFn [Sn+1] = EFn

[
f11[0,1− 1

2n+1 [ + cn+111[1− 1
2n+1 ,1]

]
= EFn

[
f11[0,1− 1

2n [ + f11[1− 1
2n ,1− 1

2n+1 [ + cn+111[1− 1
2n+1 ,1]

]
= f11[0,1− 1

2n [ + EFn

[
f11[1− 1

2n ,1− 1
2n+1 [

]
+ cn+1 · EFn

[
11[1− 1

2n+1 ,1]

]
Hierbei ist cn+1 = −2n+1E

[
f11[0,1− 1

2n+1 [

]
∀ n ∈ N0.

(α) EFn

[
f11[1− 1

2n ,1− 1
2n+1 [

]
= dn11[1− 1

2n ,1] aufgrund der Konstruktion von Fn.

=⇒ E
[
EFn

[
f11[1− 1

2n ,1− 1
2n+1 [

]]
= dn · E

[
11[1− 1

2n ,1]

]
= dn · 1

2n

(β) E
[
EFn

[
f11[1− 1

2n ,1− 1
2n+1 [

]]
= E

[
f11[1− 1

2n ,1− 1
2n+1 [

]
E
[
f11[0,1− 1

2n+1 [

]
− E

[
f11[0,1− 1

2n [

]
= − cn+1

2n+1 + cn

2n

(α), (β)
=⇒

dn

2n = − cn+1

2n+1 + cn

2n ⇐⇒ dn = − cn+1

2
+ cn

=⇒ EFn [Sn+1] = f · 11[0,1− 1
2n [ + (cn − cn+1

2
+ cn+1

2
)11[1− 1

2n ,1]
Def.
=

Sn[P ]
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=⇒ (S, F, N0) ist ein Martingal und somit ein unbedingtes amart.

Aus der Beziehung Sn = f · 11[0,1− 1
2n [ + cn11[1− 1

2n ,1] ∀ n folgt:

∃ [P ]− lim
n→∞

Sn = f.

E|Sn| = E
[
f11[0,1− 1

2n [

]
+ |cn| · E

[
11[1− 1

2n ,1]

]
∀ n ∈ N.

=⇒ sup
n∈N0

E|Sn| = +∞, da f /∈ L1(Ω,F , P ).

Der Prozeß (S, F, N0) konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. .

Begründung:
Zu ε > 0 ∃Nε ∈ N mit P ({[0, 1− 1

2Nε [}) > 1− ε.
Ferner gilt ∀ ω ∈ [0, 1− 1

2Nε [ ∀ n ≥ Nε : Sn(ω) = f(ω)

=⇒ ∀ ω ∈ [0, 1− 1
2Nε [ gilt:

∞∑
n=0

Xn(ω) =
Nε∑
n=0

Xn(ω) = f(ω).

Somit konvergiert (S, F, N0) unbedingt [P ]∗-f.s. auf Ωε = [0, 1− 1
2Nε [.

Da ε > 0 beliebig gewählt ist und Ωε ↑ Ω\{1}, ε → 0 gilt, folgt somit die Behauptung.2

Behauptung:
(S, F, N0) ist der Klasse C zugehörig.

Begründung:
Es sei a > 0 festgewählt und τa die zugehörige Eintrittszeit. f ist auf [0, 1[ isoton, ste-
tig mit lim

x→1
f(x) = +∞. Somit existiert ein ωa ∈ [0, 1] mit: 0 ≤ f(ω) ≤ a ∀ ω ∈ [0, ωa].

Hieraus folgt ∀ ω ∈]ωa, 1] : f(ω) > a.

Aus der Konstruktion des Prozesses folgt:
Es existiert ein Ma ∈ N0 mit ∀ n ≥ Ma : [0, ωa] ⊂ [0, 1− 1

2n [. Somit gilt: {τa < +∞} ⊂
{τa ≤ Ma}.

Da
{∣∣∣Sτa∧n

∣∣∣}
n∈N0

ein Submartingal ist, folgt somit:

E
[
|Sτa|11{τa<+∞}

]
≤ E

[∣∣∣SMa

∣∣∣11{τa<+∞}

]
≤ E

[∣∣∣SMa

∣∣∣] < +∞

=⇒ E
[
|Xτa|11{τa<+∞}

]
< +∞.

Da a > 0 beliebig gewählt war, folgt somit die Behauptung. 2

Grundlegend für die Diskussion der bedingten und unbedingten Lp-Konvergenz von
reellwertigen Martingalen, Submartingalen (Supermartingale) sind die folgenden bei-
den Sätze von Burkholder und Davis.
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Satz 49 (Burkholder-Ungleichungen)
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges Martingal. Dann gibt es ∀ p > 1 universelle positive
Konstanten Ap und Bp (unabhängig von S) so, dass ∀ n ∈ N0 gilt:

Ap

∣∣∣∣∣∣( n∑
j=0

X2
j

) 1
2
∣∣∣∣∣∣

p
≤
∣∣∣∣∣∣ n∑

j=0

Xj

∣∣∣∣∣∣
p
≤ Bp

∣∣∣∣∣∣( n∑
j=0

X2
j

) 1
2
∣∣∣∣∣∣

p
.

Hierbei bildet (X, F, N0) die zu (S, F, N0) gehörige MDF.

Beweis: [G.A. Edgar & Sucheston; Stopping Times and Directed Processes; Seite
278]

Satz 50 (Davis-Ungleichung)
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges Martingal. Dann existieren universelle Konstanten
A, B mit 0 < A < B < ∞, so dass

A ·
∣∣∣∣∣∣( n∑

j=0

X2
j

) 1
2
∣∣∣∣∣∣

1
≤
∣∣∣∣∣∣ max

0≤j≤n

j∑
k=0

Xk

∣∣∣∣∣∣
1
≤ B ·

∣∣∣∣∣∣( n∑
j=0

X2
j

) 1
2
∣∣∣∣∣∣

1
,∀ n ∈ N0, gilt.

Beweis: [B. Davis; On the integrability of the martingale square function; Israel Jour-
nal Math. [1970], Seite 187 ff]

Unter Verwendung dieser beiden Resultate in Verbindung mit Satz 1 können wir
folgendes Resultat formulieren.
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Satz 51
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges Martingal aus Lp(Ω,F , P ), mit 1 ≤ p < +∞.

(i) Ist für ein p > 1 die Bedingung sup
n∈N0

E|Sn|p < +∞ erfüllt, so konvergiert

(S, F, N0) unbedingt im Lp-Sinn.

(ii) Ist (S, F, N0) aus L1(Ω,F , P ) und konvergiert der Prozeß im L1-Sinn, dann liegt
schon L1-Konvergenz mit unbedingter Summe vor.

(iii) Erfüllt der Prozeß (S, F, N0) die Bedingung E
[

sup
n∈N0

|Sn|
]

< +∞, so konvergiert

(S, F, N0) unbedingt im L1-Sinn.

Beweis:

(i) Es sei (S, F, N0) ein Martingal aus Lp(Ω,F , P ), so ist |S|p = {|Sn|p}n∈N0 ein
bezüglich F adaptiertes nichtnegatives Submartingal und {|Sn|P}n∈N0 ist gleich-
gradig integrierbar, denn:
Ist {Sn}n∈N0 eine Folge integrierbarer Zufallsvariablen und G = G(t) eine nicht-
negative monoton wachsende Funktion, definiert für t ≥ 0, so dass

lim
t−→∞

G(t)

t
= ∞ und sup

n∈N0

E[G(|Sn|)] < +∞ gelten

=⇒ {Sn}n∈N0 ist gleichgradig integrierbar.

Setzen wir in der obigen Situation G(t) := tp, p > 1, t ≥ 0, so erhalten wir
die Behauptung.

Da {|Sn|p}n∈N0 ein Submartingal ist, welches gleichgradig integrierbar ist, gibt
es ein S∞ ∈ Lp(Ω,F , P ) mit E|Sn − S∞|p −→

n →∞ 0. Insbesondere ist {Sn}n∈N0

eine Lp-Cauchy-Folge.
Somit existiert zu ε > 0 ein Nε ∈ N0 ∀ n, m ≥ Nε mit m ≤ n gilt:∣∣∣∣∣∣ n∑

k=m

Xk

∣∣∣∣∣∣
p

< ε

Der Satz von Burkholder liefert die Abschätzung:∣∣∣∣∣∣( n∑
k=m

X2
k

) 1
2
∣∣∣∣∣∣

p
< ε/Ap ∀ n, m ≥ Nε mit einer von (X, F, N0) unabhängigen

Konstanten Ap > 0.

Ist (Xnk
)k∈N0 eine beliebige Teilfolge von (Xn)n∈N0 , so ist diese wiederum eine

MDF und eine erneute Anwendung der Ungleichungen von Burkholder liefert:

∣∣∣∣∣∣ k∑
j=m

Xnj

∣∣∣∣∣∣
p
≤ Bp

∣∣∣∣∣∣( k∑
j=m

X2
nj

) 1
2
∣∣∣∣∣∣

p
≤ Bp

∣∣∣∣∣∣( N∑
j=M

X2
j

) 1
2
∣∣∣∣∣∣

p
<

Bp

Ap

· ε
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wobei M, N ∈ N0 so gewählt seien, dass N, M ≥ Nε gilt und {nm, . . . , nk} ⊂

{M, . . . , N}. Somit ist die Folge (
N∑

j=0

Xnj
)
N∈N0

eine Lp-Cauchy-Folge und kon-

vergiert daher im Lp-Sinn. Also konvergiert (S, F, N0) unbedingt im Lp-Sinn
gemäß Satz 1.

(ii) Konvergiert (S, F, N0) im L1-Sinn, so gilt insbesondere: sup
n∈N0

E|Sn| < +∞. Da-

mit ist (S, F, N0) ein unbedingtes amart aus der Klasse C und gemäß Satz
45 konvergiert (S, F, N0) unbedingt P -stochastisch. Ist folglich g ∈ UN0 eine

Abbildung, für die die Reihe
∞∑

n=0

Xg(n) L1-konvergiert, gilt schon aufgrund der

unbedingten P -stochastischen Konvergenz die Beziehung:

L1 − lim
n→∞

n∑
k=0

Xk = L1 − lim
n→∞

n∑
k=0

Xg(k).

(iii) Analog zur Argumentation in (i) verläuft der Beweis zur Behauptung (iii) unter
Ausnutzung der Davis-Ungleichungen und Satz 1.

2

Durch Betrachtung des folgenden Beispiels sehen wir, das die Aussage in (ii) von Satz
51 nicht verbessert werden kann. Hat man eine Folge {Xn}n∈N0 von unabhängigen re-
ellwertigen Zufallsvariablen mit EXn = 0 ∀ n ∈ N0, so folgt aus der L1-Konvergenz

mit unbedingter Summe der Reihe
∞∑

n=0

Xn schon die unbedingte L1-Konvergenz. Für

beliebige MDF (X, F, N0) trifft dies nicht zu. Es gibt Martingale (S, F, N0), die be-
dingt L1-konvergieren, aber mit unbedingter Summe konvergent sind.

Beispiel:

Es sei (Ω,F , P ) = ([0, 1];B ∩ [0, 1]; λ|B∩[0,1]) und mit Y
(0)
0 = 11[0,1] sowie {Y (i)

k }2k

i=1,k∈N
betrachten wir das Haar’sche Orthogonalsystem. Dann bildet diese Familie von Funk-
tionen eine MDF bezüglich der kanonischen Filtration (vgl. Beispiel oben). Für eine

Zufallsvariable Z ∈ L1(Ω,F , P ) bildet die Folge der Partialsummen
{

c0,0(Z)Y
(0)
0 +

n∑
k=1

( 2k∑
i=1

ci,k(Z)Y
(i)
k

)}
n∈N

ein Martingal, welches im L1-Sinn konvergiert und gemäß

Satz 45 unbedingt P -stochastisch konvergiert. Die {ci,k(Z)}2k

i=1,k∈N bilden hierbei die
Fourierkoeffizienten der Fourierentwicklung von Z nach dem Haar’schen Funktionen-
system.

Für ein festgewähltes n ∈ N betrachten wir:

Zn := Y
(0)
0 +

n∑
k=0

2k/2Y
(1)
k =⇒ Zn(ω) =

{
2n+1 ; ω ∈]0, 1

2n+1 [

0 ; ω ∈] 1
2n+1 , 1[

=⇒ E|Zn| = 1 ∀ n ∈ N.
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Es sei Z :=
∞∑

µ=1

3−µ
(
Y

(0)
0 +

4µ∑
k=0

2
k
2 Y

(1)
k

)
, dann ist Z wohldefiniert, denn es gilt:

E|Z| ≤
∞∑

µ=1

3−µE
∣∣∣Y (0)

0 +
4µ∑

k=0

2
k
2 Y

(1)
k

∣∣∣ =
∞∑

µ=1

3−µE|Zn|︸ ︷︷ ︸
=1

= 1
2

=⇒ Z ∈ L1(Ω,F , P ).

Somit konvergiert das Martingal
{

c0,0(Z)Y
(0)
0 +

n∑
k=1

( 2k∑
i=1

ci,k(Z)Y
(i)
k

)}
n∈N

im L1-Sinn

und unbedingt P -stochastisch.

Die Reihe
∞∑

p=1

c1,2p(Z)Y
(1)
2p bildet eine Teilreihe der obigen Fourierentwicklung und

es gilt:
∞∑

p=1

c1,2p(Z)Y
(1)
2p =

∞∑
p=1

2pY
(1)
2p .

Diese Teilreihe ist divergent im L1-Sinn, denn:

∣∣∣ [n
2
]∑

p=0

2pY
(1)
2p (ω)

∣∣∣ Def.
≥

der Y
(i)
k

∣∣∣22p −
p−1∑
k=0

2kY
(1)
k (ω)

∣∣∣ ≥ 22p −
p−1∑
k=0

22k ≥ 1
2

22p und zwar

∀ ω ∈
(

1
22p+1 ,

1
22p

) [
Y

(1)
2n (ω) = 0 ∀ ω ∈

(
1

22p+1 ,
1

22p

)
∀ n > p

]
Ferner gilt:

E
∣∣∣ [n

2
]∑

p=0

2pY
(1)
2p

∣∣∣ ≥ [n
2
]∑

p=0

E
∣∣∣( [n

2
]∑

p=0

2pY
(1)
2p

)
11] 1

22p+1 , 1
22p [

∣∣∣
≥

[n
2
]∑

p=0

1
2

22pE
[
11] 1

22p+1 , 1
22p [

]
= 1

2
22p

[n
2
]∑

p=0

1
22p+1 = 1

4

([
n
2

]
+ 1
)

=⇒ sup
n∈N

E
∣∣∣ [n

2
]∑

p=0

2pY
(1)
2p

∣∣∣ = +∞

=⇒
∞∑

p=1

c1,2p(Z)Y
(1)
2p ist L1 − divergent.

Satz 1
=⇒

{
c0,0(Z)Y

(0)
0 +

n∑
k=1

( 2k∑
i=1

ci,k(Z)Y
(i)
k

)}
n∈N

konvergiert bedingt im L1-Sinn,

aber wegen der unbedingten P -stochastischen Konvergenz, im L1-Sinn

mit unbedingter Summe.

Bemerkungen:
Die Ungleichungen in den Sätzen 49 und 50 besitzen auch noch Gültigkeit für Martin-
gale (S, F, N0) mit Werten in Hilberträumen. Beweise hierfür findet man in Arbeiten
von Burkholder [1991], Theorem 3.3., oder auch in einer Arbeit von 1981 (12). Somit
kann man analog zu Satz 42 folgendes Resultat formulieren.

Satz 52
Es sei (S, F, N0) ein Martingal mit Werten in einem Hilbertraum (H, || · ||).
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(i) Ist für ein p > 1 die Bedingung sup
n∈N0

E||Sn||p < +∞ erfüllt, so konvergiert

(S, F, N0) unbedingt im Lp-Sinn.

(ii) Erfüllt der Prozeß (S, F, N0) die Bedingung E
[

sup
n∈N0

||Sn||
]

< +∞, so konver-

giert (S, F, N0) unbedingt im L1-Sinn.

Satz 51 kann nicht ohne weiteres auf die Situation Lp-beschränkter Submartingale
oder Supermartingale ausgedehnt werden. Man könnte dem Verdacht erliegen, den
Doob’schen Zerlegungssatz zu verwenden, um eine unbedingte Lp-Konvergenz reell-
wertiger Submartingale (Supermartingale), im Falle 1 < p < ∞, nachzuweisen. Es
stellt sich allerdings heraus, dass aus der Lp-Beschränktheit eines Supermartingals
(p > 1) nicht auf die Lp-Beschränktheit des aus der Doob-Zerlegung resultierenden
Martingalteils geschlossen werden kann. Das folgende Beispiel belegt diesen Sachver-
halt.

Beispiel:
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, definiert durch:

X0 = X1 = 0 [P ]− f.s., sowie P{Xn = −n} = 1
n3 , P{Xn = 1} = 1

n3 und P{Xn = γn}
= 1− 2

n3 , n ≥ 2

Hierbei sei γn = n−1
n3−2

.

Die Folge (Xn)n∈N0 ist eine MDF, denn EX0 = EX1 = 0 und

EXn = − 1

n2
+

1

n3
+

n− 1

n3 − 2
(1− 2

n3
) = 0 ∀n ≥ 2.

Somit folgt aus der Unabhängigkeit der (Xn)n∈N0 die Behauptung. Das Martingal(
n∑

k=0

Xk

)
n∈N0

ist nicht L2-beschränkt, denn:

EX2
n =

1

n
+

1

n3
+ γ2

n(1− 2

n3
) ≥ 1

n
∀n ≥ 2

=⇒
∞∑

n=0

EX2
n ≥

∞∑
n=2

1
n

= +∞ =⇒ sup
n

E

(
n∑

k=0

Xk

)2

≥
∞∑

n=2

1
n

= +∞.

Es sei (Zn)n∈N eine Folge von Zufallsvariablen mit Z1 = X0, Z2 = X1, sowie Zn =
(n− 1)11{Xn−1=−(n−1)}, falls n ≥ 3.

=⇒
(

n∑
k=1

Zk

)
n∈N

ist ein isotoner, bezüglich der von (Xn)n∈N0 erzeugten Filtration

F adaptierter, vorhersehbarer, Prozeß.

Definieren wir die Partialsummenfolge (Sn)n∈N durch

Sn =
n∑

k=1

Xk +
n∑

k=1

Zk, n ∈ N
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so ist (Sn)n∈N ein Submartingal.

Der Prozeß

(
n∑

k=1

Zk

)
n∈N

ist absolut L1-konvergent, denn:

∞∑
k=1

E|Zk| =
∞∑

k=1

EZk =
∞∑

k=3

(k − 1)P{Xk−1 = −(k − 1)} =
∞∑

k=3

(k − 1)

(k − 1)3
< +∞.

Der Prozeß

(
n∑

k=1

Zk

)
n∈N

ist jedoch nicht L2-beschränkt, denn:

E

(
n∑

k=3

(Zk − EZk)

)2

=
(∗)

n∑
k=3

E(Zk − EZk)
2 =

n∑
k=3

(EZ2
k − (EZk)

2)

=
n∑

k=3

1
k−1

−
n∑

k=3

1
(k−1)4

((∗)(Zk)k∈N sind unabhängig)

Somit erhalten wir sup
n≥3

E

(
n∑

k=3

(Zk − EZk)

)2

≥
∞∑

k=3

1
k−1

= +∞.

Da
∞∑

k=3

EZk < +∞, können wir auf sup
n≥3

E

(
n∑

k=3

Zk

)2

= +∞ schließen.

Das Submartingal (Sn)n∈N ist jedoch L2-beschränkt, denn:

Sn =
n∑

k=1

Xk +
n∑

k=1

Zk =
n∑

k=1

(Xk−1 + Zk) + Xn

=
n∑

k=1

(
11{Xk−1=1} + γk11{Xk−1=γk}

)
+ Xn

(Man beachte, dass X0 = X1 = 0 [P ]-f.s.).

Somit gilt die folgende Abschätzung:

||Sn||2 ≤
n∑

k=1

||11{Xk−1=1}||2 +
n∑

k=1

γk||11{Xk−1=γk}||2 + ||Xn||2

≤
n∑

k=2

1
k3/2 +

n∑
k=2

γk

√
k3−2

k3 + 1
n2 + 1

n3 +
(

n−1
n3−2

)2
(1− 2/n3)

≤
∞∑

k=2

1
k3/2 +

∞∑
k=2

γk + 3 < +∞

=⇒ sup
n∈N

||Sn||2 < +∞

Hilfsüberlegung 3:
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Sn)n∈N0 ein isotoner (mit Wahr-
scheinlickeit 1) Prozeß aus Lp(Ω,F , P ), 1 ≤ p < +∞, der sup

n∈N0

E|Sn|p < +∞ erfüllt.

Dann konvergiert (Sγ
n)n∈N0 im Lp-Sinn ∀ γ ∈ UN0 .
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Beweis:
Bezeichnen wir mit (Xn)n∈N0 die Folge der Zuwächse, d.h. X0 = S0 und Xn =
Sn − Sn−1 für n ≥ 1, so erhalten wir aus der [P ]-f.s. Isotonie von (Sn)n∈N0 , dass
Xn ≥ 0 [P ]-f.s. ∀n ∈ N gilt. Wir nehmen o.b.d.A. an, dass S0 = X0 ≥ 0 [P ]-f.s. gilt.

1. Fall: 1 < p < +∞
Es sei (Xnk

)k∈N0 eine beliebige Teilfolge von (Xn)n∈N0 . Aus der Nichtnegativität der
Zufallsvariablen (Xnk

)k∈N0 erhalten wir mit der Doob’schen Lp-Ungleichung für nicht-
negative Submartingale:

(
E
(

sup
k∈N0

k∑
j=0

Xnj

)p)1/p

≤ p

p− 1
(E(S∞)p)1/p ≤ p

p− 1
sup
k∈N0

(
E
( k∑

n=0

Xn

)p)1/p

< +∞

Hierbei ist S∞ := [P ]− lim
k→∞

k∑
j=0

Xnj
.

Wir erhalten aus der obigen Ungleichung in Verbindung mit der Nichtnegativität

der Folge
( k∑

j=0

Xnj

)
k∈N0

die Lp-Konvergenz der Reihe
∞∑

j=0

Xnj
.

Mit Satz 1 können wir auf die unbedingte Lp-Konvergenz von (Sn)n∈N0 schließen.

2. Fall: p = 1
Aufgrund der Nichtnegativität der (Xn)n∈N0 und sup

n∈N0

ESn < +∞ folgt die absolute

und somit unbedingte L1-Konvergenz unmittelbar aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz. 2

Satz 53
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges Submartingal (Supermartingal) aus Lp(Ω,F , P ), 1 <
p < +∞. Sind folgende Bedingungen

(1.) sup
n∈N0

E|Sn|p < +∞ und (2.) sup
n∈N0

E

(
n∑

k=0

E(Xk+1|Fk)

)p

< +∞ erfüllt,

dann konvergiert (S, F, N0) unbedingt im Lp-Sinn.

Beweis:
Man schließt unter Ausnutzung der Doob-Zerlegung mit Satz 51 in Verbindung mit
der obigen Hilfsüberlegung 3.

Bemerkung:

Ist (S, F, N0) ein reellwertiges Submartingal (Supermartingal) mit E
[

sup
n∈N0

|Sn|
]

<

+∞, so ist (S, F, N0) unbedingt L1-konvergent.

Beweis:

Aus E
[

sup
n∈N0

|Sn|
]

< +∞ schließt man in Verbindung mit dem Satz der monotonen
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Konvergenz auf die unbedingte L1-Konvergenz von
∞∑

n=1

E(Xn|Fn−1). Ferner erhalten

wir dann, unter Ausnutzung der Doob-Zerlegung, für den Martingalteil (M, F, N0)

von (S, F, N0) die Eigenschaft E
[

sup
n∈N0

|Mn|
]

< +∞. Wiederum können wir unter

Verwendung von Satz 51 auf die unbedingte L1-Konvergenz von (S, F, N0) schließen.
2

Im nächsten Resultat geben wir ein hinreichendes Kriterium für die unbedingte [P ]∗-
f.s. Konvergenz L1-beschränkter Martingale an. Hierbei wird auf entsprechende Re-
sultate für Orthogonalreihen zurückgegriffen. Die Methode der Stoppzeiten in Ver-
bindung mit dem Borel-Cantelli Lemma erweist sich dabei ebenfalls als nützlich.
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Satz 54
Es sei (S, F, N0) ein reellwertiges Martingal mit sup

n∈N0

E|Sn| < +∞. Existieren ein

ε > 0 und K > 0 so, dass folgende Bedingungen gelten:

(1.)
∞∑

n=1

(
E
[
Xn11{τK>n} − EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)]2)1−ε

< +∞

(2.)
∞∑

n=1

P
({∣∣∣Xn11{τK>n}∩{τK≤n} − EFn−1

(
Xn11{τK>n}∩{τK≤n}

)∣∣∣ > 0
})

< +∞ ∀ K ≥ K

Dann konvergiert (S, F, N0) unbedingt [P ]∗-f.s. .

Beweis:

Da EFn−1

(
Xn11{τK<n}

)
= 11{τK<n}E

Fn−1(Xn)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0 ∀ n ∈ N gilt, folgt:

n∑
k=0

Xk = X0 +
n∑

k=1

Xk11{τK<k} +
n∑

k=1

(
Xk11{τK=k} − EFk−1

(
Xk11{τK=k}

))
+

+
n∑

k=1

(
Xk11{τK>k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}

))
wobei τK := inf

{
n ∈ N0 :

∣∣∣ n∑
k=0

Xk

∣∣∣ > K
}

.

Die so entstehenden drei Partialsummenprozesse sind gerade die Martingale des Gun-
dy’schen Zerlegungssatzes.

Auf ΩK := {τK = +∞} =
{

sup
n∈N

∣∣∣ n∑
k=1

Xk11{τK<n}

∣∣∣ = 0
}

konvergiert die Reihe

∞∑
k=1

Xk11{τK<+∞} trivialerweise unbedingt [P ]∗-f.s. ∀ K > 0.

Die Reihe
∞∑

k=1

(
Xk11{τK=k} − EFk−1

(
Xk11{τK=k}

))
konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. auf

Ω, da E
[ ∞∑

k=1

∣∣∣Xk11{τK=k}−EFk−1

(
Xk11{τK=k}

)∣∣∣] ≤ 4 · sup
n∈N0

E|Sn| < +∞ ist. Das Mar-

tingal
{ n∑

k=1

(
Xk11{τK>k}−EFk−1

(
X11{τK>k}

))}
n∈N

konvergiert wegen (1.) gemäß Satz

28 unbedingt [P ]∗-f.s..

Es sei K > K =⇒ {τK = +∞} ⊃ {τK = +∞}, d.h. ΩK ⊃ ΩK ∀ K > K.
Analog zu den obigen Argumenten erhält man die unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der

Martingale
{ n∑

k=1

Xk11{τK>k}

}
n∈N

und
{ n∑

k=1

(
Xk11{τK=k} − EFk−1

(
Xk11{τK=k}

))}
n∈N

auf ΩK .

Das Martingal
{ n∑

k=1

(
Xk11{τK>k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}

))}
n∈N

konvergiert unbedingt
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[P ]∗-f.s, denn:∣∣∣(Xk11{τK>k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}

))
−
(
Xk11{τK>k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}

))∣∣∣
=
∣∣∣Xk11{τK>k}∩{τK≤k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}∩{τK≤k}

)∣∣∣
(2.)
=⇒

Borel-Cantelli
∃NK ∈ F mit P (NK) = 0 so, dass ∀ ω ∈ N c

K
: ∃ Nω ∈ N0 ∀ m ≥ Nω :

∞∑
k=m

(
Xk11{τK>k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}

))
(ω) =

∞∑
k=m

(
Xk11{τK>k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}

))
(ω)

=⇒ Behauptung.

Aus sup
n∈N0

E|Sn| < +∞ =⇒ Ω =
⋃

K∈N0
K>K

ΩK [P ]-f.s. und aus den obigen Überlegungen

folgern wir die unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz der Reihe

∞∑
n=0

Xn

2

Bemerkung:
(1.) Die Voraussetzung in (1.) kann man z. B. zu (1.)’ abschwächen.

(1.)’
∞∑

n=1

log2(n)(log log(n + 2))1+εE
[
Xn11{τK>n} − EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)]2
< +∞

(2.) In der Situation reellwertiger unabhängiger Zufallsvariablen {Xn}n∈N0 ,mit EXn =
0 ∀ n ∈ N0, genügt es schon (S, F, N0) aus der Klasse C mit sup

n∈N0

|Sn| < +∞ [P ]-f.s.

zu fordern, um unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz von (S, F, N0) nachzuweisen.

Satz 55
Es sei (X, F, N) eine MDF mit Werten in (H, <; >) und es gelte sup

n∈N
E||Sn|| < +∞.

Es sei τK = inf{n ∈ N
∣∣∣|| n∑

k=1

Xk|| > K}, wobei K > 0 sei. Dann gilt:

E
[ τK−1∑

n=1

< Xn, Xn >
]

+ E
[

< SτK−1, SτK−1 >
]

= 2E
[

< SτK
, SτK−1 >

]
≤ 2K sup

n∈N
E||Sn||

Beweis:

(i) Da das Martingal (S, F, N) [P ]-f.s. konvergiert, sind SτK
bzw. SτK−1 wohlde-

finiert. Ferner gilt aufgrund der Definition von τK ||SτK−1|| ≤ K und somit
erhalten wir die Abschätzung

E
[

< SτK−1, SτK
>
]
≤ E

[
||SτK−1|| · ||SτK

||
]
≤ K ·E

[
||SτK

||
]
≤ K · sup

n∈N
E||Sn||.
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(ii) Es sei n ∈ N festgewählt. Mit X0 := 0 gilt:

< Sn−1, Sn−1 >=
n−1∑
k=1

< Xk, Xk > +2 ·
n−1∑
k=1

< Sk−1, Xk >

=⇒
n−1∑
k=1

||Xk||2 + ||Sn−1||2 = 2 · ||Sn−1||2 +2· < Xn, Sn−1 > −2
n∑

k=1

< Sk−1, Xk >

=⇒
n−1∑
k=1

< Xk, Xk > + < Sn−1, Sn−1 >= 2· < Sn, Sn−1 > −2 ·
n∑

k=1

< Sk−1, Xk >

(∗)

Die Gleichung (∗) bleibt erhalten, falls man n durch eine beschränkte Stoppzeit
τ ersetzt.
Es sei σK := min(τK , n)

=⇒ E
[ σK∑

k=1

< Sk−1, Xk >
]

= E
[ n∑

k=1

11{σK≥k} < Sk−1, Xk >
]

=
n∑

k=1

E
[
11{σK≥k} < Sk−1, Xk >

]
=

n∑
k=1

E
[
EFk−1

[
11{σK≥k} < Sk−1, Xk >

]]
=

n∑
k=1

E
[
11{σK≥k} < EFk−1(Sk−1), E

Fk−1(Xk)︸ ︷︷ ︸
=0

>
]

= 0

(∗)
=⇒ E

[ σK−1∑
k=1

< Xk, Xk >
]

+ E
[

< SσK−1, SσK−1 >
]

=

2 · E
[

< SσK
, SσK−1 >

]
Auf ΩK := {τK < +∞} gilt | < SσK

, SσK−1 > | ≤ K||SσK
|| ≤ K||SτK

||.

Auf Ωc
K gilt: | < SσK

, SσK−1| ≤ K2.

=⇒ sup
n∈N

| < SσK
, SσK−1 > | ≤ K2 + K||SσK

|| und somit gilt:

sup
n∈N

| < SσK
, SσK−1 > | ist integrierbar.

Ferner gilt: | < SσK−1, SσK−1 > | = ||SσK−1||2 ≤ K2.

=⇒ ∃ lim
n→∞

(
E
[ σK−1∑

k=1

< Xk, Xk >
]

+ E
[

< SσK−1, SσK−1 >
])

sowie

lim
n→∞

2 · E
[

< SσK
, SσK−1 >

]
und beide Limiten sind gleich.

Def. von
=⇒
σK

E
[ τK−1∑

k=1

< Xk, Xk >
]

+ E
[

< SτK−1, SτK−1 >
]

= 2 · E
[

< SτK
, SτK−1 >

]
2
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Analog zum reellwertigen Fall beweist man nun einen Gundy’schen Zerlegungssatz
für Martingale (S, F, N0) mit Werten in einem Hilbertraum (H, <; >).

Satz 56
Es sei (S, F, N0) ein Martingal mit Werten in (H, <; >) und es gelte sup

n∈N0

E||Sn|| <

+∞. Dann existieren ∀ K > 0 Martingale (TK , F, N0), (U
K , F, N0) sowie (V K , F, N0)

mit folgenden Eigenschaften:

(1.) Sn = TK
n + UK

n + V K
n [P ]-f.s. ∀ n ∈ N0.

(2.) P
({

sup
n∈N0

||TK
n || > 0

})
≤

sup
n∈N0

E||Sn||

K

(3.) E
[ ∞∑

n=1

||UK
n − UK

n−1||
]
≤ 4 · sup

n∈N0

E||Sn||

(4.) sup
n∈N0

E
[
||V K

n ||2
]
≤ 2 ·K sup

n∈N0

E||Sn||

Beweis:
Unter Verwendung von Satz 55 zeigt man diese Aussage analog zum reellwertigen
Fall. Den Beweis im reellwertigen Fall findet man z. B. in [Stout, almost sure conver-
gence]. 2

Satz 57
Es sei (S, F, N0) ein unbedingtes uniformes amart mit Werten in (H, <; >) aus der
Klasse C. Erfüllt (S, F, N0) die Bedingung sup

n∈N0

||Sn|| < +∞ [P ]-f.s., so gelten folgende

Aussagen:

(1.) (S, F, N0) konvergiert unbedingt P -stochastisch.

(2.) (S, F, N0) konvergiert [P ]∗-f.s. mit unbedingter Summe.

Beweis:
Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Satz 45. Man verwendet hierbei Satz 56
und Satz 52. 2

Bekanntlich folgt aus der P -stochastischen Konvergenz eines Martingals (S, F, N0)
im allgemeinen nicht die [P ]-f.s. Konvergenz, es sei denn, die Folge der Summanden
{Xn}n∈N0 sind stochastisch unabhängig. Wir zitieren zwei Beispiele, die wir später
noch etwas ausführlicher diskutieren wollen.
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Beispiele:

(1.) Es sei (Ω,F , P ) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und (Yn)n∈N eine dar-
auf definierte Folge unabhängiger reellwertiger Zufallsvariablen, die folgender
Beziehung genügen: P ({Yn = 1}) = P ({Yn = −1}) = 1

2n
, sowie P ({Yn = 0}) =

1− 1
n
, n ∈ N. Der Prozeß (S, F, N0) sei definiert über: S0 = 0 [P ]-f.s. sowie

Sn =

{
Yn, falls Sn−1 = 0

, n ∈ N
nSn−1|Yn|, falls Sn−1 6= 0

Es sei Fn = σ(Y1, . . . , Yn), n ≥ 1 und F0 := {∅, Ω}. Somit ist S an F = {Fn}n∈N0

adaptiert, integrierbar und es gilt: ∀ n ≥ 2

EFn−1(Sn) = EFn−1

(
Yn11{Sn−1=0} + nSn−1|Yn|11{Sn−1 6=0}

)
= 11{Sn−1=0}E

Fn−1(Yn) + nSn−111{Sn−1 6=0}E
Fn−1(|Yn|)

= 11{Sn−1=0}EYn + nSn−111{Sn−1 6=0}E|Yn|

= 11{Sn−1=0} · 0 + nSn−111{Sn−1 6=0} · 1
n

= Sn−111{Sn−1 6=0}

= Sn−111{Sn−1 6=0} + Sn−111{Sn−1=0} = Sn−1 [P ]− f.s.

Falls n = 1 =⇒ EF0(S1) = E[S1] = E
[
Y111{S0=0} + 1 ·S011{S0 6=0}

]
= E[Y1] = 0 =

S0

Somit ist (S, F, N0) ein Martingal. Aus der Konstruktion von S folgt sofort
die Beziehung: Sn = 0 ⇐⇒ Yn = 0 ∀ n ∈ N

=⇒ P ({Sn = 0}) = P ({Yn = 0}) = 1 − 1
n

−→
n →∞ 1. Somit konvergiert der

Prozeß (S, F, N0) P -stochastisch.

Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt:
( ∑

n∈N
P ({Yn 6= 0}) =

∑
n∈N

1
n

= +∞
)

P ({Sn 6=

0, für ∞ viele n ∈ N}) = P ({Yn 6= 0, für ∞ viele n ∈ N}) = 1. Somit divergiert
(S, F, N0) punktweise mit Wahrscheinlichkeit 1.

Behauptung:
Das oben konstruierte Martingal (S, F, N0) konvergiert bedingt P -stochastisch.

Beweis:
siehe im Anschluß an den Beweis zu Satz 58.

(2.) Es sei (Ω,F , P ) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und (Yn)n∈N eine Folge
reellwertiger u.i.v. Zufallsvariablen mit P ({Yn = 1}) = P ({Yn = −1}) = 1

2
∀ n.

Fn := σ(Y1, . . . , Yn), n ∈ N und (Bn)n∈N sei eine Folge von Ereignissen mit
lim

n→∞
P (Bn) = 0 und P (limBn) = 1, wobei Bn ∈ Fn gelte. (S, F, N0) sei über

folgende Rekursionsgleichung definiert:

S0 = 0 [P ]− f.s. und Sn+1 = Sn(1 + Yn+1) + 11BnYn+1, n ≥ 1
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Auch hier rechnet man leicht nach, dass (S, F, N0) ein Martingal ist mit

P
({

lim
n→∞

Sn existiert
})

= 0 und Sn
P-stoch
−→

n →∞ 0.

Behauptung:
Auch dieses Martingal konvergiert bedingt P -stochastisch.

Beweis:
siehe im Anschluß an den Beweis zu Satz 58.

Die obigen Beispiele zeigen, dass Martingale, die P -stochastisch konvergieren, nicht
[P ]-f.s. konvergieren müssen. Dies hängt natürlich mit der stochastischen Abhängig-
keit der Zuwächse (X, F, N0) dieser Prozesse zusammen. Beide Martingale konver-
gieren bedingt P -stochastisch, wie wir nachweisen werden. Dagegen können wir un-
ter einer schwachen Zusatzvoraussetzung nachweisen, dass unbedingt P -stochastisch
konvergente Martingale schon [P ]-f.s. konvergieren müssen. Wir formulieren dieses
Resultat gleich für Martingale (S, F, N0) mit Werten in einem (reellen) Hilbertraum
(H, <; >). Es gilt folgender Satz.

Satz 58
Es sei (S, F, N0) ein Martingal mit Werten in (H, <; >) und es gelte

E
[
||Xτ ||11{τ<+∞}

]
< +∞ ∀ Stoppzeiten τ . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(1.) (S, F, N0) konvergiert [P ]-f.s. (schließlich [P ]∗-f.s. mit unbedingter Summe).

(2.) (S, F, N0) konvergiert unbedingt P -stochastisch.

Um den Beweis dieses Resultats durchführen zu können, benötigen wir noch einige
Hilfsresultate, die zunächst zusammengestellt werden.
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Lemma 4: (Payley Zygmund Ungleichungen)
Es sei (Xn)n∈N0 eine Folge unabhängiger ZV mit Werten in (H, <; >), sowie ||Xn|| ∈
L4(Ω,F , P ). Ferner sei EXn = 0 und E[||Xn||4] ≤ c VarXn ∀ n ∈ N0. Es sei 0 < λ <
1. Dann gilt:

P
({∣∣∣∣∣∣ ν∑

j=0

Xj

∣∣∣∣∣∣ > λ
( ν∑

j=0

Var Xj

)1/2})
> η, wobei η = (1− λ2)2 min

(1

3
,
1

c

)
, ν ∈ N0.

Beweis: [Kahane; Some random series of functions; page 31; Theorem 3]

Lemma 5: (Bedingte Jensen-Ungleichung in Banachräumen)
Es sei (E, ||·||) ein Banachraum, (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G ⊆ F eine σ-
Algebra und X : Ω −→ E eine Bochner-integrable Zufallsvariable. Es sei C ⊆ E eine
abgeschlossene konvexe Menge und ϕ : C −→ R eine konvexe unterhalb stetige Funk-
tion. Ist X ∈ C [P ]-f.s. und E[|ϕ(X)|] < +∞, so gilt: ϕ(EG(X)) ≤ EG(ϕ(X)) [P ]-f.s.

Bemerkung:
ϕ : C −→ R heiße konvexe unterhalb stetige Funktion, falls ϕ konvex ist und
ϕ(c) ≤ lim inf

x→c
ϕ(x) ∀ c ∈ C gilt.

Beweis:
Ẽ := E ⊕ R ist ein Banachraum. C̃ := {(x, t) : x ∈ C, t ≥ ϕ(x)} ist eine konvexe
und abgeschlossene Menge in Ẽ, da ϕ konvex und eine unterhalb stetige Funktion ist.
Definiert man X̃ : Ω −→ Ẽ vermöge X̃(ω) = (X(ω), ϕ(X(ω))), so ist X̃ Bochnerin-
tegrierbar, X̃ ∈ C̃ [P ]-f.s., somit gilt insbesondere EG(X̃) ∈ C̃ [P ]-f.s.. Es gilt aber:

EG(X̃) = (EG(X), EG(ϕ(X)))

=⇒ EG(ϕ(X)) ≥ ϕ(EG(X)) [P ]-f.s. 2

Zunächst formulieren und beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 59
Es sei (Xn)n∈N0 ein stochastischer Prozeß mit Werten in (H, <; >). Es konvergiere

die Reihe
∞∑

n=0

Xn unbedingt P -stochastisch.

Dann gilt:
∞∑

n=0

||Xn||2 konvergiert [P ]-f.s.

Beweis:

Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt P -stochastisch.

Satz 5
=⇒ ∀ Folgen (εn)n∈N0 aus {−1, 1}N0 gilt:

∞∑
n=0

εnXn konvergiert P -stochastisch. Es

sei (Yn)n∈N0 eine von (Xn)n∈N0 unabhängige Folge u.i.v. reellwertiger Zufallsvariablen
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mit P ({Yn = 1}) = P ({Yn = −1}) = 1
2
, n ∈ N0. Diese Folge sei definiert auf einem

Wahrscheinlichkeitsraum (Ω̃, F̃ , P̃ ).

=⇒
∞∑

n=0

Yn(ω̃)Xn konvergiert P -stochastisch für [P̃ ]-fast alle ω̃ ∈ Ω̃ (∗).

Annahme:

∃ E ∈ F mit P (E) = γ > 0 so, dass
∞∑

n=0

||Xn(ω)||2 = +∞, für ω ∈ E gilt.

=⇒ ∃ monoton wachsende Indexfolge {Nk}k∈N0 mit Werten in N0, so dass

P
({

ω ∈ Ω
∣∣∣ Nk+1∑

n=Nk+1

||Xn(ω)||2 > k
})

> γ/2 ∀ k ∈ N0 gilt.

Sind u0, . . . , un Vektoren aus H und Y0, . . . , Yn gemäß oben gewählt, so folgt mit
Lemma 4:

P̃
({∣∣∣∣∣∣ ν∑

j=0

Yjuj

∣∣∣∣∣∣ > λ
( ν∑

j=0

||Uj||2
) 1

2
})

>
1

3
(1− λ2)2, wobei λ ∈ (0, 1)

festgewählt sei und ν ∈ N0 ist.

Betrachten wir die Abschnittssumme
Nk+1∑

n=Nk+1

Yn(ω̃), so folgt aus der obigen Unglei-

chung und für ω ∈
{ Nk+1∑

n=Nk+1

||Xn||2 > k
}

P̃
({

ω̃ ∈ Ω̃ :
∣∣∣∣∣∣ Nk+1∑

n=Nk+1

Yn(ω̃)Xn(ω)
∣∣∣∣∣∣ > 1

2

√
k
})

>
1

3
(1− 1

4
)2 =

3

16
> 0

Betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (Ω̃×Ω, F̃ ×F , P̃ ⊗P ), so erhalten wir:

P̃ ⊗ P
({

(ω̃, ω) ∈ Ω̃× Ω
∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣ Nk+1∑

n=Nk+1

Yn(ω̃)Xn(ω)
∣∣∣∣∣∣ > 1

2

√
k
})

=
3

16
· γ/2

(Man beachte hier, dass P̃ ⊗ P ein Produktmaß auf (Ω̃× Ω, F̃ ⊗ F) ist).

Definieren wir für k ∈ N0 die Menge

Gk =
{

ω̃ ∈ Ω̃
∣∣∣P({ω ∈ Ω

∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣ Nk+1∑
n=Nk+1

Yn(ω̃)Xn(ω)
∣∣∣∣∣∣ > 1

2

√
k
})

>
3

16
· γ

4

}

=⇒ P̃ (Gk) ≥ 3
16
· γ

4
∀ k ∈ N0 =⇒ P̃

(
lim
k→∞

Gk

)
≥ 3

16
· γ

4
> 0.

∀ ω̃ ∈ lim
k→∞

Gk ∃ ∞ viele Indizes k ∈ N0 mit ω̃ ∈ Gk und
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P
({

ω ∈ Ω
∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣ Nk+1∑

n=Nk+1

Yn(ω̃)Xn(ω)
∣∣∣∣∣∣ > 1

2

√
k
})

> 3
16
· γ

4
> 0

=⇒ ∀ ω̃ ∈ lim
k→∞

Gk :
∞∑

n=0

Yn(ω̃)Xn divergiert P -stochastisch.

=⇒ Widerspruch zu (∗) und somit folgt die Behauptung.
2

Wir sind nun in der Lage, die Behauptungen in Satz 58 zu beweisen.

Beweis zu Satz 58:

(i) Es konvergiere (S, F, N0) [P ]-f.s. . Dann gilt insbesondere die Beziehung: sup
n∈N0

||Sn|| <

+∞ [P ]-f.s. und es konvergiert (X, F, N0) [P ]-f.s.

Aus E
[
||Xτ ||11{τ<+∞}

]
< +∞ ∀ τ erhalten wir

E
[
||Xτa11{τa<+∞}||

]
< +∞

Hieraus folgt, dass (S, F, N0) der Klasse C zugehörig ist. Die Voraussetzungen
von Satz 57 sind somit erfüllt. Es konvergiert daher (S, F, N0) unbedingt P -
stochastisch.

(ii) Es konvergiere (S, F, N0) unbedingt P -stochastisch. Aus Satz 59 können wir

auf die [P ]-f.s. Konvergenz der reellen Reihe
∞∑

n=0

||Xn||2 schließen. Es sei σ :=( ∞∑
n=0

||Xn||2
) 1

2
sowie σn :=

( n∑
k=0

||Xn||2
) 1

2
.

Es sei τK := inf
{

n ∈ N0

∣∣∣( n∑
k=0

||Xk||2
) 1

2
> K

}
, wobei K > 0 festgewählt sei. Somit

ist τK eine Stoppzeit bezüglich F und es gilt

Xn = Xn11{τK<n} +
(
Xn11{τK=n} − EFn−1

(
Xn11{τK=n}

))
+
(
Xn11{τK>n} − EFn−1

(
Xn11{τK>n}

))
wobei n ∈ N0 sei.

σ ≤ K =⇒ σn ≤ K ∀ n ∈ N0, d.h. aus τK = +∞ =⇒ sup
n∈N0

∣∣∣∣∣∣Xn11{τK<n}

∣∣∣∣∣∣ = 0

Somit gilt: P
({

sup
n∈N0

∣∣∣∣∣∣Xn11{τK<n}

∣∣∣∣∣∣ > 0
})

≤ P ({τK < +∞}) = P ({σ > K}) ≤ E[σ]
K

E
[ ∞∑

n=0

∣∣∣∣∣∣Xn11{τK=n} − EFn−1

(
Xn11{τK=n}

)∣∣∣∣∣∣] ≤ E
[ ∞∑

n=0

∣∣∣∣∣∣Xn11{τK=n}

∣∣∣∣∣∣]+
E
[ ∞∑

n=0

∣∣∣∣∣∣EFn−1

(
Xn11{τK=n}

∣∣∣∣∣∣]
≤ 2 ·

∞∑
n=0

E
∣∣∣∣∣∣Xn11{τK=n}

∣∣∣∣∣∣ = 2E
[∣∣∣∣∣∣XτK

∣∣∣∣∣∣11{τK<+∞}

]
< +∞
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=⇒
∞∑

n=0

(
Xn11{τK=n} − EFn−1

(
Xn11{τK=n}

))
konvergiert [P ]-f.s. ∀ K > 0.

Es gilt: E
[∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n} − EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)∣∣∣∣∣∣2] ≤
E
[(∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∣∣EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)∣∣∣∣∣∣)2]
≤ E

[(
2 max

{∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣; ∣∣∣∣∣∣EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)∣∣∣∣∣∣})2]
≤ E

[
4
(

max
{∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣; ∣∣∣∣∣∣EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)∣∣∣∣∣∣}2]
≤ E

[
4 max

{∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣2;(EFn−1

(∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣))2}]
≤

Lemma 5
4E
[
max

{∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣2; EFn−1

(∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣2)}]
=⇒ E

[∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n} − EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)∣∣∣∣∣∣2] ≤ 8 · E
[∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}

∣∣∣∣∣∣2] (+)

||Xn||2 = σ2
n − σ2

n−1 ≤ 2 · σn(σn − σn−1), σ−1 := 0

(+)
=⇒

∞∑
n=0

E
[∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n}−EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)∣∣∣∣∣∣2] ≤ 16
∞∑

n=0

E
[
σn(σn−σn−1)11{τK>n}

]
τK > n =⇒ σn ≤ K und somit folgt:

∞∑
n=0

E
[∣∣∣∣∣∣Xn11{τK>n} − EFn−1

(
Xn11{τK>n}

)∣∣∣∣∣∣2] ≤ 16K
∞∑

n=0

E
[
(σn − σn−1)11{τK>n}

]
≤ 16K2 < +∞.

Somit ist das Martingal
{ n∑

k=0

(
Xk11{τK>k} − EFk−1

(
Xk11{τK>k}

))}
n∈N0

ein L2-be-

schränktes Martingal mit Werten in (H, <; >) und konvergiert daher [P ]-f.s.. Auf

{τK = +∞} konvergiert das Martingal
{ n∑

k=0

Xk11{τK<k}

}
n∈N0

trivialerweise [P ]-f.s. .

Das Martingal
{ n∑

k=0

(
Xk11{τK=k} −EFk−1

(
Xk11{τK=k}

))}
n∈N0

konvergiert [P ]-f.s., da

∞∑
n=0

E
[∣∣∣∣∣∣Xn11{τK=n} − EFn−1

(
Xn11{τK=n}

)∣∣∣∣∣∣] < +∞ gilt. Somit konvergiert das Mar-

tingal (S, F, N0) [P ]-f.s. auf {τK = +∞}, da es sich als Summe dieser drei Martingale

darstellen läßt. Da
∞∑

n=0

||Xn||2 < +∞ [P ]-f.s., folgt: Ω =
⋃

K∈N
{τK = +∞}[P ]− f.s..

Hieraus folgt aber, dass (S, F, N0) [P ]-f.s. auf Ω konvergiert. 2
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Bemerkungen:

(1.) Die Aussage des obigen Satzes gilt somit auch für Quasimartingale (S, F, N0) mit
Werten in (H, <; >) oder einem Banachraum (E, ||.||), der zu einem Hilbertraum
(H, <; >) isomorph ist.

(2.) Beim obigen Beweis geht entscheidend die Martingaleigenschaft ein. Die Aus-
sage gilt für beliebige Prozesse selbstverständlich nicht mehr. Wir geben ein
Beispiel dazu später an.

Zunächsteinmal greifen wir die Beispiele am Anfang dieses Abschnitts auf, die zeig-
ten, dass aus der P -stochastischen Konvergenz eines Martingals nicht auf die [P ]-
f.s. Konvergenz geschlossen werden kann. Beide Martingale konvergieren bedingt P -
stochastisch. Beweis:

(1.) Angenommen, der Prozeß (S, F, N0) konvergiert unbedingt P -stochastisch. Dann

folgt mit Satz 58 die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

|Xn|2. Somit konvergiert

die Folge {Xn}n∈N0 [P ]-f.s. mit Xn

[P ]
−→

n →∞
0. Der Prozeß S erfüllt die Bedin-

gung: P ({S ∈ Z}) = 1. Somit gilt ∀ n ∈ N0 : P ({Xn ∈ Z}) = 1. Hieraus folgt

aber unter der Annahme, dass Xn

[P ]
−→

n →∞
0 konvergiert, die [P ]-f.s. Konver-

genz des Prozesses S. Damit ergibt sich allerdings ein Widerspruch. Der Prozeß
(S, F, N0) konvergiert demnach bedingt P -stochastisch.

(2.) In Bezug auf das 2. Beispiel argumentiert man analog, da auch für dieses Mar-
tingal (S, F, N0) gilt: P ({S ∈ Z}) = 1.

Satz 60 (Tandori)
Es sei (an)n∈N0 eine Folge positiver Zahlen, monoton fallend, mit der Eigenschaft:
∞∑

n=0

log2(n+1)a2
n = +∞. Dann existiert auf dem Intervall [0, 1] ein bezüglich dem Le-

besguemaß orthonormiertes Funktionensystem (ϕn)n∈N0 so, dass die Reihe
∞∑

n=0

anϕn(x)

für [λ]-fast alle x divergiert.

Beweis: [G. Alexits; Konvergenzprobleme der Orthogonalreihen, Seite 83 ff]

Beispiel:
Es sei (Ω,F , P ) = ([0, 1],B ∩ [0, 1], λ|B∩[0,1]). Wir betrachten die Folge (an)n∈N0 , defi-
niert durch : an = 1√

n log(n+1)
, n ∈ N, a0 = 1. Diese Folge ist nichtnegativ und monoton

fallend. Ferner gilt:
∞∑

n=0

log2(n + 1)a2
n =

∞∑
n=1

1

n
= +∞.

Somit existiert gemäß Satz 60 ein von (an)n∈N0 abhängendes Orthonormalsystem

(ϕn)n∈N0 mit P
({ ∞∑

n=0

anϕn(ω) konvergiert
})

= 0. Der Partialsummenprozeß
{ n∑

k=0

akϕk

}
n∈N
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ist jedoch L2-beschränkt, denn: E
[∣∣∣ n∑

k=0

akϕk

∣∣∣2] =
n∑

k=0

a2
k = 1 +

n∑
k=1

1
k·log2(k+1)

<

1 +
∞∑

k=1

1
k log2(k+1)

< +∞. Somit gilt sup
n∈N0

E
[∣∣∣ n∑

k=0

akϕk

∣∣∣2] < +∞.

Die Orthogonalreihe
∞∑

n=0

anϕn konvergiert unbedingt im L2-Sinn und somit unbe-

dingt P -stochastisch. Dieses Beispiel zeigt, wie wesentlich die in Satz 58 geforderte
Martingaleigenschaft des Prozesses (S, F, N0) ist. Einen Beweis zu Satz 45 bzw. Satz
57 kann man auch unter Ausnutzung eines Resultats von Burkholder angeben. Es gilt
folgender Satz von Burkholder:

Satz 61
Es sei (S, F, N0) ein Martingal mit Werten in einem Hilbertraum (H, <; >). Ferner

gelte: sup
n∈N0

E[||Sn||] < +∞. Dann gilt:
∞∑

n=0

Vn+1Xn konvergiert [P ]-f.s. ∀ bezüglich F

vorhersehbaren reellwertigen Prozesse V mit sup
n∈N

|Vn| ≤ 1 [P ]-f.s. .

Beweis: [Für reellwertige Martingale (S, F, N0) in Neveu, Discrete Parameter Martin-
gales, im Hilbertraum z.B. in (12)]
Satz 57 könnte man folgendermaßen beweisen:
Es sei (S, F, N0) ein unbedingtes uniformes amart aus C mit sup

n∈N0

||Sn|| < +∞ [P ]-f.s.

Im 1. Beweisschritt folgert man die unbedingte P -stochastische Konvergenz folgen-
dermaßen:
Es sei (εn)n∈N0 eine Folge aus {−1, 1}N0 (deterministisch) und (S, F, N0) ein

L1-beschränktes Martingal. Dann ist
{ n∑

k=0

εk+1Xk

}
n∈N0

die V -Transformierte von

(S, F, N0) bezüglich V = (εn)n∈N0 und konvergiert gemäß Satz 61 mit Wahrschein-
lichkeit 1. Dies gilt für alle Folgen (εn)n∈N0 aus {−1, 1}N0 . Somit konvergiert jede

Reihe
∞∑

n=0

εn+1Xn P -stochastisch. Mit Satz 5 schließt man auf die unbedingte P -

stochastische Konvergenz von (S, F, N0). Jetzt argumentiert man analog, wie im Be-
weis zu Satz 45.

Abschließend geben wir hier einen Beweis zu Satz 61 an, der mit einer anderen Be-
weisidee geführt wird, als die Argumentation von Burkholder.

Beweis:
Gemäß der Gundy-Zerlegung können wir das Martingal (S, F, N0) in drei Martin-
gale zerlegen, die den Bedingungen aus Satz 56 genügen. Bezeichnen wir die V -

Transformierte von V mit S durch V ∗ S, so erhalten wir (V ∗ S)n =
n∑

k=0

Vk+1Xk, n ∈

N0 und somit gemäß der Gundy-Zerlegung:

(V ∗ S)n = (V ∗ TK)n + (V ∗ UK)n + (V ∗ ZK)n, n ∈ N0. (+)

Die Prozesse {(V ∗ TK)n}n∈N0 , {(V ∗ UK)n}n∈N0 sowie {(V ∗ ZK)n}n∈N0 sind hier-
bei Hilbertraumwertige Martingale (man beachte |Vn| ≤ 1 [P ]-f.s. ∀ n). Auf ΩK :=
{τK = +∞} konvergieren die Martingale (TK , F, N0), (U

K , F, N0) absolut [P ]-f.s. in
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der Norm || · || des Hilbertraumes.
Somit konvergieren auch (V ∗ TK , F, N0) bzw. (V ∗ UK , F, N0) absolut [P ]-f.s. auf ΩK .
Aus der Beschränktheit von V folgt, dass (V ∗ ZK , F, N0) ein L2-beschränktes Mar-
tingal ist und somit [P ]-f.s. konvergiert. Da Ω =

⋃
K∈N

{τK = +∞} [P ]− f.s. ist, folgt

aus der Darstellung (+) in Verbindung mit den obigen Argumenten die [P ]-f.s. Kon-
vergenz der Transformierten V ∗ S auf Ω. 2

Bemerkung:
Es genügt die Voraussetzung sup

n∈N0

|Vn| < +∞ [P ]-f.s. an den vorhersehbaren Prozeß

(V , F, N0) zu stellen, um auf die [P ]-f.s. Konvergenz von V ∗ S zu schließen.

Den noch offen stehenden Beweis zu Satz 42 geben wir nun an.

Beweis zu Satz 42:

(1.) Ist (S, F, N0) ein Martingal, so ist die Aussage trivial, da das Potenzial (Z, F, N0)
der Beziehung Zn ≡ 0 ∀ n ∈ N0 genügt.

(2.) Es sei (S, F, N0) ein Quasimartingal und F−1 = {∅, Ω}. Es folgt die Kon-

vergenz der Reihe
∞∑

n=−1

E
∣∣∣∣∣∣EFn(Xn+1)

∣∣∣∣∣∣ = E
( ∞∑

n=−1

∣∣∣∣∣∣EFn(Xn+1)
∣∣∣∣∣∣). Die Reihe

∞∑
n=−1

EFn(Xn+1) konvergiert daher absolut in der Bochnernorm und somit exi-

stiert eine Bochnerintegrierbare Zufallsvariable Z mit:

Z = [P ]− lim
n→∞

n∑
k=−1

EFk(Xk+1) = L1 − lim
n→∞

n∑
k=−1

EFk(Xk+1).

Betrachten wir somit den Prozeß
{

EFn(Z)
}

n∈N0

, so ist dieser ein Martingal mit

sup
n∈N0

E
∣∣∣∣∣∣EFn(Z)

∣∣∣∣∣∣ ≤ E||Z|| < +∞. Daher konvergiert
{

EFn(Z)
}

n∈N0

unbedingt

P -stochastisch und [P ]∗-f.s. mit unbedingter Summe gemäß Satz 57 und der
obigen Überlegung.
Aus der Doob-Zerlegung folgt ∀ n ∈ N0:

Sn = X0 − EF−1(X0) +
n−1∑
k=0

(
Xk+1 − EFk(Xk+1)

)
+

n−1∑
k=−1

EFk(Xk+1)

= X0 − EF−1(X0) +
n−1∑
k=0

(
Xk+1 − EFk(Xk+1)

)
︸ ︷︷ ︸

=:Mn

+ EFn(Z)︸ ︷︷ ︸
=:M̃n

+ EFn

( n−1∑
k=−1

EFk(Xk+1)− Z
)

Hierbei sind (Mn, F, N0), (M̃n, F, N0) Martingale und der Prozeß{
EFn

( n−1∑
k=−1

EFk(Xk+1)−Z
)}

n∈N0

konvergiert [P ]-f.s. und im L1-Sinn gegen 0.

Unter Ausnutzung der Riesz-Zerlegung schließt man, dass dieser Prozeß das kor-
respondierende amartpotenzial ist und unbedingt P -stochastisch konvergiert.
Somit ist jedes Quasimartingal ein unbedingtes amart.
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(3.) Ist (S, F, N0) ein L1-beschränktes reellwertiges Submartingal, so folgt mit dem

Satz von Beppo Levi die absolute L1-Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

EFn(Xn+1)

und man schließt analog zu (2.) auf die unbedingte P -stochastische Konver-
genz des zugehörigen amartpotenzials. Da (−S, F, N0) ein Submartingal ist, falls
(S, F, N0) ein Supermartingal ist, folgt die Behauptung auch für L1-beschränkte
Supermartingale. 2

Das die Klasse der unbedingten amarts reichhaltiger ist, als die Prozesse, die in Satz
42 angegeben sind, zeigt folgendes Beispiel:
Beispiel:
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Yn)n∈N0 eine Folge reellwertiger
u.i.v. Zufallsvariablen mit P ({Y0 = −1}) = P ({Y0 = 1}) = 1

2
. Ferner seien (an)n∈N0

und (bn)n∈N0 Folgen reeller Zahlen mit
∞∑

n=0

|an| < +∞,
∞∑

n=0

|bn| = +∞ und
∞∑

n=0

b2
n <

+∞. Der Prozeß X = {Xn}n∈N0 sei definiert durch X0 = 1 [P ]-f.s. und Xn = (anYn +
bnYn−1) ∀ n ∈ N. Es sei Fn := σ(Y0, . . . , Yn), n ∈ N0. Somit ist {Sn}n∈N0 an {Fn}n∈N0

adaptiert, integrierbar und es gilt

EFn(Xn+1) = EFn(an+1Yn+1 + bn+1Yn) = an+1E
Fn(Yn+1) + bn+1Yn

=
Yn+1 ist u.a. von Fn

an+1E(Yn+1) + bn+1Yn = bn+1Yn [P ]− f.s..

Somit ist (S, F, N0) kein Quasimartingal, Submartingal oder Supermartingal, denn es
gilt insbesondere:

∞∑
n=0

E
∣∣∣EFn(Xn+1)

∣∣∣ =
∞∑

n=0

|bn| = +∞.

Der Prozeß (S, F, N0) konvergiert unbedingt [P ]∗-f.s. und unbedingt im L2-Sinn.

Beweis:

Die Reihen
∞∑

n=1

anYn bzw.
∞∑

n=1

bnYn−1 sind Orthogonalreihen, die aufgrund von
∞∑

n=0

a2
n <

+∞ und
∞∑

n=0

b2
n < +∞ unbedingt L2 konvergent sind. Aus dem Zwei-Reihen-Satz für

unabhängige Zufallsvariablen schließt man auf unbedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz beider
Reihen. Aufgrund der Konstruktion von (S, F, N0) folgt somit die Behauptung. Der
Prozeß (S, F, N0) ist ein amart.

Beweis:

Die Prozesse
{ n∑

k=1

akYk

}
n∈N

bzw.
{ n∑

k=1

bkYk−1

}
n∈N

sind jeweils Martingale im Bezug

auf ihre jeweilige kanonische Filtration. Es gilt:

E
∣∣∣( ∞∑

n=1

a2
nY

2
n

) 1
2
∣∣∣ =

( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2

< +∞ bzw. E
∣∣∣( ∞∑

n=1

b2
nY

2
n−1

) 1
2
∣∣∣ =

( ∞∑
n=1

b2
n

) 1
2

< +∞
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Aus Satz 49 folgt:

E
[

max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
j=1

ajYj

∣∣∣] ≤ BE
∣∣∣( n∑

j=1

a2
jY

2
j

) 1
2
∣∣∣ ≤ B

( ∞∑
n=1

a2
n

) 1
2

< +∞

E
[

max
1≤k≤n

∣∣∣ k∑
j=1

bjYj−1

∣∣∣] ≤ BE
∣∣∣( n∑

j=1

b2
jY

2
j−1

) 1
2
∣∣∣ ≤ B

( ∞∑
n=1

b2
n

) 1
2

< +∞

Mit dem Satz von Beppo Levi folgt somit:

E
[
sup
n∈N

∣∣∣ n∑
k=1

akYk

∣∣∣[ < +∞ und E
[
sup
n∈N

∣∣∣ n∑
k=1

bkYk

∣∣∣] < +∞.

Aus der Konstruktion des Prozesses (S, F, N0) folgt somit:

E
[

sup
n∈N0

|Sn|
]

< +∞

Da (S, F, N0) [P ]-f.s. konvergiert und E
[

sup
n∈N0

|Sn|
]

< +∞ gilt, folgt unter Verwen-

dung des Konvergenzsatzes von Lebesgue: ∀ isotonen Folgen (σn)n∈N0 beschränkter
Stoppzeiten mit σn ↑ ∞ konvergiert das Netz {E[Sσn ]}n∈N0 . Somit ist (S, F, N0) ein
amart.

Behauptung:
Der Prozeß (S, F, N0) ist ein unbedingtes amart.

Beweis:
(S, F, N0) ist L1-konvergent und hieraus folgt: sup

n∈N0

E|Sn| < +∞. Das aus der Riesz-

Zerlegung korrespondierende amartpotenzial (Z, F, N0) ist ebenfalls L1-beschränkt.
Somit gilt für den Martingalteil (M, F, N0) von (S, F, N0) die Beziehung:
sup
n∈N0

E|Mn| < +∞.

Aus Satz 45 folgt, dass (M, F, N0) unbedingt P -stochastisch konvergiert. Da (S, F, N0)
ebenfalls unbedingt P -stochastisch konvergiert, folgt die Behauptung. 2

Auf die Stoppzeitbedingung in Satz 58 kann im allgemeinen nicht verzichtet werden.
Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) und darauf definiert eine MDF
(Xn)n∈N0 , so dass (S, F, N0) unbedingt P -stochastisch, aber nicht [P ]-f.s. konvergiert.

Beweis:
Es seien Ω1 = [0, 1];F1 = B ∩ [0, 1], sowie P1 = λ|B∩[0,1].

(i) Es sei (an)n∈N eine Folge reeller Zahlen mit: an = 1√
n log(n+1)

, n ∈ N. Satz 50

=⇒ ∃ ONS (ϕn)n∈N auf (Ω,F1) mit der Eigenschaft, dass
∞∑

n=1

anϕn(ω1) für [λ]-

fast alle ω1 ∈ Ω1 divergiert. Da die Reihe
∞∑

n=1

a2
n konvergiert, folgt aus der paar-

weisen Orthogonalität der (anϕn)n∈N die unbedingte L2-Konvergenz der Reihe
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∞∑
n=1

anϕn. Bezeichnen wir Yn(ω1) := anϕn(ω1), ω1 ∈ Ω1, n ∈ N, so konvergiert

die stochastische Reihe
∞∑

n=1

Yn unbedingt P1-stochastisch.

(ii) Es sei (Ω2,F2, P2) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Zn)n∈N eine darauf defi-
nierte Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit folgenden Eigenschaften:

P2({Zn = 2n − 1}) = 1
2n und P2({Zn = −1}) = 1− 1

2n

=⇒ EZn = (2n − 1) 1
2n − 1 · (1− 1

2n ) = 1− 1
2n − 1 + 1

2n = 0∀ n ∈ N

(Zn)n∈N ist eine MDF aus L2(Ω2,F2, P2).

Wir definieren die Stoppzeit τ := inf{n ∈ N|Zn 6= −1}

=⇒ P2({τ = +∞}) = P

( ⋂
n∈N
{Zn = −1}

)
=
∏
n∈N

(1− 1
2n ) > 0

Betrachten wir die Folge (Un)n∈N definiert durch Un = Zn11{τ>n}, n ∈ N, so ist
diese adaptiert an (σ(Z1, . . . , Zn))n∈N und ebenfalls eine MDF, denn
Eσ(Z1,...,Zn)(Un+1) = Eσ(Z1,...,Zn)(Zn+111{τ>n}) = Eσ(Z1,...,Zn)(Zn+1(1− 11{τ≤n}))

= (1− 11{τ≤n})E
σ(Z1,...,Zn)(Zn+1) =

(Zn)n∈N u.a.
(1− 11{τ≤n})E(Zn+1) = 0.

Betrachten wir die stochastische Reihe
∞∑

n=1

Zn11{τ>n}, so konvergiert diese gemäß

der Definition von τ auf {τ < +∞} absolut punktweise und divergiert auf
{τ = +∞}.

(iii) Betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,F , P ) = (Ω1×Ω2,F1⊗F2, P1⊗
P2), sowie die Folgen (Yn)n∈N, (Un)n∈N von Zufallsvariablen, definiert durch:
Yn(ω1, ω2) := Yn(ω1), Un(ω1, ω2) := Un(ω2) ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2 ∀ n ∈ N =⇒
(Yn)n∈N, (Un)n∈N sind aus L2(Ω1×Ω2,F1⊗F2, P1⊗P2) und die Prozesse (Yn)n∈N, (Un)n∈N
sind P -stochastisch unabhängig voneinander. Es gilt : Xn := YnUn ∈ L1(Ω,F , P ) ∀ n ∈
N und betrachten wir An := σ(Y1, . . . , Yn) ⊗ σ(Z1, . . . , Zn) ∀ n ∈ N, so ist
(An)n∈N eine Filtration in (Ω,F), bezüglich derer (Xn)n∈N adaptiert ist.

Behauptung:
Die Folge (Xn)n∈N ist eine an (An)n∈N adaptierte MDF.

Beweis:
Wir haben lediglich noch EAn(Xn+1) = 0 [P ]-f.s. zu verifizieren.
An = σ(Y1, . . . , Yn)

⊗
σ(Z1, . . . , Zn), n ∈ N.

Sei A = A1 × A2 ∈ An mit A1 ∈ σ(Y1, . . . , Yn), A2 ∈ σ(Z1, . . . , Zn)

=⇒
∫
A

Xn+1dP =
∫

A1×A2

Xn+1(ω1, ω2)dP1 ⊗ P2(ω1, ω2)

Fubini
=

∫
A1

(∫
A2

Yn+1(ω1)Un+1(ω2)dP2(ω2)

)
dP1(ω1) =

(∫
A1

Yn+1(ω1)dP1(ω1)

)
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∫
A2

Un+1(ω2)dP2(ω2)


︸ ︷︷ ︸

=0

=⇒
∫
A

Xn+1dP =
∫
A

EAn(Xn+1)dP = 0 ∀ A = A1 × A2 ∈ An, n ∈ N.

=⇒
∫
A

EAn(Xn+1)dP =
∫
A

Xn+1dP = 0 ∀A ∈ An (Erzeugerargument)

=⇒ EAn(Xn+1) = 0 [P ]-f.s. und somit folgt die Behauptung.

Behauptung: Die Reihe
∞∑

n=0

Xn konvergiert unbedingt P -stochastisch.

Beweis:

(1.) Auf {τ < +∞} konvergiert die Reihe
∞∑

n=0

Un punktweise absolut, denn ∀ (ω1, ω2) ∈

Ω1 × Ω2 mit ω2 ∈ {τ < +∞} gilt:

∃ Nω2 ∈ N0 ∀ n ≥ Nω2 : Un(ω1, ω2) = 0 ∀ ω1 ∈ Ω1

=⇒
∞∑

n=0

Xn =
∞∑

n=0

YnUn konvergiert punktweise absolut ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2

mit ω2 ∈ {τ < +∞}.

(2.) ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2 mit ω2 ∈ {τ = +∞} gilt: Un(ω1, ω2) = −1

=⇒
∞∑

n=0

Xn(ω1, ω2) = −
∞∑

n=0

Yn(ω1, ω2) ∀ (ω1, ω2) ∈ Ω1 × Ω2 mit ω2 ∈ {τ =

+∞}. Die Reihe
∞∑

n=0

Yn(ω1, ω2) divergiert punktweise ∀ (ω1, ω2), so dass
∞∑

n=0

Xn(ω1, ω2)

punktweise divergiert auf Ω1×{τ = +∞}, wobei P (Ω1×{τ = +∞}) = P2({τ =

+∞}) =
∏
n∈N

(1 − 1
2n ) > 0 gilt. Da die Reihe

∞∑
n=0

Yn unbedingt P -stochastisch

konvergiert, konvergiert wegen (1.) die Reihe
∞∑

n=0

Xn unbedingt P -stochastisch,

aber wegen (2.) nicht [P ]-f.s. .

2

Ein Analogon zu Satz 58 kann man für reellwertige Submartingale bzw. Supermar-
tingale formulieren.

Satz 62
Es sei (S, F, N0) ein Submartingal (Supermartingal), dessen Zuwächse (Xn)n∈N0 L1-
beschränkt sind. Konvergiert der Prozeß S unbedingt P -stochastisch, dann schon [P ]∗-
f.s. mit unbedingter Summe.
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Beweis:
Betrachten wir die aus der Doob-Zerlegung von S resultierenden Prozesse (M, F, N0), (A, F, N0)
und bezeichnen dessen Zuwächse mit (Yn)n∈N0 bzw. (Zn)n∈N0 , so erhalten wir folgende
Abschätzung:

Xn = Yn + Zn ≥ Yn [P ]− f.s. ∀ n ∈ N0 (∗)

=⇒ X+
n ≥ Y +

n [P ]-f.s. ∀ n ∈ N0 und somit sup
n∈N0

EY +
n ≤ sup

n∈N0

EX+
n < +∞. Anderer-

seits ist (Y , F, N0) eine MDF, so dass 0 = EYn = EY +
n − EY −

n ∀ n ∈ N0 gilt.

=⇒ sup
n∈N0

EY −
n = sup

n∈N0

EY +
n < +∞ =⇒ sup

n∈N0

E|Yn| < +∞.

Aus der unbedingten P -stochastischen Konvergenz von (S, F, N0) schließen wir mit

Satz 59 auf die [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

X2
n.

=⇒
(∗)

∞∑
n=0

Y 2
n < +∞[P ]-f.s. und somit ∃ [P ]− lim

n→∞
Yn = 0.

Für eine beliebige Stoppzeit τ bezüglich F erhalten wir:

∃ [P ]− lim
n→∞

|Yτ∧n11{τ<+∞}| = |Yτ11{τ<+∞}|

Aus dem Lemma von Fatou folgt somit ∀ Stoppzeiten τ

E|Yτ11{τ<+∞}| ≤ sup
n∈N0

E|Yn| < +∞.

Da die Reihe
∞∑

n=0

Y 2
n konvergiert, erhalten wir hieraus (vgl. Beweis zu Satz 58) die

[P ]-f.s. Konvergenz von
∞∑

n=0

Yn.

Aus der P -stochastischen Konvergenz der Reihen
∞∑

n=0

Xn und
∞∑

n=0

Yn erhalten wir un-

ter Ausnutzung der Doob-Zerlegung die P -stochastische Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Zn.

Aus Zn ≥ 0 [P ]-f.s. ∀ n ∈ N0 schließt man auf [P ]-f.s. Konvergenz der Reihe
∞∑

n=0

Zn

und insgesamt auf die [P ]∗-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe des Prozesses
(S, F, N0). 2

Wir möchten abschließend folgende Frage klären. In welchen Banachräumen (E, ||·||E)
konvergieren unbedingte uniforme amarts (S, F, N0) unbedingt P -stochastisch, falls
sie aus der Klasse C mit sup

n∈N0

||Sn||E < +∞ [P ]-f.s. sind? Eine Antwort in diese Rich-

tung liefert schon die Bemerkung im Anschluß an Satz 61.
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Definition 25:

Ein Banachraum (E, ||·||E) heißt MT -Raum, falls für alle L1-beschränkten Martingale

(M, F, N0) und alle Folgen (εn)n∈N0 mit Werten in {−1, 1} gilt:
∞∑

n=0

εnXn konvergiert

[P ]-f.s. . Hierbei ist (Xn)n∈N0 die zu (M, F, N0) gehörige MDF.

Satz 63 (Burkholder)
Für einen Banachraum (E, || · ||E) sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) (E, || · ||E) ist ein MT-Raum.

(ii) Es gelten die Burkholder-Ungleichungen für Lp-Martingale, 1 < p < +∞, d. h.
es gibt eine Konstante Kp > 0, so dass ∀ Folgen (εn)n∈N0 aus {−1, 1}N0 und ∀
MDF (Xn)n∈N0 ||

n∑
j=0

εjXj||p ≤ Kp||
n∑

j=0

Xj||p, n ∈ N0 gelte.

(iii) ∀ λ > 0 gilt λ · P ({ sup
n∈N0

||
n∑

j=0

εjXj||E > λ}) ≤ KE · sup
n∈N0

E||
n∑

j=0

Xj||E ∀ Folgen

(εn)n∈N0 aus {−1, 1}N0 mit einer universellen Konstanten KE > 0.

Beweis: [Annals of Probability, 1981, Seite 997 ff]

Beispiele:

(i) Jeder Hilbertraum (H, <; >) ist ein MT-Raum.

(ii) Die Lebesgue-Räume `r bzw. Lr((0, 1)), 1 < r < ∞, sind MT-Räume.

(ii) Jeder zu einem Hilbertraum isomorphe Banachraum ist ein MT-Raum.

Hilfsüberlegung:
Es sei (Xn)n∈N0

eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit Werten in einem Ba-
nachraum (E, || · ||E) . Aus der P -stochastischen Konvergenz des Partialsummenpro-
zesses {Sn}n∈N0 folgt die [P ]-f.s. Konvergenz von {Sn}n∈N0 .
Beweis:
Der Beweis wird wie im reellwertigen Fall unter Verwendung einer Variante einer
Skorokhod-Ungleichung geführt.
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Satz 64
Für einen Banachraum (E, || · ||E) mit Radon-Nikodym Eigenschaft sind folgende
Aussagen äquivalent.

(i) (E, || · ||E) ist ein MT-Raum.

(ii) Für alle unbedingten uniformen amarts aus der Klasse C, mit sup
n∈N0

||Sn||E <

+∞ [P ]-f.s., konvergiert (S, F, N0) unbedingt P -stochastisch.

Beweis:
(i) =⇒ (ii) erhält man mit der Bemerkung im Anschluß an Satz 61 und der Be-
weisführung wie zu Satz 45 ab Beweisschritt (2.).
(ii) =⇒ (i) erhält man folgendermaßen:
Angenommen (E, ||·||E) ist kein MT-Raum, dann ist insbesondere (ii) aus Satz 63 ver-
letzt. D. h. ∀ j ∈ N existieren Martingale (M j, Fj, N0) mit Werten in (E, ||·||E) mit fol-
gender Eigenschaft: sup

n∈N0

E||M j
n||E < 2−j, und es gibt eine Folge (εj

n)n∈N0 aus {−1, 1}N0

mit P (Aj) > 1
2
, wobei Aj := {ω ∈ Ω : ||

n∑
k=0

εj
kX

j
k||E > 1 für gewisse n ≤ nj}. Der

zugrundeliegende W-raum (Ω,F , P ) kann hierbei so gewählt werden, dass die Pro-
zesse (M j)j∈N stochastisch unabhängig sind. Die Folge (X1

0 , . . . , X
1
n1

, X2
0 , . . . , X

2
n2

, . . .)
ist somit eine bezüglich ihrer kanonischen Filtration adaptierte MDF mit Werten in
(E, || · ||E), und es gilt

sup
`∈N

E||
∑̀
i=1

(

ni∑
k=0

X i
k)||E ≤

∞∑
i=1

sup
ni∈N0

E||
ni∑

k=0

X i
k||E ≤

∞∑
i=1

2−i = 1.

Da (E, || · ||E) die Radon-Nikodym-Eigenschaft besitzt, konvergiert das Martingal

(
∑̀
i=1

(
ni∑

k=0

X i
k))`∈N [P ]-f.s. und somit P -stochastisch. Für die Martingaltransformierte

G = (
∑̀
i=1

(
ni∑

k=0

εi
kX

i
k))`∈N gilt P ({G divergiert }) ≥ P (limn,m→∞||Gn − Gm||E > 1) ≥

P ( lim
i→∞

Ai) = 1, denn
∑
i∈N

P (Ai) = +∞ und (Ai)i∈N sind stochastisch unabhängi-

ge Ereignisse. Betrachten wir die Folge (Yi)i∈N definiert durch Yi :=
ni∑

k=0

εi
kX

i
k, so

ist diese eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen, deren Reihe
∞∑
i=1

Yi [P ]-f.s. di-

vergiert. Aus der obigen Hilfsüberlegung wissen wir daher, dass
∞∑
i=1

Yi auch nicht

P -stochastisch konvergiert. Mit Satz 5 aus Kapitel II können wir auf bedingte P -

stochastische Konvergenz des Martingals (
∑̀
i=1

(
ni∑

k=0

X i
k))`∈N schließen. Da jedes L1-

beschränkte Martingal (M, F, N0) ein unbedingtes uniformes amart aus der Klasse
C ist, mit sup

n∈N0

||Sn||E < +∞ [P ]-f.s., kann (ii) nicht gelten. Somit ist (E, || · ||E) ein

MT-Raum, falls (ii) gilt. 2
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Bemerkung:

(i) Eine Arbeit von D. J. Aldous(13) zeigt insbesondere, dass Banachräume (E, || ·
||E), die MT-Räume sind, notwendigerweise reflexiv sind. [Math. Proc. Camb.,
1979, Seite 117 ff]

(ii) Satz 64 und (i) zeigen somit, dass die unbedingte P -stochastische Konvergenz
unbedingter uniformer amarts aus der Klasse C mit Werten in nichtreflexiven
Banachräumen (E, ||·||E) mit Radon-Nikodym-Eigenschaft im allgemeinen nicht
mehr vorliegt.

Satz 65
Es sei (E, ||·||E) ein Banachraum mit Radon-Nikodym-Eigenschaft. Ferner sei (S, F, N0)
ein unbedingtes uniformes amart aus der Klasse C mit Werten in (E, || · ||E). Aus
sup
n∈N0

||Sn||E < +∞ [P ]-f.s. folgt die P -stochastische und [P ]∗-f.s. Konvergenz mit un-

bedingter Summe von (S, F, N0).

Beweis:

(i) O.B.d.A. nehmen wir an, dass (E, || · ||E) ein reeller Banachraum ist. Aus der
Bochner-Messbarkeit der (Sn)n∈N0 folgt die Existenz eines separablen Banach-
raums F ⊂ E mit P ({Sn ∈ F ∀n ∈ N0}) = 1. Daher nehmen wir o.b.d.A. an,
dass (E, || · ||E) ein separabler Banachraum ist.

(ii) Wie im Beweis zu Satz 45 schließt man unter Ausnutzung der Voraussetzungen
auf die Existenz eines S∞ ∈ L1(Ω,F , P ) mit [P ]− lim

n→∞
||Sn − S∞||E = 0. Für

a > 0 sei τa = inf{n ∈ N0 : ||Sn||E > a}. Die Riesz-Zerlegung liefert:

(∗) Sτa∧n = Mτa∧n + Zτa∧n, n ∈ N0 [P ]− f.s.

Hierbei ist (Mτa∧n)n∈N0 ein Martingal und (Zτa∧n)n∈N0 ein Prozess, der in der
Bochner-Norm konvergiert, d. h. insbesondere gilt: sup

n∈N0

E||Zτa∧n||E < +∞.

Da (S, F, N0) aus der Klasse C ist, erhalten wir sup
n∈N0

E||Sτa∧n||E < +∞ und

somit aus (∗) sup
n∈N0

E||Mτa∧n||E < +∞.

Ist f ∈ E∗ eine beliebige stetige Linearform, so erhalten wir

sup
n∈N0

E|f(Mτa∧n)| ≤ |||f ||| · sup
n∈N0

E||Mτa∧n||E < +∞

(Hierbei ist |||f ||| die Operatornorm von f).
Mit Satz 45 können wir auf unbedingte P -stochastischen Konvergenz des reell-
wertigen Martingals (f(Mτa∧n))n∈N0 schließen.
Aus sup

n∈N0

||Sn||E < +∞ [P ]-f.s. folgt: (∗∗) Ω =
⋃

a∈N
{τa = +∞} [P ]-f.s. . Da

(Mτa∧n)n∈N0 = (Mn)n∈N0 auf {τa = +∞}, folgt mit (∗∗) ∀ f ∈ E∗ : (f(Mn))n∈N0

101



konvergiert unbedingt P -stochastisch. Es konvergiert (f(Zn))n∈N0 unbedingt P -
stochastisch ∀ f ∈ E∗, da (Zn)n∈N0

unbedingt P -stochastisch konvergiert.

Riesz-Zerlegung
=⇒ (f(Sn))n∈N0 konvergiert unbedingt P -stochastisch ∀ f ∈ E∗.

(iii) Sei γ ∈ UN0 so gewählt, dass (Sγ
n)n∈N0 P -stochastisch konvergiert. Es sei Sγ

∞ :=
P -stoch- lim

n→∞
Sγ

n in (E, || · ||E).

=⇒ ∀ f ∈ E∗∃ P -stoch- lim
n→∞

f(Sγ
n) = f(Sγ

∞)
=⇒
(ii) ∀ f ∈ E∗∃ Nf ∈ F , P (Nf ) = 0 ∀ ω ∈ N c

f : f(Sγ
∞(ω)) = f(S∞(ω)) (∗ ∗ ∗).

Da (E, || · ||E) separabel ist (vgl. (i)), existiert eine abzählbar dichte Teilmenge
D ⊂ E∗ mit der Eigenschaft:

∀ x ∈ E ||x||E = sup
f∈D

|f(x)|

Definieren wir N :=
⋃

f∈D

Nf , so ist N ∈ F mit P (N) = 0 und wegen (∗ ∗ ∗)

gilt: P ({||Sγ
∞ − S∞||E > 0}) = P ({sup

f∈D
|f(Sγ

∞ − S∞)| > 0}) = 0. Also gilt

P -stoch- lim
n→∞

||Sγ
n − S∞||E = 0, d. h. (S, F, N0) konvergiert P -stochastisch mit

unbedingter Summe.

=⇒
(ii) (S, F, N0) konvergiert [P ]∗-f.s. mit unbedingter Summe. 2
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Kapitel VI
Cesaro-Mittel und bedingte Konvergenz

Ist {Xn}n∈N0 eine reellwertige Folge unabhängiger Zufallsvariablen, so wird die be-
dingte [P ]∗-f.s Konvergenz der daraus gebildeten Reihe durch das Verhalten der Er-
wartungswerte der gestutzten Folge {Xc

n}n∈N0 gesteuert. Die bedingte [P ]∗−f.s. Kon-
vergenz ist zwangsläufig eine [P ]∗-f.s. Konvergenz mit bedingter Summe(vgl Kapitel

II). Es existiert daher keine reellwertige stochastische Reihe
∞∑

n=0

Xn mit unabhängi-

gen Summanden {Xn}n∈N0 , die [P ]∗-f.s. mit unbedingter Summe konvergiert, aber
nicht unbedingt [P ]∗-f.s. konvergiert. Betrachtet man hingegen Cesaro-Mittel von un-
abhängigen Zufallsvariablen {Xn}n∈N0 , so existieren Beispiele,in welchen man die be-
dingte [P ]∗-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe nachweisen kann. Zunächst geben
wir folgende Definition an.

Definition 26:

Es sei k ∈ N eine festgewählte Zahl und X = {Xn}n∈N0 eine Folge reellwertiger
Zufallsvariablen. X heiße [P ]-f.s. Ck-limitierbar mit Grenzvariable S, falls für die Fol-
ge der k-ten Cesaro-Mittel:(

n+k−1
k−1

)
X0 +

(
n+k−2

k−1

)
X1 + . . . +

(
k−1
k−1

)
Xn(

n+k
k

) [P ]
−→

n →∞
S gilt.

Definition 27:

Es sei A = (αik)i,k∈N eine unendliche Matrix mit K-Einträgen (K = R oder K = C).
Ferner sei (xn)n∈N eine Folge aus KN. Dann heißt (xn)n∈N A-limitierbar zum Wert
s ∈ K, wenn

(1.) die Reihen
∞∑

k=1

αikxk für i ∈ N konvergieren und

(2.) die Folge
( ∞∑

k=1

αikxk

)
i∈N

gegen s konvergiert.

Die Matrix A (bzw. das Limitierungsverfahren A) heißt permanent, falls für jede kon-

vergente Folge (xk)k∈N aus KN gilt: (xk)k∈N ist A-limitierbar zum Wert lim
n→∞

xn.

Der folgende grundlegende Satz aus der Limitierungstheorie stammt von Toeplitz
und ist allgemein bekannt.
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Satz 66 (Permanenzsatz)
Genau dann ist A permanent, wenn die folgenden Bedingungen alle erfüllt sind:

(P1)
∞∑

k=1

|αik| ≤ M ∀ i ∈ N, wobei M > 0 eine gewisse Konstante sei.

(P2) lim
i→∞

αik = 0 ∀ k ∈ N

(P3) lim
i→∞

∞∑
k=1

αik = 1

Bemerkung: Die Ck-Limitierung ist permanent.

Definition 28:

Es sei A = (αik)i,k∈N0 ein Limitierungsverfahren und a = (an)n∈N0 eine Folge aus
KN0(K = R oder C).

(1.) a heißt unbedingt A-limitierbar, falls für jede bijektive Abbildung γ : N0 −→ N0

gilt:

(
∞∑

j=0

αijaγ(j)

)
i∈N0

konvergiert.

(2.) a heißt bedingt A-limitierbar, falls (1.) nicht gilt und es ein γ ∈ UN0 gibt, so
dass (an)n∈N0

A-limitierbar ist.

(3.) a heißt A-limitierbar mit unbedingtem Limes, falls es ein γ ∈ UN0 gibt, für
das (aγ(n))n∈N0

A-limitierbar ist mit Grenzwert ξ und jede bijektive Abbildung

g : N0 → N0, die die Eigenschaft besitzt, dass

(
∞∑

j=0

αijag(j)

)
i∈N0

gegen ξ kon-

vergiert.

(4.) a heißt A-limitierbar mit bedingtem Limes, falls es γi ∈ UN0 gibt, für die
(aγi(n))n∈N0

A-limitierbar sind und (3.) nicht gilt (i = 1, 2).

Bemerkungen:

(1.) Ist A = (αik)i,k∈N0 ein permanentes Limitierungsverfahren, so ist jede konver-
gente Folge a unbedingt A-limitierbar.

(2.) Für permanente Limitierungsverfahren A gilt gemäß (1.) somit: Ist a bedingt
A-limitierbar =⇒ a ist divergent.

(3.) Es sei A das Verfahren der C1-Mittel und a eine Folge aus RN0 . Es gelten folgende
Aussagen:

(α) a ist unbedingt C1-limitierbar genau dann, wenn a C1-limitierbar mit un-
bedingtem Limes ist.
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(β) a ist bedingt C1-limitierbar genau dann, wenn a C1-limitierbar mit beding-
tem Limes ist.

Beweis: Da die Aussage (α) unmittelbare Konsequenz von (β) ist, genügt es die
Aussage (β) zu verifizieren.

(β) Es sei a bedingt C1-limitierbar und wir nehmen o.B.d.A. an, dass (an)n∈N0

schon C1-limitierbar sei. Da das C1-Verfahren ein permanentes Verfahren
ist, folgt mit Bemerkung (1.) oben: a ist divergent.

1. Fall:
a ist beschränkt =⇒ ξ1, ξ2 ∈ R mit ξ1 6= ξ2 und Teilfolgen (ank

)k∈N0 bzw.
(amk

)k∈N0 mit ank
−→

k →∞ ξ1 bzw. amk
−→

k →∞ ξ2.

Behauptung:
∃ bijektive Abbildungen γ, γ̃ : N0 → N0 mit

1

n + 1

n∑
j=0

aγ(j)
−→

n →∞ ξ1 sowie
1

n + 1

n∑
j=0

aγ̃(j)
−→

n →∞ ξ2.

Beweis:
Die Indizes j ∈ N0 mit j /∈ {nk}k∈N0 können bijektiv auf die Menge M =
{2k|k ∈ N} abgebildet werden. Es sei {rk|k ∈ N} eine Abzählung der Indizes
j ∈ N0 mit j /∈ {nk}k∈N0 . γ : N0 → N0 definieren wir durch:

An die k-ten Positionen, k 6= 2m, m ∈ N, setzen wir ein Folgeglied von (ank
)k∈N0

und an die 2m-te Position das rm-te Folgeglied arm

der Abzählung (rk)k∈N.

=⇒ 1
n+1

n∑
j=0

aγ(j)
−→

n →∞ ξ1. Analog können wir γ̃ konstruieren.

2. Fall:
a unbeschränkt =⇒ ξ1 = +∞ bzw. ξ2 = −∞ sind als Häufungspunkte möglich.
Auch hier können wir bijektive Abbildungen γ, γ̃ : N0 → N0 konstruieren, so

dass 1
n+1

n∑
j=0

aγ(j)
−→

n →∞ +∞ bzw. 1
n+1

n∑
j=0

aγ̃(j)
−→

n →∞ −∞ konvergieren.

Da eine divergente Folge a mindestens zwei Häufungspunkte besitzt, erhalten
wir aus der bedingten C1-Limitierbarkeit die C1-Limitierbarkeit mit bedingtem
Limes. Ist umgekehrt a C1-limitierbar mit bedingtem Limes(o.B.d.A.(an)n∈N0

schon)
=⇒ ∃ ξ1, ξ2 ∈ R mit ξ1 6= ξ2 und eine bijektive Abbildung γ : N0 → N0 mit

1
n+1

n∑
j=0

aj
−→

n →∞ ξ1 und 1
n+1

n∑
j=0

aγ(j)
−→

n →∞ ξ2.
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Wie im Beweis zu Satz 3 aus Kapitel I konstruiert man eine bijektive Abbildung

γ̃ : N0 → N0 so, dass

(
1

n+1

n∑
j=0

aγ̃(j)

)
n∈N0

divergiert. 2

106



(4.) Die Aussagen unter (3.) gelten bei der Limitierung stochastischer Prozesse
(Xn)n∈N im allgemeinen nicht mehr.

Definition 29:

Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {Xn}n∈N0 eine darauf defi-
nierte Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Ferner sei A = (αik)i,k∈N eine unendliche
Matrix mit reellen Einträgen.

(1.) X heiße [P ]-f.s. A-limitierbar mit Grenzvariable S, falls es eine P -Nullmenge
N ∈ F so gibt, dass {Xn(ω)}n∈N0 A-limitierbar ist ∀ ω ∈ N c mit Grenzwert
S(ω).

(2.) X heiße unbedingt [P ]∗-f.s. A-limitierbar, falls ∀ g ∈ UN0 gilt: {Xg(n)}n∈N0 ist
[P ]-f.s. A-limitierbar.

(3.) X heiße bedingt [P ]∗-f.s. A-limitierbar, falls es ein γ ∈ UN0 gibt, so dass {Xγ(n)}n∈N0 [P ]-
f.s. A-limitierbar ist und (2.) nicht gilt.

(4.) X heiße A-limitierbar [P ]∗-f.s. mit unbedingtem Limes, falls es ein γ ∈ UN0

gibt, so dass {Xγ(n)}n∈N0 [P ]-f.s. A-limitierbar ist und jede [P ]-f.s. A-limitierbare
Umordnung {Xg(n)}n∈N0 den selben [P ]-f.s. Limes besitzt.

(5.) X heiße A-limitierbar [P ]∗-f.s. mit bedingtem Limes, falls es γi ∈ UN0 gibt, so
dass {Xγi(n)}n∈N0 [P ]-f.s. A-limitierbar sind und (4.) nicht gilt (i = 1, 2).

Beispiel:

Es sei (an)n∈N0 ∈ RN0 eine Folge mit den Eigenschaften:

(1.) an = 1 ∀ n ∈ N0 mit 6 ∃ k ∈ N so dass n = 2k gilt

(2.) an = 0 ∀ n ∈ N0 mit : ∃ k ∈ N mit n = 2k

=⇒ (an)n∈N0 ∈ RN0 ist divergent.

Die Folge (an)n∈N0 ist allerdings C1-limitierbar, denn:

(α) ∀ n ∈ N0 gilt: 1
n+1

n∑
k=0

ak ≤ 1

(β) ∀ n ∈ N0 gilt: 1
n+1

n∑
k=0

ak ≥ 1
n+1

(n+1− [log2(n+1)]−1) = 1− [log2(n + 1)] + 1

n + 1︸ ︷︷ ︸
−→

n →∞ 1

=⇒
(α), (β)

∀ n ∈ N0 gilt:1− [log2(n+1)]+1
n+1

≤ 1
n+1

n∑
k=0

ak ≤ 1

=⇒ ∃ lim
n→∞

1
n+1

n∑
k=0

ak = 1. Es sei

M := {2k|k ∈ N}, M c = {n ∈ N0|n /∈ M} =⇒ card M = card M c = cardN0
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Also existiert eine Abbildung g ∈ UN0 mit:

ag(j) = 1 ∀ j ∈ M und ag(j) = 0 ∀ j ∈ M c und (ag(j))j∈N0 ist eine Umordnung
der Folge (an)n∈N0 .

Die Folge (ag(n))n∈N0 ist C1-limitierbar zum Grenzwert 0, denn

(α) ∀ n ∈ N0 gilt: 1
n+1

n∑
k=0

ag(k) ≥ 0, da ag(k) ≥ 0 ∀ k ∈ N0.

(β) ∀ n ∈ N gilt: 1
n+1

n∑
k=0

ag(k) ≤ 1
n+1

([log2(n + 1)] + 1)

=⇒
(α), (β)

0 ≤ 1
n+1

n∑
k=0

ag(k) ≤ [log2(n+1)]+1
n+1

∀ n ∈ N0 =⇒ ∃ lim
n→∞

1
n+1

n∑
k=0

ag(k) = 0.

Somit ist die Folge (an)n∈N0 C1-limitierbar mit bedingtem Limes.

Satz 67
Es sei (Ω,F , P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Xn}n∈N0 eine darauf definierte
Folge unabhängiger reellwertiger Zufallsvariablen.

(1.) Sind die {Xn}n∈N0 aus L1(Ω,F , P ) und identisch verteilt, so ist {Xn}n∈N0 un-
bedingt [P ]∗-f.s. Ck-limitierbar ∀ k ∈ N.

(2.) Sind die {Xn}n∈N0 symmetrisch verteilt und [P ]-f.s. C1-limitierbar, so sind sie
schon Ck-limitierbar [P ]∗-f.s. mit unbedingtem Limes; und dies ∀ k ∈ N.

(3.) In der Situation (2.) kann bedingte [P ]∗-f.s. C1-Limitierbarkeit vorliegen.

(4.) Es gibt eine Folge von Zufallsvariablen {Xn}n∈N0, integrierbar, mit EXn =
0 ∀ n ∈ N0 und diese ist C1-limitierbar [P ]∗-f.s. mit bedingtem Limes.

Beweis:

(1.) Die Folge (Xn)n∈N0 genügt dem starken Gesetz der großen Zahl und es gilt so-

mit 1
n+1

n∑
k=0

Xk

[P ]
−→

n →∞
EX1. Da (Xg(n))n∈N0 ebenfalls eine Folge u.i.v. Zufalls-

variablen aus L1(Ω,F , P ) ist, gilt: 1
n+1

n∑
k=0

Xg(k)

[P ]
−→

n →∞
EX1. Daher ist jede

Umordnung (Xg(n))n∈N0 [P ]-f.s. C1-limitierbar. Jede Umordnung (Xg(n))n∈N0 ist
[P ]-f.s. C2-limitierbar, denn es gilt:

1(
n+2

2

) n∑
j=0

(
n + 1− j

1

)
Xg(j) =

(
1
1

)
C

(1)
0 + . . . +

(
n+1

1

)
C

(1)
n(

1
1

)
+ . . . +

(
n+1

1

) , n ∈ N0

wobei C
(1)
k := 1

k+1

k∑
j=0

Xg(j) ∀ k ∈ N0.

Also folgt die C2-Limitierbarkeit [P ]-f.s. der Folge {Xg(k)}n∈N0 aus der C1-
Limitierbarkeit in Verbindung mit dem Lemma von Toeplitz. Mit vollständiger

Induktion nach k ∈ N erhält man die Behauptung (1.).
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(2.) Xg = {Xg(n)}n∈N0 ist eine Folge unabhängiger symmetrisch verteilter Zufallsva-
riablen für g ∈ UN0 . Es sei {Xn}n∈N0 C1-limitierbar [P ]-f.s., dann folgt aus dem

Kolmogoroff’schen 0− 1-Gesetz: ∃ c ∈ R mit 1
n+1

n∑
k=0

Xk

[P ]
−→

n →∞
c. Ferner gilt

für die Folge der charakteristischen Funktionen {ϕ
1

n+1

n∑
k=0

Xk

(t)}n∈N0 die Bezie-

hung: ∀ t ∈ R ∃ lim
n→∞

ϕ
1

n+1

n∑
k=0

Xk

(t) = eitc.

Da die Folge {ϕ
1

n+1

n∑
k=0

Xk

(t)}n∈N0 nur aus reellwertigen Funktionen besteht, folgt

somit c = 0. Ist somit g ∈ UN0 so gewählt, dass {ϕ
1

n+1

n∑
k=0

Xg(k)
(t)}n∈N0 punkt-

weise konvergiert, dann schon gegen eitc mit c = 0.

(3.) Im folgenden konstruieren wir ein Beispiel gemäß der obigen Situation (2.), bei
dem keine unbedingte [P ]∗-f.s. Ck-Limitierbarkeit vorliegt.
Es sei (Xn)n∈N eine Folge stochastisch unabhängiger Zufallsvariablen mit
X2k ∼ N(0, k)∀ k ∈ N und Xn ∼ N(0, 1)∀ n ∈ N mit n 6= 2k, k ∈ N.

=⇒
N∑

k=1

V ar Xk

k2 ≤
N∑

k=1

1
k2 +

N∑
k=1

k
(2k)2

<
∞∑

k=1

1
k2 +

∞∑
k=1

k
(2k)2

< +∞

=⇒
∞∑

k=1

V ar Xk

k2 < +∞. Wir schließen mit dem Kolmogoroff-Kriterium auf die

[P ]-f.s. C1-Limitierbarkeit der Folge (Xn)n∈N.

Definieren wir M := {2k|k ∈ N}, N := {n ∈ N|n /∈ M} =⇒ card M =
card N = card N.
Es existiert somit eine Abbildung g ∈ UN0 so dass die Umordnung (Xg(n))n∈N
der Folge (Xn)n∈N folgender Beziehung genügt:

Xg(n) ∼ N(0, n), falls n ∈ N und Xg(n) ∼ N(0, 1), falls n ∈ M.

Die Folge
(

1
n

n∑
k=0

Xg(k)

)
n∈N

divergiert [P ]-f.s., denn:

Sei N ∈ N vorgegeben:

Speziell N = 2m mit m ∈ N =⇒ 1
N

N∑
k=1

Xg(k)
W
=

1
N

N−log2 N∑
k=1

Yk + 1
N

log2 N∑
k=1

Zk

wobei Yk ∼ N(0, k), Zk ∼ N(0, 1)

=⇒ ϕ
1
N

N∑
k=1

Xg(k)

(t) = ϕ
1
N

N−log2 N∑
k=1

Yk

(t) · ϕ
1
N

log2 N∑
k=1

Zk

(t)

= ϕN−log2 N∑
k=1

Yk

(t/N) · ϕlog2 N∑
k=1

Zk

(t/N) =
N−log2 N∏

k=1

ϕYk
(t/N) ·

log2 N∏
k=1

ϕZk
(t/N)

= e
−t2/2· 1

N2

N−log2 N∑
k=1

k︸ ︷︷ ︸
−→

N →∞

(
e
−t2
2

) 1
2

· e
−t2/2· 1

N2

log2 N∑
k=1

1︸ ︷︷ ︸
−→

N →∞ 1

−→
N →∞

(
e
−t2

2

) 1
2
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Daher konvergiert die Teilfolge
(

1
2m

2m∑
k=1

Xg(k)

)
m∈N

schwach gegen eine N(0, 1
2
)-

Verteilung. Würde
(

1
n

n∑
k=1

Xg(k)

)
n∈N

[P ]-f.s. konvergieren, dann schon gegen die

Konstante c = 0. Also divergiert
(

1
n

n∑
k=1

Xg(k)

)
n∈N

[P ]-f.s. gemäß dem Kol-

mogoroff’schen 0 − 1-Gesetz. Die Folge
(

1
n

n∑
k=1

Xg(k)

)
n∈N

konvergiert allerdings

schwach gegen eine N(0, 1
2
)-Verteilung.

(4.) Es sei X = {Xn}n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen mit

P ({Xn = 1}) = P ({Xn = −1}) =
1

2
∀ n 6= 2k, k ∈ N

und P ({X2k = k2}) = 1
k2+2

, P ({X2k = −k2

k2+1
}) = 1− 1

k2+2
∀ k ∈ N

=⇒ EXn = 0∀ n ∈ N und es gilt die folgende Abschätzung:

∞∑
n=1

V arXn

n2
≤

∞∑
n=1

1

n2
+

∞∑
n=1

n2

(2n)2
< +∞.

Wir schließen mit dem Satz von Kolmogoroff, dass {Xn}n∈N [P ]-f.s. Ck-limitierbar

ist. Es gilt: 1
n

n∑
k=1

Xk

[P ]
−→

n →∞
0, da EXn = 0 ∀ n ∈ N.

Betrachten wir die Folge {Yn}n∈N unabhängiger Zufallsvariablen mit
P ({Yn = n2}) = 1

n2+1
und P ({Yn = −n2

n2+1
}) = 1− 1

n2+1

=⇒
∞∑

n=1

P ({Yn = n2}) < +∞ =⇒ P
(

lim
n→∞

{Yn = n2}
)

= 0

=⇒ 1
n

n∑
k=1

Yk

[P ]
−→

n →∞
− 1. (*)

Sei somit g : N −→ N diejenige bijektive Abbildung, so dass {Xg(n)}n∈N ei-
ne Umordnung der Folge {Xn}n∈N ist mit:

P ({Xg(n) = n2}) = 1
n2+1

, P ({Xg(n) = −n2

n2+1
}) = 1− 1

n2+1
, falls n 6= 2k, k ∈ N(∗∗)

P ({Xg(n) = 1}) = P ({Xg(n) = −1}) = 1
2
, falls n = 2k, k ∈ N

Für eine Folge {Zn}n∈N unabhängiger Zufallsvariablen mit P ({Zn = 1}) =
P ({Zn = −1}) = 1

2
∀ n ∈ N gilt gemäß dem starken Gesetz der großen Zahl:

1

n

n∑
k=1

Zk

[P ]
−→

n →∞
0 und somit

1

n

n∑
k=1

Xg(k)

[P ]
−→

n →∞
− 1.

Es ist also {Xn}n∈N C1-limitierbar, [P ]∗-f.s. mit bedingtem Limes. 2
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Bemerkungen:

(1.) Im Gegensatz zu stochastischen Reihen
∞∑

n=0

Xn reellwertiger unabhängiger Zu-

fallsvariablen können Ck-Mittel [P ]∗-f.s. mit unbedingtem Limes konvergieren,
ohne unbedingt [P ]∗-f.s. zu konvergieren.

(2.) Im Gegensatz zur Situation von Reihen
∞∑

n=0

Xn unabhängiger Zufallsvariablen

steuert sich die bedingte [P ]∗-f.s. Konvergenz von Ck-Mitteln nicht notwendig
über das Verhalten der Reihe der Erwartungswerte.

(3.) Ist X = {Xn}n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen aus L2(Ω,F , P )
und konvergiert die Folge (EXn)n∈N, so folgt aus der Beschränktheit der Fol-
ge der Varianzen {VarXn}n∈N die unbedingte [P ]∗-f.s. Ck-Limitierbarkeit. Auf
die Beschränktheit der Folge {VarXn}n∈N kann im allgemeinen nicht verzichtet
werden.

Satz 68

Es sei (ak)k∈N ∈ RN eine Folge positiver Zahlen mit
∞∑

k=1

ak

k2 < +∞. Es existiere eine

Teilfolge (ank
)k∈N, strikt isoton, mit ank

−→
k →∞ + ∞. Dann existiert eine Folge un-

abhängiger Zufallsvariablen X = {Xn}n∈N und eine bijektive Abbildung g : N → N,

so dass X [P ]-f.s. Ck-limitierbar ist und
{

1
n

n∑
k=1

Xg(k)

}
n∈N

[P ]-f.s. divergiert. Darüber

hinaus konvergiert die Folge (EXn)n∈N

Beweis:

(1.) Da die Reihe
∞∑

k=1

ak

k2 absolut konvergiert, konvergiert die Reihe
∞∑

k=1

ank

n2
k

ebenfalls

absolut. Wir können daher o.b.d.A. annehmen, dass die Folge (an)n∈N schon
strikt isoton und nach oben unbeschränkt ist.

(2.) Die Reihe
∞∑

k=1

ak

k2 konvergiert zwar absolut, aber wegen (1.) können wir die Folge

(an)n∈N so umordnen, dass
∞∑

k=1

ag(k)

k2 = +∞ gilt. Man kann g ∈ UN0 so definieren,

dass man eine isotone Folge (N`)`∈N0
natürlicher Zahlen erhält, für die folgende

Abschätzung gilt:

N1+...+N`+`∑
k=1

ag(k)

k2
≥

N1+...+N`∑
k=1

1

k
∀ ` ∈ N.

Aufgrund der Divergenz der Reihe
∞∑

k=1

1
k
, folgt die Divergenz der Reihe

∞∑
k=1

ag(k)

k2
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(3.) Bezeichnen wir die in (2.) exitierende Umordnung (ag(n))n∈N von (an)n∈N mit

(bn)n∈N, so gilt gemäß (2.)
∞∑

n=1

bn

n2 = +∞.

Es sei X = {Xn}n∈N eine Folge unabhängiger Zufallsvariablen aus L2(Ω,F , P )

mit P ({Xn = αn}) = P ({Xn = −αn}) = 1
2

(
βn

n

)2

und P ({Xn = 0}) = 1−
(

βn

n

)2

wobei αn := max(
√

bn, n), βn := min(
√

bn, n), bn = VarXn ∀ n ∈ N. =⇒
EXn = 0 ∀ n ∈ N und

∞∑
n=1

VarXn

n2 =
∞∑

n=1

bn

n2 = +∞.

Diese Folge X ist nicht [P ]-f.s. C1-limitierbar, d.h. gemäß dem Kolmogoroff’schen

0− 1-Gesetz divergiert
(

1
n

n∑
k=1

Xk

)
n∈N

[P ]-f.s.

Beweis:

Angenommen
(

1
n

n∑
k=1

Xk

)
n∈N

konvergiert [P ]-f.s.

=⇒
∞∑

n=1

P
({ 1

n
|Xn| ≥ ε

})
< +∞ ∀ ε > 0

Aufgrund der Konstruktion der Folge {Xn}n∈N gilt jedoch:

∞∑
n=1

P ({ 1

n
|Xn| ≥ ε}) = +∞ =⇒ Widerspruch zur Annahme.

Betrachten wir die zu g : N → N in (2.) korrespondierende Umkehrabbildung
g−1 : N → N, so erhalten wir eine Folge {Xg−1(n)}n∈N unabhängiger Zufalls-

variablen mit
∞∑

n=1

Var Xg−1(n)

n2 =
∞∑

n=1

an

n2 < +∞. Somit ist {Xg−1(n)}n∈N [P ]-

f.s. C1-limitierbar. Mit dem Lemma von Toeplitz erhalten wir die [P ]-f.s. Ck-
Limitierbarkeit von (Xg−1

(n)
)n∈N. 2
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