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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Das Ziel dieses ersten Kapitels ist es, die Fragestellungen, welche dieser Ar-
beit zugrunde liegen, zu erdrtern und sie in einen Zusammenhang mit be-
stehenden Ergebnissen zu stellen. Diese Arbeit selbst ist in ihrer Gesamtheit
der mathematischen Disziplin Funktionentheorie und der dortigen Teildiszi-
plin Approximationstheorie zuzuordnen, und wir beschéiftigen uns mit der
Konstruktion holomorpher Funktionen mit sogenannten universellen Eigen-
schaften.

1.1 Notationen

Bevor wir uns jedoch dem Stand der Forschung auf diesem Gebiet néhern,
fithren wir zunéchst einige Bezeichnungen ein, die wir sogleich bei der For-
mulierung der wesentlichen Grundergebnisse vorteilhaft verwenden kénnen.

Definition 1.1. Wir bezeichnen mit

M= {K C C: K kompakt, K zusammenhéngend }

die sogenannte ,Mergelian-Familie“. Jedes Element der Mergelian-Familie
nennen wir auch eine Mergelian-Menge.

Definition 1.2. Fir eine Teilmenge M von C bezeichnen wir mit M° das
Innere von M. Ferner setzen wir:

C(M) = {f: f ist stetig auf M},
H(M) := {f: fist holomorph auf M},
AM) = C(M)NH(M®).

Als néichstes definieren wir auf dem Funktionenraum A(M) fiir eine beliebige
Menge M die Metrik der gleichmdf$igen Konvergenz:
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation

Definition 1.3. Es set M C C eine beliebige nichtleere Menge. Im Funktio-
nenraum A(M) setzen wir

3(f,9) = min (sup 1)~ g()1) . g € AQY)
sowie fir ein f € A(M) kurz

LFIF:= 11fllar := 6(f0).
Wie man leicht sieht, ist (A(M),d) ein metrischer Raum.

Die drei wichtigsten Ergebnisse der komplexen Approximationstheorie, die
auch mehrfach in dieser Arbeit Anwendung finden werden, lauten mittels
obiger Bezeichnungen wie folgt:

Satz 1.4 (Runge, polynomial [24] (1885)). Es seien K € M, f € H(K),
sowie ein € > 0 gegeben. Dann ezistiert ein Polynom P mit || f — P||x < ¢.

Satz 1.5 (Mergelian [20] (1952)). Es seien K € M, f € A(K), sowie ein
e > 0 gegeben. Dann ezistiert ein Polynom P mit || f — P||x < e.

Satz 1.6 (Arakelian [1] (1968)). Es seien G C C ein beliebiges Gebiet und
G* = GU{oo} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von G. Des Weiteren sei I’
eine abgeschlossene Teilmenge von G, sodass G*\F' zusammenhdngend und
an oo lokal zusammenhdngend ist. Ferner seien f € A(F), sowie ein e > 0
gegeben. Dann ezistiert eine in G holomorphe Funktion g mit || f — g||r < €.

Eine abgeschlossene Teilmenge F' eines beliebigen Gebietes G, fiir welche
G*\ F' zusammenhéngend und an oo lokal zusammenhéngend ist, wird des
Ofteren auch als Arakelian-Menge in G bezeichnet. Nihere Erliuterungen
zu diesen beiden topologischen Bedingungen findet man etwa in [7] oder [21].
Weiter weisen wir an dieser Stelle darauf hin, dass der Satz von Mergelian
beziiglich der polynomialen und der Satz von Arakelian beziiglich der holo-
morphen Approximation bestmdoglich sind.

1.2 Der metrische Raum H(G)

In diesem Abschnitt sei G eine offene Menge in C, insbesondere ist hierbei
auch G = C moglich.

Ein Anliegen dieser Arbeit wird es sein, auch Aussagen iiber die Grofle der
Mengen der ,universellen“ Funktionen im Raum H(G) zu treffen. Dazu be-
darf es zunéchst einmal einer fiir diese Zwecke besser geeigneten ,,natiirlichen®
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation

Metrik auf diesem Raum, als dies die bereits definierte Metrik der gleichméfi-
gen Konvergenz wire.

Beweise und detailliertere Darstellungen der folgenden Resultate findet man
etwa in Conway [5, Kapitel VII]. Das folgende Lemma iiber die ,, Ausschop-
fung® offener Mengen durch Kompakta benttigen wir in diesem Abschnitt
zundchst nur mit einer Teilaussage. Die Gesamtaussage brauchen wir jedoch
spater.

Lemma 1.7. Es sei G eine offene Menge in C. Dann existiert eine Folge
{K,} kompakter Teilmengen von G mit

o .
n=1

Dartiber hinaus kénnen die K, so gewdhlt werden, dass zusdtzlich gilt:
1. K, C K, fir allen € N.
2. Zu jedem Kompaktum K C G existiert ein N € N mit K C Ky.

3. Jede Komponente von C*\ K,, enthdlt eine Komponente von C\K (fir
allen € N).

Fiir eine offene Menge G in C mit G = |J K, sowie K, kompakt und
n=1

K, C K} ,,, definieren nun eine weitere Metrik auf H(G).

Definition 1.8. FEs seien f,g € H(G); wir setzen

dn(f,9) = IIf = gllx, = max|f(z) — g(2)],
1 f.9) (1.1)

; 2 14 d (f 9)

Fiir eine Funktion f € H(G) sei d(f) :=d(f,0).

Wie man leicht sieht, ist auch (H(G), d) ein metrischer Raum. Ebenfalls klar
ist das ndchste Ergebnis, welches sich jedoch als iiberaus niitzlich erweisen
wird.

Lemma 1.9. FEs seien G eine offene Menge in C und d die Metrik aus
Definition 1.8.

Zu gegebenem € > 0 existiert ein 6 > 0 und ein Kompaktum K C G derart,
dass fiir alle Funktionen f und g in H(G) gilt:

lf —gllx <9 impliziert d(f,g) <e
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Sind umgekehrt ein 0 > 0 und ein Kompaktum K C G gegeben, so existiert
ein € > 0, dass fir alle f,g € H(G) gilt:

d(f,g) < e impliziert ||f — g|lx < 0.

Mit diesem Lemma zeigt man sodann, dass der Raum H (G) mit dieser Metrik
zu einem Banach-Raum wird.

Satz 1.10. Es seien G eine offene Menge in C und d die Metrik aus Defi-
nitton 1.8. Dann gilt:

1. (H(G),d) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

2. Fiir eine Folge {fn}nen in H(G) und eine Funktion f € H(G) gilt
d(fn, f) — 0 (n — o0) genau dann, wenn {f,(z)}nen auf jeder kom-
pakten Teilmenge von G gleichmdfig gegen f(z) konvergiert, was wir
im Folgenden kurz mit kompakter Konvergenz auf G bezeichnen werden.

Die Metrik d aus (1.1) ist eine natiirliche Metrik auf dem Raum aller in
einer vorgegebenen offenen Menge G holomorphen Funktionen. Sie erzeugt
in iiblicher Weise eine Topologie auf H(G), die in Anbetracht der zweiten
Eigenschaft des vorigen Satzes auch als lokal-gleichmdflige oder kompakt-
offene Topologie bezeichnet wird.

1.3 Stand der Forschung

Ausgangspunkt einer Reihe von Ergebnissen zu universellen Funktionen im
Komplexen - im Besonderen zu sogenannten translationsuniversellen oder
kurz T-universellen Funktionen - ist der Satz von Birkhoff [3], welcher in
einer dquivalenten Fassung lautet:

Satz 1.11 (Birkhoff (1929)). Es sei {2, }nen eine beliebige Folge unbeschrdnk-
ter komplexer Zahlen.

Dann gibt es eine ganze Funktion ¢ derart, dass zu jedem Kompaktum K €
M und jeder Funktion f € A(K) eine Teilfolge {ny}ren natirlicher Zahlen
existiert mat

©(z 4 zn,) — f(z) gleichméBig auf K (k — o0).

Da es gelegentlich wichtig ist, beziiglich welcher Folge {z, },en diese Funktion
@ die obige Eigenschaft besitzt, sprechen wir im Folgenden auch davon, dass
die Funktion T-universell beziiglich {z,}nen ist.
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Explizite Beispiele universeller Funktionen in diesem Sinne sind bislang noch
praktisch unbekannt. Die Riemannsche Zeta-Funktion stellt hierbei die ,,pro-
minente* Ausnahme einer translationsuniversellen Funktion dar, vgl. Voro-
nin [25]:

Satz 1.12 (Voronin (1975)). Es sei ¢ die Riemannsche Zeta-Funktion.
Dann ezistiert zu jedem K, := K, (2) :={z: |z =3[ <r} mit 0 <r < 1,
jeder Funktion f € A(K,), die zudem nullstellenfrei in K? ist, und jedem
e >0 ent>0, sodass gilt

IC(z+it) — f(2)|k, <e.

Nicht unerwédhnt lassen wollen wir hierbei neuere Untersuchungen zu Ap-
proximationen mit der Riemannschen Zeta-Funktion, die von Gauthier und
Tarkhanov [8] stammen.

Eine zweite Klasse von Funktionen, die haufig auch als ableitungsuniversell
bezeichnet wird, geht auf MacLane [19] zuriick.

Satz 1.13 (MacLane (1952)). Es ewistiert eine ganze Funktion ¢, sodass
zu jeder ganzen Funktion f eine Teilfolge {ny}ren der natirlichen Zahlen
existiert mit

©™)(2) — f(z) kompakt in C  (k — o0).

In Resultaten wie dem Satz von Birkhoff, dem Satz von MacLane und zahl-
reichen anderen Ergebnissen wird die Existenz dieser universellen Funktionen
mittels konstruktiver Methoden oder durch die Anwendung des Baireschen
Kategoriesatzes gesichert. Wir verwenden im Folgenden die erstere Methode,
worunter wir die Konstruktion einer holomorphen Funktion iiber Polynom-
reihen unter Verwendung der Sétze von Runge und Mergelian oder die direk-
te Konstruktion einer holomorphen Funktion mit universellen Eigenschaften
mit Hilfe des Satzes von Arakelian verstehen.

Unabhéngig davon, welche der genannten Beweisanordnungen gewahlt wird,
so ist es doch stets von enormer Wichtigkeit, dass der Raum H(C) — versehen
mit der lokal-gleichméfligen Topologie — ein separabeler metrischer Raum ist,
da etwa die Menge aller Polynome, bei denen die Real- und Imaginéarteile aller
Koeffizienten rational sind, eine abzéhlbare und dichte Teilmenge des H(C)
ist. Versieht man den Raum H(C) mit der Metrik der gleichméafiigen Kon-
vergenz o aus Definition 1.3, so gilt dies leider nicht mehr, wie das folgende
allgemeinere Resultat zeigt:

Satz 1.14. Es sei EE C C eine abgeschlossene und nicht beschrinkte Menge.
Dann ist der metrische Raum (A(E),§) nicht separabel, d. h. es ezistiert in
A(E) keine abzihlbare dichte Teilmenge.
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation

Beweis. Da E nicht beschrinkt ist, existiert eine Folge {(, }nen mit

GeEE neN), |(—Cl>c>0(w#p) und || — o0 (n— 00).

Die Vereinigung dieser Punkte heifle F':= |J {¢.}.
=1

Mit X bezeichnen wir die iiberabzéhlbare D?[E:nge aller Folgen, die ausschlie3-
lich aus —1 und 1 bestehen, also

X ={x={x,} nen: x, € {—1,1}}.

Die Menge C*\ F' ist zusammenhéngend und an oo lokal zusammenhéngend.
Nach dem Satz von Arakelian existiert somit zu jeder Folge z = {z,, }nen € X
eine ganze Funktion g, mit

192(Cn) — Tn| < % (n € N).

Alle so erkldrten Funktionen g, sind verschieden und liegen im Funktionen-
raum A(FE), das bedeutet

B:={g,:x € X}

ist eine tiberabzdhlbare Teilmenge von A(E).

Wenn wir annehmen, A(FE) besitze eine abzéhlbare dichte Teilmenge
D C A(F), so gibe es zu jedem x € X eine Funktion d, € D mit
o(dy, gz) < L.

Es seien zwei verschiedene Folgen z!) = {xg)}neN, 2 = {$%2)}neN e X
gegeben. Dann existiert mindestens ein ng € N mit xq(llo) # x,(fo), also
|:E£Llo) — xq%)| = 2. Wegen

1

S, i=1,2
27 [ )=

, 1
1920 (Gno) = 2] < 5 und |y (Gug) = G20 (Guo)| <
folgt d,a)(Cry) # dup(Cpg)- Fiir verschiedenes z € X sind somit auch die

zugehorigen Funktionen d, € D verschieden. Da X iiberabzéhlbar ist, kann
D nicht abzéhlbar sein. 0

Wie der Beweis von Satz 1.14 zeigt, gibt es auch keine abzéhlbare Men-
ge ,einfacherer”, z. B. sogar unstetiger, Funktionen, aus denen heraus jede
Funktion f € A(FE) beliebig gut approximierbar ist.

Hieraus ergibt sich nun unmittelbar, dass es keinen ,Birkhoff-Satz“ fiir ab-
geschlossene anstelle kompakter Mengen der nachstehenden Form gibt.



Kapitel 1 Einleitung und Motivation

Folgerung 1.15. FEs sei {z,}nen eine beliebige Folge unbeschrinkter kom-
plexer Zahlen.

Dann existiert keine ganze Funktion ¢ derart, dass zu jeder abgeschlossenen
Arakelian-Menge E in C und jeder Funktion f € A(E) eine Teilfolge {ny}ren
natirlicher Zahlen existiert mit

©(z 4 zn,) — f(2) gleichméBig auf £ (k — 00).

Mit der gleichen Argumentation ist es ebenso klar, dass es auch keinen
»,MacLane-Satz“ mit gleichméfiger anstelle von kompakter Konvergenz in C
geben kann.

Folgerung 1.16. Es existiert keine ganze Funktion ¢, sodass zu jeder ganzen
Funktion f eine Teilfolge {ny}ren der natirlichen Zahlen existiert mit

0™ (2) = f(2) gleichmiiig in C  (k — o).

Nachdem wir hier bereits zwei denkbare Resultate kennengelernt haben, die
auf den Sétzen von Birkhoff und MacLane basieren, die aber — wie gezeigt —
nicht gelten kénnen, sprechen wir nun iiber Ziele dieser Arbeit.

Eine unserer Aufgaben ist es, universelle Funktionen im Sinne Birkhoff und
MacLanes zu konstruieren, die zusétzlich auf jeder Geraden beschrankt sind,
auf jeder Geraden gegen 0 konvergieren oder an bestimmten vorgegebenen
Punkten Nullstellen besitzen.

1.4 Hauptergebnisse

In Kapitel 2 beschéftigen wir uns zunéchst mit bekannten Resultaten im Be-
reich der ,, Translationsuniversalitdten®. Die Konstruktion solcher Funktionen
erfolgt mit einer wesentlich vereinfachten alternativen Beweismethode, die
als wichtigstes Hilfsmittel den Satz von Arakelian verwendet. Bei allen bis-
herigen Beweisanordnungen wurde dieses Ergebnis nicht eingesetzt, jedoch
scheint diese neu entwickelte Technik zur Konstruktion universeller Funktio-
nen iiberaus erfolgversprechend zu sein.

Das dritte Kapitel umfasst die Konstruktion ganzer Funktionen, die eine
, Translationsuniversalitdt® besitzen, und iiberdies auf jeder Geraden be-
schrénkt sind. Dies ist schon insofern interessant, da ganze universelle Funk-
tionen stets nach dem Satz von Liouville in der gesamten komplexen Ebene
unbeschrankt sein miissen.

In einer ersten Konstruktion ist hierzu ein Resultat entstanden, bei dem die



Kapitel 1 Einleitung und Motivation

ganze Funktion auf jeder Geraden beschrankt und T-universell beziiglich ei-
ner bestimmten, aus der Beweiskonstruktion entstandenen Translationsfolge
ist, siche Satz 3.4. Durch eine gewisse Modifikation erreicht man, dass die
konstruierten Funktionen sogar auf jeder Geraden gegen Null konvergieren.

Wie erwihnt ist das Ergebnis ldngst nicht fiir jede , Translationsfolge*
b := {by, }nen richtig. In Satz 3.6 geben wir eine notwendige und hinreichende
Charakterisierung aller Folgen b an, mit der T-universelle Funktionen kon-
struiert werden konnen. Das besondere an diesen Resultaten ist, dass die
Menge aller Funktionen, die beziiglich b universell und auf jeder Geraden be-
schrankt sind, keine residuale Teilmenge des Raumes aller ganzen Funktionen
versehen mit der natiirlichen Metrik der lokal-gleichméfligen Topologie bildet.
In nahezu allen bislang in der Literatur diskutierten Beispielen ,universeller
Phénomene® ist dies namlich der Fall, vgl. Grofe-Erdmann [11]. Mit Hil-
fe einer Beweistechnik, die u.a. bei Bernal-Gonzalez, Calderén-Moreno und
Prado-Bassas [2] Anwendung findet, gelingt der Nachweis, dass es sich bei
der Menge dieser ,,universellen Elemente“ sogar um einen dichten linearen
Teilraum handelt, der jedoch — wie erwédhnt — keine residuale Teilmenge des
Raumes aller ganzen Funktionen versehen mit der lokal-gleichméfigen Topo-
logie bildet.

Im folgenden Kapitel 4 gehen wir der Fragestellung nach, ob es moglich ist,
die Konstruktion T-universeller ganzer Funktionen mit Hilfe des Satzes von
Arakelian derart zu modifizieren, um damit Aussagen iiber die Existenz uni-
verseller Funktionen mit der zusétzlichen Vorgabe von Nullstellen zu erzielen.
Der Satz 4.1 zeigt, dass dies in gewisser Weise moglich ist, allerdings stel-
len wir fest, dass nur ein Teil der Nullstellen vorgeschrieben werden kann,
wéhrend ein anderer sich zwangslaufig aus der Konstruktion ergibt.

Weitere Untersuchungen zeigen dann sogar auf, dass das Vorhandensein die-
ser weiteren Nullstellen absolut notwendig ist. Da allerdings aus der Form der
in Satz 4.1" konstruierten universellen Funktion die Lage aller Nullstellen be-
kannt ist, konnen wir auch eine T-universelle ganze Funktion mit regelméflig
kontrollierbarer Nullstellenasymptotik konstruieren, siche Satz 4.8. Dies ist,
wie wir meinen, eine recht iiberraschende Tatsache, da sich ndmlich Funktio-
nen mit universellen Eigenschaften zumeist eher durch ,, Unregelméfigkeiten*
auszeichnen.

AnschlieBend untersuchen wir in Kapitel 5 dieselbe Fragestellung fiir ab-
leitungsuniverselle Funktionen. Im Gegensatz zu T-universellen Funktionen
gelang Herzog [12] der Nachweis der Existenz nullstellenfreier ableitungs-
universeller Funktionen. Wir weisen nach, dass ableitungsuniverselle Funk-
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tionen existieren, die abzdhlbar viele vorgeschriebene Nullstellen besitzen.
Die Konstruktion einer solchen Funktion erfolgt als Polynomreihe mit Hilfe
des Satzes von Walsh iiber die simultane Approximation und Interpolation,
Lagrange Interpolationspolynomen, sowie grundlegenden Eigenschaften der
Weierstraschen Elementarfunktionen.

Funktionen mit zwei simultan auftretenden universellen Eigenschaften sind
das Thema in Kapitel 6. Die dort erzeugten Funktionen sind im Einheits-
kreis translations- bzw. ableitungsuniversell, und die Partialsummen ihrer
Potenzreihenentwicklung besitzen auflerhalb des Einheitskreises universelle
Verteilungen ihrer Nullstellenhdufungspunkte.
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Translationsuniverselle
Funktionen

Fiir den Bereich der Translationsuniversalitidten stellt sich der Satz von Ara-
kelian, der bekanntlich in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung des Satzes
von Mergelian ist, als geeignetes Hilfsmittel heraus, holomorphe Funktionen
mit diesen universellen Eigenschaften direkt zu erzeugen. In diesem Kapitel
geben wir zunéchst einige Beispiele bereits existenter Resultate an, deren
Beweise sich durch die Anwendung des Arakelianschen Satzes erheblich ver-
einfachen.

Spéter werden wir dann in den Kapiteln 3 und 4 sehen, dass sich diese Be-
weismethode und die dort verwendeten Konstruktionen sogar dazu eignen,
,neue” universelle Funktionen zu erzeugen.

2.1 T-universelle ganze Funktionen

Das einfachste Beispiel einer T-universellen ganzen Funktion ist der bereits
genannte Satz von Birkhoff, zu dem ein Beweis der oben erwéhnten Art be-
reits in [21] angegeben ist.

Eine zweite Art von Translationsuniversalitit sind die ,multiplikativen*
Translationen ¢(z, - z) fiir eine vorgegebene Folge komplexer Zahlen {z, },en
und eine ganze Funktion ¢. Wir greifen in Satz 2.2 - wenn auch nicht in
voller Allgemeingiiltigkeit - ein Resultat von Luh [16] auf, in welchem beide
Arten, d. h. additive wie multiplikative Translationen, verkniipft werden, und
beweisen dies auf die angesprochene ,neue“ Art.

Wir beginnen mit einem bekannten Lemma, welches wir fiir den folgenden
Satz und auch an vielen anderen Stellen benotigen, und welches der inter-
essanten Frage nachgeht, ob die Ableitungen @) (7 € Np) einer T-universellen
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Funktion ¢ ihrerseits auch T-universell sein miissen.

Lemma 2.1. Es sei {z,}nen eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen.
Fiir j € Ny bezeichnen wir folgende Figenschaft mat

(A;):  Die Folge der additiven Translationen {pW(z + 2,) bnen
ist dicht in A(K) fir alle K € 9.

Erfillt eine ganze Funktion ¢ die Eigenschaft (Ao), dann erfillt sie auch
(A;) fir alle j € N.

Der Begriff der Dichtheit bedeutet in der Situation von (A;), dass zu festem
Jj € Ny, jedem ¢ > 0, jedem K € 9 und jedem f € A(K) ein ng € N
existiert, sodass gilt

max [ (2 + 2a,) — f(2)] <.
Beweis. Es seien ein j € N, ein € > 0, sowie ein Kompaktum K € 9t und
eine Funktion f € A(K) gegeben. Nach dem Satz von Mergelian gibt es ein
Polynom P mit

max |P(2) - f(2)] < 3. (2.1)

Es sei P(-7) eine Stammfunktion der Ordnung j von P, also

d’ 4
— P =
deP (2) = P(2).

Ferner wéhlen wir ein R > 0 mit K C {z : |2| < R}. Wegen (A) existiert
eine Folge {ny}ren, sodass die zugehorige Funktionenfolge {¢(z + 2, ) }ren
auf {|z] < R} gleichméBig und somit auf dem Inneren dieser Menge kompakt
gegen P(~7)(z) konvergiert. Da diese kompakte Konvergenz dann auch fiir
alle Ableitungen gilt, existiert im Besonderen ein ng € N mit

() _ c
max ot (z + zny) — P(2)] < 3,
woraus zusammen mit (2.1) die Behauptung folgt. O

Wir beachten bereits jetzt, dass wir in Satz 4.15 eine Funktion konstruieren
werden, die beispielhaft belegt, dass die Giiltigkeit der Aussage (A;) i. A.
nicht die Giiltigkeit von (Ag) impliziert.

Mit diesem Lemma kénnen wir nun folgendes Ergebnis beweisen.

Satz 2.2. Es sei {z, }nen €ine unbeschrinkte Folge in C. Dann existiert eine
ganze Funktion ¢ mit folgenden Eigenschaften:

12



Kapitel 2 Translationsuniverselle Funktionen

1. Fiir jedes feste j € Ny st die Folge der ,additiven Translationen“
{09 (2 + 2,) Inen dicht in A(K) fiir alle K € 9.

2. Fiir jedes feste j € Ny ist die Folge der ,multiplikativen Translationen®
{09 (2, - 2)Ynen dicht in A(K) fiir alle K € M mit 0 ¢ K.

Beweis. 1. Es sei {K, }nen eine Folge kompakter Mengen mit K,, € 9,
0 € K, derart, dass fiir alle Kompakta K € 91,0 ¢ K ein ng € N
existiert mit K C K,,, vgl. Luh [16], S. 90. Weiter sei {Q, }nen eine
Folge von Polynomen, deren Koeffizienten in Q + ¢Q sind. Ferner sei £
eine abzéhlbare Liste aller Paare (K, (@, ), in der jedes Paar unendlich
oft auftaucht, und wir setzen £ = {(K}, Q%) }nen-

Sodann betrachten wir S := {z: z = z,;n € N}, die Teilmengen

A={z:2=a,;;=0,...,nyne N} CS,
B:={z:2=b,;;ne N} CS,
und definieren ferner
A, j=an;-K; (7=0,...,n;ne€N),
B, ={z:]z—b, <n} (neN).
Dabei seien a,, j, b, so gewahlt, dass zum einen gilt
n < ano| < lana| <+ <lann| <|bn] <lanirol <...,
und zum anderen, dass Jordangebiete
L,;DA,; (J=1,....n;neN)

mit rektifizierbarem Rand 0L, ; und dist(A,, ;, 0L, ;) > 1 derart exis-
tieren, dass fiir allen € Nund j = 1,...,n alle Mengen L, ;, A, und
B,, paarweise disjunkt sind, vgl. Abbildung 2.1.

Unter der Beachtung, dass fiir alle n € N die Kompakta K in 91 liegen,
also ein zusammenhdngendes Komplement haben, L,, ; Jordangebiete
und B,, Kreisscheiben sind, folgt unmittelbar, dass

E:=|JE, mitE,:= (OE> U AnoUB,
j=1

neN

eine Arakelian-Menge in C ist.

13



Kapitel 2 Translationsuniverselle Funktionen

Abbildung 2.1: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 2.2

2. Wir definieren zunéchst die Funktionen F,, ;(2) als eine beliebige, aber
feste Stammfunktion der Ordnung j zu Q) ( = ), d.h.

An,j

&’ .
@Fn,j(z) =Q, (

i) (meN,j=1,...,n),

n,j

i z
Fn,O = Qn (a_0> )

und sodann die folgenden auf £ holomorphen Funktionen

sowie

—Inn .2 € B,
§(z) =4 —Inn 2 € Anp
—In(j! n-length(L,;)) ,2€ Lnj,i=1,...,n

und
Qn(Z - bn) A Bn
q(z) == < FLo(2) 2 € An -
F,;(z) , 2 € L_nj

14
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Nach dem Satz von Arakelian wéhlen wir zunéchst eine ganze Funktion
g mit

10(2) —g(2)] <1, zeF (2.2)
und dann eine ganze Funktion A mit

q(z)

e9(z)—1

- h(z)‘ <1, zeFE. (2.3)

Die ganze Funktion p(z) := h(z) - 91 orfiillt dann fiir alle = € E
g(z) — p(2)] < [e9P)71] = eRelo(=)-1)

(2.4)
< ) —3E)146() - ob(2).
3. Dies bedeutet auf der Menge B,
1
- Wn - bn < —,
Jmax fe(z) = Qn(z —ba)l < &
was dquivalent ist zu
1

|m|e<xx lo(z+by) — Qn(2)| < - (2.5)

Nach dem Satz von Mergelian existiert zu jedem K € 901 und jeder
Funktion f € A(K) eine Teilfolge {ny}reny C N mit

Qn,(2) = f(2) gleichméBig auf K (k — 00).

Weil K C {z: |z| < ng} fur alle hinreichend grofien £ gilt, folgt aus
(2.5)
©(z+by,) — f(2) gleichméBig auf K (k — o0).

Wegen {b,, }reny C S und mit Lemma 2.1 folgt dann die erste Aussage.
4. Auf der Menge A, ,n € N folgt aus (2.4)

o0 -0 ()] <3

Qp0 n

max
ZGAn,o

wéhrend wir auf A4, ;,n € N,j = 1,...,n mit der Cauchyschen Inte-
gralformel und (2.4)

L[ et

2mi Jor,, (t—z)7H

1
< 2j_ max |p(t) — Fy j(t)] - length(OL, ;) < -

max
ZeAn,j

P - @ () =
CLnJ' i
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erhalten. Diese beiden Abschéitzungen sind dquivalent zu

, 1
Dz ) —O* -
max (2 - an ) — Qu(z)] < . (2.6)
Es seien nun ein j € N, ein K € 9 mit 0 ¢ K, sowie ein f € A(K)
beliebig gegeben. Gemé&fl Voraussetzung existiert ein ng € N mit
K C K,,. Der Satz von Mergelian liefert erneut die Existenz einer
Teilfolge {my }reny C N mit

Qm,(2) — f(2) gleichmiBig auf K (k — 00).

Aufgrund der Konstruktion der Liste £ existiert eine streng mono-
ton wachsende Teilfolge {ny,}ren natiirlicher Zahlen mit (K, , Q) =

(Kpny, Q) fiir alle k € N. Mit (2.6) folgt dann die zweite Aussage.
[

2.2 T-universelle Funktionen in einfach
zusammenhingenden Gebieten

Nach diesen Resultaten zu translationsuniversellen ganzen Funktionen stellt
sich nun die Frage, ob es auch T-universelle Funktionen in allgemeinen Ge-
bieten gibt.

Eine zusétzliche Schwierigkeit bereitet dabei die Tatsache, dass man bei der
Ubertragung des Konzeptes der Translationsuniversalitit von C auf Gebie-
te G erreichen mochte, dass solche Funktionen beziiglich jedes Randpunk-
tes des Gebietes universell sind. Die genaue Bedeutung dessen kann leicht
dem folgenden Satz entnommen werden, der von Luh [14] aus dem Jahr
1979 stammt und welcher das Konzept der T-Universalitit auf einfach zu-
sammenhéingende Gebiete erweitert, nachdem er es zunéchst in [13] fiir den
Sonderfall des Einheitskreises behandelt hatte.

Satz 2.3. Fs sei G C C, G # C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet.
Dann existiert eine in G holomorphe Funktion ¢ mit der Figenschaft:

Zu jedem ¢ € 0G, jedem K € M und jeder Funktion f € A(K) existieren
Folgen {a, }nen und {b, bnen mit

a,z+b, € G firalle z€ K und allen € N,

anz+0b, — ¢ firalle z€ K und n — oo,
sodass gilt

olan z +b,) — f(2) gleichméBig auf K (n — 0).

16
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Beweis. 1. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz existiert eine kon-
forme Abbildung ® von G auf den Einheitskreis D := {z : |2| < 1}.
Hiermit setzen wir fiir n € N:

1
Gn.:{zeG.|®(z)|<1—%}.

Ferner sei {¢™}en eine Folge mit ¢(*) € OG fiir alle k € N, welche in
0G dicht liegt. Zu jedem k € N wihlen wir eine Folge {z,(lk)}neN mit
M e\G, neN), P ™ (n - oo).

Nun wird in induktiver Weise eine Folge {n,},en natiirlicher Zahlen
konstruiert. Es sei ny = 1, und fiir ein ¥ > 1 sei n, bereits bekannt.
Wir wéhlen n,; > n, so grof}, dass gilt

20,28 ) e Gy, \G,.

ny ny )

Des Weiteren sei {r, },en eine Folge reeller Zahlen, wobei 7, € (0, }/)
so klein gewahlt wird, dass die Kreisscheiben

Fél:) ={z:]z— zfl/;)| <r} (u=1,...,n,) (2.7)

paarweise disjunkt und alle in G,,,,,\Gy, enthalten sind.

o \
TRl Gﬂv i

D:={z:|z| <1}

Abbildung 2.2: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 2.3

Zuletzt definieren wir mit diesen Kreisscheiben folgende in G' abge-
schlossene Mengen

F, = 0 EW  F:= G E, .
u=1 v=1

17
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Es bezeichne G* die Ein-Punkt-Kompaktifizierung des Gebietes G. Auf-
grund der Tatsache, dass die Kreisscheiben Eg’j ) fiir verschiedenes v und
verschiedenes p paarweise disjunkt sind, ist G*\ F' zusammenhéngend
und an oo lokal zusammenhéngend, was bedeutet, dass F' in G die
Voraussetzungen des Satzes von Arakelian erfiillt. Den lokalen Zusam-
menhang an oo sieht man z. B. daran, dass jeder Punkt in G\G,,, der
nicht in F liegt, in G\(G,, U F) mit G durch einen Jordanbogen ver-
bindbar ist.

2. Es bezeichne {Q, }nen eine Folge aller Polynome, bei denen die Real-
und Imaginarteile aller Koeffizienten rational sind.
Wir definieren nun die folgenden auf den obigen abgeschlossenen Men-
gen holomorphen Funktionen

d(z) == —lnv, z €k,

i) = Qo -], e

14

(a) Nach dem Satz von Arakelian existiert zunéchst eine in G holo-
morphe Funktion g mit

10(2) —g(2)| <1, ze€F,

sowie zur in I’ holomorphen Funktion e;{(j)_l eine ebenfalls in GG
holomorphe Funktion A mit
q(z)
T h(z)| <1, zé€F.

Die Funktion ¢(z) := h(z)e/®)~! ist dann in G holomorph und
erfillt
lg(z) — p(2)| < ¥, 2z € F.

(b) Dies bedeutet auf den Mengen F") = {z : [z — 2| < r,} mit
p=1...,n,;veN

v 1
L e p(2) — Qy ( OEST (z — ), )) -
Setzen wir w := (H’i)m -(z—zf(f:)), so erhalten wir fiir p = 1,...,ny;
veN
v+1 1
(W) ) _ - 2
Rrad so( ” Tuw+znu) Qu<w)‘ < (2.8)

18
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3. Es seien nun ein { € 9G, ein Kompaktum K € 9t und eine Funktion
f € A(K) gegeben. Wir bestimmen ein R > 1 so, dass die Menge

KR::{w:w:%,ZGK}Efm
in Dy = {w: Jw|] < 1} enthalten ist. Die Funktion fz mit

fr(w) == f(Rw), we Kg

gehort dann zur Klasse A(Kg). Nach dem Approximationssatz von
Mergelian gibt es eine Teilfolge {v }ren natiirlicher Zahlen und

1
max |fr(w) — QW) <7 (kEN). (2.9)
Fir alle k € Nist Kp C Dy C {w: |w| < %5}, und es folgt mit (2.8)
und (2.9) fir u=1,...,n,, und alle k € N
max | ( ” Ty W+ 2,00 ) — fr(w)| < P + T (2.10)

Geméf ihrer Konstruktion hat die Menge der Punkte
20y = 1,...,n,;keN

(O]

jeden Randpunkt von G, also insbesondere ¢ € 0G, als Haufungspunkt.
Es existieren daher Folgen {k;}sen und {ps}sen mit

1<ps<mn, (se€N) und 1) ¢ (s — 00).

Ny,

Setzen wir nun

o = st 1 . 1 by = 0t)
Vk: ks R nuks

s

so gilt as — 0,bs — ( (s — o00). Fiir alle z € K sowie aufgrund der
Wahl von R folgt |asz| < r,, . Wegen (2.7) bedeutet dies fiir jedes
z € K und jedes s € N

Goasz+bs— (¢ (s— 00).
Aus (2.10) folgt fiir s — o0
max |¢(as Rw + bs) — f(Rw)| — 0,

weKR

und letztlich nach Resubstitution z = Rw fiir s — oo
max [p(a, 2 +by) = f(2)| = 0,

also die Behauptung.
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2.3 T-universelle Funktionen in beliebigen
Gebieten

Bei Luh, Martirosian und Miiller [18] wird das Konzept der T-Universalitét
sogar auf beliebige Gebiete GG erweitert, wobei sich das universelle Translati-
onsverhalten nur auf eine vorgeschriebene Teilmenge £ C 0G beschréankt. Die
drei Autoren sprechen diesbeziiglich von , eingeschrankter Universalitat®.
Hierbei wird im Originalbeweis eine Ausschopfung des Gebietes mit kom-
pakten Mengen gemé&fl Lemma 1.7 vorgenommen. Die dritte dort geforderte
Eigenschaft an die Kompakta, welche anschaulich besagt, dass die Kompakta
keine ,,Locher” besitzen aufler denen, die durch die Locher des Gebietes G
erzwungen werden, wird hierbei durch die Verwendung des stérkeren Appro-
ximationssatzes von Arakelian obsolet.

Zur Abkiirzung bezeichnen wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Menge
der Verdichtungspunkte einer Folge {b, },en kurz mit V ({b,}).

Satz 2.4. Es seien G C C,G # C ein Gebiet und E C 0G eine abgeschlosse-
ne Menge. Ferner seien {a, }nen eine Folge in C\{0} mit a,, — 0 fiirn — oo
und {bp}nen eine Folge in G mit V({b,}) = E. Dann ezistiert eine in G
holomorphe Funktion ¢ mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir alle K € 9M, fir alle f € A(K) und fir alle ( € E ezistieren Teilfolgen
{mk}keN und {nk}keN mn N mat

U, 2 + by, € G fiir alle z € K und alle k € N,
b, = ¢ (k — 00),
O, 2+ by, ) — f(2) gleichméBig auf K (k — 00).

Beweis. 1. Essei geméf Lemma 1.7 { H,, } ,en eine Folge kompakter Men-
gen H, mit den Eigenschaften:

e H, CH, , CG fir allen € N.

e 7Zu jeder kompakten Menge K C G existiert ein nyg € N mit
K C H,,.

Ferner sei {¢"}ien eine Folge von Punkten in E, die in E dicht lie-
gen. Fiir jedes k € N wihlen wir eine Teilfolge {z,(,k)}l,eN von {b,} mit
lim, o 207 = ¢® sodass fiir jedes v € N die Punkte 2", ... 2"
paarweise disjunkt sind und so, dass fiir eine Teilfolge {H,,, } von {H,}

gilt: 27 € Gy \G, firk=1,...,v, wobei G, := H,,.
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Danach wéhlen wir mit einer Folge {[, },en monoton wachsender natiirli-
cher Zahlen Radien r, := 4/|a;,| mit der Eigenschaft, dass die abge-
schlossenen Kreisscheiben

Dy :={z:]2—2W| <r}

fiir k =1,...,v paarweise disjunkt sind, und so, dass
Q, = Dur C Go,\G,
k=1

gilt. Zuletzt definieren wir mit diesen Kreisscheiben folgende in G ab-
geschlossene Menge
F = U Q,.
v=1

Aufgrund der Tatsache, dass die Kreisscheiben D, fiir verschiede-
nes v und verschiedenes k paarweise disjunkt sind, ist G*\ F' zusam-
menhingend und an oo lokal zusammenhéngend, was wiederum be-
deutet, dass F' eine Arakelian-Menge in G ist.

2. Es bezeichne {Q, }nen erneut eine Folge aller Polynome, bei denen die
Real- und Imaginérteile aller Koeffizienten rational sind.
Wir definieren des Weiteren die folgenden auf den obigen abgeschlos-
senen Mengen holomorphen Funktionen

d(z) == —Ilnv, z €,
q(z) = Q, <i(z — z,gk))) , 2 € Dyy.

CLlV

(a) Der Arakeliansche Satz liefert zunéchst die Existenz einer in G
holomorphen Funktion g mit

10(2) —g(2)| <1, z€F,

sowie zur in F' holomorphen Funktion egq(gfL

weiteren in GG holomorphen Funktion A mit

die Existenz einer

a(z) —h(z)‘<1, z e F.

eg(z)—l

Die Funktion ¢(z) := h(z)e9®)~! ist dann in G holomorph und
erfiillt
lq(z) —p(2)] <, zeF.
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(b) Hieraus ergibt sich fur alle k =1,...,v;v € N

1 1
_ = (- 2R < =
Inax |p(w) th(ah (w— 2 ))‘ "
was dquivalent ist zu
1
max lo(ay, = + 2By — Qu(2)] < = (2.11)
|z|<-— 1%

=7,

3. Im abschlieBenden Schritt seien ein Kompaktum K € 91, eine Funktion
f € A(K) und ein Randpunkt ¢ € E beliebig gegeben. Wir beachten,
dass ( ein Verdichtungspunkt der Folge {¢(®} ist. Nach dem Satz von
Mergelian finden wir eine Teilfolge {v}sen natiirlicher Zahlen, sodass
gilt .

max Q,,(2) — [(2)] < (2.12)

Ferner existiert ein sy = so(K) so, dass fiir alle s > sq gilt:

1
KC{Z:\Z\S—}.
Ty,

Wegen (2.11) und (2.12) erhalten wir

(k)y _ .1
max (e, 2+ ) = ()] < - + -
fiir alle s > sp und alle k =1,..., v,.
Weil die Menge der Punkte {z = zyj) ck=1,...,vs5s > S50t den
Punkt ¢ als Verdichtungspunkt besitzt, existieren natiirliche Zahlen
Js € {1,...,vs}, sodass gilt z,gj) — ( fiir s — oo. Fiir s > sp und
z € K gilt

1
= lan, |- |2 <72, = =,

Vs

(ar,, 2+ 20)) = 27

was bedeutet, a;, 2z + Z,Ezs) € D, ; C G fiir alle s > sy. Setzen wir

entsprechend
o b o (jsO-Hc) kf N
Oy, =, L oy = 20 (ke N),
so folgt insgesamt

max (a2 4 by,) — f(z)] =0 (k = oo),

womit der Satz bewiesen ist.

22



Kapitel 2 Translationsuniverselle Funktionen

Definition 2.5. FEs seien G C C,G # C ein Gebiet und E C 0G eine abge-
schlossene Menge.

Wir bezeichnen jede Funktion, welche dieselben Eigenschaften erfillt wie die
Funktion ¢ aus Satz 2.4 als translationsuniverselle Funktion in G beziiglich
der Menge E. Die Menge aller translationsuniversellen Funktionen in G
beziiglich E bezeichnen wir mit Ug(G).

Wir beachten, dass die in Satz 2.4 konstruierte Funktion ¢ nur beziiglich
jedes Randpunktes, welcher der abgeschlossen Menge E C 0G angehort,
T-universell ist. Basierend auf diesem Satz wird in [18, Theorem 3] sogar ge-
zeigt, dass in Gebieten, die von endlich vielen paarweise disjunkten Jordan-
kurven berandet sind, und unter den weiteren Voraussetzungen von Satz 2.4,
eine exakt in einem solchen Gebiet holomorphe Funktion ¢ existiert, die
im obigen Sinne T-universell beziiglich £ und beziiglich F' := G\ E nicht
T-universell ist.

Bemerkung 2.6. Ist in der Situation von Satz 2.4 der Punkt oo Randpunkt
des Gebietes G, so kann die dortige Funktion o — bei geeigneter Wahl von E
— auch als T-universell beziiglich {oo} konstruiert werden. In diesem Fall ist
oo ein Haufungspunkt von Punkten in OG. Die Behauptung folgt dann unter
Verwendung eines Diagonalfolgenargumentes.

Nachdem wir in Satz 2.4 die Existenz einer T-universellen Funktion in einem
beliebigen Gebiet G nachgewiesen haben, stellen wir uns abschliefend die
Frage, wie ,,grofi die Teilmenge Ug(G) bestehend aus diesen T-universellen
Funktionen des H(G) ist. In Abschnitt 1.2 haben wir bereits eine Metrik auf
H(G) eingefiihrt, die aus H(G) einen vollstdndigen metrischen Raum macht.

Wir zeigen nun zunéchst fiir einfach zusammenhéingende Gebiete G, dass
Ug(G) fiir alle abgeschlossenen Mengen E C 0G dicht in H(G) ist.

Satz 2.7. Es seien G C C,G # C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet
und E C 0G eine abgeschlossene Menge. Dann ist die Menge Ug(G) dicht
in H(G).

Beweis. Es seien eine beliebige Funktion f € H(G) sowie ein € > 0 gegeben.
Wir miissen zeigen, dass eine Funktion ¢ € Ug(G) existiert mit d(f, ¢) < e.

1. Nach Satz 2.4 wissen wir, dass Ug(G) # () ist. Wir wihlen daher eine
beliebige Funktion ¢y € Ug(G). Ein einfaches Argument zeigt, dass ein
§ > 0 existiert mit d(dyy) < 5.
Nach dem Satz von Runge iiber die polynomiale Approximation exis-
tiert eine Folge von Polynomen, die auf G kompakt gegen f konvergie-
ren, also gibt es ein Polynom P mit d(P, f) < 5. Wir betrachten die in
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G holomorphe Funktion ¢(z) := dpg(z) + P(2), und stellen fest

d(p, f) = d(5po + P, f) < d(0po) + d(P, f) < e.

2. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ € Ug(G) gilt.
Es seien dazu ein Kompaktum K € 9, eine Funktion ¢ € A(K) und
ein ¢ € E beliebig gegeben. Dann gilt +g(z) — $P(¢) € A(K). Wegen
@o € Up(Q) existieren Teilfolgen {m,};en, {n;};en der natiirlichen Zah-
len mit

Um; 2 + by, € G fiir alle z € K und alle j € N,
a'mj - 07 (.] - 00)7

bnj - Ca (] - OO),

1 1
O(am; 2 + by,) — gg(z) - SP(O gleichméBig auf K (j — o0).
Da P insbesondere in ( stetig ist, existiert zu jedem k € N ein &/'(k) > 0,
sodass fiir alle y mit |y — ¢| < &'(k) folgt, dass |P(y) — P(¢)| < 1.
Entsprechend wihlen wir nun ein j, > k derart, dass gilt

e'(k) e'(k)
. 7 [/ —
[, | 2 max |z|’ e
K
und damit

1
max |P(am,, 2+ by, ) — P(Q)] < o

sowie ferner

1 1 1
max 9o (@m,, 2 + by, ) — 59(2) - gP(C)| <7
Deshalb erhalten wir insgesamt
0+1
s (a2 + b, ) — 9(2)] < S

was bedeutet ¢ € Ug(G).
O]

Bemerkung 2.8. Das obige Ergebnis kann durch die Verwendung des Satzes
von Runge iiber die rationale Approrimation im obigen Beweis sofort auf

regulire Gebiete G, das bedeutet solche mit (G)° = G, tbertragen werden.
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Auf jeder Geraden beschrinkte
T-universelle ganze Funktionen

In [6, Theorem 5] zeigen Costakis und Sambarino, dass es eine ganze Funktion
¢ gibt, die auf jeder Geraden, die nicht in Richtung der positiven reellen
Achse zeigt, fiir z — oo gegen 0 konvergiert, also insbesondere auf allen
Geraden auBer jenen der Form zp + R (29 € C) beschrénkt ist, und die
hyperzyklisch ist beziiglich des Translationsoperators um 1,

T,: HC) - H(C) mit Ti(f(2):=f(z+1),

d.h. ihr Orbit {T7'¢ : n € Ny} ist dicht in H(C), oder anders ausgedriickt:
¢ ist T-universell beziiglich der Folge b := {n}en,-

3.1 Der Raum GB(C) aller auf jeder Geraden
beschrinkten ganzen Funktionen

Im folgenden einfachen Lemma weisen wir nach, dass dieses Resultat best-
moglich ist, d. h. eine beziiglich T} hyperzyklische Funktion konvergiert léings
einer jeden Geraden der Form 2o+ R (zy € C) nicht gegen 0; sie ist dort nicht
einmal beschrankt.

Lemma 3.1. Die Funktion o sei hyperzyklisch beziiglich Ty, d. h. die Folge
der additiven Translationen {p(z + n)}nen, ist dicht in A(K) fir alle Kom-
pakta K € 9.

Dann ist ¢ auf jeder Geraden zy + R (29 € C) unbeschrinkt.

Beweis. Angenommen die Funktion ¢ wére fiir ein beliebiges 2y € C auf
der Geraden zy + R beschrinkt, also

sug lo(z0 + 2)| < co. (3.1)
ze

25



Kapitel 3 Auf jeder Geraden beschrénkte T-universelle ganze Funktionen

Zu K = {z} und f(z) = ¢o + 1 existiert dann geméfB Voraussetzung eine
Teilfolge {ny }ren natiirlicher Zahlen mit

o(zo+m) — f(2) =co+1 (k— 00),
im Widerspruch zu (3.1). O

Wir werden in Abschnitt 3.2 nachweisen, dass es sehr wohl moglich ist, eine
auf jeder Geraden beschrinkte ganze Funktion zu konstruieren, die transla-
tionsuniversell im Sinne Birkhoffs ist. Die Wahl der Translationspunkte kann
hierbei, wie das vorige Lemma zeigt, nicht beliebig sein.

Das eben gezeigte Lemma liefert uns allerdings auch noch néhere Informa-
tionen zur Menge G B(C), der Menge aller ganzen Funktionen, die auf jeder
Geraden beschrankt sind.

Definition 3.2. Fin abzdhlbarer Schnitt von offenen Mengen in einem to-
pologischen Raum (T ,0) heifit Gs-Menge und eine Teilmenge von T, die
threrseits eine dichte und Gs-Teilmenge besitzt, bezeichnet man als residual.

Lemma 3.3. Wir setzen
GB(C) :={p € H(C) : ¢ ist beschrinkt auf jeder Geraden}.
Dann gilt:
1. GB(C) ist dicht in (H(C),d).
2. GB(C) besitzt keine inneren Punkte.
3. GB(C) ist keine residuale Menge in (H(C),d).

Beweis. 1. Es seien ein f € H(C) und £ > 0 beliebig vorgegeben. Wir
zeigen, dass eine Funktion ¢ € GB(C) existiert mit d(y, f) < €. Nach
Lemma 1.9 existiert ein § > 0 und ein Kompaktum K C C mit

m}z{mx|g0(z) — f(2)] < ¢ impliziert d(y, f) < e.

Sodann wéhlen wir ein R > 0 mit der Eigenschaft K C {z : |z| < R}
und betrachten mit der Menge
1
Re z )’

S:={z:Re z<0oderImz <0}

U{z:Rez>0,Imz>OundImz2
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die folgende in C abgeschlossene Menge
F=RUF:={z:]2|<R}U(SN{z:|z| > R+ 1}).

Es ist klar, dass F' eine Arakelian-Menge in C ist. Hierauf definieren
wir die nachstehenden holomorphen Funktionen auf F'

| F; F;
5(2) = ndy ,zé€ 1’ o(2) = f(z) ,zeF
0 ,ZGFQ 0 ,ZGFQ

und wéahlen mit dem Satz von Arakelian zunéchst eine ganze Funktion g
mit
0(2) —g(2)| <1, z€F,

und sodann eine ganze Funktion A mit

q(z) hz)

@9(2)—1

<1, zekF.

Die ganze Funktion o(2) := h(z) - e9®)~! erfiillt dann
la(2) —¢(2)] <P, zeF,
was zum einen bedeutet, dass

max [p(z) = f(2)] < max|p(z) = f(2)] <0

ist, also d(g, f) < e. Zum anderen gilt, dass der Durchschnitt von
(F,)¢ mit jeder Geraden leer oder in einem kompakten Geradenstiick
enthalten ist. Zusammen mit |¢(2)] < 1 (z € F3) folgt, dass ¢ auf jeder
Geraden beschrankt ist.

2. Es sei nun eine Funktion f € GB(C) gegeben. Wir zeigen, dass zu
jedem € > 0 eine ganze Funktion ¢ mit d(f, p) < € existiert, die nicht
auf jeder Geraden beschréinkt ist. Erneut bestimmen wir als erstes das
Kompaktum K C C und § > 0 so, dass gilt

m}gx\gp(z) — f(2)] < ¢ impliziert d(p, f) <e.

Anschliefend wéhlen wir ein R > 0 mit der Eigenschaft

K c{z:|z| <R}
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und betrachten mit einer beliebigen Geraden I" die in C abgeschlossene
Menge

F=FRUF ={z:]z| <R}UITN{z:]z]| > R+ 1}).

Auf dieser Arakelian-Menge definieren wir die folgenden auf F' holo-
morphen Funktionen

1 F F
5(2) = ny ,zE¢€ r o(2) = f(z) ,z€ .
0 ,z € By z ,z € Fy

Mit derselben Konstruktion der Funktion ¢ wie im ersten Schritt er-
halten wir eine ganze Funktion ¢ mit d(y, f) < ¢, die wegen

sup [p(z) — 2| <1
z€F>

auf der Geraden I' unbeschrankt ist.
3. Die Menge
T(C) :={p € H(C) : v ist hyperzyklisch beziiglich T} }

ist eine dichte Gs-Menge in (H(C), d), siche etwa Grofe-Erdmann [11].
Wire GB(C) eine residuale Menge, so enthielte sie eine dichte und
Gs-Menge. Nach dem Satz von Baire wére der Schnitt T(C) N GB(C)
dicht in (H(C),d), also insbesondere nicht leer. Dies widerspricht der

Aussage von Lemma 3.1.
O

3.2 Birkhoff-Funktionen in GB(C)

Wir werden zuerst der Frage nachgehen, ob es bei geeigneter Wahl der Trans-
lationspunkte moglich ist, eine ,, Birkhoff-universelle“ ganze Funktion zu kon-
struieren, die iiberdies auf jeder Geraden beschriankt ist. Darauf geben wir
folgende positive Antwort:

Satz 3.4. Es existieren eine ganze Funktion ¢ und eine Folge b := {b, }nen
komplezer Zahlen mit b, — oo (n — 00), sodass gilt:

1. Fiir jedes j € Ny ist die Funktion ) beschrinkt auf jeder Geraden.

2. Fir jedes j € Ny, jedes Kompaktum K € 9N und jede Funktion
f € A(K) ezistiert eine Teilfolge {ny }ren natirlicher Zahlen mit

O (2 +b,,) — f(2) gleichmiBig auf K (k — 00).
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Beweis. 1. Wir wéhlen die folgende Teilmenge von C:
S:={z:Rez>0,VRe z <Im z < 2VRe z}°. (3.2)

Ferner betrachten wir mit einem beliebig kleinen, aber fest gewéhlten
s > 0 die abgeschlossene Menge

S := {2 : es existiert ein w € S mit |z — w| < s}
und wihlen sodann eine Folge von Punkten b, € S¢ C S¢ mit
B,:={z:]z—b,| <n} cS°

und B, N B,, = 0, falls n # m ist. Das Komplement beziiglich C* der
abgeschlossenen Menge

E::S*UGBN
n=1

ist zusammenhédngend und an oo lokal zusammenhéngend; folglich ist
E eine Arakelian-Menge.

NS/

Abbildung 3.1: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.4

2. Es sel {Q,}nen eine Abzihlung aller Polynome mit Koeffizienten in
Q + Q. Die Funktionen

—lnn ,z€ B, Qun(z—0b,) ,z€B,
0(z) := ~ = ~ 3.3
) {0 ey e {O PNCE
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sind holomorph auf E. Nach dem Satz von Arakelian wéhlen wir zu-
néchst eine ganze Funktion g mit

10(2) — g(2)] < 1, ze b,

und dann eine ganze Funktion h mit

egq((j)l — h(z)‘ <1, z € FE.

Die ganze Funktion ((2) := h(z) - €9~ erfiillt dann fiir alle z € E

lg(2) — p(z)] < Pl

< ela(x)=0(2)[=1+8(2) - o(2) (3.4)

Es folgt fiir alle z € S
()] = le(2) —a(2)] < P =1,
sowie fiir alle z € S und alle j € N unter Beachtung von
{¢C:l¢—2l<spcS

mit der Cauchyschen Ungleichung
1l 1l

) < J: < J:
() = 5 max o)l < 5,

woraus zunéchst folgt, dass alle Funktionen ¢ (7 € Np) auf der Menge
S beschrankt sind. Dabei ist S so beschaffen, dass fiir jede Gerade I'
gilt: I' NS¢ ist leer oder in einem Kompaktum enthalten. Daraus folgt
die erste Aussage.

3. Aus der Beziehung (3.4) folgt

1
max [p(2) — Qnlz — bn)| = max|p(z) —q(2)] < —,

|z—bn|<n

was dquivalent ist zu

max | (2 + by) — Qu(2)] < % (3.5)

|z[<n

Es seien nun ein Kompaktum K € 9t sowie eine Funktion f € A(K)
beliebig gegeben. Nach dem Satz von Mergelian existiert eine Teilfolge
{nk}keN C N mit

Qn,(2) — f(2) gleichméBig auf K (k — o0),
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und weil K C {z : |z| < n} fiir alle hinreichend groflen k gilt, folgt
aus (3.5)

©(z+by,) — f(2) gleichméBig auf K (k — o0).

Mit Lemma 2.1 folgt dann die zweite Aussage.
O

Wir zeigen nun, dass mittels einer entsprechenden Modifikation eine transla-
tionsuniverselle ganze Funktion erzeugt werden kann, die auf jeder Geraden
sogar gegen 0 konvergiert.

Bemerkung 3.5. Wir betrachten das einfach zusammenhdingende Gebiet
G:—C\{zEC:Rezz1,Imz—§\/Rez}

und definieren einen holomorphen Zweig von l(z) = logm auf G. Er-
setzen wir im Beweis zu Satz 3.4 in (3.3) § durch

—Inn z€B
5 = ) ~TL
(=) {l(z) 2e8

so erhalten wir eine ganze Funktion ¢ mit derselben Universalititseigenschaft
wie in Satz 3.4, die zusdtzlich auf jeder Geraden gegen 0 konvergiert, und
deren Ableitungen auch auf jeder Geraden gegen 0 konvergieren.

In der Bemerkung 3.7 auf Seite 39 beschéftigen wir uns noch kurz mit Wachs-
tumsaussagen fiir die in Satz 3.4 konstruierte Funktion. Zuvor gehen wir
allerdings erst einmal Fragen zu der Struktur zuldssiger Translationsfolgen
nach.

3.3 Struktur zulissiger Translationsfolgen

Nachdem wir in Satz 3.4 eine auf jeder Geraden beschrénkte und transla-
tionsuniverselle ganze Funktion beziiglich einer konkreten, sich aus der Be-
weisanordnung ergebenen Translationsfolge b konstruiert haben, stellt sich
unmittelbar die Frage, unter welchen Voraussetzungen an die Translations-
folge b eine , Birkhoff-translationsuniverselle“ ganze und auf jeder Geraden
beschrénkte Funktion existiert. Wir werden nun ein notwendiges und hin-
reichendes Kriterium an die Folge b := {b, } ,en komplexer Zahlen herleiten.
Hierfiir definieren wir

BE(®b) :={z: |z — by| < R}.
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Ferner sagen wir, die Folge b besitzt die Figenschaft (G), wenn eine Teilfolge
{bn, }ren von {b, }nen derart existiert, dass fiir jedes beliebige R > 0 und fiir
alle Geraden I' in C gilt:

r'n Bfk () # 0  nur fiir héchstens endlich viele k& € N.

Es ist sehr leicht zu sehen, dass die gewiinschte Figenschaft der Teilfolge
{bn, }ken nicht erfiillt sein kann, falls sie beschrankt ist. Somit kénnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass b,, — oo (kK — 00)
gilt.

Zuletzt bezeichnen wir mit U,(C) die Menge aller ganzen Funktionen ¢, die
selbst und deren Ableitungsfunktionen auf jeder Geraden beschrankt sind,
sowie iiberdies ,translationsuniversell“ beziiglich der Folge b im Sinne Birk-
hoffs sind, d. h.:

Zu jedem j € Ny, jedem Kompaktum K € 9 und jeder Funktion f € A(K)
existiert eine Teilfolge {ny trey C N mit

o (2 +b,,) — f(2) gleichmiBig auf K (k — o0).
Mit diesen Bezeichnungen gilt das folgende Resultat:
Satz 3.6. Es sei b:= {b,}nen eine Folge komplexer Zahlen.
1. Besitzt b die Eigenschaft (G) nicht, so ist U,(C) leer.

2. Besitzt b die Eigenschaft (G), so existiert in H(C), versehen mit der
kompakt-offenen Topologie, ein dichter linearer Teilraum L mait

L\{0} C Uy(C).

Allerdings ist Uy(C) nicht residual in H(C), versehen mit der kompakt-
offenen Topologie aus Abschnitt 1.2.

Bewets. 1. Die Folge b habe die Eigenschaft (G) nicht, und wir nehmen
an, es gibe eine Funktion ¢ € Uy(C). Zur Funktion f € H(C) mit
f(z) := z existiert dann geméafl Voraussetzung eine Teilfolge {ny}ren
natiirlicher Zahlen mit

©(z +by,) — f(2) =z kompakt auf C  (k — 00).

Da (G) nicht gilt, existiert ein B > 0 und eine Gerade I', sodass
' abzihlbar viele Kreise B (b) schneidet, d.h. es gibt eine Teilfol-
ge {ki}ien € N mit (I'N Bffkl(b)) # 0 (I € N). Ferner ist |¢(2)| auf der

Geraden I' durch eine Konstante ¢y beschrankt. Ohne Einschrinkung
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konnen wir annehmen, dass R > ¢o+1 gilt. Daher konnen wir fiir jedes
[ € N einen Punkt 2, € I' N ankl (b) wahlen und w; := z; — by, setzen.
Dann gilt einerseits

()] < Sl%p lp(2)] < co,

aber andererseits unter Beachtung von |w;| = R > ¢y + 1

lp(ar) — wrl < max|p(z+ b, ) — 2| =0 (I = o0),

was einen Widerspruch darstellt.

2. Die Folge b habe nun die Eigenschaft (G), d.h. es gibt eine Teilfolge
{bn, }ren von {b, }neny mit oben genannten Eigenschaften.

(a) Als erstes konstruieren wir eine Menge S, die abzdhlbar viele der

Punkte b,, enthilt, und welche gleichzeitig mit jeder Geraden in
C auf hochstens einer kompakten Menge iibereinstimmt. Zur Ver-
anschaulichung befindet sich auf Seite 35 eine Abbildung, welche
die Konstruktion von S zeigt. Zunéchst machen wir die folgende
Voriiberlegung:
Da sowohl die reelle, wie auch die imagindre Achse geméafl Vor-
aussetzung nur endlich viele der Punkte b,, enthalten, liegen in
einem der Quadranten abzdhlbar viele dieser Punkte. Ohne Ein-
schriankung kénnen wir annehmen, dass abzdhlbar viele Punkte
b,, im ersten Quadranten, also in

{z€C:Re z>0,Im z > 0}
enthalten sind. Sodann betrachten wir die Winkelhalbierende
[g:={2z€C:Im 2z =Re z},

welche ebenfalls nur endlich viele Punkte b,, enthélt. Erneut neh-
men wir ohne Einschrénkung an, dass abzdhlbar viele b,, in der
Menge

{z€C:0<Im 2z <Re z}

verbleiben. Halbieren wir wieder den Winkel mit
1
Iy ::{ZEC:Imz:aRez},

so erhalten wir ohne Einschrinkung, dass abzdhlbar viele b,, in

1
{zE(C:0<Imz<§Rez}
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liegen, und letztlich befinden sich ohne Einschrinkung abzéhlbar
viele by, in jeder der Mengen

1
Tn::{zEC:O<Imz<2—nRez} (n € Np).
Wir setzen Sy := Ty und wéhlen ein
Co GSOH{Z:bnk,/{JGN}.

Dann betrachten wir die Winkelhalbierende I'y und definieren S,
als die Teilmenge des ersten Quadranten, die von [y, sowie
1Im ¢y + 'y und der reellen Achse berandet ist. Wegen T7 C S
kénnen wir ein ¢; € (S1N{z = by, k € N} n{z: |z| > |cl})
wéhlen. Der Zusatz ,,|ci| > |co|“ ist hierbei wegen der Eigenschaft
(G) der Folge b moglich, da hieraus sofort die Unbeschréanktheit
von {z = by, , k € N} folgt. Mit

1
Fj::{ZEC:ImZ:EReZ}

definieren wir im j-ten Schritt S; als die Teilmenge des ersten
Quadranten, die von

Lo, ilmcoy+1T4y, ..., imax{Imcy,...,Im¢; 1} + T
und der reellen Achse berandet ist. Wegen T C S; kénnen wir ein

geS;n{z=0b,,keNn{z:|z] > __max 1|cl|})

..... =

wiihlen. Weiter betrachten wir die Menge S := N;S; und iiberzeu-
gen uns davon, dass diese die Form

S={2€C:Rez>0,0<Imz< B(Re 2)}

besitzt, wobei B eine stiickweise lineare Funktion ist, deren Stei-
gung fiir z — 400 gegen 0 konvergiert, und B ist monoton wach-
send mit lim, .., B(z) = +o0o. Als niichstes miissen wir noch
abzihlbar viele Streifen aus S entfernen, um S zu erhalten. Hierfiir
betrachten wir

Yy={2€C:0<Imz<I(} (leN).

In jedem Streifen ¥; liegen nur endlich viele ¢; (j € Ny), denn
andernfalls hitten unendlich viele Kreise {z : |z — ¢;| < [ 4+ 1}
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Abbildung 3.2: Erste Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.6

einen nichtleeren Durchschnitt mit der reellen Achse. Dies wiére
ein Widerspruch zur Eigenschaft (G) der Folge {c¢;} als Teilfolge
von {by, }. Folglich existiert zu jedem ! € N ein L(l) groB genug
in Ry, sodass B(L(l)) > 2 gilt und alle Mengen

U:={2€C:Rez>L(),0<Im z2<1} (l€eN)

keinen Punkt ¢; (j € Ny) enthalten. Damit setzen wir schliefflich

(0o )

wobel S von der Form
S={z€C:Rez>0,ARe z) <Im z < B(Re 2)}

ist, mit der oben beschriebenen Funktion B, sowie einer monoton
wachsenden Treppenfunktion A und lim, ., ., A(x) = 400.
S besitzt offensichtlich die gewiinschten Eigenschaften.

(b) Als néchstes definieren wir

S::{ZEC:R6Z>O,A(RGZ)

<Imz<B(Rez)+\/Rez}.
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Wir kénnen nun eine Teilfolge {c;, }ren, und eine Folge zugehori-
ger Radien {pj, }ren, mit pj, ., > 2p;, (k € Ny) bestimmen, sodass
alle Kreise C;, mit Mittelpunkt ¢;, und Radius p;, in S enthalten
sind. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir zur Ver-
einfachung jr = k an. Wegen der Eigenschaften von S ist auch der
Durchschnitt jeder Geraden mit S entweder leer oder enthalten in
einem Kompaktum.

Wie tiblich sei {@, }nen eine Abzdhlung aller Polynome mit Koef-
fizienten in Q + ¢Q, und wir betrachten die Folge {Q? },.en, in der
jedes Polynom @), unendlich oft vorkommt. Zu jedem n € N und
zugehorigem Kompaktum K, ;= {z : |z| < n} mit

L,:={z:]|z| >n+1}
existiert ein k,, € N mit
Co cSNL, (k>ky),

siehe hierzu auch Abbildung 3.3 auf der nichsten Seite. Setzen wir

E, :=5°N L,,
F,:=K,U | J CkUE,,
k>ky,

so ist F,, eine Arakelian-Menge in C. Nun teilen wir N in unend-
lich viele streng monoton wachsende Teilfolgen auf, d. h. fiir jedes
n € N sei {p(n, k) }ren C N mit p(n,ky) = p(l, ko) nur fir n = {
und k1 = ky. Des Weiteren betrachten wir hiermit die Funktionen
—Ink ,z€Cr(k>k,)
on(2) :==4q 0 2 € By,
—Inn ,z€e K,

und
Qk(Z — Cp(n,k‘)) 7Z 6 Op(n,k) (p(n7 k) Z k.n>
an(z) =4 ;2 € Cpay (L # n,p(l k) > k)
n : 0 . . En |
@ (2) 2z €K,

welche auf F}, holomorph sind. Nach dem Satz von Arakelian exis-
tiert fiir jedes n € N zunéchst eine ganze Funktion g, mit

10,(2) —gn(2)] < 1, 2z € F,,
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Abbildung 3.3: Zweite Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.6

sowie zur in F,, holomorphen Funktion e;ﬁ}% eine weitere ganze
Funktion h,, mit

qn (2

eg:((z))l —h.(2)| <1, zE€F,.

Die ganze Funktion ¢, (z) := h,(z) e9(*)~1 erfiillt schlussendlich
|on(2) — qu(2)] <3 2 € F,. (3.6)
Jetzt definieren wir £ als die lineare Hiille
L:=<{pn,neN}>.

Offensichtlich ist £ ein linearer Teilraum von H(C), und es gilt

on(2) — Q(2)] < % 2] < n.

Zu festem @Q,(z) existiert eine Folge m; < ng < ... mit
@, = Qn (7 € N). Zu jedem Kompaktum K existiert ein jo € N
mit K C {z:|z| <nj, 7> jo}, d.h

1 S
00, (2) = @ulz)| < == 2 €K, j 2 o
J

Das bedeutet ¢,,; konvergiert kompakt in C gegen Q,, bzw.
{¢n,n € N} D{Q,,n € N},
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also {¢n,n € N} und damit £ sind dicht in H(C), versehen mit
der kompakt-offenen Topologie.

Es seit > 0 beliebig klein gewéhlt und n € N beliebig. Die Aussage
(3.6) bedeutet wie im zweiten Beweisschritt von Satz 3.4, dass ¢,
auf F, und jede Ableitung von ¢,, auf

E, :={z € E, : dist(z,0F,) >t} C E,

beschriankt ist. Weil die Schnittmenge einer jeden Geraden mit
(E,)¢ leer oder in einem Kompaktum enthalten ist, folgt aus der
Beschranktheit von ¢, einschlieBlich aller Ableitungen auf En
auch die Beschrinktheit auf jeder Geraden. Da dies fiir alle n € N
gilt, ist jede Funktion ¢ € £ und mit ihr auch alle Ableitungen
von ¢ auf jeder Geraden beschrinkt.

Es sei nun ¢ € £\{0} gegeben, dann existieren ein N € N sowie
komplexe Ay, ..., Ay mit Ay #Z 0 und ¢ = A\ + -+ + Ayon.
Fiir alle k € N mit p(N, k) > ko := max k, gilt dann mit (3.6)

.....

max |p(2 + cpvp)) — AnQr(2)|

|21<pp(v,k)

— max [p(2) = ANQr(z — cpvp))|

lz—cp(n, k) |[<Pp( )

= max
Cp(w,k)

Z Aiei(2) + An(pn(2) — Qr(z — cpvp)

IN

N—-1
> Il max |p;(2)]
1 p(N,k)

+ [ An| - Jnax lon(2) — Qr(z — cpvp))|

p(N,k)

< (él&-l) %

Wegen Ay # 0 ist {A\vQk(2),k € N mit p(N,k) > ko} dicht in
H(C) nach dem Satz von Mergelian. Zusammen mit (3.7) und
pp(v,k) — 00 (K — oo) folgt, dass {¢(z + cpvry)} dicht in A(K)
fiir jedes Kompaktum K € 9 ist. Mit Lemma 2.1 und dem bereits
Gezeigten folgt dann letztlich, dass ¢ € Uy(C) ist.
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(g) Nach der dritten Aussage von Lemma 3.3 ist G B(C) nicht residual
in (H(C),d). Folglich ist auch ihre Teilmenge Uy(C) dort nicht
residual.

]

Der Beweis zum obigen Satz macht deutlich: Falls eine Folge b die Eigenschaft
(G) besitzt, so ist es moglich, eine geeignete Teilfolge von b auszuwéhlen, die
in einem ,, Korridor* dhnlich der Menge S¢ aus Satz 3.4 liegt.

AbschlieSend beschéftigen wir uns kurz mit Wachstumsaussagen fiir die Funk-
tionen ¢ € U,(C).

Bemerkung 3.7. Eine Funktion f ist vom Exponentialtyp genau dann,
wenn positive Konstanten a, c existieren, sodass gilt

M(r) :=max|f(z)| <c-e".

|z|<r -

Da sowohl die in Satz 3.4 konstruierte Funktion ¢ als auch jede Funktion
¢ € Uy(C) insbesondere auf der reellen und imagindren Achse beschrinkt
sind, gelten

i0
h(#) := lim sup log [p(re™)] =0 (9 = :I:Z> ,
T

o(x) =0(|z|P), x € R,  — +o0 (p=0).

Wire ¢ vom Exponentialtyp, so folgt aus Boas [4, Theorem 6.2.13], dass ¢
konstant ware. Dieser Widerspruch liefert somit unmaittelbar, dass die besag-
ten Funktionen ¢ nicht vom FExponentialtyp sein konnen, was auch bedeutet,
dass ihre sogenannte Wachstumsordnung p > 1 sein muss.

3.4 ,,Birkhoff-dhnliche* universelle Funktio-

nen in GB(C)
Mittels einer anderen Konstruktion, die auch Gegenstand der Arbeit [10]
ist, konnen wir eine in einem #hnlichen Sinne translationsuniverselle ganze
Funktion erzeugen. i}
Dahinter steht die folgende Uberlegung. Als cluster set einer ganzen Funk-
tion ¢ wird bekanntlich die Menge

S(p) :=={w e C : es existiert eine unbeschriinkte Folge {b, }nen :
¢(bp) — w}
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bezeichnet. Offensichtlich gilt S(¢) € C := C U {oo}. Besitzt die Funktion
@ eine wesentliche Singularitdt an oo, so ist das cluster set dieser Funkti-
on ¢ maximal, also S(p) = C. Ersetzen wir ¢(b,) durch die ,scheinbar®
geringfiigige Modifikation ¢(a, z + b,) mit einer beliebig vorgegebenen Null-
folge {an}nen und a, # 0 (n € N), so entsteht eine Funktionenfolge, und es
stellt sich die Frage, ob es moglich ist (zumindest gewisse) Funktionen durch
Translationen der Form ¢(ay, 2+ by, ) zu approximieren. Genauer interessie-
ren uns an dieser Stelle Funktionen ¢ mit maximalen ,,modifizierten cluster
sets“, die wir im folgenden Satz konstruieren.

Satz 3.8. Es sei {ap}nen eine beliebige Nullfolge mit a, # 0 (n € N).
Dann existieren eine ganze Funktion ¢ und eine Folge {b,}nen mit b, — 00
(n — 00), sodass gilt:

1. ¢ st auf jeder Geraden beschrinkt.

2. Zu jedem j € Ny, jedem Kompaktum K € 9N und jeder Funktion
f € A(K) ezistieren Folgen {ng}ren und {my}ren in N mit

O (ap, 2+ by, ) — f(2) gleichmiBig auf K (k — 00).

Bewezs. 1. Wir wéhlen zunéchst wie im Beweis zu Lemma 3.3 die Menge

o
=7

-~
/// <

o
S

Abbildung 3.4: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.8

\

\

A\

S:={z:Re z<0oderIm z <0}

1 (3.8)
Usz:Rez>0,Imz>0und Im z > ,
Re z
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und anschlielend eine unbeschréankte Folge von Punkten
cn; €5 (j=0,...,n;n €N),
die wir folgendermafien in eine Folge {b, },cn sortieren:

{bn} - €0,0,C1,0,C1,1,C2,0,C2,1,C2,2,C3,05 - - - -

Da {a,}nen eine Nullfolge ist, gibt es eine Teilfolge {ay, }reny mit der

Eigenschaft ry := (k + 1)a,, € (0, ) und derart, dass die Mengen

K,;j={z:|z—cpj| <rn} CS°

alle paarweise disjunkt sind. Ohne Einschrinkung kénnen wir anneh-
men, dass dies bereits fiir die Gesamtfolge {a,}nen gilt, das heifit
rp = (n+1)a, € (0,2).

Das Komplement beziiglich C* der abgeschlossenen Menge
F=SUlJK, mitK,:=]Kn,
n=1 §=0

ist zusammenhédngend und an oo lokal zusammenhéngend; folglich ist
F' eine Arakelian-Menge in C.
Ferner sei {Q,}nen eine Abzdhlung aller Polynome mit Koeffizienten

in Q + iQ. Wir bezeichnen mit Q% )(z) eine Stammfunktion der Ord-
nung j von Q,(z), d.h.
4

(=) (») =

2. Die Funktionen

und

e <n+1 o > ,

al - Qn Z = Cp, 2z € K,

Q(Z) — Tn ( J) J
0 ,z €S8

sind holomorph auf F'. Nach dem Satz von Arakelian existiert zunéchst
eine ganze Funktion g mit

10(2) —g(2)| <1, z€F,
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und ferner eine ganze Funktion A mit

q(z) hz)

T <1, zePF.

Zusammen folgt fiir die ganze Funktion ((2) := h(z) - e9*)~1
p(2) —a(z)] <, zeF,
also
()] = lp(2) —a(z)] <1, z€S.
Es sei nun I' eine beliebige Gerade in C, die moglicherweise komplett
in S verlauft. Falls dies nicht zutrifft, so ist 'S¢ in einem offenen und
damit auch in einem abgeschlossenen beschrinkten Geradenstiick Ar

enthalten, vgl. Abbildung 3.4. Auf diesem Kompaktum ist ¢ trivialer-
weise durch eine Konstante M beschrédnkt, sodass gilt

o(2)] < max[p(z)] + max[p(z)] < Mr+1, zeT,
Ar rns
also ¢ ist auf jeder Geraden I' beschrinkt, woraus die erste Aussage

folgt.
Ferner gilt fiir alle n € Nund alle j =0,...,n

o(2) —al - QLD (” Ly cn,») ]

Tn

max
lz—cn,j|<Tn

— — oz) — "
Zg@fjls&(@ q(z)] <e W+ n

was dquivalent ist zu

1 - 1
— . ) — QU (2)] < : 3.9
|ZI‘I%%§_1 a% Sp(an z+ Cn,j) Qn (2) ]'(n + 1)7’L ( )
Unter Beachtung von
‘ a1
O a2+ cnj) = Ea—gw(an Z+cnj)
folgt aus (3.9) mit der allgemeinen Cauchyschen Integralformel fiir
j=1...,n
max o (0,2 + ) = Qu(2)
5! Lp(ant + cng) — Q7(1)
=max —/ " A dt
21<n 2700 J iy nsn (t — z)i+1
J! 1 (~3) _1
S max 17 plant +cng) = @7 (t)| - 2m(n+1) = —.
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Zusammen mit (3.9) erhalten wir fiir alle n € N und alle 7 =0,...,n
. 1
‘HEX | (an 2 + cnj) — Qu(2)| < e (3.10)

3. Es sei j € Ny beliebig. Nach dem Satz von Mergelian existiert zu ei-
nem beliebigen Kompaktum K € 9 und einer beliebigen Funktion
f € A(K) eine Teilfolge {ny }ren C N, sodass gilt

Qn, (2) = f(2) gleichméBig auf K (k — 00),

und, weil K in {z : |z| < ni} fiir alle hinreichend grofien k& enthalten
ist, folgt mit (3.10)

O (ayp,, 2+ oy j) — f(2) gleichmiBig auf K (k — o).
[

Wir bezeichnen mit V(C) die Menge aller Funktionen, welche iiber dieselben
Eigenschaften wie die Funktion ¢ aus Satz 3.8 verfiigen. Ebenso wie die
Menge U,(C) aus dem vorigen Abschnitt stellt sich auch V(C), als dicht,
aber nicht residual in H(C), versehen mit der lokal-gleichmé&figen Topologie,
heraus.

Satz 3.9. V(C) ist eine dichte, aber nicht residuale Teilmenge des H(C),
versehen mit der lokal-gleichmdj$igen Topologie.

Bewezis. Es seien eine beliebige ganze Funktion f, sowie ein ¢ > 0 gegeben.
Wir miissen zeigen, dass eine Funktion ¢ € V(C) existiert mit d(f, ¢) < .

1. Zunéchst gibt es nach Lemma 1.9 ein § > 0 und ein Kompaktum K
mit

max 1f(2) —g(2)] <0 impliziert d(f,g) <e.
ZEK

Ferner sei R > 0 so grof gewéhlt, dass Koy C {z: |z| < R} gilt.

2. Nun konstruieren wir in dhnlicher Form wie in Satz 3.8 eine auf jeder
Geraden beschriankte ganze Funktion ¢, die , translationsuniversell“ im
Sinne des obigen Satzes ist und ferner d( f, ¢) < ¢ erfiillt. Zur Konstruk-
tion betrachten wir zundchst die Menge S aus dem Beweis zu Satz 3.8
in (3.8). Die Punkte ¢, ; und die Radien r,, wéhlen wir in S° so, dass alle
Mengen der Form K, ; := {z : |z — ¢, ;| < r,} paarweise disjunkt sind
und zusétzlich komplett in S°U {z : |2| > R} liegen. Die Vereinigung
aller dieser Kreise nennen wir F'. Die Menge

{z:]z| <RYUSN{z:|z| >R+ 1})UF
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ist eine Arakelian-Menge in C, und die Funktionen

und

q(z) :=

In e 2 € Ky
d(z):==4 0 zeSN{z:|z| >R+ 1}
Ino 2zl <R
al - -l (”:Ll (z—cnyj)> 2 € K, j
0 ,zeSN{z:|z| >R+ 1}
f(2) 2l <R

sind holomorph in F. Wortlich wie im Beweis von Satz 3.8 erhélt
man, dass die dort konstruierte Funktion ¢ Element von V(C) ist und
dariiber hinaus

erfiillt.

max [p(2) = f(2)] <9

V(C) ist als Teilmenge der nach Lemma 3.3 nicht residualen Menge GB(C)
ihrerseits nicht residual in (H(C), d). O
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Kapitel 4

Uber Nullstellen
translationsuniverseller
Funktionen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine translationsuniverselle ganze Funktion wie
im Birkhoff-Satz zu konstruieren, die zusétzlich an vorgeschriebenen Punkten
wy, Nullstellen einer vorgegebenen Ordnung p,, besitzt. In einem ersten Resul-
tat erhalten wir eine solche Funktion ¢, die allerdings noch weitere bekannte
Nullstellen ¢, besitzt, die sich in natiirlicher Weise aus der Konstruktion von
@ ergeben.

Im Abschnitt 4.2 zeigen dann wir, dass T-universelle Funktionen nicht null-
stellenfrei sein konnen. Ganz im Gegenteil — sie besitzen notwendigerweise
sogar sehr viele Nullstellen.

4.1 T-universelle Funktionen mit
vorgeschriebenen Nullstellen

Satz 4.1. FEs ist méglich, eine translationsuniverselle ganze Funktion ¢ zu
konstruieren, die an abzdhlbar vielen Punkten w, Nullstellen einer vorge-
schriebenen Ordnung besitzt.
Dabei sind die Punkte w,, unter Einhaltung einer gewissen Bedingung beliebig
wdhlbar. Alle weiteren Nullstellen von ¢ ergeben sich aus der Beweiskonstruk-
tion und sind daher bekannt.

Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir eine alternative Formulierung des-
selbigen an, in der alle Details angegeben sind.
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Satz 4.1°. FEs seien {w, }nen €ine Folge vorgeschriebener Nullstellenpunkte
in C mit V({w,}) = 0 und {p,}nen eine Folge natiirlicher Zahlen. Ferner
existiere eine in C unbeschrdnkte Folge {z,}nen mit den Eigenschaften:

1.

2.

Fiir allen € N sind die Kreisscheiben F,, := {2 : |[2—z,| < n} paarweise
disjunkt, und F,, seien paarweise disjunkte offene Kreise mit F,, D F,,.

Fir allen € N gilt w, ¢ F = |J F}.
j=1

Es sei {Qn(z) tnen eine abzihlbare und dichte Teilmenge von (H(C),d).
Dann ezistiert eine ganze Funktion ¢ mit den Eigenschaften:

1.

2.

Fiir alle n € N hat ¢ eine Nullstelle der Ordnung p, an w,.

Hat die Funktion Q,(z — 2z,) an der Stelle z = (,, € F, eine Nullstelle
der Ordnung 0., so hat ¢ an p,, ebenfalls eine Nullstelle der Ordnung

Om-
FEsist p(z) # 0, falls z # w, (n € N) und z # (,, (m € N).

Zu jedem Kompaktum K € M und jeder Funktion f € A(K) existiert
eine Teilfolge {ny}ren in N mit

©(z+ zn,) — f(2) gleichméaBig auf K (k — o0).

Beweis. Um die Aussage von Satz 4.1 nachzuweisen, zeigen wir unter Ver-
wendung der dort eingefithrten Bezeichnungen den Satz 4.1°.

1.

Vorbereitungen: Auf Grund unserer Annahme erfiillt die abgeschlosse-

ne Menge F' := |J F,, die nur aus paarweise disjunkten kompakten
n=1
Kreisscheiben F), besteht, dass C*\ F' zusammenhéngend und an oo lo-

kal zusammenhéngend ist.

Wegen V({w,}) = 0 und da @, (- — z,,) ganze Funktionen sind, besitzt
die Menge bestehend aus allen Punkten w, (n € N) und (,, (m € N)
keinen Haufungspunkt in C. Nach dem Weierstrafischen Nullstellensatz
existiert eine ganze Funktion P, fiir die gilt:

e Fiir alle n € N hat P eine Nullstelle der Ordnung p,, an w,,.
e Fiir alle m € N hat P eine Nullstelle der Ordnung o,, an (,,.
e Esist P(z) # 0, falls z # w, (n € N) und z # (,, (m € N).
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Uber Nullstellen translationsuniverseller Funktionen

2. In diesem Schritt wenden wir nun dreimal den Satz von Arakelian tiber
gleichméflige Approximation an:

(a)

Fiir die obige Funktion P setzen wir

¢n 1= max | P(z)]

und wéhlen mit dieser Konstanten die folgende auf ' holomorphe
Funktion
0n(z):=—mn(2-n-¢c,), z€F,.

Nach dem Satz von Arakelian existiert eine ganze Funktion g; mit
101(2) —g1(2)| <1, z€F.

Hieraus folgt

Re(g1(2))—01(2) = Re(g1(2) —01(2)) < |g1(2)=d1(2)| < 1, z € F.

Die Funktionen

Qn(z B Zn) n

sind geméB der Wahl von P holomorph und nullstellenfrei in F,.
Folglich existiert zu jedem n € N eine Funktion log R, (z), die
ebenfalls in F,, und somit auch in F, selbst holomorph ist, und
welche €8 (2) = R (2) erfiillt. Mit diesen Funktionen definieren
wir folgende in F' holomorphe Funktion

l(z) :=log R,(2), =z€F,.
Fiir die Funktionen R,, setzen wir

d, == max (max|R,(2)|; 2)

zZELn

und wéhlen mit dieser Konstanten eine dritte auf /' holomorphe
Funktion
d(z) := —Ind,, z€ F,.

Erneut existiert nach dem Satz von Arakelian eine ganze Funktion
go mit
|52<Z)—92(Z)| < ]., zeF.

Hieraus folgt wie oben

Re(ga(2)) — 1 < d2(2), z € F.
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(f) Die Funktion egzlg% ist holomorph in F', und wir bestimmen nach

dem Arakelianschen Satz die ganze Funktion hy so, dass

[(2) h(2)

e92 (z)-1

<1, zeF

gilt. Insgesamt folgt fiir die ganze Funktion hy(z) := hy(2)-e%2()~1

1(2) — ha(2)] < |21 = eRelo2(z)-1)

g) Es folgt fiir z € F,, — unter Beachtung, dass -~ < 1 ist, und fiir
dn = 2

. 1 3 .. ..
jedes € < 5 die Abschéitzung e® — 1 < 2e gilt:

|el®) — eh2(2)] = [(l3)] . |gh2(2)=U=) _q

= [Rn(2)] -

2 (ho(2) = 1(2))”
2;(()V!(N

(z)"

= a1
<dn-E ” =d, (e —1)
v=1
2
<d, — =2
= d

(h) Wegen
Qn(z - Zn)
e (2)-1. P(z)

folgt fiir die ganze Funktion (z) := e"2(®) . e91(z)=1. P(z) und
ze€F,={z:|z— 2| <n}
(Qu(z = 20) = p(2)] < 2 [P - |P(2)]
<2.¢n() . Cn

1
2-n-c,

—e@ <2 eF,

1
=2 -Cp = —,
n

was dquivalent ist zu

max|Qu(2) — (= + 20)] <~

|z|<n
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(i) Offensichtlich besitzt die ganze Funktion ¢ exakt die gleichen Null-
stellen wie die Funktion P. Auf Grund der Wahl von P folgen
hieraus die ersten drei im Satz geforderten Eigenschaften an die
Funktion ¢.

3. Die vierte geforderte Eigenschaft zeigt man wie iiblich:
Zu gegebenem Kompaktum K € 9t und gegebener Funktion f € A(K)
existiert nach dem Satz von Mergelian eine Teilfolge {ny}ren natiirli-
cher Zahlen und

max () = Qu ()] < -

Fiir alle hinreichend grofien k ist K enthalten in {z : |z| < n4}, und
folglich gilt fiir diese k

mac (= + ,) = F()] < max [z + ) = Qs (2
ZISNg
1 1

mpx|Qu (2) — S2)] < -+
d.-h. (2 + 2z,,) — f(2) gleichméBig auf K (k — oo) wie behauptet.
[

Abbildung 4.1: Beispiel zur Anordnung der Nullstellenpunkte in Satz 4.1’
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Beispiel 4.2. An dieser Stelle mdchten wir zundgchst beispielhaft erldutern,
welche Nullstellenanordnungen gemdfs Satz 4.1’ fiir eine translationsuniver-
selle Funktion mdglich sind, siehe hierzu auch Abbildung 4.1 auf der vorigen
Seite.

Dazu wdihlen wir zundchst ein beliebiges R > 0 und betrachten die kom-
pakte Kreisscheibe K := {z : |z| < R}. Von einem beliebigen Randpunkt
dieser Menge ausgehend wdhlen wir sodann zwei Strahlen, die beliebig nahe
beieinander liegen kénnen. Lediglich zwischen beiden Strahlen diirfen keine
Nullstellenpunkte w,, liegen. Dann ist ebendort die Wahl von Punkten z,, wie
in Satz 4.1 gefordert, moglich.

Bemerkung 4.3. Anstelle von Nullstellen ist es in analoger Weise mdglich,
eine translationsuniverselle ganze Funktion ¢ mait abzdhlbar vielen vorge-
schriebenen w-Stellen (w € C beliebig) zu konstruieren.

Betrachten wir nun ,Birkhoff-dhnliche® translationsuniverselle ganze Funk-
tionen ¢, d.h. mit Folgen a,, — 0 (n — o0) und b, — oo (n — o0) ist die
Folge {p(anz+by,) tnen dicht in A(K) fiir alle K € 91, so konnen wir fiir diese
vollkommen beliebig Nullstellenpunkte w,, — natiirlich ohne Haufungspunkt
in C — vorschreiben. Es gibt dann stets eine in diesem Sinne universelle ganze
Funktion mit diesen und weiteren, nicht vorgeschriebenen, aber bekannten,
Nullstellen.

Satz 4.4. Es seien {w,, nen eine Folge vorgeschriebener Nullstellenpunkte in
C mit V({w,}) = 0 und {pp}nen eine Folge natirlicher Zahlen. Ferner sei
{bn}nen eine Folge paarweise verschiedener Punkte in C\{z = w,,n € N}
mit b, — 00 (n — 00). Sodann wdhlen wir eine Folge von Radien r, € (0, <)
sowie offene Kreise F, D F, := {z: |z — by| < rp} mit:

1. Esist E,NF, =0 firn#m.

2. Firallen € N gilt w, ¢ F = |J Fj.

JEN

Es sei {Qn(z) tnen eine abzihlbare und dichte Teilmenge von (H(C),d).
Dann ezistiert eine ganze Funktion ¢ mit den Eigenschaften:

1. Fiir alle n € N hat ¢ eine Nullstelle der Ordnung p,, an w,,.

2. Hat die Funktion Q, (%(2— bn)> an der Stelle z = (,, € F, eine

Nullstelle der Ordnung o,,, so hat ¢ an o, ebenfalls eine Nullstelle der
Ordnung oy, .
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3. Es ist o(z) # 0, falls z # w, (n € N) und z # (n (m € N).

4. Wir setzen a, := " — 0 (n — 00). Dann existiert zu jedem Kompak-
tum K € MM und jeder Funktion f € A(K) eine Folge {ng}reny C N
mit

O(ap, 2+ by, ) — f(2) gleichméBig auf K (k — 00).
Beweis. Der Beweis erfolgt im Wesentlichen wortlich wie der Beweis von

Satz 4.1’. Daher geben wir an dieser Stelle lediglich die geringen Unterscheide
zu jenem Beweis an; auch benutzen wir dieselben Bezeichnungen.

1. Die abgeschlossene Menge F' : U F, ist auch hier eine Arakelian-

Menge, und die Menge bestehend aus allen Punkten w, (n € N) und
Cm(m € N) hat keinen Haufungspunkt in C. Deshalb existiert nach dem
WeierstraBschen Nullstellensatz eine ganze Funktion P, fir die gilt:

e Fiir alle n € N hat P eine Nullstelle der Ordnung p,, an w,,.
e Fiir alle m € N hat P eine Nullstelle der Ordnung g,, an (,,.
o Esist P(z) #0, falls z # w, (n € N) und z # (,, (m € N).

2. Wortlich wie im zweiten Beweisschritt von Satz 4.1’ wenden wir nun
dreimal den Satz von Arakelian an, allerdings in (c) auf die Funktion

Qn (%(z - b))

€ Fy,
en(@-1.P(z) "’ -

R.(z) =

welche gemi der Wahl von P holomorph und nullstellenfrei in F, ist.
Die in Schritt (h) definierte ganze Funktion

gp(z) — eh2(®) | pa1(2)-1 P(z)

erfiillt dann

n 1
n\ - bn - < —,
s |0 (-0 ) )| <
was aquivalent ist zu
1
Imlix |@Qn(w) — planw + by)| < n (4.1)
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3. Esist ersichtlich, dass ¢ die ersten drei Eigenschaften erfiillt. Die vierte
folgt aus (4.1), und weil nach dem Satz von Mergelian zu jedem K € 90
und jedem f € A(K) eine Teilfolge {ny }ren natiirlicher Zahlen existiert,
sodass @, (2) fiir k — oo gleichméBig auf K gegen f(z) konvergiert.

]

Weiter fragen wir uns nun, ob diese Konstruktion auch auf Funktionen an-
gewendet werden kann, die in beliebigen Gebieten G translationsuniversell
sind. Dies ist moglich und fiithrt uns zu einem Analogon von Satz 2.4, wel-
ches auch Aussagen iiber die Nullstellen einer in einem beliebigen Gebiet G
T-universellen Funktion macht.

Satz 4.5. Es seien G C C,G # C ein Gebiet und E C 0G eine abgeschlosse-
ne Menge. Ferner seien Punkte w, in G gegeben, die keinen Hdufungspunkt
in G U E haben, und zugehdrige natirliche Zahlen p,. Des Weiteren seien
{an}nen eine Folge in C\{0} mit a,, — 0 (n — o0) und {b, }nen eine Folge
in G mit V({b,}) = E.

Dann existiert eine in G holomorphe Funktion ¢ mit den folgenden Eigen-

schaften:

1. Fir alle K € M, fir alle f € A(K) und fir alle ( € E existieren
Teilfolgen {my.}ren und {ny }ren natirlicher Zahlen mit

Ay, 2 + by, € G fiir alle z € K und alle k € N,
bn, = ¢ (k— 00),

O, 2+ by, ) — f(2) gleichméBig auf K (k — 00).

2. Fiir alle n € N hat ¢ eine Nullstelle der Ordnung p, an w,.

3. @ hat weitere bekannte Nullstellen (,, € G mit bekannten Vielfachheiten
Om, deren Lage sich aus der Konstruktion im Beweis ergibt.

4. @ hat keine weiteren Nullstellen in G.

Beweis. 1. Essei {H, },en eine Folge kompakter Mengen mit den Eigen-
schaften:

o H,C H , CG fiir allen € N.

e 7Zu jeder kompakten Menge K C G existiert ein ng € N mit
K C H,,.
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Ferner sei {¢®} ey eine Folge von Punkten in E, die in E dicht liegen.
Fiir jedes k € N wéhlen wir eine jeweils eine Teilfolge {z,sk)}yeN von

{bn }nen mit den folgenden Eigenschaften:
o Esist lim 2" = ¢®).

e Fiir jedes v € N sind die Punkte zl(,l), . ,z,(f’) paarweise disjunkt
und so, dass fiir eine Teilfolge {H,,} von {H,} gilt:
2 e Gy \G, firk=1,...,v, wobei G, := H,,.

e In der Menge {z = 2y e N;k =1,...,v} sind keine Punkte
w, enthalten. Dies ist mdglich, da sich die Punkte w, nicht gegen

Punkte aus E hdufen.

Danach wéhlen wir mit einer Folge {[, },en monoton wachsender natiirli-
cher Zahlen Radien r, := y/|a;, | (v € N) mit den Eigenschaften:

e Die abgeschlossenen Kreisscheiben
Dy :={z:]z—2P| <r}
sind fiir £k = 1,..., v paarweise disjunkt.

o Esgilt Q,:= |J Dyx C G011 \Gl.
k=1

v

e Wir konnen offene Kreise Dy,k D D,y bestimmen, die ebegfalls in
G5, \G, liegen, keinen Punkt w,, enthalten, und D, N D,; = 0
fiir k # [ erfiillen.

Schliefllich definieren wir mit diesen Kreisscheiben die folgende in G
abgeschlossene Menge
F = U Q,.
v=1

Dies ist eine Arakelian-Menge in G.

2. Essei {Q(2) }nen eine abzéhlbare und dichte Teilmenge von (H(C), d).
An dieser Stelle konnen wir nun konkret angeben, welche weiteren Null-
stellen (,,, die noch zu konstruierende Funktion ¢ haben wird. Und zwar
bestimmen wir fiir alle v € N; £k = 1,..., v alle Punkte (,, € D,,Jg, fiir

die @, <$(Cm — z,(,k))> = 0 gilt. Dabei sei g, jeweils die Vielfachheit
der Nullstelle (,,. Da die Menge bestehend aus den Punkten w,, (n € N)
und ¢, (m € N) keinen Haufungspunkt in G besitzt, existiert nach dem

Weierstraschen Nullstellensatz eine in G holomorphe Funktion P, fiir
die gilt:
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e Fiir alle n € N hat P eine Nullstelle der Ordnung p,, an w,,.

e Fiir alle m € N hat P eine Nullstelle der Ordnung o,, an (,,.
e Esist P(z) #0, falls z € G, z # w,, (n € N) und z # ¢, (m € N).
3. Der nédchste Beweisschritt ist wortlich nahezu identisch mit dem zwei-
ten Beweisschritt von Satz 4.1°. Der wesentliche Unterschied besteht in
der notwendig gewordenen Doppelindizierung. So wéhlen wir mit dhnli-

chen Bezeichnungen in den Schritten (a), (¢) und (d) die nachfolgenden
auf F holomorphen Funktionen:

01(2) == —In(2-v-max|P(2)]), 2z € Dyy,

Du,k

1 (k)
QV (E(z - Zv ))
en(®)-1. P(z) ~’

Ryyk(Z) = z € Dy,k;

da(z) := —In <max(max |R,k(2)]; 2)) , 2€ Dy,

Du,k

Hierbei ist R, jeweils holomorph und nullstellenfrei in f)yﬁk. Die nach
dem Satz von Arakelian existierenden Funktionen ¢y, g, h1, ho, sowie
¢ sind hierbei stets in G holomorph und erfiillen noch die gleichen
Abschétzungen. Nach Schritt (h) gilt also fiir alle k =1,...,v;v € N

o) =@ (o (o= ) )| < 2,

a; 14

max
wEDyﬁk

v

was aquivalent ist zu

max lo(a, 2+ 2By — Qu(2)| < % (4.2)

l21<7

=7ry

4. Die Funktion ¢ = e"? e91=1 P besitzt offensichtlich die letztgenannten
drei Eigenschaften. Der Nachweis der Translationsuniversalitdt erfolgt

mit (4.2) wortlich wie im dritten Beweisschritt von Satz 2.4.
[

Schliefflich fragen wir uns auch noch, ob ein dhnliches Resultat fiir Funk-
tionen mit universellen ,multiplikativen Translationen® mdglich ist. Diese
sind uns bereits in Satz 2.2 begegnet; dort allerdings wurde eine ganze Funk-
tion konstruiert, die gleichzeitig auch universelle ,additive Translationen*
besitzt.
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Satz 4.6. Es sei {an}nen eine unbeschrinkte Folge in C. Dann existiert eine
ganze Funktion ¢ mit den folgenden Figenschaften:

1. Fiir jedes j € Ny, fir alle K € 9 mit 0 ¢ K und fir alle f € A(K)

existiert eine Teilfolge {ng }ren natirlicher Zahlen mit

oW (ay, z) — f(2) gleichmiBig auf K (k — oo).

2. Alle Nullstellen von o sind bekannt. Fin Teil dieser Nullstellen ist unter
gewissen Restriktionen wdhlbar, wihrend ein anderer Teil sich notwen-
digerweise aus der Beweiskonstruktion ergibt.

Beweis. 1. Essei {Q,(2)}nen eine abzéhlbare und dichte Teilmenge von
(H(C),d). Ferner sei { K, }nen eine beliebige, aber ebenfalls fest gew#hl-
te Folge kompakter Mengen mit K, € M, 0 ¢ K, derart, dass fiir
alle Kompakta K € 9,0 ¢ K ein ny € N existiert mit K C K,,,
vgl. Luh [16], S. 90. Dariiber hinaus sei £ eine abziahlbare Liste aller
Paare (K,,Q,), in der jedes Paar unendlich oft auftaucht. Wir setzen
L = {(K}, Q})}nen und definieren weiter mit o, ; € {z = a,,, m € N}
(j=0,...,n;n € N) die Mengen

A, j=a,;- K, (7=0,...,n;n€N).

n

Dabei gelte
n S |an,0| < |an,1| < < |an,n| < |an+l,0| <

und es seien Jordangebiete L, ; D A, ; mit rektifizierbarem Rand 0L,, ;
gewahlt mit:

e Es gllt dZ'St(AnJ, 8Lw-) Z 1.

e Fir alle n € Nund alle j = 0,...,n seien alle Mengen L_nj paar-
weise disjunkt, d. h. es gibt Jordangebiete L, ; D L, ;, die ebenfalls
alle paarweise disjunkt sind.

Die Menge

E = U E, mitFE,:=A,oU CJ Ly,

neN j=1

ist dann eine Arakelian-Menge in C.
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2. Wir setzen fir allen € N

Fua®) =03 ()

an,O

und definieren weiter fiir alle n € N und alle j = 1,...,n die Funktio-
nen F, ;(z) als eine zunéchst beliebige aber feste Stammfunktion der

Ordnung j zu @}, < = >, d. h.

Qn,j

d’ A
EFTL,]'(Z) - Qn <an,j> :

In Kenntnis der Beweismethodik aus den vorangegangen Sétzen bemer-
ken wir bereits an dieser Stelle, dass die Nullstellen von F}, ; auf den
Mengen im- mittels der nachfolgenden Konstruktion die notwendigen
Nullstellen der universellen Funktion ¢ sein werden. Fiir 7 # 0 kénnen
die Funktionen F,, ; hierbei wegen der Beschrénktheit von f/n,j als null-
stellenfrei auf dieser Menge angenommen werden. Die Folge {(}men
bestehe aus allen Punkten w mit w € L, ; und F, ;(w) = 0 fiir ein Paar
(n,j) mit n € N,;j =0,...,n. Ferner gebe g,, erneut die Ordnung der
Nullstelle ¢, an.

Wir kénnen weitere Nullstellenpunkte w,, mit Ordnungen p,, vorgeben,

die alle in der Menge
JULw

neN j=0

nicht enthalten sein diirfen und V' ({w,}) = 0 erfiillen miissen. Nach
dem Weierstrafischen Nullstellensatz existiert auch in dieser Situation
eine ganze Funktion P, die an den oben genannten Stellen ¢, und w,
Nullstellen mit der vorgeschriebenen Ordnung o,, bzw. p,, hat und sonst
weiter keine Nullstellen in C besitzt.

3. Der néichste Beweisschritt ist wiederum wortlich nahezu identisch mit
dem zweiten Beweisschritt von Satz 4.1’. So wahlen wir mit dhnlichen
Bezeichnungen in den dortigen Schritten (a), (¢) und (d) die nachfol-
genden Konstanten und auf £ holomorphen Funktionen:

P maXAn,o‘P(ZN 7j:
Y maxg S |P(2)] 5 A0

I

51(2) —In(2ncnp) 2 € Anp
z) = -
' —In(2njllength(OL, ;) cny;) 2 € Ly ,j=1,....n
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L Fn,j(z) . .. o4
R, (z) = ST P(2) ist holomorph und nullstellenfrei in L, ;,

B max (maxa, , |Rno(2)];2) ,7=0
| max (maxp—|Rn;(2)];2)  ,j#0]

—Ind, 2z €A,
Go(z) =4 om0 o EE 00
—1In dn,j , 2 € Ln,j

Nach dem Satz von Arakelian existieren ganze Funktionen g1, g, h1, ho
und ¢, die auch die gleichen Abschétzungen wie ebendort erfiillen. Kon-
kret erfiillt die Funktion ¢ somit die folgenden beiden Abschéatzungen

z

max

An,O

90(2)—622( >'<% (neN) und

CVn,O

1
I??j{ () i)l n-jl-length(0L,, ;)

(neNj=1,...,n),

woraus wortlich wie im vierten Beweisschritt von Satz 2.2 folgt, dass ¢
die erste geforderte Eigenschaft erfiillt. Da ¢ = /2 €91~1 P offensichtlich
dieselben Nullstellen wie P besitzt, sind diese alle bekannt und auch
bedingt wéahlbar, wie wir im zweiten Schritt gesehen haben.

m

Bemerkung 4.7. 1. Nach dem Satz von Mergelian ist die Menge aller
Polynome mit Koeffizienten in Q+1Q eine mégliche Wahl fiir die Folge
{Qn}nen in den Sitzen 4.1°, 4.4, 4.5, sowie 4.6.

2. FEs st in allen vorangestellten Sdtzen stets moglich, keine oder nur end-
lich viele Nullstellenpunkte w,, vorzuschreiben.

3. Mit Lemma 2.1 folgt, dass alle Ableitungen der in Satz 4.1 konstruier-
ten Funktion ebenfalls translationsuniversell sind.

4. Kombinieren wir in einer weiteren Konstruktion jene aus den Beweisen
der Sdtze 4.1° und 4.6, so erhalten wir eine ganze Funktion mit den
Universalitdatseigenschaften aus Satz 2.2, deren Nullstellen alle bekannt
und bedingt wdhlbar sind.

Als eine schone Anwendung des obigen Satzes 4.17 zeigen wir nun, dass
es translationsuniverselle Funktionen im Sinne Birkhoffs gibt, die eine re-
gelméBige Verteilung der Nullstellen besitzen. Hierfiir bezeichne N, (r) die
Anzahl der Nullstellen (inkl. Vielfachheiten) der betrachten Funktion ¢ auf
der Menge {z : |z| < r}.
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Satz 4.8. Es sei {z,}nen eine beliebige Folge von Translationspunkten in
C mit z, — oo (n — 0). Ferner seien c¢,q € (0,00) vorgeschrieben. Dann
existiert eine ganze Funktion ¢ mit den Figenschaften:

1. Es gilt

lim Nelr) =c (4.3)

r—oo 14
2. Zu jedem Kompaktum K € 9 und jeder Funktion f € A(K) existiert

eine Folge {ny}ren natirlicher Zahlen mit

©(z 4 zn,) — f(z) gleichmifig auf K (k — 00).

Bewets. Wie iiblich sei {Q,(2) }nen eine Abzihlung aller Polynome mit Ko-
effizienten in Q 4+ ¢Q. Fiir die Translationspunkte z, sei

F,:={z:]z—z,] <n};

ferner sei F,, := {z : |z — 24| < n + ¢} mit einem ¢ > 0. Des Weiteren
bezeichnen wir fiir M € N

1
M3’

mM:1+

Indem wir eine geeignete Teilfolge der Translationspunkte bilden, die wir zur
Vereinfachung wieder {z,} nennen, und gegebenenfalls Nullstellenpunkte w;,
gemaf} den Vorgaben von Satz 4.1’ wéahlen, erhalten wir mit eben diesem Satz
eine ganze Funktion ¢, die T-universell beziiglich der Folge {z,} ist, also die
zweite geforderte Eigenschaft erfiillt, und der zusétzlichen Forderung

aM;:c-MqSNcp(M)SmM'C'MqZZbM (44)

fiir alle M € N geniigt. Dies ist moglich, da zum einen die Polynome @Q,,(-—2z,)
bereits eine vorgegebene — und natiirlich endliche — Anzahl p, an Nullstel-
len, die unabhéngig von der konkreten Auswahl des Translationspunktes z,
ist, auf der Menge F), besitzen. Zum anderen konvergiert fiir M — oo die
Differenz Ay := by — aps entsprechend der Wahl von mj; gegen oo. Falls
notig wahlen wir also zusétzliche Nullstellenpunkte w,, aus, um stets die linke
Ungleichung in (4.4) etwa mit N (M) = [an] + 1 zu realisieren. Gleichzeitig
,iiberspringen“ wir soviele z, bis die , Liicke* zwischen [ays]+ 1 und by, ,,grofl
genug” fiir die zuvor bestimmte Nullstellenanzahl p,, ist.

Aufgrund der Wahl von my, und (4.4) folgt bereits

No(M)

lim ———~ =g,
MeN M- M1
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sowie ferner mit M, := [r] und
Np(M) (M _ No(r) _ Nop(My +1) (M, +1)°
(M,.)a r re. — (M,+1)2 r
die Giiltigkeit von (4.3). O

Mit Hilfe eines grundlegenden Resultats {iber die Zusammenhéinge zwischen
Nullstellenanzahl und der Wachstumsordnung einer ganzen Funktion, wel-
ches auf der Jensenschen Formel beruht, erhalten wir fiir die Wachstumsord-
nung p einer jeden Funktion ¢ aus Satz 4.8

In N,

> q.
—oo Inr

4.2 Die Picard-Eigenschaft T-universeller
Funktionen

In einer ersten und sehr einfachen Bemerkung zeigen wir, dass eine gewisse
Beziehung zwischen den Nullstellenpunkten w,, und den Verschiebungspunk-
ten z, erfiillt sein muss, damit die Existenz einer translationsuniversellen
ganzen Funktion iiberhaupt moglich ist.

Bemerkung 4.9. Die Nullstellenpunkte w,, und die Verschiebungspunkte z,
seien so gewdhlt, dass ein Punkt  existiert mit der Figenschaft, dass bis auf
endlich viele n € N als Ausnahmen

C+ 2p =W, fiir ein m,, € N
gilt. Dann existiert keine T-universelle ganze Funktion ¢ im Sinne Birkhoffs.

Beweis. Angenommen es gibe in dieser Situation eine T-universelle ganze
Funktion ¢. Dann gilt ¢(¢ + 2,) = @(w,,) = 0 mit nur endlich vielen
Ausnahmen. Eine Funktion f € A(K), die auf einem gegebenen Kompaktum
K € 9 mit ¢ € K durch eine Folge der Form {¢(z + 25, ) }ren beliebig gut
approximierbar ist, miisste somit f(¢) = 0 erfiillen. ]

Es wird sich herausstellen, dass T-universelle Funktionen in ,,grolem* Ma-
Be Nullstellen besitzen miissen. Zuvor benétigen wir jedoch den Begriff ei-
nes Nullstellenhdufungspunktes, zunéchst fiir allgemeine Funktionenfolgen

{fn}neN-
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Definition 4.10. Die Funktionen fi, fa, ... seien holomorph in einem Gebiet
G C C. Wir bezeichnen mit

H({f.}) == {2 € G : zu jeder Umgebung U von z, existieren
unendlich viele n € N mit:
fn besitzt eine Nullstelle in U N G}

die Menge der Nullstellenhdufungspunkte von {f,}nen.

Unter Verwendung des Satzes von Rouché ist es moglich, die folgende grund-
legende Charakterierung eines Nullstellenhdufungspunktes, sowie den Satz
von Hurwitz zu beweisen. Hierauf verzichten wir jedoch in dieser Arbeit.

Satz 4.11. Die Funktionen fi, fs,... seien holomorph im Gebiet G C C,
und es gelte

fn(2) = f(2) #0 kompakt auf G (n — o).
FEs sei zg € G. Dann ist zo € H({f.}) genau dann, wenn f(zo) =0 gilt.

Satz 4.12 (Hurwitz). Es seien alle Funktionen fi, fa,... holomorph und
nullstellenfrei im Gebiet G, und es gelte

fa(2) — f(2) kompakt auf G (n — o0).
Dann gilt entweder f(z) =0 oder f(z) # 0 fir alle z € G.

Nach dem Identitédtssatz ist sowieso klar, dass eine translationsuniverselle
ganze Funktion hochstens abzédhlbar viele Nullstellen in der komplexen Ebene
haben kann, die dariiber hinaus keinen Haufungspunkt in C besitzen. Sie
besitzt aber tatséchlich stets abzéhlbar viele, wie der nachfolgende Satz zeigt.

Satz 4.13. Es seien {z, }nen eine unbeschrinkte Folge komplezer Zahlen und
@ eine translationsuniverselle ganze Funktion im Sinne des Birkhoff-Satzes,
d. h. zu jedem K € M und jedem f € A(K) existiert eine Teilfolge {ny}ren
nattrlicher Zahlen mit

©(z 4 zn,) — f(z) gleichméafig auf K (k — 00).
Dann gilt:
1. H{p™ (2 + z,)}) = C fiir alle v € Ny.

2. ¢ nimmt jedes w € C an abzihlbar vielen Punkten ¢, € C (k € N) als
Funktionswert an. Diese Punktmenge besitzt keinen Hdufungspunkt in
C. Insbesondere besitzt ¢ somit abzdhlbar viele Nullstellen.
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3. Es sei g(z) £ 0 eine beliebige ganze Funktion und die Nullstellen von
g in{z : |z| < m} seien g; (1 < i < p:= p(m)). Ferner wihlen wir
zu jedem 1 € {1,...,p} ein beliebig kleines €; > 0 und betrachten das
Kompaktum

p
K :={z:]z| <m}\ U{z:|z—gi| < g}
i=1
Dann existiert eine Teilfolge {ny}ren natirlicher Zahlen mit:

©(z + 2, ) besitzt keine Nullstelle in K.

Beweis. 1. Es sei v € Ny und ¢ € C beliebig. Ferner wéhlen wir mit
einem beliebigen 7 > 0 die Menge B := B,(¢) := {2 : |z = (| < r}.
Das Kompaktum K := B ist trivialerweise eine Mergelian-Menge, und
f(z) == (z — Q)" erfiillt f € A(K), da f sogar eine ganze Funkti-
on ist. Geméf der Voraussetzung an ¢ existiert eine Teilfolge {ny }ren
natiirlicher Zahlen mit

©(z+ zn,) — f(2) gleichméaBig auf K (k — o0),
woraus unmittelbar
0" (2 + 2zn,) — f¥)(2) kompakt auf B (k — o0)
folgt. Da f®)(¢) = 0 gilt, erhalten wir mit Satz 4.11
¢ € H{p" (2 + 20)}) € H{p" (z + 20)}).
Weil v und ¢ beliebig waren, gilt die erste Aussage.

2. Es sei w € C beliebig, so wihlen wir K := D € 9 und als Funktion
f(2) == z4+ w. Wegen f € A(K) und der gemachten Voraussetzung
existiert eine Teilfolge {ny }ren natiirlicher Zahlen mit

oz + 2n,) — 2z +w gleichmiiBig auf D (k — 00).

Wegen ¢g(z) # 0 und ¢(0) = 0 existiert nach dem Satz von Hurwitz ein
ko € N mit der Eigenschaft:

(24 2y, ) —w besitzt eine Nullstelle in D fiir alle & > &y, diese heifle (.
(Existiert ein solches kg nicht, so wiirde eine Teilfolge

{o(z + zn,, ) — When

von in D nullstellenfreien Funktionen auf D kompakt gegen ¢(z) kon-
vergieren. Dies wiirde wegen den oben genannten Eigenschaften von ¢
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einen Widerspruch zum Satz von Hurwitz bedeuten.)
Wir erhalten
(e + 2n,) =w  fiir alle k > ko,

wobei die Menge
{Z = Ck + anvk 2 kO}

wegen der Unbeschréanktheit der Folge {2, },en und der Beschréanktheit
der Folge {(x}x>k, abzihlbar viele Elemente enthélt. Jedes w € C wird
somit an mindestens abzéhlbar vielen Stellen als Funktionswert von ¢
angenommen. Die Menge aller Punkte, an denen die Funktion ¢ den
Wert w annimmt, besitzt nach dem Identitédtsatz keine Haufungspunk-
te.

3. Da ¢ ,Birkhoff-translationsuniversell“ und ¢ eine ganze Funktion ist,
existiert eine Teilfolge {ny}ren natiirlicher Zahlen mit:

©(z + zpn,,) — g(2) #0 kompakt auf {z: |z] <m+1} (k — o0).

Es sei ein Z mit |Z] < m und g(Z) # 0 gegeben. Nach Satz 4.11 gilt
Z & H{{p(z + z,,)}), also existiert eine Umgebung U(Z) (ohne Ein-
schriankung offen wihlbar) mit der Eigenschaft: ¢(z + z,, ) besitzt eine
Nullstelle in U(2)N{z : |z| < m+1} fiir nur endlich viele k € N. Ferner
gilt

K c{z:]z] <m,g(2) # 0} | J{U(3) : [2] < m,g(2) # 0}.

Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung, d.h. mit
2] <m (1 <j < q) und g(%) # 0 gilt

K C qu U(z)).

Wie im vorigen Schritt existiert ein k; € N mit: ¢(2+ 2, ) besitzt keine
Nullstelle in U(Z;) N {z : |2| < m + 1} fiir alle k& > k;. Setzen wir
k= maxi<j<q k;, so hat die Funktion ¢(z + z,, ) fiir alle & > k keine
Nullstelle in K.

[

Bemerkung 4.14. Als Folgerung aus dem Grofien Satz von Picard wissen
wir, dass eine ganze transzendente Funktion jeden Wert w € C unendlich
oft anmimmt - mit hochstens einer Ausnahme. ,Birkhoff-universelle“ Funk-
tionen nehmen jeden Wert w € C unendlich oft an und besitzen wegen der
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zweiten Figenschaft aus Satz 4.13 keinen solchen Ausnahmewert.
Dementsprechend kénnen alle Funktionen, die mindestens einen Wert w € C
tiberhaupt nicht oder nur endlich oft annehmen, nicht T-universell sein.
f(z) = € und g(z) = e"® mit einer beliebigen ganzen Funktion h sind
Beispiele fiir Funktionen, die aufgrund dieses notwendigen Kriteriums als
mdgliche T-universelle ganze Funktionen ausscheiden. Sie besitzen beide den
Picardschen Ausnahmewert 0, den sie als Funktionswert nicht annehmen.

Nachdem wir nun gesehen haben, dass eine ganze Funktion, die universell im
Sinne Birkhoffs ist, nicht nullstellenfrei sein kann, {iberrascht uns die Tatsache
noch mehr, dass es ganze, nullstellenfreie Funktionen gibt, deren Ableitung
Birkhoff-translationsuniversell sind. Der Beweis erfolgt erneut sehr analog
zum dem von Satz 4.1°.

Satz 4.15. Es sei {z,}nen eine beliebige Folge unbeschrinkter komplexer
Zahlen. Dann existiert eine ganze Funktion ¢ mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

1. ¢ besitzt keine Nullstellen in C.

2. Zu jedem Kompaktum K € I und jeder Funktion f € A(K) existiert
eine Folge {ny}ren natiirlicher Zahlen mit

O (24 zn,) — f(2) gleichméBig auf K (k — o0).

Beweis. 1. Zunéchst konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit
annehmen, dass die Punkte z, so gewéhlt sind, dass fiir die Mengen

F,={z:]z— 2z, <n+1},

F,:={z:]z — z,| <n+ 1+ ¢} mit einem beliebig kleinen ¢ > 0

E,NFE, =0 fir n # m gilt. Die Menge F := |J,y F,, ist wieder-
um eine Arakelian-Menge in C und {Q, }en bezeichne wie iiblich eine
Abzéhlung aller Polynome mit Koeffizienten in Q + iQ.

2. Wir setzen
01(2):=—In(2-n(n+1)), z€F,.

Da dies eine in F' holomorphe Funktion ist, existiert nach dem Arake-
lianschen Approximationssatz eine ganze Funktion g; mit

01(z) =g (2)[ <1, z€F
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Ferner bestimmen wir mit G,,(z) eine Stammfunktion zu Q,(z — z,),

d.h. p

mit der zusitzlichen Forderung G,(z) # 0 fiir alle z € F,,. Falls dies
zunéchst nicht gilt, betrachten wir

Gn(2) = Gp(z) + 14+ max |G, (2)]

F,
anstelle von G,,. Hiermit definieren wir
Gn(2) -
R.(2) := G 2 € F,,

eine in F),, holomorphe und nullstellenfreie Funktion, sodass Funktionen
log R,,(z) existieren, die holomorph in F,, D F), sind, mit e'°8%»(*) =
R, (z). Ferner ist die Funktion

[(2) . =logR,(2), z€F,
in F' holomorph.

3. Setzen wir
d2(z) == —In (max(rré%xmn(z)h 2)> , z€F,,

so existieren nach dem Satz von Arakelian eine ganze Funktion g, mit
02(2) — ga2(2)| <1, z€F,
I(2)

2T eine weitere

sowie zur ebenfalls in ' holomorphen Funktion
ganze Funktion h; mit

[(2) —hy(2)

(o)1 <1, zel

Insgesamt erfiillt die ganze Funktion hy(z) := hy(2) - e92(x)~1
/@) — 2| <2 e F

(Hinsichtlich Rechendetails verweisen wir auf die Beweisschritte 2(f)
und 2(g) von Satz 4.1°.)
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Hiermit folgt fiir die ersichtlicherweise nullstellenfreie und ganze Funk-
tion @(z) 1= M) . enG)lund z € F, = {2 : |z — 2,| <n+1}

1

G, _ < ()=l L~ 9p01(2) — =
Gul2) — ()] < 2 <280 = L

Mit der Cauchyschen Integralformel folgt weiter

1 p(t) = Gn(t)
max | (z) — Q,(z — 2z,)| = max —/ Lt
|272n|§n|80< ) — Qnl( )| o=zl | 2710 S e (t — 2)2
< et) = Gul®)] - 2m(n + 1) <
—  max —G,)] - 2m(n -,
T 2T |t—zn|=n+1 ¥y n

was dquivalent ist zu

max |¢'(w + z,) — Qn(w)] < % (4.5)

jwl<n

4. 7u einem beliebigen Kompaktum K € 9t und einer beliebigen Funktion
f € A(K) existiert nach dem Satz von Mergelian eine Teilfolge {ny }ren
natiirlicher Zahlen, sodass die Folge {Qy, (2)}ren gleichméfBig auf K
gegen f(z) konvergiert. Da K C {w : |w| < ny} fir alle hinreichend
grofen k gilt, folgt zusammen mit (4.5) auch die zweite Aussage.

[]

Bemerkung 4.16. 1. Insbesondere zeigt dieser Satz, dass eine Funktion
nicht notwendigerweise tiber eine universelle Figenschaft threr Ablei-
tung verfiigen muss, denn die obige Funktion o ist als nullstellenfreie
Funktion wie oben gesehen nicht translationsuniversell.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des letzten Satzes folgt fiir die
dortige Funktion o, dass ¢'(z) = p(2) - (hy(2) + g1(2)) gilt, wobei der
erste Faktor nullstellenfrei ist. Das bedeutet nach Satz 4.13, dass die
Funktion b}, die Funktion ¢ an abzdhlbar vielen Punkten interpoliert.

3. Mit Lemma 2.1 folgt, dass auch alle weiteren Ableitungen von ¢ transla-
tionsuniversell sind. Denn die in Satz 4.15 konstruierte Funktion erfillt
die im dortigen Lemma mit (A;) bezeichnete Figenschaft fir j =1, und
folglich besitzt sie diese Figenschaft auch fir alle j > 2.

4. Es sei {zp}nen eine unbeschrinkte Folge in C. Kombinieren wir die
Konstruktionen aus den Beweisen der Sdtze 4.15 und 4.6, wobei wir in
letzterem auf die Mengen A, o und dortige Approximationen verzichten,
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und in beiden Konstruktionen stets nullstellenfreie Stammfunktionen
auf den jeweiligen Mengen betrachten, so erhalten wir eine nullstellen-
freie ganze Funktion ¢ mit

{0V (2 + 20) bnen ist dicht in A(K) fiir alle K € 9 und alle j € N,

und

{9 (2 - 2) }nen ist dicht in A(K) fiir alle K € 9 mit 0 ¢ K
und alle j € N.
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Uber Nullstellen
ableitungsuniverseller

Funktionen

Die Klasse der ableitungsuniversellen Funktionen geht auf MacLane [19]
zuriick und besteht aus ganzen Funktionen ¢, fiir welche eine geeignete Folge
{pm)Y,  ihrer Ableitungen auf C kompakt gegen jede beliebig vorgegebene
ganze Funktion f konvergiert. Die Teilfolge {ny }ren héngt hierbei logischer-
weise von f ab.

Im Jahre 1994 zeigte Herzog [12], dass es nullstellenfreie ableitungsuniverselle
Funktionen gibt. Des Weiteren ist die Existenz ableitungsuniverseller Funk-
tionen mit endlich vielen vorgeschriebenen Nullstellen nicht schwer nachzu-
weisen, wie folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 5.1. FEs scien endlich viele komplexe Zahlen z; (1 < i < N)
gegeben. Dann existiert eine ableitungsuniverselle Funktion ¢ mit ¢(z;) = 0
fir allei=1,...,N.

Bewesis. Es sei ¢, eine ganze Funktion, die im Sinne von MacLane ablei-
tungsuniversell ist. Ferner sei I ein Polynom, welches ¢y an den Punkten
zi (1 <14 < N) interpoliert, so liefert ¢y — Py das Gewiinschte. O

Im folgenden Satz zeigen wir, dass wir zu jeder vorgeschriebenen Folge
{zi}ien, von Nullstellen, die natiirlich keinen Haufungspunkt in C haben darf,
eine ableitungsuniverselle Funktion ¢ konstruieren kénnen, mit ¢(z;) = 0 fiir
alle © € Nj.

Satz 5.2. Es sei {z;}ien, €ine Folge in C mit V({z;}) = 0.
Dann existiert eine ganze Funktion o mit:
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o Esist p(z;) =0 fir alle i € Ny.

o Zu jedem K € M und jedem f € A(K) existiert eine Folge natirlicher
Zahlen {mg}sen mit

©™)(2) = f(2) gleichméBig auf K (s — o).

Bewess. 1. Ohne Einschrankung gelte fiir die Folge {z; }ien,
0<l|z|<|xn| <0y
sodass zu jedem v ein Index h, € N existiert mit
{zi:i=0,...;h}={z:ie€ Ny, |z <v-1}
Wir betrachten die Lagrange-Polynome

hy

L(-V) = c Tk 1 =0....
;) sz_Zk (j=0.....h)
k=0
oy
und setzen X
-\ )
M, = Orglgle (2)I.
j:

2. Fiir eine ganze Funktion ®(2) sei {®(7)(2)} ;e die Folge ihrer iterierten
Stammfunktionen geméifl

z

() = [ @I (e ).

0

Nach Luh [16, Lemma 1] gilt ®(=7)(2) — 0 kompakt auf C (j — o).
Es sei {Q,(2)},en eine Abzéhlung aller Polynome mit Koeffizienten in
Q +1Q, und wir setzen g, := Grad(Q,). Zu jedem v € N wéhlen wir
ein r, > v mit

— 1 1 y :
T?'ESL)V( |Ql(/ J)(z)l < min {ﬁ’ m} fiir alle ] Z . (51)

Wir beachten, dass die Folge {n, },en erst im néchsten Schritt definiert
wird. Wie wir dort sehen werden, ist die Grole (n,_1)! an dieser Stelle
jedoch stets bekannt.

68



Kapitel 5 Uber Nullstellen ableitungsuniverseller Funktionen

3. Wir konstruieren induktiv eine Folge {n, },en C N und zwei Folgen von
Polynomen {P,(z)},en und {IL,(2)},en, wobei P,(z) stets vom Grad
< h, ist, und [, := Grad(Il,) sei. Es seien ny = ry + 1,n9,...,n,_1,
Pi(z) = 0,Ps(2),...,P,_1(2), sowie II;(z) = 0,1Ix(2),...,II,_1(2) fiir
ein v € N bereits bekannt. Wir setzen

ny, > max {g,+h,+l,}+r,+n_1+h
1<p<r—1

und
Qu(z) == C?ﬁ'"“ (2),
Up(z) = Tyum1(2) + Qu(2) + Pu(2),
(Z) (2 )+Q (Z)+PM(Z)+Hu(Z)'

(a) Es gelte T,_1(2;) = 0 fiir alle i = 0,..., h,. Beziiglich des Induk-
tionsanfangs beachten wir, dass T1(z) = Qi(z) = ngnl)(z) mit
ngnl)(O) = 0 gilt. Induktiv konstruieren wir als erstes P,(z),

daher betrachten wir zur Funktion —€,(z) = —Q\ ™(2) das
Lagrange-Interpolationspolynom

P(2) =Y {~%(z)} L) (2).

Folglich gilt:
e P,(z) ist ein Polynom vom Grad < h, < n,, also P,,(n”)(z) =0.
e Fiiralle:=0,...,h, gilt
U,,(Zi> = Tyfl(zi) + Q,/(Zi) + P,,(Zi) = O

e Ferner ist

hy
max | P, < max |2 max L
x| PE) < (2] Do 2)
I= (5.2)
1 1 1
<— M, =—F— < —.
M, v3 (n,_q)! v3(n,_1)! — v?
o Weiter folgt fiir alle £ <v —1
P (k) _ i _Tv\Y)
|r|2a}—(1 | (2) \zﬁ%%}—(l 2mi / (t — z)mtl dt
It|I=v (5.3)
v-1)! 1
< ()" max |P,(t)] - 2mv < —.
27 |t|=v v?
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Uber Nullstellen ableitungsuniverseller Funktionen

(b) Als zweites konstruieren wir nun II,(z). Falls kein ¢ € N existiert

mit v — 1 < |z] < v, so fillt dieser Beweisschritt weg, d.h. wir
setzen I1,(z) = 0. Andernfalls gibt es mindestens eine Nullstelle
in v — 1 < |z] < v, und wir betrachten

F(z)= ][ E()

v—1<|z|<v

wobei .
J i
z
Ej(z) = (1 —z)exp (ZO 7)
eine sogenannte Weierstrafische Elementarfunktion sei. Fiir diese
gilt, siehe etwa Rudin [23, Kapitel 15]:
o Fiir jedes j € Ny ist E;(z) eine ganze Funktion mit einer
einfachen Nullstelle an z = 1.
e Fiir jedes j € Ny und fiir alle z € D gilt

1= Ej(2)] < 2P

Im Hinblick auf die zweite Eigenschaft dieser Elementarfunk-
tionen, sei 7, € Ny so grofl gewéhlt, dass gilt:

1
1< —— mj =
|ZI\E%X1 Folz) = 1] = v3b, (n,)! it by |zr\2%X1 U (2)]

Offensichtlich ist U,(z) - F,(2) eine ganze Funktion mit Nullstel-
len an allen z; mit |z;] < v. Nach dem Satz von Walsh iiber die
simultane Approximation und Interpolation existiert zu
E,(2) == U,(2)(F,(z) — 1) ein Polynom II,(z) mit

~ 1
max |,(2) = F(2)| < gy

welches Fl,(z) an allen z; mit |z;| < v interpoliert. Fiir alle z; mit
|z;] < v folgt damit

T,(zi) = Uy (zi) + 1, (2:)
U, (%) + F, () +,(z) — F,(z) (5.4)
= (U,F,)(21) =0
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Ferner gilt
max |I,(z)| < max \Hy(z)—ﬁ,,(zﬂ—i— max ]F,,(z)]

|z|<v—1 |z|<v—1 |z|<v—1
1
DECH - max) Uu(2) - (F, = 1)(2)] (5.5)
S SO SN B
v3(n,)! o Yu3b, () v (n,)! T v

Weiter folgt fiir alle k < v

|
max [II0")(2)] = max i / (H&dt

|z|]<v—2 |z|<v—2 | 278
ltl=v—1 (5.6)

4. Wir setzen

Wegen n,, > r,, sowie (5.1), (5.2) und (5.5) gilt

4
(=nv) P 1 —
Jnax |Q,7(z) + Po(2) + IL(2)] < 75,

also ist die obige Reihe kompakt konvergent in C, d. h. ¢ ist eine ganze
Funktion. Des Weiteren gilt

T,(z) = Z Qi—nu)(z) + P,(2) +11,(2) — ¢(z) kompakt auf C,
pn=1

also besitzt ¢ wegen (5.4) jedes z; (i € Np) als Nullstelle.
5. Abschlieend weisen wir nach, dass ¢ ableitungsuniversell ist.
(a) Es sei k € N fest. Aufgrund der Wahl von ny, gilt
QUu—m)(2) = P (2) =TI (2) = 0 fiir alle v < k

v

und P,En’“)(z) = 0. Das bedeutet

PrO() = 30 Q=)+ () + ()
v=1

= Qu(x) + Y QM) + Y PIM(2) + Y T (=),
v=k

v=k+1 v=k+1
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Erneut aufgrund der Wahl von ng, sowie wegen (5.1), (5.3) und
(5.6) folgt

e 19— Qual < 3 max| Q)
= v=k+1 -

(b) Es seien nun K € M, sowie f € A(K) beliebig gegeben. Nach
dem Satz von Mergelian existiert eine Folge {ks}seny mit

max s, (2) — £(2)] <

Fiir alle gentigend grofien s gilt K C {z : |2| < ks — 2}, und wir

erhalten
max ") (2) — f(2)] < max | (2) = Qi ()]
+max |Qu, (=) — £(2)
< 4 + t
“ki—1 s

Mit m := ny, folgt die Behauptung.
]

In diesem Beweis wurde die universelle Funktion nicht direkt mit Hilfe des
Satzes von Arakelian erzeugt, sondern als Polynomreihe konstruiert. Als
wichtige Hilfsmittel dienten hier die Interpolation mit Lagrange-
Polynomen, der Satz von Walsh iiber die simultane Approximation und Inter-
polation, sowie einfache Eigenschaften der Weierstrafischen Elementarfunk-
tionen. In vollig anderem Zusammenhang wurde diese Beweistechnik zuerst
von Gehlen [9] angewandt, um Aussagen iiber die Schérfe eines der Jentz-
schen Sétze zu treffen.
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In einem doppelten Sinne
universelle Funktionen

Mit der im vorigen Kapitel angewandten Beweistechnik ist es aber auch
moglich weitere, sogar in einem doppelten Sinne universelle Funktionen zu
konstruieren.

Hierzu benotigen wir erneut den Begriff der Nullstellenhdufungspunkte, wel-
chen wir bereits zu Beginn von Kapitel 4.2 in der Definition 4.10 erldutert
haben.

Die beiden folgenden Funktionen ¢ werden im Einheitskreis D ableitungs-
bzw. translationsuniversell sein. Dariiber hinaus existiert zu jeder abgeschlos-
senen Menge A C D° eine Folge {s,, }ren der py-ten Partialsummen der
Potenzreihenentwicklung von ¢, fiir welche gilt, dass A Teilmenge der Null-
stellenhdufungspunkt-Menge der Folge {s,, }ren ist. Im Komplement des ab-
geschlossenen Einheitskreises sind beide Mengen sogar identisch.

6.1 Ableitungsuniverselle Funktionen in D

Zunéchst betrachten wir die oben beschriebene Problemstellung fiir ablei-
tungsuniverselle Funktionen.

o0

Satz 6.1. Es gibt eine Potenzreihe p(z) = > a, z¥ mit Konvergenzradius 1
v=0
und den Teilsummen s,(z) == > a, 2z, sodass die folgenden Bedingungen

v=0
gelten:

1. Zu jedem Kompaktum K C D mit zusammenhdngendem Komplement
und jeder Funktion f € A(K), ezistiert eine Teilfolge {ms}sen C N mit

@(ms)(z) — f(2) gleichmaBig auf K (s — 00).
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2. Zu jeder abgeschlossenen Menge A C C mit A C D°, existiert eine
Teilfolge {pr}ren C N (abhingig von A), sodass A C H({sp,}) gilt und
fir alle z € (D) gilt

z€ H({sp,}) genau dann, wenn z € A.

Beweis. 1. Wir bezeichnen mit 7' die Menge aller Punkte in |z| > 1
mit rationalen Real- und Imaginérteilen. Ferner sei M7, M3, ... eine
Abzéhlung aller endlichen Teilmengen von 7', und wir definieren die
Folge { M} ren mittels M, .y := M}; wobei m,n € N mit

1<m<n und (n,m):= (Z) +m,

also hat { My }ren die Glieder:
My, M, My, M, My, Mg, My, My, My, My, ... .

Weiter nehmen wir an, es sei My, := {21, ..., Zkm, }, und wir definieren
die Folge { Ry }ren, durch

Ro:=1, Ry:=max{Rg_1,|2k1ls -, |2km,|} + 1 fiir jedes k > 1,

1

sowie eine zweite Folge {ry }rey mit 75 := 1 — g

2. Fiir eine ganze Funktion ®(2) sei {®(~7)(z)} ey die Folge ihrer iterierten
Stammfunktionen gemé&f

() = [TV (e N),
0
Nach Luh [16, Lemma 1] gilt ®(=7)(z) — 0 kompakt auf C (j — oo).
Es sei {Qk(2)}xen eine Abziahlung aller Polynome mit Koeffizienten in

Q +iQ, und wir setzen gy := Grad(Qy). Zu jedem k € N wéhlen wir
ein 75, > k mit

i 1
max QU7 (2)] < = fiir alle j > 7. (6.1)

Ist etwa



Kapitel 6 In einem doppelten Sinne universelle Funktionen

so gilt

grt+ng

(—ng) _ bV—nk v
k <Z) Z(V—nk‘f‘l)"'VZ’

v=nyg

d.h. Q,(;n’“)(z) ist ein Polynom vom Grad g + nj und einer Nullstelle
der Ordnung > ny an z = 0. Die Ordnung n; der Stammfunktion von
Qx(z) wird noch zu wéhlen sein.

3. Wir konstruieren nun induktiv eine Folge {nj}ren natiirlicher Zahlen
und eine Folge von Polynomen {Py(2)}reny mit hy := Grad(Pg). Des
Weiteren sei Ty(z) = 0, und wir setzen fiir £ € N

Qu(z) = Q™(2),

Dabei nehmen wir an, dass T;_1(z) in {z : 1 < |z| < Ri_1} exakt die
Elemente von Mj_; als Nullstellen besitze und den Grad ji_; habe;
wéhrend die Nullstellen von Ty_1(2) + Q(2) in {2z : 1 < |z] < Ry}
durch die Punkte wy 1, ..., wy,, gegeben seien, und wir definieren

Cr = Inax ’Tk 1( )"—Qk(Z)’

|2|<r

Es seien ny = 71 + 1,na, ..., ng_1, sowie Pi(2),..., P._1(z) bereits be-
kannt, so wahlen wir zunéchst

= 15321?{—1{9“ + hu}t + T+ o1+ k1

4. Bevor wir unsere Konstruktion beginnen, erinnern wir noch an einige
Basiseigenschaften der von Weierstrafl eingefiihrten Elementarfunktio-
nen

Lo
z]
E,(z (1—2)ex —
u( ) = P Z_; ]
‘]_
vgl. Rudin [23, Kapitel 15]:

o Fir jedes p € Ny ist die Funktion E,(2) eine ganze Funktion mit
nur einer einfachen Nullstelle an z = 1.

o Fiir jedes 1 € Ny und alle |z| < 1 gilt

1= Eu(2)] < [ (6.2)
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o Es gilt
K Zj
—E(2) = 2"exp() —
— ]

Somit besitzt E,(z) — 1 eine Nullstelle der Ordnung > p+ 1 an
der Stelle z = 0.

Im Hinblick auf die Eigenschaft (6.2) w#hlen wir ux > jr_1 so grof},
dass die Funktion
[ B ()

Fi(2) == ;
[T B ()
die Abschéitzung
_ ng+1
F(z) — 1] < % firalle 2 € {=: 2| <} (6.3)

erfiillt. Offensichtlich besitzt die ganze Funktion

Hi(2) = (Ti1(2) + Q(2)) Fr(2) = Tioa(2) + Qu(2) + Fi(2)

in {z:1<|z| < Ry} exakt die Elemente von M} als Nullstellen. Die
Nullstellen von Hg(z) in D sind jene des Polynoms Tj_1(2) + Qx(2)
in D. Diese heiflen (1, ..., (k. , Wobei jede Nullstelle entsprechend ih-
rer Ordnung aufgelistet ist. Insbesondere ist Hy(z) nullstellenfrei auf
{z :|2z| = Ry}, also gilt

di := min |Hg(z)| > 0.

|z|=Ry,

Unter Verwendung der dritten oben erwidhnten Figenschaft der Weier-
straBschen Elementarfunktionen liefert eine einfache Uberlegung, dass
auch Fi(2) = (Fi(2) = 1)(T_1(2) + Qx(2)) eine Nullstelle der Ordnung
> pup+ 1> Jk_1 an z = 0 besitzt.

Nach dem Satz von Walsh iiber die simultane Approximation und In-
terpolation, existiert zu Fj(z) ein Polynom Pj(z) mit

- _ 2 nk—i—l
|Py(2)— Fy,(2)] < min {dk, (i — 7)™

K2 () } fir alle z € {2 : |2] < Ry},
k)

welches Fk(z) an allen Punkten (g1, .., Cips 215 - - - 5 2y, SOWiE an
z = 0 mit der Ordnung px + 1 interpoliert.
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5. Wir setzen

p(2) =Y QL™ (2) + Pilz) = Y u(2) + Pu(2),

und stellen nun einige Eigenschaften zusammen:

(a) Pg(z) hat eine Nullstelle der Ordnung > ug +1 > jr—1 an z = 0.
Das bedeutet, Tj_1(z) ist gleich s;, ,(z), der jy_1-ten Teilsumme

der Potenzreihenentwicklung ¢(z) = > a, 2 von ¢.

v=0

(b) Mit (6.3) gilt
max |Py(z)| < max |Pe(2) — Fi(2)| + max |Fy(2)]

|z|<r |z[< |z<rs

(rg — )™ _
R max [(They + Q) (Fr — 1))(2)]

k2 (le)' |z|<rp
(rg —rp)™t! N (rg —rp)™t!
_— c _—
k2 (ny,)! Pk k2 (ng)!
C2(rp — )t 2
k2 (nk)' k2 ’

Unter Beachtung von nj, > 7 folgt mit (6.1), sowie wegen
limy, . rx = 1, dass ¢ holomorph in D ist, also hat die Potenzreihe
©(z) = > a, z” mindestens den Konvergenzradius 1.
v=0
(c) Weiter folgt fiir alle v < k

max | P{™(2)| = max (n,,)-! / (trﬁdt

|2|<r2 |2|<r2 | 2mi — z)wtl
|t‘:1"k
6.4)
(ng)! 1 (
< Pr(t 2
<57 ﬁljgil (1) (e = 2yt 2T
2
< 12
fir alle z € {2 : |2| = Ry}, erhalten wir nach dem Satz von

Rouché, dass die beiden Funktionen

T-1(2) + Qu(2) + Fi(2) = Hi(2)
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und

Ti-1(2) + Qu(2) + Pu(2) = Tii(2)
die gleiche Anzahl an Nullstellen in {z : |z| < Rx} haben. Wegen
der Interpolationseigenschaften von Pg(z) sind die Nullstellen so-
gar identisch. Insbesondere besitzt also Ty (2) in {z : 1 < |z| < Ry}
exakt die Elemente von M, als Nullstellen.

Speziell sind fiir jedes feste m € N und alle ¢« > m die Nullstellen
von T(imy(2) = 8j,,.,(2) iIn {z 11 < [2] < Rim} exakt die Ele-
mente von M.

Der Konvergenzradius der Potenzreihe von ¢ kann daher nicht
grofler als 1 sein. Ware der Konvergenzradius s > 1, wiirde fiir
v — oo die Folge {7,(2)},en kompakt auf S := {z: |z| < s} 2 D

gegen ¢(z) konvergieren, somit wéren alle Elemente von T'N S
auch Nullstellen von ¢. Aufgrund der Beschaffenheit von T wére
dann ¢(z) = 0.

6. Zunéchst weisen wir nach, dass ¢ ableitungsuniversell in D ist.

(a)

Es sei v € N fest. Aufgrund der Wahl von n,, gilt
QU™ ()= P (z) =0 fiir alle k < v.
Das bedeutet

(nu) Z Q nu nk + P(”u)( )

— Qu(z Z QY™ () + > PM(2)
k=v

k=v+1

Erneut aufgrund der Wahl von n,,, sowie wegen (6.1) und (6.4)
folgt

max ") (2) — Qu(2)|

|z|<r2

< D0 max QT (2) + ) max [B™(2)
fmpp1 P57 oy P15
1 X2
<Y Etr
k=v+1 k=v
=1 3
<3y =
- ;kﬁ v—1
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(b) Es seien nun ein Kompaktum K € 9 mit K C D, sowie eine
Funktion f € A(K) gegeben. Nach dem Satz von Mergelian exis-
tiert eine Folge {vg}sen mit

1
max |Qu, (2) = f(2)] < .

Fiir alle hinreichend groen s gilt K C {z : |z| < r2 }, und wir
erhalten

max 6 (2) - [(2)

< max ") (2) — Qu, (2)| + max |Qu, () — f(2)]

el

3 1
< + —.
Tv,—1 s

Mit m, := n,, folgt die Behauptung.

7. Abschlieend weisen wir nach, dass ¢ auch die zweite geforderte Eigen-
schaft besitzt.
Es sei A C C eine abgeschlossene Menge mit A C D¢ Wir wer-
den nun eine Teilfolge {pi}ren von {ji}ren derart auswéhlen, dass
A C H({sp,}) und fiir alle z € (D)°

z€ H({sp,}) genaudann, wenn z€ A

gilt. Fiir ein £ > 1 seien die Indizes p; < --- < pr_1 bereits bestimmt.
Wir iiberdecken A N {z : 1 < |z| < k} mit einer endlichen Anzahl
offener Kreise Uy,1, ..., Uy, mit Radius § derart, dass

U NA#D  firalle 1 < j <y,
und wir wihlen paarweise verschiedene Punkte
2L € Uk,j NT (1 S] < l/k).

Dann existiert ein Index m(k) mit My 4y = {zx1,.. ., 2ky }. Aus der
Konstruktion von {7} (2) }ren sahen wir in Beweisschritt 5 (e), dass fiir
alle i > m(k) die Nullstellen von T(; m(k))(2) = .., (?) in der Menge
{z:1 < |2| £ Riimy) } exakt die Punkte 2y 1, ..., 2, sind. Schliefllich
wihlen wir (k) so groB, dass Rik)m(k)) = k und pr := Jiwk)mk) > Pr—1
gelten.

Wir bezeichnen mit Us(z) := {( € C: |( — z| < ¢} die 6-Umgebung
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von z. Es sei z € A. Geméf unserer Konstruktion von {py }ren erhalten
wir fir alle k > |2, dass sp, eine Nullstelle in Uy, (2) hat. Folglich gilt
ACH({s,). i

Es sei nun z € (AUD)¢, d.h. 20 := dist(z, AUD) > 0. Dann hat s,,
keine Nullstelle in Us(z) fiir k > max{%, |z|} 4. Damit ist das Resultat
bewiesen.

]

6.2 T-universelle Funktionen in D

Nun betrachten wir dieselbe Fragestellung wie oben fiir im Einheitskreis
translationsuniverselle Funktionen. Translationsuniversell ist dabei wie in
Kapitel 2.3 zu verstehen.

Satz 6.2. Es sei {ay}nen eine Folge in C\{0} mit a,, — 0 fiir n — oo.

Dann existieren eine Potenzreihe o(z) = Y. a, z” mit Konvergenzradius 1
v=0

n
und den Teilsummen s,(z) = Y a, 2¥, sowie eine Folge {b, }nen in D, sodass
=i

die folgenden Bedingungen gelz;:n:

1. Zu jedem Kompaktum K mit zusammenhdngendem Komplement, jeder
Funktion f € A(K) und jedem ¢ € 0D, ezistieren Teilfolgen {my}ren
und {nytren natirlicher Zahlen (abhingig von K, f, () mit

A, 2 + by, €D fiir alle z € K und alle & € N,
bn, — ¢ (k — 00),

O(am,, 2 + by, ) — f(2) gleichméBig auf K (k — o0).

2. Zu jeder abgeschlossenen Menge A C C mit A C D°, existiert eine
Teilfolge {pr}ren C N (abhingig von A), sodass A C H({sp,}) gilt und
fir alle z € (D)° ist

z€ H({sp,}) genau dann, wenn z € A.

Bewezs. 1. Wie im ersten Beweisschritt des vorigen Satzes wihlen wir
eine Folge { M} }ren von Mengen und eine Folge { Ry }ren, von Radien.
Dazu bezeichnen wir mit 7" die Menge aller Punkte in |z| > 1 mit ratio-
nalen Real- und Imaginérteilen. Ferner sei M7, M3, ... eine Abzdhlung
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aller endlichen Teilmengen von T und wir betrachten erneut { My }xen
mit

M my == M, wobei m,n € Nund 1 <m <n,

: n
sowie (n,m) = (2) +m.

Jede Menge M, sei gegeben durch My := {zk1,..., 2km, }, und wir
definieren die Folge { Ry }ren, mittels

Ro:=1, Ry:=max{Rr 1,|zk1],- -, |2km,|} +1 fiir jedes k > 1.

2. Wir wihlen ferner eine zweite Folge {ry }reny mit 7 := 1 — k+r1 und eine

Folge {¢*)} e von Punkten in 0D, die dicht in D ist. Zu jedem k € N
wéhlen wir eine Folge {zl(,k)}l,eN mit:

o lim 2 = ¢® fiir alle k € N.

e Es existiert eine Folge {l,},en, sodass die zugehorigen Radien
7, = +/|a,| die Eigenschaft haben, dass die abgeschlossenen

Kreisscheiben
Dypi={z:|z—2W| <7}
fir kK =1,..., v alle paarweise disjunkt sind, und dass gilt
U D,y C{z:r, <|z| <Tys1}
k=1
Betrachten wir zﬁl), z§1)7 zéz), zél), z§2), z§3), ..., so ergibt dies die Folge
{bn}nGN'

3. Es sei {Q,(z)},en eine Abzdhlung aller Polynome mit Koeffizienten in
Q + Q. Wir konstruieren nun induktiv zwei Folgen von Polynomen
{P,(2) }eny und {I1,(2)},en. Wir beginnen mit Py(z) = To(z) = 0 und
setzen

Q(2):=P,(2) — P,_1(2),
T,(z) =T,-1(2) + Q(2) + IL,(2).

Dabei nehmen wir an, dass T,_1(z) in {z: 1 < |z| < R,_1} exakt die
Elemente von M,,_; als Nullstellen besitze und den Grad j,_; habe. Die
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Nullstellen des Polynoms 7,_1(z) + ,(z) in {z : 1 < |2|] < R, } seien
durch die Punkte w,1,...,w,; gegeben, und wir definieren

¢, = max |T,_1(z) + Q,(2)].

|z|<1

Wenn fiir ein v € N die Polynome Py(z),...,P,_1(z) bereits erklart
sind, so existiert nach dem Satz von Runge iiber die polynomiale Ap-
proximation ein Polynom P,(z) mit

1
max By (w) = P (w)] < — (6.5)
und ) .
P(w)—Q, [ —(w—zF) )| <= 6.6
e [Pw) - @ (o=t ) < 1 (6:6)
fir alle k = 1,2,...,v. Nach dem Satz von Walsh iiber die simultane

Approximation und Interpolation konnen wir zuséatzlich fordern, dass
P,(z) das Polynom P, ;(z) in z = 0 mit der Ordnung j,_; + 1 inter-
poliert, sodass Q,(z) = P,(z) — P,_1(2) eine Nullstelle dieser Ordnung
an z = 0 hat.

4. Auch hier betrachten wir die von Weierstrafl eingefiihrten Elementar-
funktionen

v
2
E,(z) =(1—2)exp 27
deren Basiseigenschaften wir bereits im vierten Beweisschritt zu Satz 6.1

erldutert haben. Im Hinblick auf (6.2) wéhlen wir p, > j,_1 so grof,
dass die Funktion
L 5 ()

[ B (55)

F,(2) =

die Abschéatzung

fiir all 2zl <1 .
" tralle z € {z:]2] <1} (6.7)

erfiillt. Wiederum besitzt die ganze Funktion
H,(2) == (T,_1(2) + 0 (2))F,(2) = T)_1(2) + Q(2) + F,(2)

in {z:1 < |2] < R,} exakt die Elemente von M, als Nullstellen. Die
Nullstellen von H,(z) in I sind jene des Polynoms 7T, 1(z) + 2,(2)
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in D. Diese heiflen Cus- -+ Cui,, wobei jede Nullstelle entsprechend ih-
rer Ordnung aufgelistet ist. Insbesondere ist H,(z) nullstellenfrei auf
{z:|z] = R,}, d.h. es gilt

d, := min |H,(z)| > 0.

|2|=Ry

Ebenso besitzt F,(z) = (F,(2) — 1)(T,_1(2) + Q,(z)) eine Nullstelle der
Ordnung > p, +1 > 7,1 an z = 0.

Nach dem Satz von Walsh iiber die simultane Approximation und In-
terpolation, existiert zu Fy(z) ein Polynom II,(z) mit

. 1
I, (2) — F,(z)| < min {d,,, ﬁ} fir alle z € {2z : |2| < R, },

welches ﬁ’l,(z) an allen Punkten ,1,...,Cuivs 201, - -, Zum,, SOWiE an
z = 0 mit der Ordnung s, + 1 interpoliert.

5. Wir setzen

Z{P S (w)} 410, (w ZQ )+ T (w)

wobei wir die letzte Reihe kurz mit II(w) bezeichnen werden, und stellen
nun einige Eigenschaften zusammen:

(a) II,(z) hat eine Nullstelle der Ordnung > p, + 1 > j, 1 an z = 0.
Das bedeutet zusammen mit der Wahl von €,(z), dass
T,-1(2) = sj, ,(%), der j,_i-ten Teilsumme der Potenzreihenent-
wicklung ¢(2) = > a, 2¥ von ¢ ist.

v=0
(b) Mit der Abschitzung (6.7) erhalten wir

max |11, gmaxl_[l,z—]*:’,,z +maXFVZ
nax 11, ()] < max|IL,(2) = F,(2)] + max|F,(2)

< o max (o + Q) (F, — D))

v <

<1+ 1 2
Cy —— = —.

2 Ye, v 12

Zusammen mit (6.5) folgt, dass ¢ holomorph in D ist, also hat

die Potenzreihe ¢(z) = > a, z¥ mindestens Konvergenzradius 1.
v=0 B
Ferner erhalten wir, dass II(w) in D holomorph und auf D stetig

ist.

83



Kapitel 6 In einem doppelten Sinne universelle Funktionen

(¢) Wegen |I,(2) — E,(2)| < dy, < |H,(2)] = |Ty—1(2) +Qu(2) + E,(2)]
fur alle z € {z : |z2| = R,}, erhalten wir nach dem Satz von
Rouché, dass die beiden Funktionen

T, 1(2) + Q(2) + F,(2) = H,(2)

und
T,1(2) + Q(2) + 1,(2) = T,(2)

die gleiche Anzahl an Nullstellen in {z : |z| < R,} haben. Wegen
der Interpolationseigenschaften von II,(z) sind die Nullstellen so-
gar identisch. Insbesondere besitzt also T,,(2) in {z : 1 < |z| < R, }
exakt die Elemente von M, als Nullstellen.

(d) Speziell sind fiir jedes feste m € N und alle ¢ > m die Nullstel-
len von T(;m)(2) = sj,,.,(2) in {z 1 1 < [2] < Rjim} exakt die
Elemente von M. Folglich hat die Potenzreihe von ¢ Konver-
genzradius 1.

6. Wortlich wie im letzten Beweisschritt des vorigen Satzes weist man
nach, dass ¢ die zweite geforderte Eigenschaft besitzt. Demnach bleibt
nur noch zu zeigen, dass ¢ translationsuniversell in D ist.

(a) Aus (6.5) und (6.6) ergibt sich fiir alle v € Nund k= 1,...,v

1
—Tl(w) —Q, | — (w— 2%
Jax |o(w) —I(w) - Q (% (w— 2 ))‘
wa | 3 {Pw) — Prs()}| + 2
_’LUEDV]c 1%
A=v+1
< g max |Py(w P,\_l(w)|+1
|'LU|<T)\ 1%
1 1 2
< Z XLy

A=v+1

was dquivalent ist zu

max |g0 (zar, + 2k )) —H(za, + zl(,k)) — Q,,(z)‘ < % (6.8)

l2l<+

(b) Es seien nun ein Kompaktum K € 9, eine Funktion f € A(K)
und ein Randpunkt ¢ € JdD gegeben. Nach dem Satz von Merge-
lian existiert eine Teilfolge {vs}sen natiirlicher Zahlen mit vy > s,
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sodass gilt .
max |Qy, (2) — f(2) +1(¢)] < - (6.9)

Weiter existiert ein sg = so(K) so, dass

1
K C {z 2| < ~—} gilt fiir alle s > sq.

Vs

Wegen (6.8) und (6.9) erhalten wir

maxlp(a, 2+ 20) ~ (e, =+ 29) + T1(Q) — ()|

2 1 (6.10)
<Z4-
Ve S
fiir alle s > sp und alle k =1,..., v,.
Da ¢ Haufungspunkt der Menge {z = k=1, s > So }
ist, existieren natiirliche Zahlen j, € {1,... v} mit Z,(,jss) — ( fiir
s — o0o. Fiir s > sp und z € K gilt
(ay,, 2+ Z(js)) — ,Us)

Vs Vs

= |a/lus|.|Z| S/FI%S'T:?:VS7

Vs

also a;, z + 299 e D, ;. CD(s> sp).
Fiir jedes £ € N konnen wir schiellich eine natiirliche Zahl

sk > max{k, so} derart wihlen, dass C'(k) mit
C(k) = max |(ay,,, =+ 20) = (|

Vsk

gegen 0 konvergiert fiir k& — oo. Explizit sei s, > max{k, so}
derjenige Index, sodass aufgrund der (gleichméBigen) Stetigkeit
von I in D

(o) 1

mI?X |H(&1V8k z+ Zyskk ) — H(C)| < E

gilt. Zusammen mit (6.10) ergibt sich
max (e, 2+ 20") = f(H)] <+ —+ 5 <.

Setzen wir entsprechend

Oy, = ay,,, by, == zy;’“) (ke N),
so folgt insgesamt

Max |p(@m, 2 +bn,) = f(2)] = 0 (k — 00),

d.h. ¢ ist translationsuniversell im geforderten Sinne.
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