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In vielen industriellen Anwendungsbereichen lassen sich Optimierungsaufgaben als
Kontrollprobleme formulieren, bei denen die Zustandsgleichungen durch partielle
Differentialgleichungen gegeben sind, die komplexe physikalische oder chemische
Prozesse modellieren.

Dementsprechend fithren Standard-Diskretisierungsverfahren (z.B. Finite-Ele-
mente-Methoden) bei einer addquaten Diskretisierung solcher partiellen Differential-
gleichungen fiir komplexe Vorginge oftmals zu hochdimensionalen Systemen von, im
allgemeinen nichtlinearen, gewéhnlichen Differentialgleichungen und damit zu einer
sehr grossen Zahl von Zustandsvariablen. Diese hochdimensionalen Systeme sind
durch einen hohen numerischen Berechnungsaufwand fiir die Losung der Zustands-
gleichung gekennzeichnet und kénnen deshalb oftmals nicht wihrend eines Opti-
mierungsprozesses verwendet werden, da die Zustandsgleichungen dort wiederholt
geldst werden miissen.

Ein Musterbeispiel fiir diese Art von numerischen Berechnungsproblemen sind
Kontrollprobleme, bei denen die zeitabhéngigen Navier-Stokes—Gleichungen zur Be-
schreibung von viskosen, inkompressiblen Fluid-Stromungen auftreten. Die Losung
solcher Kontrollprobleme iiber herkommliche Diskretisierungsverfahren ist aus den
oben genannten Griinden im allgemeinen gar nicht oder nur mittels sehr zeitinten-
siven Berechnungsverfahren auf Hochleistungsrechnern méglich.

Um die Large-scale Problematik zu umgehen, bieten Reduced Order Modelle
zur Approximation von partiellen Differentialgleichungen im allgemeinen und insbe-
sondere auch der Navier-Stokes—Gleichungen eine interessante Alternative. Hierbei
steht eine Dimensionreduzierung des die Strémung beschreibenden Modells, also eine
Reduktion der Zustandsvariablen, im Vordergrund. Obwohl sich entsprechende Mo-
dellierungstechniken zur Analyse und Simulation von Fluid-Stromungen schon seit
einiger Zeit etabliert haben, stellt ihre Anwendung bei der Kontrolle von Strémungen

ein aktuelles Forschungsgebiet dar, da dort eine neue Problematik auftritt.



Ublicherweise wird ein Reduced Order Modell fiir eine spezifische Strémungs-
konfiguration aufgestellt, d.h. fiir eine vorgegebene Kontrolle berechnet man das
Reduced Order Modell, welches dazu dient, die zu dieser Kontrolle gehorende Stro-
mungsdynamik abzubilden. Verwendet man dieses Reduced Order Modell nun wih-
rend der Losung des Kontrollproblems zur Berechnung einer Strémung, so steht
man der Frage gegeniiber, inwieweit ein gegebenes Reduced Order Modell auch fiir
andere Steuerungen verléssliche Zustandsbeschreibungen liefert.

Typischerweise wird ein Reduced Order Modell nur fiir eine eingeschréinkte Band-
breite der Kontrollvariablen verwendbar sein. Dies hat zur Folge, dass wihrend des
Optimierungsprozesses unter Zuhilfenahme eines einzigen Reduced Order Modells
Reduced Order Losungen berechnet werden kénnen, welche das tatséichliche zu ei-
ner bestimmten Kontrolle gehorige Strémungsverhalten nicht addquat beschreiben.
Aus diesem Grund ist eine iterative Vorgehensweise erforderlich, bei der die An-
passung der Reduced Order Modelle an neue Stromungskonfigurationen mit dem
Optimierungsprozess gekoppelt ist. Werden Modelldinderungen angemessen durch-
gefiihrt, erhilt man Reduced Order Modelle, die geeignet sind, das Strémungsver-
halten aufgrund von Anderungen in den Kontrollvariablen darzustellen.

Da bei der Stromungskontrolle nicht allein eine addquate Modellierung der Stro-
mung, sondern vielmehr das Erreichen des Optimierungszieles im Vordergrund steht,
bieten sich Trust-region Methoden zur Losung des Kontrollproblems an. Durch die
Anwendung eines Trust-region Verfahrens ist es moglich, den Giiltigkeitsbereich
eines speziellen Reduced Order Modells einzuschrinken, indem nach jedem Opti-
mierungszyklus die Qualitét einer Reduced Order Lésung mit der Losung des hoch-
dimensionalen Modells hinsichtlich der Anndherung an das Optimierungsziel ver-
glichen wird. Durch eine solche Vorgehensweise kénnen die Vorteile der Reduced
Order Modellierung bzgl. einer effizienten Berechnung einer Naherungslosung fiir die
Zustandsgleichung genutzt werden, ohne in Kauf nehmen zu miissen, zu ungenaue
oder vollstéindig ungeeignete Reduced Order Losungen wihrend des Optimierungs-
prozesses zu verwenden.

Vor dem Hintergrund dieser Uberlegungen werden in dieser Dissertation Trust-
region Methoden im Kontext der Reduced Order Modellierung fiir die Navier—
Stokes—-Gleichungen bei Stromungskontrollproblemen untersucht. Als Reduced Or-
der Modellierungstechnik wird hierbei die Proper Orthogonal Decomposition (POD)
Methode verwendet.



Ausgehend von einer angemessenen mathematischen Formulierung des Kontroll-
problems iiber eine Variationsformulierung fiir die Navier—Stokes—Gleichungen, wird
die POD Methode zur Ortsdiskretisierung der Zustandsgleichung betrachtet.

Wihrend eine Finite-Elemente-Diskretisierung viele lokale Basisfunktionen zur
Diskretisierung einer Variationsformulierung verwendet, wird bei der POD Technik
ein anderer Zugang verfolgt. Hier versucht man, mit einer moglichst kleinen Anzahl
von globalen, problemspezifischen Basisfunktionen, den POD Basisfunktionen, bei
der Diskretisierung auszukommen.

Die Berechnung der POD Basisfunktionen erfolgt mit Hilfe von Momentauf-
nahmen des Stromungsverhaltens an ausgewihlten Zeitpunkten, sogenannten Snap-
shots, fiir eine gegebene Stromungskonfiguration. Von der Menge der Snapshots aus-
gehend, werden charakteristische Strukturen im Strémungsverhalten identifiziert, so
dass die gesamte Stromung als Zusammenspiel dieser charakteristischen Stromungs-
muster dargestellt werden kann. In diesem Zusammenhang werden Parallelitéiten
zwischen der POD Methode und der Singuldrwertzerlegung von Datenmatrizen als
Mittel zur Mustererkennung in Datensitzen aufgezeigt und ein effizienter Algo-
rithmus zur Berechnung der POD Basisfunktionen, basierend auf einem Lanczos—
Verfahren, dargestellt.

Die so gewonnenen Basisfunktionen werden zur Diskretisierung der Navier-Stokes-
Gleichungen verwendet - man erhélt ein POD basiertes Reduced Order Modell.
Da die POD Basisfunktionen jedoch mit Hilfe einer Snapshotmenge berechnet wer-
den, die ein spezifisches Stromungsverhalten reprisentiert, ist die eingeschriankte
Verwendbarkeit dieses Reduced Order Modells zur Darstellung anderer Dynami-
ken offensichtlich. Man kann erwarten, dass nur Stromungen mit dhnlichen charak-
teristischen Stromungsmustern darstellbar sind. Ergebnisse zur numerischen Simula-
tion einer Nischenstromung (Driven Cavity Flow) bestétigen und illustrieren diesen
Sachverhalt.

Dennoch koénnen POD basierte Reduced Order Modelle zur Berechnung von
Néherungslosungen fiir die Zustandsgleichung bei Strémungskontrollproblemen ver-
wendet werden, wenn man Trust-region Methoden zur Losung des Optimierungs-
problems heranzieht.

Trust-region Methoden werden in der Regel zur Losung von unrestringierten,
nichtlinearen Optimierungsproblemen
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verwendet. Hierbei ersetzt man die Zielfunktion f : IR®™ — IR fiir eine gegebene
aktuelle Iterierte u; € IR™ durch eine Modellfunktion m;. Durch sukzessives Losen

von Trust-region Teilproblemen der Form
i .t. <
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wird hierbei das eigentliche Optimierungsproblem min,, f(u) gelost. Dabei definiert
der Trust-region Radius ¢ > 0 einen Vertrauensbereich fiir die Approximationsgiite
der Modellfunktion.

Diese Modellierungsphilosophie ist gleichfalls auf den Losungsansatz des Stro-
mungskontrollproblems mit Reduced Order Modellen iibertragbar. Formuliert man

das Kontrollproblem als unrestringiertes Optimierungsproblem

min (" (u), ),

wobei f das Optimierungsziel beschreibe und y” (u) eine Lésung des hochdimensio-
nalen Modells fiir die Navier-Stokes—Gleichungen fiir gegebene Kontrolle u bezeich-
ne, so wird iiber
mi(ur + s) = Fy™ (ugp + ), ug + )

eine Modellfunktion fiir f(u) = f(y™(u),u) an der Stelle u; definiert. Hierbei be-
zeichne y™ (u) eine Zustandslosung des Reduced Order Modells fiir uy. Die so defi-
nierte Modellfunktion m; kann in einem entsprechenden Trust-region Algorithmus
zur Losung des Kontrollproblems verwendet werden.

Aufgrund der Herleitung der Modellfunktion stellt der resultierende TRPOD-
Algorithmus, der die Ideen von klassischen Trust-region Verfahren und der POD
basierten Reduced Order Modellierung kombiniert, eine Verallgemeinerung der her-
kémmlichen Trust-region Methoden, die mit quadratischen Modellfunktionen arbei-
ten, dar. Neben der numerischen Verwendbarkeit dieser Modellierungs- und Losungs-
idee fiir Stromungskontrollprobleme bei Nischenstromungen wird zudem auch die
globale Konvergenz,

lim ([ V7 (ug)| = 0.
des TRPOD-Algorithmus im Sinne von Trust-region Methoden gezeigt. Somit ist
dieser Zugang auch von theoretischer Seite her gerechtfertigt.

Des weiteren lésst die Implementierung des grundlegenden TRPOD-Algorithmus
viel Raum fiir problemspezifische Modifikationen und Anwendungen. Eine Tatsache,
die auch an einem Anwendungsbeispiel aus der Lebensmittelsterilisation illustriert

wird.



