Universelle meromorphe

Approximation



Universelle meromorphe
Approximation

Dissertation

zur Erlangung des akademischen Grades

Doktor der Naturwissenschaften

Dem Fachbereich IV der Universitat Trier

vorgelegt von

Thierry Meyrath

Trier, im Februar 2011



Im Gedenken an Georges Petry
(1981 - 2009)



Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1 Einfiihrung
1.1 Notationen und Bezeichnungen . . . . . . .. .. ... ... .......
1.2 Vorbereitungen . . . . . . . ...
1.2.1 Hilfsmittel aus der gleichméfigen Approximation . . . .. .. ..
1.2.2  Die chordale Metrik und der Raum (M, (G),p) . . . . . .. ...
1.3 Universelle holomorphe Approximation . . . . . . .. .. .. ... ....
1.4 Universelle meromorphe Approximation: Motivation und Stand der For-
schung . . . . . ..o
1.5 Gliederung der Arbeit und Hauptergebnisse . . . . . .. .. .. ... ..

2 Translationsuniverselle meromorphe Funktionen
2.1 Konstruktive und generische Existenzbeweise . . . . . . . . . ... .. ..
2.1.1 Konstruktiver Ansatz . . . . . ... ... .. ... ..
2.1.2  Generischer Ansatz . . . . .. ... ... ... .. ... ...
2.1.3 Ein weiterer Existenzbeweis . . . . . . . . ...
2.2 Eigenschaften translationsuniverseller Funktionen . . . . . .. .. .. ..
2.3 Uber Polstellen translationsuniverseller Funktionen . . . . . .. ... ..
2.3.1 Funktionen mit vorgeschriebenen Polstellen . . . . .. ... ...
2.3.2 Folgerungen . . . . . ... L

3 Streckungsuniverselle meromorphe Funktionen
3.1 Konstruktive und generische Existenzbeweise . . . . . . . . . . ... ...
3.1.1 Konstruktiver Ansatz . . . . . . . ... ... ... .. ... .. ..
3.1.2  Generischer Ansatz . . . . ... ... 0L
3.2 Eigenschaften streckungsuniverseller Funktionen . . . . . . .. .. . . ..

4 Universelle Eigenschaften entlang beliebiger Kurven
4.1  Universelle Approximation von Konstanten entlang beliebiger Kurven . .
4.2 Maximale cluster sets entlang unbeschrankter Kurven und Folgen

NN =

12

15
17

19
19
20
23
27
28
40
40
44

51
o1
02
56
29

69
69
78



5 Uber sukzessive Ableitungen meromorpher Funktionen 83

5.1 Der Satz von Pélya und die finale Menge einer meromorphen Funktion . 83
5.2 Verhalten der Ableitungen auf der finalen Menge . . . . . . . . . .. ... 86
5.2.1 Verhalten in gewissen Punkten der finalen Menge . . . . . . . .. 87

5.2.2  Verhalten in Punkten einer dichten Teilmenge der finalen Menge . 91
5.2.3 Ableitungsuniversalitat in einem Spezialfall . . . . . . . . . . . .. 97

Literaturverzeichnis 109

1



Vorwort

In der vorliegenden Arbeit wird eine spezielle Art der komplexen Approximation behan-
delt, die sogenannte universelle Approximation bzw. die Approximation durch universelle
Funktionen. Das Konzept der Universalitdt kann grob wie folgt erklért werden. Durch
einfache analytische Operationen wird aus einer einzelnen Funktion eine Funktionenfol-
ge konstruiert, welche jede Funktion einer bestimmten Klasse durch geeignete Teilfolgen
approximieren kann. In gewisser Weise ist diese Folge also maximal divergent, da zu je-
der vorgegebenen Funktion eine Teilfolge existiert, welche diese beliebig genau in ihrem
Grenzverhalten realisiert. Aus diesem Grund wird die Funktion, die diese Folge erzeugt,
eine universelle Funktion genannt.

Das erste Beispiel einer universellen holomorphen Funktion stammt von George D. Birk-
hoff, dieser konnte im Jahre 1929 die Existenz einer ganzen Funktion ¢ beweisen, fiir
welche die Funktionenfolge {¢(z + n) : n € N} dicht im Raum der ganzen Funktio-
nen liegt. Somit kann jede ganze Funktion durch geeignete Translationen von ¢ beliebig
genau approximiert werden. Dieses bemerkenswerte Resultat steht am Anfang der uni-
versellen Approximation, welche sich in der Folgezeit zu einem eigenstdndigen Gebiet
innerhalb der komplexen Approximationstheorie entwickelt hat, und ein Feld aktiver For-
schung darstellt. So sind mittlerweile zahlreiche weitere Arten universeller Funktionen
bekannt und es existiert eine extensive Literatur zu diesem Thema. Erstaunlicherweise
wurde sich hierbei jedoch fast ausschlielich auf das Studium holomorpher und ganzer
Funktionen beschrinkt, insbesondere die Klasse der meromorphen Funktionen wurde
bisher kaum auf das Phénomen der Universalitdt hin untersucht, obwohl sich angesichts
der groffen Anzahl an bekannten Ergebnissen iiber universelle holomorphe Funktionen
in natiirlicher Weise die Frage nach der Existenz universeller meromorpher Funktionen
stellt.

Dieser Fragestellung soll die vorliegende Dissertation nachgehen. Nachdem wir in einem
ersten einleitenden Kapitel gewisse Grundlagen geschafft haben, werden wir uns in Ka-
pitel 2 mit sogenannten translationsuniversellen meromorphen Funktionen beschéftigen.
Wir werden die Existenz zwei verschiedener Klassen solcher Funktionen beweisen und
deren Eigenschaften ausfiihrlich studieren.

Im dritten Kapitel betrachten wir meromorphe Funktionen, die universelles Verhalten
beziiglich Streckungen aufweisen. Auch hier werden wir die Frage nach der Existenz
klaren und auf die Eigenschaften dieser Funktionen eingehen, wobei sowohl Gemeinsam-
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keiten als auch Unterschiede zu translationsuniversellen Funktionen auftreten werden.
In Kapitel 4 beweisen wir die Existenz von Funktionen, welche entlang beliebiger un-
beschréankter Kurven gewisse universelle Approximationseigenschaften besitzen. Hierbei
wird es allerdings notwendig sein, die Klasse der approximierbaren Funktionen einzu-
schranken.

Im letzten Kapitel befassen wir uns schliefslich mit der Folge der sukzessiven Ablei-
tungen meromorpher Funktionen. Insbesondere werden wir der Frage nachgehen, ob
in Analogie zu einem klassischen Ergebnis von Gerald R. MacLane iiber holomorphe
Funktionen, auch meromorphe Funktionen eine Ableitungsfolge mit gewissen Universa-
litdatseigenschaften besitzen kénnen.

Fiir die Anregung und Betreuung der vorliegenden Arbeit mdchte ich Herrn Prof. Dr.
Wolfgang Luh sehr herzlich danken. Desweiteren gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. Jiirgen
Miiller fiir die freundliche Ubernahme des Koreferates.
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Kapitel 1

Einfihrung

Dieses erste Kapitel dient der Vorbereitung und der Einfiithrung in die Thematik. Wir
werden einerseits gewisse Grundlagen schaffen, indem wir Notationen und Hilfsmittel
bereitstellen, welche uns in dieser Arbeit begleiten werden, andererseits soll auch die
Fragestellung der Arbeit erklart und motiviert werden. Dazu werden wir kurz auf uni-
verselle holomorphe Approximation eingehen und einen historischen Uberblick iiber bis-
her geleistete Vorarbeiten auf dem Gebiet der universellen meromorphen Approximation
geben. Der letzte Abschnitt des Kapitels fasst schlieklich die Hauptergebnisse der vor-
liegenden Arbeit kurz zusammen.

1.1 Notationen und Bezeichnungen

Wir fithren zunéchst einige Bezeichnungen ein, welche wir im weiteren Verlauf dieser
Arbeit verwenden werden. Die erweiterte komplexe Zahlenebene bezeichnen wir mit @,
das heikt C := C U {oo}. Fiir die punktierte Ebene C \ {0} schreiben wir C*. Mit B°
und B bezeichnen wir wie iiblich das Innere bzw. den Abschluss einer Menge B, weiter
schreiben wir B¢ fiir das Komplement von B. Fiir eine offene Menge O C C und eine
abgeschlossene Menge FE C C fiihren wir folgende Funktionenrdume ein

C(E) :={f : f ist stetig auf F},
H(O) :={f: f ist holomorph auf O},
M(O) :={f : f ist meromorph auf O},
A(E) :=C(FE)NH(E®).

Wenn wir sagen, die Funktion f sei holomorph (bzw. meromorph) auf der abgeschlos-
senen Menge F, so meinen wir damit stets, dass eine offene Umgebung Ugr von E und
eine Funktion F' € H(Ug) (bzw. F' € M(Ug)) existieren, so dass F|g = f gilt. In diesem
Fall schreiben wir f € H(E) (bzw. f € M(FE)).
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1.2 Vorbereitungen

Im Folgenden werden wir einige Hilfsmittel zusammenstellen, auf welche wir spéater in
dieser Arbeit zuriickgreifen werden. Zum einen sind dies klassische Ergebnisse aus der
komplexen Approximationstheorie, zum anderen werden wir auch Kenntnisse iiber den
Raum der meromorphen Funktionen benotigen. Die meisten der vorgestellten Ergeb-
nisse sind bekannt, daher werden wir grofitenteils auf Beweise verzichten, und lediglich
Referenzen angeben.

1.2.1 Hilfsmittel aus der gleichmaBigen Approximation

Ein erstes zentrales Resultat, welches gleichzeitig am Anfang der Approximation im
Komplexen steht, stammt aus dem Jahre 1885 und geht auf Runge [53] zurtick.

Satz 1.2.1 (Runge, 1885). Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Weiter seien
fe HK) und g € M(K). Dann gilt:

(i) Zu jedem ¢ > 0 existiert eine rationale Funktion Ry mit (einfachen) Polen aufSer-
halb von K, so dass gilt
m}z{mx|f(z) — Ri(2)]| <e.

(i1) Zu jedem € > 0 existiert eine rationale Funktion Ry mit g — Ry € H(K), so dass
qgilt
m}e{xx|g(z) — Ry(2)| < e.

Der Satz von Mergelian [45] aus dem Jahre 1952 liefert ein bestmdogliches Resultat
im Bereich der polynomialen Approximation auf Kompakta, hierbei bezeichnet P(K)
die Menge aller Funktionen, welche auf K gleichméfig durch Polynome approximierbar
sind.

Satz 1.2.2 (Mergelian, 1952). Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt A(K) = P(K).
(ii) Das Komplement von K ist zusammenhdingend.
Dieser Satz charakterisiert somit vollstandig diejenigen kompakten Mengen K, welche

A(K) = P(K) erfiillen. Das ,rationale Analogon“ zum Satz von Mergelian geht auf
Vitushkin [56] zuriick und stammt aus dem Jahre 1966. Bezeichnen wir mit R(K) die
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Menge der Funktionen, welche auf K gleichméfig durch rationale Funktionen mit Po-
len aufserhalb von K approximierbar sind, so charakterisiert dieser Satz notwendig und
hinreichend diejenigen Kompakta K, welche A(K) = R(K) erfiillen. Zu seiner Formu-
lierung bendtigen wir zundchst den Begriff der AC Kapazitét (engl.: continuous analytic
capacity) einer Menge E C C.

Definition 1.2.3. Es sei K C C ein Kompaktum und es sei
AC(K) := {f : f ist stetig in C und holomorph in C\ K, Iflle <1, f(oco) =0},
wobei || f||z = supg | f(2)| ist. Dann ist die AC Kapazitit von K definiert durch
a(K) = sup{|f'(00)] - f € AC(K)}.
Fiir eine (nicht notwendigerweise kompakte) Teilmenge E C C definieren wir
a(E) :=sup{a(K) : K C E ist kompakt}.

Satz 1.2.4 (Vitushkin, 1966). Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt A(K) = R(K).
(i) Fir jede offene Kreisscheibe D gilt (D \ K) = a(D \ K°).

Auch andere, ebenfalls die AC Kapazitiat verwendende Kriterien sind moglich. Der Satz
von Vitushkin 16st das Problem der gleichméfsigen rationalen Approximation auf kom-
pakten Mengen also vollstdndig. Es sei aber bemerkt, dass, im Gegensatz zum polyno-
mialen Fall, die Bedingung an das Kompaktum K &duflerst kompliziert ist, was in erster
Linie daran liegt, dass die AC Kapazitéit keinerlei geometrische Anschauung ermdoglicht.
So ist es praktisch unmoglich, einer kompakten Menge ,anzusehen®, ob die in obigem
Satz gestellte Kapazitdtsbedingung erfiillt ist oder nicht. Es gibt aber einige anschauli-
che hinreichende Kriterien fiir die Gleichheit A(K) = R(K), welche mittels des Satzes
von Vitushkin bewiesen werden kénnen.

Satz 1.2.5. Es ser K eine kompakte Teilmenge von C. Dann ist jede der folgenden
Aussagen hinreichend fir die Gleichheit A(K) = R(K):

(i) Das Komplement von K besitzt nur endlich viele Komponenten.
(ii) Der Durchmesser der Komponenten von K¢ ist nach unten beschrankt.

(iii) Jeder Randpunkt von K ist zugleich Randpunkt einer Komponente von K°.
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Obwohl es noch eine Reihe weiterer hinreichender Kriterien gibt, macht dieser Satz
bereits deutlich, dass es ,viel mehr Kompakta K mit A(K) = R(K) als mit A(K) =
P(K) gibt. Zudem ist klar, dass aus A(K) = P(K) stets A(K) = R(K) folgt. Die Sétze
1.2.2 und 1.2.4 geben nun Anlass zu folgender Definition.

Definition 1.2.6. Wir definieren die folgenden Mengen

M:={K C C: K ist kompakt, K¢ ist zusammenhdngend},
V:={K C C: K ist kompakt, ao(D \ K) = a(D \ K°) fir jede offene Kreisscheibe D},

wobei o die in Definition 1.2.3 eingefiihrte AC' Kapazitit bezeichnet. Die Elemente aus
M nennen wir Mergelian Mengen und die Elemente aus V Vitushkin Mengen.

Die Mengen M und V werden in der gesamten Arbeit von grofser Bedeutung sein. Nach
dem Satz von Mergelian liegt ein Kompaktum K genau dann in M, wenn es A(K) =
P(K) erfiillt. Nach dem Satz von Vitushkin liegt K genau dann in V, wenn A(K) = R(K)
gilt. Wie bereits erwéhnt, ist weiterhin klar, dass M C 'V gilt, und dass die Menge V
,wviel grofser ist als die Menge M.

Wir kommen nun zu einer weiteren Definition, welche fiir uns von grofser Wichtigkeit
sein wird.

Definition 1.2.7. Wir definieren folgende abzdihlbare Mengen

= {p(z): (a, +1b,)2" :a, € Q,b, EQ,mGNO},

Folglich ist P die Menge aller Polynome, deren Koeffizienten rationale Real- und Ima-
ginérteile haben, R ist die Menge aller rationalen Funktionen, bei denen sowohl das
Zéhler- als auch das Nennerpolynom diese Eigenschaft haben. Offenbar sind beide Men-
gen abzahlbar. Ein bekanntes Ergebnis, welches leicht aus dem Satz von Mergelian folgt,
besagt, dass die Menge P fiir alle X' € M dicht im Raum A(K) ist, versehen mit der
Metrik dg(f,g) := maxg | f(2) — g(z)|. Von groker Bedeutung fiir den weiteren Verlauf
ist das folgende Ergebnis, welches etwa in [41] bewiesen wurde und eine &hnliche Aussage
fiir die Menge R und Vitushkin Kompakta macht.

Lemma 1.2.8. Zu jedem Kompaktum K € 'V, zu jeder Funktion f € A(K) und zu jedem
e > 0 existiert eine Funktion r € R mit

max l1f(z) —r(2)] <e.
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Abschliefsend wollen wir noch einige Ergebnisse aus dem Bereich der meromorphen Ap-
proximation auf abgeschlossenen Mengen angeben. Das folgende Resultat ist eine FEr-
weiterung des Satzes von Runge auf abgeschlossene, unbeschriankte Mengen. Es ist eine
unmittelbare Folgerung aus den Approximationssitzen von Roth [51] und dem Satz von
Runge.

Satz 1.2.9. Es sei G C C ein Gebiet und E eine in G abgeschlossene Teilmenge von
G. Weiter seien f € H(E) und g € M(E). Dann gilt:

(i) Zu jedem e > 0 existiert eine Funktion my € M(G) N H(E), so dass gilt

|f(2) —mqy(2)| <e fir alle z € E.

(i1) Zu jedem € > 0 existiert eine Funktion my € M(G) mit g —mg € H(E), so dass
qgilt
lg(2) —ma(2)| <e firallez € E.

Durch zweimalige Anwendung des obigen Satzes kann man folgendes Ergebnis beweisen,
welches Approximation mit gewisser Geschwindigkeit liefert. Dieses Lemma wird sich als
aulserst niitzlich zur Konstruktion universeller meromorpher Funktionen herausstellen,
und wir werden es spéter haufig verwenden.

Lemma 1.2.10. Es sei G C C ein Gebiet und E eine in G abgeschlossene Teilmenge
von G. Es seien f € H(E) und g € M(E), weiter sei € eine auf E holomorphe Funktion
mit |e(z)| > 0 fir alle z € E. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Funktion my € M(G) N H(E), so dass gilt

|f(2) —mq(2)] < |e(2)| fiir alle z € E.

(i1) Es existiert eine Funktion ms € M(G) mit g — my € H(E), so dass gilt
lg(2) —ma(2)| < |e(z)| fiir alle z € E.
Beweis. Wir konnen annehmen, dass |e(z)| < 1 fiir alle z € E gilt. Nach Voraussetzung
gilt % € H(FE), so dass nach Satz 1.2.9 eine Funktion h; € M(G) N H(FE) existiert mit

2
@ — hl(Z)

% - h/l(Z)‘ Z ‘6(2Z)| - |h1(z)| fOIgt hiel"aus fur a]_le z e E

<1 firallezéeFE.

Wegen

2 1
|hi(z)| > e 1> eIk
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somit ist h; auf F nullstellenfrei und es gilt
1

|71 (2)]

Ist nun f € H(FE) eine beliebige Funktion, so folgt F(2) := hy(z) f(2) € H(E), und eine
erneute Anwendung von Satz 1.2.9 liefert uns eine Funktion hy € M(G) N H(E) mit

|F'(z) — ha(2)| = |hi(2) f(2) — ha(2)| < 1 fiir alle z € E.

< le(z)| firalle z € E.

Hieraus erhalten wir schliefslich
hQ(Z) 1
Z —
ARG e
und somit wegen m; := Z—f € M(G) N H(E) die Behauptung (7).
Unter Verwendung der zweiten Aussage aus Satz 1.2.9 folgt auf analoge Weise die Be-

< |e(z)| fir alle z € F,

hauptung (ii).
0

Mit diesem Lemma wollen wir den Abschnitt iiber Hilfsmittel aus der komplexen Ap-
proximation abschliefen. Es sei noch einmal bemerkt, dass wir uns im Wesentlichen
auf Ergebnisse beschrinkt haben, welche wir spéter in dieser Arbeit verwenden werden.
Ausfiihrliche Darstellungen des Themas Approximation im Komplexen findet man etwa
bei Gaier [13], Gamelin [14], Gauthier und Hengartner [15], sowie Zalcman [58].

1.2.2 Die chordale Metrik und der Raum (M, (G), p)

Neben den im vorigen Abschnitt zusammengestellten Ergebnissen aus der komplexen
Approximationstheorie benétigen wir in dieser Arbeit noch gewisse Kenntnisse iiber
den Raum M(G) der auf einem Gebiet G meromorphen Funktionen. Die folgenden
Ergebnisse sind bekannt und finden sich etwa bei Conway [9] oder Schiff [54], so dass
wir auch hier groftenteils auf die Beweise verzichten werden.

Setzen wir fiir eine meromorphe Funktion ¢ € M(G) wie iiblich ¢(z) = oo, falls z eine
Polstelle von ¢ ist, so ist ¢ eine Abbildung von G nach C. Wir versehen C mit der
chordalen Metrik d, welche bekanntlich wie folgt definiert ist.

Definition 1.2.11. Es seid:C x C — R definiert durch

21— 2
d(z1,22) == |21 2 fiir z1, z9 € C,

\/1 + |Zl|2 \/1 + |22|2
1

d(z1,00) := —— fiir z; € C,
1+ |21‘

d(00,00) := 0.
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Dann wird durch d eine Metrik auf C definiert, welche wir die chordale Metrik nennen.

Im folgenden Lemma stellen wir einige elementare Eigenschaften der Metrik d zusammen,
welche unmittelbar aus obiger Definition folgen.

Lemma 1.2.12. Es sei d(-,-) die chordale Metrik. Dann gilt:
(E1) Es ist d(z1,2) <1 fir alle 21,z € C.
(E2) Es ist d(z1,2) = d(~, L) fiir alle 2,z € C.

217 22

(E3) Es ist d(z1,22) < |21 — 20| fiir alle z1, 25 € C.

Sind f und g zwei meromorphe Funktionen, so bilden diese nach C ab, so dass wir mit
Hilfe der Metrik d den Abstand zwischen den Funktionswerten f(z) und g(z) angeben
kénnen.

Bevor wir auf die Konvergenz von Folgen in der Metrik d zu sprechen kommen, fiihren
wir den Stetigkeitsbegriff beziiglich dieser Metrik ein.

Definition 1.2.13. Die Funktion f heifit sphdrisch stetig im Punkt zo € C, falls zu
jedem € > 0 ein d > 0 existiert, so dass gilt

d(f(z), f(z0)) < e fir alle z mit |z — 2| < 6.

Die Funktion f heifst sphdrisch stetig auf der Menge EE C C, falls f in jedem Punkt
z € E sphdrisch stetig ist.

Aus den Eigenschaften der chordalen Metrik folgt nun unmittelbar das folgende Ergebnis,
siehe etwa Schiff [54], S. 4.

Lemma 1.2.14. FEs sei G C C ein Gebiet und f € M(G) eine meromorphe Funktion.
Dann st f spharisch stetig auf G.

Wir kommen nun zu den wichtigen Begriffen der sphérisch gleichméfigen und sphérisch
kompakten Konvergenz von Funktionenfolgen.

Definition 1.2.15. Es seien E C C eine Menge und O C C eine offene Menge. Weiter
sei { fn} eine Folge auf E definierter Funktionen, und {g,} eine Folge auf O definierter
Funktionen.

(i) Die Folge {f.} konvergiert auf E sphdrisch gleichmdf$ig gegen die Funktion f, falls
zu jedem € > 0 ein N. € N existiert, so dass fiir jedes n > N. und fir jedes z € F
qgilt

d(fn(2), f(2)) <e.
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(ii) Die Folge {gn} konvergiert auf O sphdrisch kompakt gegen die Funktion g, falls die
Folge {g,} auf jedem Kompaktum K C O sphdrisch gleichmdaf$ig gegen g konver-
giert.

Bemerkung 1.2.16. Offenbar ist die Definition der sphdrisch gleichmdf$igen Konver-
genz einer Folge { f,} auf der Menge E gegen die Funktion f dquivalent dazu, dass gilt

supd(fn(2), f(2)) = 0 fiir n — oc.
E

Ist die Menge E hierbei kompakt, und sind die Funktionen f,, und f sphdrisch stetig auf
E, so folgt unter Beachtung der Stetigkeit der Funktionen ¢,(z) := d(fn(2), f(2)) auf
E, dass die sphdrisch gleichmdjfige Konvergenz dquivalent dazu ist, dass gilt

mgxd(fn(z), f(2)) = 0 firn— oo.

Bekanntlich heifit eine Funktionenfolge {f,} auf £ C C gleichméfig konvergent gegen
die Funktion f, wenn zu jedem ¢ > 0 ein N, € N existiert, so dass fiir jedes n > N,
und fiir jedes z € E gilt |f.(z) — f(2)| < e. Somit ist wegen (E3) klar, dass aus der
gleichméfigen Konvergenz der Folge { f,,} gegen f die sphérisch gleichméfige Konvergenz
gegen f folgt. Falls die Grenzfunktion beschrankt ist, gilt hiervon auch die Umkehrung,
siehe etwa Schiff [54], S. 3.

Satz 1.2.17. Die Folge {f,} konvergiere auf E C C sphdrisch gleichmdfSig gegen eine
Funktion f, welche auf E beschrankt ist. Dann konvergiert { f,} auf E gleichmdifig gegen

f.

Das folgende Ergebnis, welches wir spater mehrfach verwenden werden, stellt einen ge-
wissen Zusammenhang zwischen sphérisch kompakter Konvergenz und gleichméfiger
Konvergenz her, zum Beweis siche Schiff [54], S. 72.

Satz 1.2.18. Es sei G C C ein Gebiet und {f,} eine Folge in G meromorpher Funk-
tionen. Dann konvergiert die Folge {f,} auf G sphdrisch kompakt gegen die Funk-
tion f, genau dann wenn zu jedem Punkt zy € G eine abgeschlossene Kreisscheibe
K = K(z0,7) :={z: |2 — 20| <1} existiert mit

T
fn(z)  f(2)

m[z(xx|fn(z)—f(z)|—>0 oder max —0 (n— o0).

Wir wollen uns nun mit dem Raum M (G) der auf einem Gebiet G meromorphen Funk-
tionen beschéftigen. Unser Ziel wird es sein, auf dieser Menge eine Metrik einzufiihren,
so dass wir in gewisser Weise den Abstand zwischen zwei meromorphen Funktionen
messen konnen. Wir folgen hierbei im Wesentlichen der Darstellung von Conway [9],
Kapitel VII.
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Lemma 1.2.19. Es sei O C C eine offene Menge. Dann existiert eine Folge {K,}
kompakter Teilmengen von O, so dass gilt:

(i) Es ist O =J,~ | Ky,
(i) Fir jedes n € N ist K, C K,

(i11) Zu jedem Kompaktum K C O existiert ein N € N mit K C Ky.

Mit Hilfe dieses Lemmas konnen wir nun folgendermafsen eine Metrik auf M (G) definie-
ren.

Definition 1.2.20. Es sei G C C ein Gebiet und {K,} eine gemdfs Lemma 1.2.19
gewdhlte Folge kompakter Teilmengen von G. Ferner seien f und g in G meromorphe
Funktionen. Dann setzen wir

pn(fr9) = max d(f(2),9(2)).

Hiermit definieren wir weiter

o0

PF9) =) o g

n=1

Man sieht leicht, dass (M (G), p) ein metrischer Raum ist. Weiter beachte man, dass die
Metrik p hierbei in gewisser Weise unabhingig von der speziellen Wahl der kompakten
Mengen K, ist, da man zeigen kann, dass die von p erzeugten offenen Mengen unabhéngig
hiervon sind, siehe etwa Conway [9], S. 145. Desweiteren besitzt die Metrik p folgende
Eigenschaften.

Lemma 1.2.21. FEs sei G C C ein Gebiet und p die in Definition 1.2.20 eingefiihrte
Metrik. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein 0 > 0 und ein Kompaktum K C G, so dass fiir
alle Funktionen f und g aus M(QG) gilt

m}&(xxd(f(z),g(z)) < ampliziert p(f,g) <e.

Ist andererseits ein & > 0 und ein Kompaktum K C G gegeben, so existiert ein € > 0,
so dass fir alle Funktionen f und g aus M(G) gilt

p(f,g) <e impliziert max d(f(2),9(2)) <.

Lemma 1.2.22. Es sei G C C ein Gebiet und {f,} eine Folge in M(G). Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Es gilt p(fn, f) — 0 fir n — oco.
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(ii) Die Folge {f,} konvergiert auf G sphérisch kompakt gegen f.

Konvergiert eine Folge { f,} meromorpher Funktionen also in (M (G), p) gegen die Funk-
tion f, so ist dies dquivalent zur spharisch kompakten Konvergenz der Folge auf G gegen
f. Aus diesem Grund nennen wir die Metrik p auch die Metrik der sphdrisch kompak-
ten Konvergenz, die von ihr erzeugte Topologie auf M (G) nennen wir die Topologie der
spharisch kompakten Konvergenz.

Bemerkung 1.2.23. Bekanntlich kann man auf dhnliche Weise eine Metrik § auf dem
Raum der holomorphen Funktionen H(G) definieren, die sogenannte Metrik der kom-
pakten Konvergenz, siehe etwa Conway [9], Kapitel VII. Diese Metrik hat dhnliche Ei-
genschaften wie die Metrik p, und (H(G),0) ist ein vollstindiger metrischer Raum.

Mit der in Definition 1.2.20 eingefithrten Metrik p wird M(G) zu einem metrischen
Raum. Wir werden allerdings gleich zeigen, dass der Raum (M (G), p) nicht vollstandig
ist. Zunéchst fithren wir noch folgende Definition ein.

Definition 1.2.24. Wir definieren die Funktion fo : C — C durch
foo(2z) =00  fiir alle z € C.

Die Funktion f,, bildet somit jedes z € C auf den Wert co € C ab. Man beachte,
dass f sphérisch stetig ist, allerdings ist f,, nicht meromorph. Zudem sei erwéhnt,
dass Definition 1.2.20 auch im Fall f = f, oder g = f, sinnvoll ist, und dass auch
(M(G)U{fx}, p) ein metrischer Raum ist, und entsprechende Aussagen zu Lemma 1.2.21
und 1.2.22 auch fir M(G) U {fw} gelten.

Lemma 1.2.25. Es sei G C C ein Gebiet. Dann ist der metrische Raum (M(G), p)
nicht vollstindig.

Beweis. Wir betrachten fiir jedes k& € N die Funktion fy(z) = k und zeigen, dass {fi}
eine Cauchy-Folge in (M (G), p) ist.

Es sei dazu ein € > 0 gegeben. Wir wéhlen § > 0, so dass aus 0 < t < ¢ folgt HLI <3,
ferner setzen wir N, := %. Ist nun K C C ein beliebiges Kompaktum und sind n,m
natiirliche Zahlen mit n,m > N., so gilt

|n —m| |n —m)| 1
< < — =0.
VI+n2y/1+m2~ nm N

Ist nun {K;} eine geméh Lemma 1.2.19 gewéhlte Folge kompakter Teilmengen von G

und p; wie in Definition 1.2.20, so folgt 0 < p;(f,, fm) < 6 fiir jedes j € N und fiir jedes
n,m > N., so dass gemék unserer Wahl von ¢ fiir jedes j gilt

pj(fn;fm) < E

m[?Xd(fn(z)afm(z» = m}z{mxd(n,m) =d(n,m) =

fiir jedes n,m > N.,.

10



Kapitel 1  Einfiihrung

Schliefslich erhalten wir fiir jedes n, m > N.

o)

1 pi(fa, fm)
o(Fn fn) = Z D 1+ p(fu f)

l\.’)l(‘n

> 5
= 27
so dass {fx} eine Cauchy-Folge in (M(G), p) ist. Offenbar konvergiert die Funktionen-

folge {fr} aber gegen die Funktion f,,, welche nicht in M (G) liegt.
O

Folglich kann eine Folge meromorpher Funktionen sphéarisch kompakt gegen die Funktion
foo konvergieren, welche konstant den Wert co annimmt und somit nicht meromorph ist.
Der néchste Satz besagt, dass dies jedoch in gewisser Weise der ungiinstigste Fall ist,
zum Beweis siche etwa Schiff [54], S. 72.

Satz 1.2.26. Es sei G C C ein Gebiet und {f,} eine Funktionenfolge in M(G). Weiter
gelte p(fn, f) — 0 fiir n — oo. Dann gilt entweder f € M(G) oder f = f.

Hieraus kénnen wir nun eine wichtige Folgerung ziehen.

Lemma 1.2.27. Es sei G C C ein Gebiet. Dann ist der Raum (M(G)U{fx},p) €in
vollstandiger metrischer Raum.

Definition 1.2.28. FEs sei G C C ein Gebiet. Dann setzen wir

M (G) = M(G) U{fx}

Mit dieser Definition und obigem Lemma gilt also, dass (M. (G),p) ein vollsténdiger
metrischer Raum ist, was sich spéter als sehr niitzlich herausstellen wird. Von grofser
Wichtigkeit ist weiterhin, dass der Raum (M (G), p) separabel ist, das heifst er enthélt
eine abzahlbare dichte Teilmenge.

Satz 1.2.29. FEs sei G C C ein Gebiet. Dann ist die Menge R dicht in (M (G),p).
Folglich ist der Raum (M (G), p) separabel.

Beweis. Es seien K C G ein Kompaktum, f eine Funktion aus M, (G) und € > 0. Nach
Lemma 1.2.21 reicht es zu zeigen, dass ein r € R existiert, so dass maxy d(f(2),7(z)) < ¢
gilt.

Falls f = f ist, so wihlen wir ein N € N mit

1
v1+ N2

woraus mit r(z) = N wegen r € R dann die Behauptung folgt.
Es sei also f € My (G) mit f # f. Da f meromorph auf K ist, ist f nach dem Satz von

=d(N,o0) < ¢,

11
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Runge auf K gleichméifig, und somit insbesondere sphérisch gleichméfig durch rationale
Funktionen approximierbar. Folglich existiert ein rationales R mit

maxd(f(2), R(2)) < g

Es seien P und () Polynome mit R = 5, so dass P und @ keine gemeinsamen Nullstellen
besitzen. Da die Menge P dicht in (H(C), ) ist, existieren Folgen {P,} und {@,} in P,
so dass gilt

P.(z) — P(z) kompakt auf C (n — oco) und
Qn(z) — Q(z) kompakt auf C  (n — 00).

Dann gilt offensichtlich
P,(z) — P(z) sphérisch kompakt auf C (n — o0),

und wegen Satz 1.2.18 auch

1
— sphérisch kompakt auf C (n — 00).
@.() Qe oo

Da die Polynome P und ) hierbei keine gemeinsamen Nullstellen haben, folgt dann

g(z) — g(z) = R(z) sphérisch kompakt auf C (n — o).

Insbesondere erhalten wir dann auch sphérisch kompakte Konvergenz auf G, und es

existiert ein M € N, so dass maxy d(%(z), R(z)) < § gilt. Setzen wir nun ry; := P—Jj‘é,

so gilt offenbar 73, € R und wir erhalten insgesamt

max d(f(z),rm(2)) < max d(f(z), R(z)) + max d(R(z),rm(2)) < e.

1.3 Universelle holomorphe Approximation

Bevor wir auf universelle meromorphe Approximation und die Ziele dieser Arbeit zu
sprechen kommen, wollen wir zur Motivation zunéchst auf bekannte Ergebnisse aus
der universellen holomorphen Approximation eingehen, wobei wir uns auf einige wenige
Resultate beschranken werden, die fiir diese Arbeit von Interesse sind.

Wie bereits erwahnt, geht das erste Beispiel einer universellen holomorphen Funktion
auf Birkhoff [5] zurtick, welcher im Jahre 1929 den folgenden Satz verdffentlichte.

12
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Satz 1.3.1 (Birkhoff, 1929). Es existiert eine ganze Funktion ¢ mit der folgenden
FEigenschaft:
Zu jeder ganzen Funktion f existiert eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit

o(z+ng) — f(z) kompakt auf C  (k — o0).

Mit diesem erstaunlichen Ergebnis hat Birkhoff ein neues Gebiet der komplexen Ap-
proximationstheorie begriindet, das der universellen Approximation. Die von Birkhoff
konstruierte Funktion hat die Eigenschaft, dass die Folge ihrer Translationen beziiglich
der natiirlichen Zahlen dicht liegt im Raum aller ganzen Funktionen, versehen mit der
Metrik der kompakten Konvergenz. Ein dhnliches Ergebnis stammt von Luh [32] aus
dem Jahre 1976.

Satz 1.3.2 (Luh, 1976). Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplezer Zahlen. Dann
existiert eine ganze Funktion @ mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jedem Kompaktum K € M und jeder Funktion [ € A(K) existiert eine Folge {ny}
natirlicher Zahlen mait

o(z+N\y) — f(z)  gleichmapig auf K (k — o00).

Die Funktion aus obigem Satz hat also die Eigenschaft, dass die Folge ihrer Translationen
{e(z+ \,) : n € N} fiir jedes K € M dicht in A(K) liegt. Funktionen mit dieser Eigen-
schaft nennen wir im Folgenden translationsuniversell (beziiglich der Folge {\,}). Wir
wollen noch erwéhnen, dass das Konzept der Translationsuniversalitat auch auf Funktio-
nen erweitert wurde, welche in allgemeinen Gebieten G C C holomorph sind, siehe etwa
[33] und [40]. Weiterhin sei bemerkt, dass Duyos-Ruiz [11] im Jahre 1984 zeigen konnte,
dass die Menge der translationsuniversellen ganzen Funktionen eine residuale Teilmenge
von H(C) darstellt, somit gibt es gewissermafsen ,yviele* solcher Funktionen.

Man beachte, dass ein gewisser Zusammenhang zwischen den Sdtzen 1.3.1 und 1.3.2
besteht. Da ndmlich zu jedem Kompaktum H C C ein Kompaktum K € M mit H C K
existiert, zeigt man leicht das folgende Ergebnis.

Lemma 1.3.3. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
folgende Figenschaften einer Funktion ¢ dquivalent:

(i) Zu jedem Kompaktum K € M und jeder Funktion f € A(K) existiert eine Folge
{nx} natiirlicher Zahlen mit

o(z+ M) — f(2)  gleichmdfig auf K (k — 00).

(ii) Zu jeder Funktion f € H(C) existiert eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit

o(z+ A\y,) — f(2)  kompakt auf C  (k — 00).

13
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Ein weiteres Resultat, das fiir diese Arbeit von Interesse ist, geht auf Zappa [59] zuriick,
welcher im Jahre 1988 die Existenz einer holomorphen streckungsuniversellen Funktion
beweisen konnte.

Satz 1.3.4 (Zappa, 1988). Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen.
Dann existiert eine ganze Funktion ¢ mit der folgenden Figenschaft:

Zu jedem Kompaktum K € M mit 0 ¢ K und jeder Funktion f € A(K) existiert eine
Folge {n} natiirlicher Zahlen mit

o(zAn,) — f(2) gleichmdfig auf K (k — o0).

Im Gegensatz zum obigen Satz 1.3.2 liegt in diesem Fall also die Folge der Streckungen
{¢(zA\,) : n € N} dicht in A(K) fiir jedes K € M, wobei offenbar zusétzlich 0 ¢ K
gefordert werden muss.

Eine andere Art der Universalitit wurde im Jahre 1952 von MacLane [42] entdeckt, er
konstruierte eine ganze Funktion ¢ mit der Eigenschaft, dass die Folge ihrer Ableitungen
dicht liegt im Raum aller ganzen Funktionen.

Satz 1.3.5 (MacLane, 1952). Es existiert eine ganze Funktion ¢ mit der folgenden
Eigenschaft:
Zu jeder ganzen Funktion f existiert eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit

e (2) — f(2)  kompakt auf C  (k — 00).

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Lemma 1.3.3 folgt, dass hierzu aqui-
valent ist, dass die Folge {¢™(2) : n € N} dicht in A(K) ist fiir jedes K € M. Wei-
tere Ergebnisse in Bezug auf solche ableitungsuniversellen Funktionen findet man etwa
bei Grosse-Erdmann [22] oder Luh [37], entsprechende Ergebnisse iiber die universelle
Approximation durch Folgen von Stammfunktionen etwa bei Blair und Rubel [6] oder
Luh [34, 35].

Abschliefsend sei bemerkt, dass eine Vielzahl weiterer Ergebnisse {iber universelle holo-
morphe Funktionen existieren, auf die wir an dieser Stelle jedoch nicht eingehen werden.
Wir verweisen etwa auf den Ubersichtsartikel von Grosse-Erdmann [23], welcher einen
Uberblick iiber die bis zum Jahre 1999 erzielten Resultate gibt und ein umfangreiches
Literaturverzeichnis beinhaltet, sowie auf das 2009 erschienene Buch von Bayart und
Matheron [2].

14
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1.4 Universelle meromorphe Approximation:
Motivation und Stand der Forschung

Nachdem wir nun das Konzept der Universalitdt anhand einiger Ergebnisse aus dem
Bereich der universellen holomorphen Approximation kennengelernt haben, wollen wir
jetzt auf universelle meromorphe Funktionen und die Ziele dieser Arbeit zu sprechen
kommen. Als Motivation dienen uns in erster Linie die zahlreichen bekannten Resultate
iiber universelle holomorphe Funktionen. Betrachten wir etwa den Satz von Birkhoff,
so stellt sich in natiirlicher Weise die Frage, ob dieses Ergebnis auf den meromorphen
Fall erweitert werden kann und ob eine meromorphe Funktion existiert, welche jede
meromorphe Funktion sphérisch kompakt durch geeignete Translationen approximieren
kann. Die gleiche Frage stellt sich in Anbetracht anderer Ergebnisse iiber universelle
holomorphe Funktionen, wobei allgemein zu beachten ist, dass man sich bei der uni-
versellen holomorphen Approximation stets auf Mergelian Mengen beschrinken muss,
da zu jedem Kompaktum K ¢ M Funktionen f € A(K) existieren, welche nicht holo-
morph approximierbar sind. Diese Beschrankung kann beim Ubergang zur meromorphen
Approximation aufgehoben werden, so dass die Frage nach der Existenz meromorpher
Funktionen mit entsprechenden universellen Approximationseigenschaften auf kompak-
ten Mengen K € V berechtigt ist. Dies ist insbesondere deshalb interessant, da jede
Mergelian Menge auch eine Vitushkin Menge darstellt, und die Menge V in gewisser
Weise ,yiel mehr” Elemente als die Menge M enthalt.

Eine der Hauptfragestellungen dieser Arbeit besteht somit darin, zu untersuchen, ob die
klassischen Ergebnisse {iber universelle holomorphe Funktionen auf den meromorphen
Fall iibertragbar sind. Aufgrund der Vielzahl an bekannten Resultaten aus der universel-
len holomorphen Approximation und insbesondere vor dem Hintergrund, dass meromor-
phe Funktionen vielfdltigere Approximationsmoglichkeiten als holomorphe Funktionen
bieten, scheint die Frage nach der Existenz universeller meromorpher Funktionen dufierst
sinnvoll und interessant. Umso erstaunlicher ist es, dass diese Thematik in der Literatur
bisher kaum Beachtung fand. Im Folgenden wollen wir kurz auf die wenigen bekannten
Ergebnisse iiber universelle meromorphe Funktionen eingehen.

Die ersten Untersuchungen zu diesem Thema stammen aus den 1980er Jahren und gehen
auf Kanatnikov [28, 29| zuriick, welcher sich in zwei Arbeiten mit der Existenz universel-
ler meromorpher Funktionen in Gebieten beschiftigt. Ausgangspunkt seiner Uberlegun-
gen ist ein Ergebnis von Luh [33] iiber die Existenz universeller holomorpher Funktionen
in einfach zusammenhéngenden Gebieten. Als Hauptergebnis zeigt Kanatnikov in [29)]
mit Hilfe des Satzes von Runge, dass zu einem Gebiet G C C eine in G meromorphe
Funktion ¢ existiert, so dass fiir geeignete Folgen {a,} und {b,} komplexer Zahlen die
Funktionenfolge {¢(a, z + b,) : n € N} auf beliebigen kompakten Mengen gewisse uni-
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verselle Eigenschaften hat. Auf den Sonderfall K € V geht Kanatnikov jedoch nicht
ein. Zudem sei bemerkt, dass Kanatnikovs Resultate offenbar nicht sonderlich bekannt
sind, so werden seine Arbeiten nur dufserst selten zitiert und es gibt anscheinend keine
Ergebnisse, die darauf aufbauen.

Ein weiteres Ergebnis iiber universelle Approximation durch meromorphe Funktionen
ist aus dem Jahr 2000. Luh und Martirosian [38] zeigen mittels eines konstruktiven Be-
weises, dass zu einer unbeschriankten Folge {\,} eine meromorphe Funktion ¢ existiert,
welche translationsuniversell im Sinne von Satz 1.3.2 ist und zusétzlich ein langsames
Wachstum im Sinne der Nevanlinnaschen charakteristischen Funktion 7'(r, ¢) besitzt. Es
sei aber ausdriicklich darauf hingewiesen, dass mit der von Luh und Martirosian konstru-
ierten Funktion keine Approximation auf Vitushkin Mengen moglich ist, die Funktion
ist somit keine ,richtige* universelle meromorphe Funktion in unserem Sinne. Weiter-
hin sei noch erwéhnt, dass die gleichen Autoren [39] im Jahre 2002 ein entsprechendes
Ergebnis fiir im Einheitskreis meromorphe Funktionen erhalten, auch hier ist allerdings
nur Approximation auf Mergelian Mengen méglich.

Im Jahre 2001 gelingt es Chan [7| mittels einer neuen Variante des sogenannten Hy-
perzyklizitatskriteriums die Existenz meromorpher translationsuniverseller Funktionen
zu beweisen. Genauer gesagt zeigt er, dass Funktionen ¢ € M(C) existieren, so dass
die Folge {¢(z +n) : n € N} fiir jedes Gebiet G dicht in (M (G), p) ist. Insbesondere
existiert also zu jeder in C meromorphen Funktion f eine Folge {n;} natiirlicher Zahlen,
so dass {¢(z + ng)} auf C sphérisch kompakt gegen f konvergiert. Auch Chan geht al-
lerdings nicht auf die Approximation auf Vitushkin Mengen ein, obwohl sich aus seinem
Ergebnis leicht folgern lasst, dass die Folge {¢(z + n) : n € N} auf solchen Kompakta
universelle Approximationseigenschaften hat. Zudem beachte man, dass Chan lediglich
die Existenz beziiglich der natiirlichen Zahlen universeller Funktionen beweist, ob dies
auch fiir allgemeine unbeschrankte Folgen gilt, ist hierbei nicht klar.

Unabhéngig von den Ergebnissen von Kanatnikov und Chan zeigen Luh, Meyrath und
Niess [41] schlieflich 2008 durch einen neuen konstruktiven Beweis, dass zu jeder un-
beschrankten Folge {\,} eine Funktion ¢ € M(C) existiert, so dass fiir jedes K € V
jede Funktion f € A(K) durch geeignete Teilfolgen von {¢(z + A,) : n € N} approxi-
miert werden kann. Mittels eines Ergebnisses von Bayart und Grivaux [1] wird zudem
gezeigt, dass die Funktion ¢ im Falle {\,} = {n} so konstruiert werden kann, dass
zu jedem Kompaktum K € V| zu jeder Funktion f € A(K) und zu jedem ¢ > 0 ei-
ne Teilfolge der natiirlichen Zahlen {n;} mit positiver unterer Dichte existiert, so dass
maxy |¢(z +ng) — f(2)| < € fiir alle £ € N ist. Aufserdem werden Aussagen tiber die
Existenz translationsuniverseller Funktionen in allgemeinen Gebieten gemacht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die einzigen zurzeit bekannten Ergebnisse
in Bezug auf universelle meromorphe Funktionen sich mit der Existenz translations-
universeller Funktionen befassen, weiterfithrende Resultate sind jedoch nicht bekannt.
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So wurden bisher weder die Eigenschaften translationsuniverseller Funktionen studiert,
noch wurden meromorphe Funktionen auf andere Universalitdten, wie etwa Streckungs-
oder Ableitungsuniversalitit untersucht. Vor diesem Hintergrund setzen die Uberlegun-
gen der vorliegenden Arbeit an, welche einige offene Fragen aus dem Bereich der univer-
sellen meromorphen Approximation beantworten wird. Im folgenden Abschnitt wollen
wir genauer auf diese Fragen eingehen und die Gliederung der Arbeit kurz erldutern.

1.5 Gliederung der Arbeit und Hauptergebnisse

In Kapitel 2 beschéftigen wir uns mit translationsuniversellen meromorphen Funktio-
nen. Wir fithren zunéchst zwei Klassen solcher Funktionen ein, anschliefsend beweisen
wir auf verschiedene Arten, dass beide jeweils residuale Teilmengen von (M (C), p) sind
und zeigen somit insbesondere, dass die Satze 1.3.1 und 1.3.2 auf den meromorphen Fall
erweiterbar sind. Im weiteren Verlauf des Kapitels studieren wir die Eigenschaften trans-
lationsuniverseller meromorpher Funktionen, wobei wir uns intensiv mit den Polstellen
solcher Funktionen beschéftigen werden. Insbesondere werden wir zeigen, dass die Pol-
stellen gewissermafen kontrollierbar sind, indem wir translationsuniverselle Funktionen
konstruieren, bei denen sowohl die Lage als auch die Ordnung der Polstellen vorgeschrie-
ben werden kann. Interessanterweise werden wir dadurch in der Lage sein, zu beweisen,
dass sich die beiden zu Anfang des Kapitels eingefiihrten Funktionenklassen tatséchlich
unterscheiden, und es somit gewissermafsen zwei verschiedene Arten von meromorpher
Translationsuniversalitat gibt.

Ausgangspunkt fiir das dritte Kapitel ist der bereits erwahnte Satz von Zappa iiber die
Existenz einer holomorphen streckungsuniversellen Funktion. In den ersten Abschnitten
klaren wir die Frage nach der Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funktionen,
wobei wir wiederum die Residualitdt der entsprechenden Menge erhalten werden, und
zeigen somit, dass auch das Ergebnis von Zappa auf den meromorphen Fall erweiterbar
ist. Weiterhin erhalten wir die Existenz von Funktionen, welche gleichzeitig translations-
und streckungsuniversell sind. Anschliefsend studieren wir in Analogie zu Kapitel 2 die
Eigenschaften streckungsuniverseller Funktionen, wobei sich gewisse Gemeinsamkeiten
zu translationsuniversellen Funktionen zeigen werden. Zum Abschluss des Kapitels be-
schiftigen wir uns mit dem Verhalten meromorpher streckungsuniverseller Funktionen
auf allgemeinen unbeschrankten Kurven, wobei wir sehen werden, dass diese Funktionen
die Eigenschaft besitzen, auf jeder solchen Kurve jedem Wert beliebig nahe zu kom-
men.

Im vierten Kapitel behandeln wir meromorphe Funktionen, welche auf beliebigen unbe-
schriankten Kurven gewisse Universalitdtseigenschaften besitzen. Wir konstruieren Funk-
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tionen ¢ mit der Eigenschaft, dass zu jeder unbeschrinkten Kurve eine Folge {z,} auf
dieser Kurve existiert, entlang welcher ¢ eine gewisse Art von Translationsuniversalitat
besitzt. Genauer gesagt zeigen wir, dass zu jeder Konstanten eine Teilfolge von {z,} exis-
tiert, so dass die Folge der Translationen von ¢ beziiglich dieser Teilfolge kompakt in C
gegen diese Konstante konvergiert, wobei wir auch sehen werden, dass ein entsprechendes
Ergebnis fiir nichtkonstante Funktionen im Allgemeinen nicht giiltig ist. Insbesondere
kann keine Funktion existieren, welche entlang jeder unbeschréankten Kurve translations-
universell im Sinne von Satz 1.3.2 ist. Ausserdem beweisen wir entsprechende Ergebnisse
fiir Funktionen in allgemeinen einfach zusammenhéngenden Gebieten. Als Folgerung aus
diesen Séatzen erhalten wir die Existenz meromorpher Funktionen, welche entlang jeder
unbeschrankten Kurve sogenannte maximale cluster sets besitzen.

In Kapitel 5 gehen wir der Fragestellung nach, ob in Analogie zum Satz von MacLane
auch die Folge der sukzessiven Ableitungen einer meromorphen Funktion tiber univer-
selle Approximationseigenschaften verfiigen kann. Mittels eines klassischen Ergebnisses
von Pélya, welches sich mit dem von ihm eingefiihrten Begriff der finalen Menge ei-
ner meromorphen Funktion beschéftigt, konnen wir jedoch beweisen, dass die Existenz
einer im Sinne des Satzes von MacLane ableitungsuniversellen meromorphen Funktion
auszuschlieften ist. Allerdings stellt sich sodann unmittelbar die Frage, ob Ableitungs-
universalitdt moglich ist, wenn wir uns dabei auf Punkte beschranken, welche in der
finalen Menge liegen. Wir werden zunéchst zeigen, dass auch in diesem Fall im Allge-
meinen kein universelles Verhalten der Ableitungen zu erwarten ist, spater dann jedoch
eine spezielle Klasse meromorpher Funktionen behandeln, fiir welche wir positive Er-
gebnisse beweisen kdnnen. Genauer gesagt werden wir zeigen, dass ,viele“ Funktionen
aus dieser Klasse die Eigenschaft haben, auf ,vielen kompakten Teilmengen der finalen
Menge ableitungsuniversell zu sein.

18



Kapitel 2

Translationsuniverselle meromorphe
Funktionen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit translationsuniversellen meromorphen Funktionen,
wobei wir noch definieren werden, was genau darunter zu verstehen ist. Wie in Ab-
schnitt 1.4 bereits erwahnt wurde, konnte die Existenz meromorpher Funktionen, deren
Translationen beziiglich einer unbeschrinkten Folge universelle Approximationseigen-
schaften besitzen, bereits auf verschiedene Weise bewiesen werden, dennoch werden wir
hier noch einmal darauf eingehen. Wir erldutern zunéchst, wie man auf konstruktive
Weise die Existenz universeller meromorpher Funktionen nachweisen kann, anschlieffend
geben wir einen neuen, sogenannten generischen Beweis dafiir an. Im weiteren Verlauf
des Kapitels werden wir Eigenschaften translationsuniverseller Funktionen studieren,
zudem werden wir einige Aussagen iiber die Polstellen solcher Funktionen machen.

2.1 Konstruktive und generische Existenzbeweise

Wir werden im Folgenden auf verschiedene Arten die Existenz meromorpher translations-
universeller Funktionen nachweisen. Interessanterweise werden wir dabei sehen, dass
die Beweise in gewisser Weise unterschiedliche Funktionen liefern. Zunéchst geben wir
folgende wichtige Definition an, in welcher wir kldren, was unter translationsuniversellen
meromorphen Funktionen zu verstehen ist.

Definition 2.1.1. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen.

(i) Eine meromorphe Funktion ¢ € M(C) nennen wir V-translationsuniversell (beziig-
lich der Folge {\,}), wenn zu jedem K € V und zu jedem f € A(K) eine Folge
{n} natirlicher Zahlen existiert, so dass gilt

oz + An,) — f(2)  gleichmdfig auf K (k — o00).
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Die Menge aller Funktionen, welche V-translationsuniversell beziiglich der Folge
{\n} sind, bezeichnen wir mit UWY.({\,}). Die Menge aller V-translationsuniver-
sellen Funktionen bezeichnen wir mit UY.

(i1) Eine meromorphe Funktion ¢ € M(C) nennen wir translationsuniversell (beziglich
der Folge {\,} ), wenn die Folge {¢(z + \,) : n € N} dicht in (M« (C), p) ist, d.h.
wenn zu jedem f € My (C) eine Folge {ny} natirlicher Zahlen existiert, so dass
qgilt

&z + An,) — f(2)  sphdarisch kompakt auf C  (k — 00).
Die Menge aller Funktionen, welche translationsuniversell bezuglich der Folge {\,}
sind, bezeichnen wir mit Ur({\,}). Die Menge aller translationsuniversellen Funk-
tionen bezeichnen wir mit Up.

Es ist klar, dass sowohl UY.({\,}) € UY als auch Ur({\,}) C Uz gilt. Zudem beachte
man, dass zu jedem ¢ € UJ. (bzw. Uy) eine unbeschriinkte Folge {\,} existiert, so dass
¢ € Up({An}) (bzw. Ur({An})) gilt.

Wir werden uns in diesem Kapitel mit Funktionen aus den Mengen UY. und Uy beschéf-
tigen. Insbesondere werden wir sehen, dass sowohl U} # @ als auch Uy # ) gilt.

2.1.1 Konstruktiver Ansatz

In diesem Abschnitt werden wir auf konstruktive Weise die Existenz meromorpher
V-translationsuniverseller Funktionen beweisen, und Satz 1.3.2 auf meromorphe Funk-
tionen und Vitushkin Kompakta erweitern, siehe hierzu auch [41].

Satz 2.1.2. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplexer Zahlen. Dann existiert
eine meromorphe Funktion ¢ € M(C), welche V-translationsuniversell beziiglich {\,}
ist. Insbesondere gilt also Y. # ().

Beweis. Es sei {r,} eine Abzdhlung der in Definition 1.2.7 eingefithrten Menge R. Wir
kénnen ohne Einschrankung annehmen, dass eine Folge paarweise disjunkter, abgeschlos-
sener Kreisscheiben D,, mit Mittelpunkt A\, und Radius d,, existiert, so dass d,, < d,,11
und d,, — oo fiir n — oo gilt. (Ist dies nicht von vornherein moglich, so wéhlen wir eine
geeignete Teilfolge von {\,}).
Wir betrachten nun die abgeschlossene Menge E := (J~ | D,, und setzen

g(w) :==r,(w—2X\,) firwe D,,

1

e(w) :=— firw e D,.

n

20



Kapitel 2 Translationsuniverselle meromorphe Funktionen

Die Funktion g liegt dann in M (FE), weiter ist € aus H(FE) mit e(w) > 0. Nach Lem-
ma 1.2.10 existiert eine Funktion ¢ € M (C) mit

lg(w) — p(w)| < e(w) fiir alle w € E.

Folglich gilt fiir jedes n € N
1
IIll)EiX |rn(w - /\n> - ¢(w>| < Ea

woraus wir mit der Substitution z = w — A, erhalten

1
max |r,(z) — oz + \,)| < —. 2.1
max [ra(z) = 6(z + M)| < 2.)

Es sei nun K ein Kompaktum aus V und f eine Funktion aus A(K). Nach Lemma 1.2.8
existiert eine Folge natiirlicher Zahlen {n;} mit n, — oo fiir £ — 0o und

1
max 1f(2) — 1. (2)] < z fir alle £ € N. (2.2)

Wegen d,, — oo fiir n — oo existiert ein ky € N, so dass K C {z : |z| < d,,} fiir alle
k > ko gilt. Somit folgt unter Verwendung von (2.1) und (2.2) fiir k£ > ko

max |¢(z + An,) — f(2)] < max (2 + An,) = 7, (2)] +max|ry, (2) = f(2)]

S (o 00+ An) = (2)] + maxra (2) = S(2)]
- 1 n 1
T k
Insgesamt erhalten wir maxg [¢(z + A\n,) — f(2)] — 0 fiir & — oo, und somit die Be-
hauptung.

]

Im néchsten Ergebnis werden wir eine dhnliche Aussage fiir V-translationsuniverselle
Funktionen machen, wie wir in Lemma 1.3.3 fiir holomorphe Funktionen gemacht haben,
und beweisen, dass gleichméfige Konvergenz auf Kompakta aus V eine gewisse Art von
kompakter Konvergenz impliziert.

Lemma 2.1.3. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
folgende FEigenschaften einer Funktion ¢ € M(C) dquivalent:

(i) Die Funktion ¢ ist V-translationsuniversell beziglich der Folge {\,}.
(i1) Zu jeder Funktion f € M(C) existiert eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit
oz + Any,) — f(2) kompakt auf C\ P (k — 00),

wobei Py die Menge der Polstellen von f bezeichnet.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Implikation (i) = (i). Es sei dazu ¢ € M(C) mit der
Eigenschaft (i), weiter sei K ein Kompaktum aus V und f eine beliebige Funktion aus
A(K). Nach dem Satz von Vitushkin existiert zu € > 0 eine rationale Funktion R mit
Polen aufterhalb von K, so dass gilt

m}?X|R(Z) — f(2)| < %

Bezeichnen wir mit Pr die Menge der Polstellen von R, so gilt K C C\ Pg und unter
Verwendung der Eigenschaft (i) existiert ein ng € N mit

maxc (= + Ang) — R(2)| < .

Da K € Vund f € A(K) beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation betrachten wir ein beliebiges f € M(C)
und bezeichnen mit Py der Menge der Polstellen von f. Fiir jedes k € N setzen wir

Dy :={z:]2| <k}

und bezeichnen mit zy, ..., 2;, die Pole von f in Dj. Weiter betrachten wir die Mengen
E® = z:|z—z-|<L i=1,... 1
(2 (2 k + 1 ) ) Y Y

und setzen schliefllich

Es folgt, dass das Kompaktum By, fiir jedes £ € N aus V ist, zudem gilt Py N By, = 0,
und somit f € A(By). Nach Voraussetzung folgt also, dass zu jedem (festen) k € N eine
Folge {m§-k)} natiirlicher Zahlen existiert, so dass gilt

P(z+ A ) — f(z) gleichmiRig auf By (j — 00).

Insbesondere kénnen wir zu jedem k£ € N ein mglz) € N wahlen mit

1
max oz + )\mg_:)) — f(2)] < T

Beachten wir nun, dass zu jedem Kompaktum H C C\ Py ein ky € N existiert, so dass

H C B, fiir alle k > kpy ist, so erhalten wir schliefslich mit n; := mg-’:)
é(z 4+ An,) — f(2) kompakt auf C\ Pr (k — o0),

und somit die Behauptung.
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Bemerkung 2.1.4. Fulls f eine ganze Funktion ist, und somit Py = () gilt, besagt die
FEigenschaft (ii) aus obigem Lemma, dass die Folge {¢(z + \n,)} fir k — oo kompakt
auf C gegen f konvergiert.

Ist also {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ eine beziglich dieser
Folge V-translationsuniverselle Funktion, so existiert zu jeder ganzen Funktion f eine
Folge natiirlicher Zahlen {ny} mit

oz + An,,) — f(2)  kompakt auf C  (k — o0).

Meromorphe V-translationsuniverselle Funktionen erfillen also insbesondere die Figen-
schaften (i) und (ii) aus Lemma 1.5.3.

Auch wenn das obige Ergebnis eine gewisse Ahnlichkeit zu Lemma 1.3.3 aufweist, so gibt
es hierbei doch einen fundamentalen Unterschied. Wiirden wir fiir holomorphe Funktio-
nen entsprechend der Definition 2.1.1 die Begriffe M-translationsuniversell und trans-
lationsuniversell einfithren, so wiren diese geméf Lemma 1.3.3 dquivalent, so dass diese
Unterscheidung im holomorphen Fall keinen Sinn macht. Das obige Lemma besagt je-
doch nicht, dass fiir meromorphe Funktionen die Begriffe V-translationsuniversell und
translationsuniversell dquivalent sind, und wir werden spéter sehen, dass dies nicht der
Fall ist und tatsiichlich UY. # Uy gilt.

2.1.2 Generischer Ansatz

In diesem Abschnitt wollen wir einen weiteren Beweis fiir die Existenz universeller me-
romorpher Funktionen angeben. Im Gegensatz zu dem konstruktiven Beweis aus dem
vorigen Abschnitt werden wir hier die sogenannte generische Beweismethode verwen-
den. Diese hat den Vorteil, dass sie uns eine in (M (C), p) residuale Menge universeller
Funktionen liefert, allerdings ist sie nicht so ,durchsichtig“ wie die konstruktive Me-
thode. Zum Beweis unseres Hauptergebnisses iiber die Existenz translationsuniverseller
meromorpher Funktionen werden wir das Universalitdtskriterium benutzen, welches auf
Grosse-Erdmann [21] zuriickgeht und auch bei vielen Ergebnissen der universellen ho-
lomorphen Approximation eine zentrale Rolle spielt. Zunéchst bendtigen wir hierzu die
folgende Definition.

Definition 2.1.5. Es seien X und Y metrische Riaume und {T,} eine Folge stetiger

Abbildungen von X nach Y. Dann heifst {T,,} (topologisch) transitiv, falls fiir alle offenen
nichtleeren Mengen U C X und V C Y ein N € N existiert mit

Tn(U)NV £,

Mit dieser Definition lautet das Universalitatskriterium nun wie folgt.
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Satz 2.1.6 (Grosse-Erdmann, 1987). Es seien X ein vollstindiger metrischer Raum
und Y ein separabler metrischer Raum, weiter sei {T,} eine Folge stetiger Abbildungen
von X nach Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Folge {T,} ist transitiv.

(ii) Es ezistiert eine dichte Teilmenge U von X, so dass fir jedes x € W gilt

{T,.(x) : n € N} ist dicht in Y. (2.3)

Falls eine der beiden Bedingungen erfillt ist, so ist die Menge aller x € X, fiir welche
(2.3) gilt, residual in X.

Mit diesem Hilfsmittel konnen wir die Existenz universeller meromorpher Funktionen
beweisen, wobei wir im Gegensatz zu Satz 2.1.2 nun translationsuniverselle Funktionen
erhalten werden. Zudem werden wir sehen, dass die Menge dieser Funktionen eine in
(M (C), p) residuale Menge darstellt.

Satz 2.1.7. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die Menge
Ur({\n}) residual in (Mo (C), p), insbesondere gilt also Ur({\,}) # 0.

Beweis. Wir setzen X =Y = (My(C), p). Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 1.2.2 ist
X dann vollstéandig und Y separabel. Wir betrachten nun fiir jedes n € N die Abbildung
T, : X — Y mit T,,¢(2) := ¢(z + A\,) und zeigen zunéchst, dass T, fiir jedes n stetig ist.
Es sei dazu n € N fest, und {fx} eine Folge in M (C) mit p(fy, f) — 0 fiir £ — oo und
ein f € M, (C). Ferner sei K C C ein beliebiges Kompaktum und es sei K:=K+\, =
{w:w=2z+ A\, z€ K}. Wegen p(fx, f) — 0 folgt aus Lemma 1.2.22

fu(w) — f(w) spharisch gleichméRig auf K (k — c0),
woraus wir mit der Substitution z = w — \,, erhalten
fr(z+A,) — f(z+ A,) sphérisch gleichméafig auf K (k — o0).

Da K beliebig war, folgt die sphérisch kompakte Konvergenz von fi(z + A\,) = T, fx(2)
auf C gegen f(z + \,) =T, f(z), so dass wir mit Lemma 1.2.22 erhalten

o(Tofe, Tof) — 0 fiir k — oo.

Hieraus folgt die Stetigkeit von T,.

Nach Satz 2.1.6 bleibt die Transitivitat der Folge {7},} zu zeigen. Es seien dazu U und
V' zwei offene, nichtleere Teilmengen von M, (C), weiter seien f € U und g € V. Wir
wahlen ein € > 0, so dass U.(f) C U und V.(g) C V gilt, wobei U.(f) und V.(g) die
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e-Umgebungen von f und ¢ sind. Nach Lemma 1.2.21 existiert nun eine abgeschlossene
Kreisscheibe K mit Mittelpunkt 0 und ein 6 > 0, so dass fiir h € M, (C) gilt

max d(f(2),h(z)) < ¢ impliziert p(f, h) < e, und somit h € U.(f) C U, sowie

max d(g(z),h(z)) < 6 impliziert p(g,h) < &, und somit h € V.(g) C V.

Da {\,} unbeschriankt ist, konnen wir ein ny € N wéhlen, so dass K N (K + \,,) = 0
gilt. Auf der kompakten Menge K U (K + \,,) definieren wir folgende Funktion

‘ f(z) firze K,
j(z) = )
gz — Apy) fiir z € K+ \p,.

Es folgt j € M(KU(K+\,,)), so dass nach dem Satz von Runge eine rationale Funktion
r € M. (C) existiert mit

m}z{auxd(f(z),r(z)) <0 und max d(g(z — A\y,),7(2)) < 0.

K-+Ang

Durch die Substitution w = z — A, erhalten wir hieraus
m}z{xxd(f(z),r(z)) < ¢ und m}z{xxd(g(w),r(w + Anp)) = ml?xd(g(w),Tnor(w)) < 0,

so dass schlielich folgt
relU und T,reV.

Folglich gilt T,,,(U) NV # (b, woraus mit dem Universalitatskriterium die Behauptung
folgt.
L]

Somit ist gezeigt, dass die Menge Ur({\,}) der beztiglich einer unbeschriankten Folge
{A\n} translationsuniversellen Funktionen residual, und somit insbesondere nichtleer ist.
Nach Definition von Up({\,}) ist fir jedes ¢ € Ur({\,}) die Folge {¢(z + \,) : n € N}
dicht in (M« (C), p). Hieraus konnen wir nun leicht folgern, dass {¢(z + \,) : n € N}
auch fiir jedes Gebiet G C C dicht in (M (G), p) liegt.

Korollar 2.1.8. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplezer Zahlen und G C C
ein Gebiet. Dann liegt die Folge {¢(z + \,) : n € N} fiir jedes ¢ € Up({\,}) dicht in
(M (G), p), das heifit zu jedem f € My (G) existiert eine Folge {ny} natiirlicher Zahlen
mat

oz + An,) — f(2)  sphdrisch kompakt auf G (k — 00).
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Beweis. Es seien G C C ein Gebiet, K C G ein beliebiges Kompaktum und f eine
beliebige Funktion aus M. (G). Weiter sei ¢ eine beliebige Funktion aus Ur({\,}).
Nach dem Satz von Runge existiert eine Folge {rj} rationaler Funktionen mit

1
m}z}xd(rk(z), f(z) < T fir alle £ € N.

Da hierbei jedes 1, € My (C) ist, existiert nach Definition von Ur({\,}) zu jedem k € N
eine Folge natiirlicher Zahlen {ngk)} mit

1
m}z{mxd(qb(z + A w),Tr(2)) < ; fir alle j € N.

Schliefslich wihlen wir zu jedem k € N ein j, € N mit jx > jx_1, so dass die Folge {my}
(k)

mit my ;= n;~ monoton wachsend ist und erhalten insgesamt fiir jedes k

m;}XdW(Z + ), f(2)) < m[z(ixd(gb(z + Ay )5 Te(2)) + m}z(ixd(rk(z), f(2) < ]lk - %

Daher gilt maxg d(¢(z + A\, ), f(2)) — 0 fiir £ — oo und somit die Behauptung.
[

Bemerkung 2.1.9. Das obige Ergebnis ist eine Erweiterung des bereits erwdhnten Re-
sultates von Chan, welches wir im Fall {\,} = {n} erhalten.

Wie bereits angedeutet, werden wir spater in der Lage sein, zu zeigen, dass die Mengen
Uz und UY nicht {ibereinstimmen. Wir kénnen jedoch leicht zeigen, dass zumindest
uT C u¥ gllt

Lemma 2.1.10. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann gilt
Ur({\.}) € UY({\,}). Insbesondere gilt also Ur C UY.

Beweis. Essei ¢ € Ur({\,}) eine beliebige Funktion, wir zeigen dass dann ¢ € UY.({\,})
folgt. Nach Definition 2.1.1 existiert zu jeder Funktion f € M(C) eine Folge {n;} na-
tiirlicher Zahlen mit

¢(z+ An,) — f(2) sphérisch kompakt auf C (k — 00).
Hieraus folgt mit Satz 1.2.17 unmittelbar
¢(z + \p,) — f(2) kompakt auf C\ Py (k — o0),

wobei Py die Menge der Polstellen von f bezeichnet. Da f € M(C) beliebig war, ist dies
nach Lemma 2.1.3 dquivalent dazu, dass ¢ € UY({\,}) gilt.
O
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Als unmittelbare Folgerung hieraus erhalten wir eine Erweiterung von Satz 2.1.2.

Satz 2.1.11. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die
Menge UY({\.}) residual in (M. (C), p).

Beweis. Geméak Satz 2.1.7 ist die Menge Ur({\,}) residual in (M (C),p). Da nach
Lemma 2.1.10 gilt Ur({\,}) € UY({\,}), folgt die Behauptung.
[

2.1.3 Ein weiterer Existenzbeweis

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir einen weiteren Beweis fiir die Existenz trans-
lationsuniverseller meromorpher Funktionen angeben, welcher sich allerdings erheblich
von den bisherigen unterscheidet. Unter Verwendung eines Ergebnisses von Bés und
Peris [4] werden wir auf dufierst einfache Weise zeigen, dass die Menge Ur({n}) nicht
leer ist, dass also eine beziiglich der natiirlichen Zahlen translationsuniverselle Funktion
existiert. Wir benétigen hierzu das folgende Ergebnis aus [4].

Satz 2.1.12. Es ezistiert ein Paar ganzer Funktionen (F,G) € H(C) x H(C) mit der
folgenden Eigenschaft:
Zu jedem Paar (f,g) € H(C) x H(C) existiert eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit

F(z+ng) — f(z) kompakt auf C (k — o0) wund
G(z+nk) — g(2) kompakt auf C  (k — o0).

Hiermit konnen wir nun leicht die Existenz einer translationsuniversellen meromorphen
Funktion beweisen.

Satz 2.1.13. Es gilt Up({n}) # 0.

F(z)
G(z)
zen Funktionen aus Satz 2.1.12 sind. Wir wollen zeigen, dass die Folge {¢(z+n) : n € N}
dicht in (M4 (C), p) liegt. Es sei dazu zundchst f € M(C) eine beliebige meromorphe
Funktion. Dann existieren ganze Funktionen ¢; und s, welche keine gemeinsamen Null-

stellen haben, so dass f = % gilt. Nach Satz 2.1.12 existiert eine Folge {n,} natiirlicher

Beweis. Wir betrachten die meromorphe Funktion ¢(z) := , wobei F' und G die gan-

Zahlen mit

F(z+ng) — ¢1(2) kompakt auf C (k — o0) und
G(z + ng) — ¢2(z) kompakt auf C  (k — 00).
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Dann gilt offensichtlich
F(z 4+ ng) — ¢1(2) sphérisch kompakt auf C  (k — o0),

und wegen Satz 1.2.18 auch

1 1
— spharisch kompakt auf C (k — o0).
Glztme)  oa(z) P p ( )

Da die beiden Funktionen ¢; und @2 keine gemeinsamen Nullstellen haben, folgt hieraus
schlieRlich

Fletm) _ gi(2)
G(z + ng) va(2)

Da f € M(C) beliebig war, ist die Folge {¢(z +n) : n € N} dicht in (M(C), p), und
somit auch in (M (C), p).

o(z 4+ ng) = = f(z) sphérisch kompakt auf C (k — o0).

O

Bemerkung 2.1.14. Mit dem gleichen Beweis wie zu Korollar 2.1.8 folgt, dass die
i obigem Beweis konstruierte Funktion ¢ auch die Eigenschaft hat, dass die Folge

{¢(z +n) :n € N} fir jedes Gebiet G C C dicht in (M (G), p) liegt.

2.2 Eigenschaften translationsuniverseller
Funktionen

Nachdem wir im vorigen Abschnitt die Existenz zweier Klassen translationsuniversel-
ler meromorpher Funktionen bewiesen haben, und sogar die Residualitit der entspre-
chenden Mengen zeigen konnten, wollen wir nun die Eigenschaften solcher Funktionen
studieren. Hierbei kdnnen wir uns oftmals auf V-translationsuniverselle Funktionen be-
schrinken, da nach Lemma 2.1.10 klar ist, dass die entsprechenden Aussagen dann auch
fiir translationsuniverselle Funktionen gelten.

Beachtet man, dass aus elementaren Eigenschaften der AC Kapazitit folgt, dass mit
K € V auch stets K + 29 = {w : w = z + 29,2 € K} eine Vitushkin Menge ist, so
erhalten wir leicht das folgende Resultat.

Lemma 2.2.1. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und zy € C ein
beliebiger Punkt.

(i) Ist 1 € W({\.}), so gilt auch ¢i(- + z0) € UX({\.}).
(11) Ist oo € Ur({An}), so gilt auch ¢o(- + 2z0) € Ur({\n}).
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Beweis. Es seien K; und K, kompakte Teilmengen von C mit K; € V, weiter seien
fi € A(K;) und fy € Mo (C). Wir setzen

Ki=z+K und g(z):=fi(z—2),

sowie
Ky :=zy+ Ky und go(z) := fa(z — 20).
Es folgt zunéchst K; € V und ¢; € A(f(l), so dass nach Voraussetzung zu ¢ > 0 ein

N; € N existiert mit
rr;%axwl(w +An,) —gi(w)| <e.
1

Mit der Substitution z = w — zy folgt hieraus

HIl(aX‘¢1(Z + 20+ An,) — 12+ 20)| <,
1

und somit wegen ¢;(z + 29) = f1(z) die erste Behauptung,.

Weiter existiert nach Voraussetzung zu € > 0 ein Ny € N mit

max d(ga(w + An,), g2(w)) <€,
2
woraus auf die gleiche Weise mit der Substitution z = w — zy wegen go(z + z9) = f2(2)
die zweite Behauptung folgt.
O
1

Weiterhin kénnen wir auf einfache Weise zeigen, dass mit ¢ auch die Funktion 3 iiber

gewisse Universalitatseigenschaften verfiigt.

Lemma 2.2.2. FEs sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen, weiter seien
¢1 € WW(H{n}) und ¢g € Ur({\,}). Dann gilt:

(i) Zu jedem K € V und zu jedem f € A(K) mit f(z) # 0 auf K existiert eine Folge
{ni} natiirlicher Zahlen, so dass gilt

1

m — f(2) gleichmdfig auf K (k — 00).

(ii) Es gilt 5= € Ur({A\n}).

Beweis. Zum Nachweis der ersten Aussage seien ein K € V, ein f € A(K) mit f(z) #0

L so erhalten wir g € A(K) mit

auf K, und ein € > 0 gegeben. Setzen wir g(z) := ek
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N
SR

} ein

my := ming |g(z)| > 0. Nach Voraussetzung existiert nun zu ¢ := min {%,5
no € N mit
max [f1(z + Ang) — g(2)] < 0.

Wegen max |¢1(2 + An,) — 9(2)] < 52 folgt hieraus zunéchst
m
. > _g
n}%n\(bl(z—i-)\noﬂ 2 > 0,

so dass wir fiir jedes z € K erhalten

@ a2
= 010z T )] = ma 19 = 0rlz A <&

‘ 1 _ 1
¢1<Z+/\n0) g<Z)

L

SchlieRlich folgt maxy ’ﬁ e
70

< g, und somit wegen é = f die Behauptung.

Zum Nachweis der zweiten Aussage seien ein beliebiges Kompaktum K C C und ein
f € M, (C) gegeben. Dann ist die Funktion g := % ebenfalls aus M. (C), so dass wegen
¢2 € Ur({A\n}) eine Folge natiirlicher Zahlen {n;} existiert mit

max d(@a(z + Any), 9(2)) = 0 (k — 00).

Wegen d(z1, 22) = d(i, é) folgt hieraus

mf?}‘d@z(zixnk)’g(lz)) —0 (k=)

und somit wegen é = f die Behauptung.
O

Wir wollen jetzt auf die Frage eingehen, ob meromorphe Translationsuniversalitéit sich
auf Ableitungen tibertrégt. Im holomorphen Fall ldasst sich leicht zeigen, dass jede Ablei-
tung einer translationsuniversellen Funktion ihrerseits auch universell ist. Das folgende
Lemma wird zeigen, dass diese Aussage fiir meromorphe Funktionen nicht giiltig ist.

Lemma 2.2.3. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplexer Zahlen, weiter sei
¢ € UWr({\}) eine V-translationsuniverselle Funktion. Dann gilt:

(i) Die Funktion ¢ ist nicht V-translationsuniversell beziglich {\,}, es gilt also
¢ ¢ UP({Aa})-
(ii) Zu jedem j € Ny, zu jedem K € M und zu jedem f € A(K) existiert eine Folge

{ny} natirlicher Zahlen mit

O (24 Mn,) — f(2)  gleichmifig auf K.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Aussage (7). Dazu setzen wir K := {z : 2| = 1} und
betrachten die Funktion f(z) := 1. Offenbar gilt dann K € V und f € A(K). Nehmen
wir nun an, die meromorphe Funktion ¢’ wére V-translationsuniversell, so erhalten wir
die Existenz einer Folge {n;} natiirlicher Zahlen mit

1
(24 Mny,) — f(2) = B gleichméfig auf K (k — o0).

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz folgt hieraus

/¢/(2+)\nk)d2’—> / %dz:Zm' (k — o0).

|z]=1 |2[=1

Nach dem Residuensatz ist das linke Integral hierbei fiir jedes k£ gleich dem 2mi-fachen
der Summe der Residuen von ¢'(z + A, ) an den Polstellen in {|z| < 1}. Da ¢'(z + Ay, )
fir jedes k die Ableitung der meromorphen Funktion ¢y (2) := ¢(z + A, ) darstellt, sind
alle Residuen von ¢'(z+ A, ) gleich 0, so dass der Wert dieses Integrals fiir jedes k gleich
0 ist und wir einen Widerspruch erhalten.

Zum Nachweis von (7i) sei ein j € Ny, ein Kompaktum K € M und eine Funktion
f € A(K) gegeben. Nach dem Satz von Mergelian existiert zu € > 0 ein Polynom p mit

max [p(=) — f(2)] < 5. (24)

Es sei nun P eine Stammfunktion der Ordnung j von p, das heift PU)(z2) = p(z). Weiter
wahlen wir ein Kompaktum H € M, welches K C H° erfiillt. Nach Voraussetzung
existiert eine Folge {n)} mit

¢z + A\p,,) = P(z) gleichméfig auf H (kK — 00),

woraus die kompakte Konvergenz in H® folgt. Da diese Konvergenz sich auf alle Ablei-
tungen iibertrigt folgt schlieflich, dass ein N € N existiert mit

‘ €
max ‘(b(J)(z +Av) —p(z)] < 2

woraus mit (2.4) die Behauptung folgt.

Bemerkung 2.2.4.

(i) Aus der ersten Aussage kénnen wir folgern, dass aus ¢ € Ur({\.}) stets
¢ & Ur({\,}) folgt. Weiter hat der Beweis verdeutlicht, dass sogar ¢' ¢ WY. gilt,
d.h. die Funktion ¢' kann beziiglich keiner unbeschrinkten Folge V-translationsumni-
versell sein.
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(i)

(iii)

(iv)

Nach Lemma 1.3.3 ist die zweite Aussage dquivalent dazu, dass zu jedem j € Ny
und zu jeder ganzen Funktion f eine Folge {ny} natirlicher Zahlen existiert mit

¢(j)(2 + A\n,.) — f(2)  kompakt auf C (kK — o00).

Die zweite Aussage zeigt, dass auch die Ableitungen meromorpher V-translations-
universeller Funktionen ¢ iber gewisse universelle Approzimationseigenschaften
verfiigen, allerdings geht die Mdoglichkeit der universellen Approximation auf Kom-
pakta K € V beim Ubergang von ¢ zu ¢ verloren. Der obige Beweis der zweiten
Aussage hat allerdings verdeutlicht, dass es durchaus mdaglich ist, gewisse Funk-
tionen auf K € V durch Translationen von ¢Y) zu approximieren. Ist ndmlich
f € A(K) derart, dass eine Approximation von f auf K durch rationale Funk-
tionen maoglich ist, welche in C eine Stammfunktion (der Ordnung j) besitzen, so
kann mit der gleichen Argqumentation wie beim Beweis von (ii) gezeigt werden,
dass die Folge {¢V) (2 + \,,)} auf K gegen f konvergiert. Klar ist aber, dass auf
K €V mit K ¢ M nie alle Funktionen aus A(K) durch Translationen von ¢'
approximiert werden konnen, da in einem solchen Fall stets Funktionen aus A(K)
existieren, welche nur durch Funktionen approximierbar sind, deren Residuen nicht
alle gleich 0 sind, und welche somit in C keine Stammfunktion besitzen. Dass die
Universalitit von ¢ beim Ubergang zu ¢U) erhalten bleibt wenn man sich auf Kom-
pakta K € M beschrankt, liegt also im Wesentlichen daran, dass nach dem Satz
von Mergelian in diesem Fall jedes f € A(K) durch Polynome, und somit durch
Funktionen, welche in C eine Stammfunktion der Ordnung j besitzen, approximiert
werden kann.

Schliefllich sei noch bemerkt, dass bei einer V-translationsuniversellen meromor-
phen Funktion ¢ offenbar nie alle Residuen gleich 0 sein konnen. Insbesondere
kann zu einer solchen Funktion also in C keine Stammfunktion existieren.

In den Arbeiten von Luh [36] und Grosse-Erdmann [21] wird die Existenz ,holomorpher

Monster* bewiesen, dies sind translationsuniverselle holomorphe Funktionen ¢ mit der

Eigenschaft, dass Ableitungen beliebiger Ordnung und gleichzeitig Stammfunktionen be-

liebiger Ordnung von ¢ ihrerseits auch translationsuniversell sind. Nach obigem Lemma

und der anschliefenden Bemerkung ist klar, dass ein solches Ergebnis im meromorphen

Fall nicht gelten kann, da einerseits die Ableitungen universeller meromorpher Funktio-

nen nicht mehr universell sind, und andererseits Stammfunktionen noch nicht einmal

existieren. Die Existenz ,meromorpher Monster* ist folglich ausgeschlossen.

Im Folgenden werden wir weitere Aussagen iiber die Werteverteilung meromorpher trans-

lationsuniverseller Funktionen zusammenstellen. Dazu fithren wir zunéchst die folgende

Definition ein.
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Definition 2.2.5. Es sei {f,} eine Folge in C meromorpher Funktionen und w € C.
Ein Punkt zy € C heifst w-Stellenhdufungspunkt von {f,}, wenn zu jeder Umgebung U
von zy unendlich viele n € N mit w € f,(U) existieren. Wir schreiben H,,({f.}) fir die
Menge aller w-Stellenhdufungspunkte von { f,}.

In den Sonderfillen w = 0 und w = oo bezeichnen wir die entsprechenden Mengen auch
als die Menge der Nullstellen- bzw. die Menge der Polstellenhdufungspunkte von {f,}.

Bemerkung 2.2.6.

(1) Offenbar liegt ein Punkt zy € C genau dann in Hy,({f.}), wenn eine Folge {z;}
in C mit z;, — zo und eine Folge {ny} in N mit n, — oo existieren, so dass
fn,(zK) = w fiir alle k € N gilt. Man beachte, dass hierbei nicht zy, # zo gefordert
wird, somit gilt zo € Hy({f.}) auch dann, wenn fir eine Folge {n;} in N mit
ng — oo gilt f, (20) = w fir alle k € N. Insbesondere muss daher die Menge der
w-Stellenhdufungspunkte einer Folge {f,} nicht mit der Menge der Hiufungs-
punkte von {z : f,(z) = w fir ein n € N} dbereinstimmen.

(11) Weiter ist klar, dass H,,({fn}) stets eine abgeschlossene Teilmenge von C ist.

Im néchsten Satz wollen wir die Struktur der Menge H,,({f.}) untersuchen, wenn wir
Folgen {f.} = {¢(- + \»)} betrachten, wobei ¢ € M(C) translationsuniversell ist. Wir
werden sehen, dass solche Funktionenfolgen in gewisser Weise eine ,universelle Verteilung
von Haufungspunkten“ besitzen.

Satz 2.2.7. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ € UY({\,})
eine V-translationsuniverselle Funktion. Dann existiert zu jedem w € C und zu jeder
abgeschlossenen Menge E C C eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit

Ho({6(2 + M) - k € N}) = E.

Beweis. Im Fall E = () ist die Aussage klar. Es sei also ) # F C C eine abgeschlos-
sene Menge und es sei mp = inf{|z| : z € E}. Wir werden im Folgenden zu w € C
eine streng monoton wachsende Folge {n;} natiirlicher Zahlen konstruieren, so dass
H,({¢(z + \n,) : k € N}) = E gilt. Dazu setzen wir ny := 1 und nehmen an, dass fiir
ein k > 2 die Zahlen nq,...,nyp_1 bereits bekannt sind. Wir betrachten die Menge

Dy =1z :|z| <mg+k},

welche offenbar ein Kompaktum aus M ist und E N Dy # § erfiillt. Wir iiberdecken
die kompakte Menge E'N Dy, mit einer endlichen Anzahl offener Kreise Uy, . . . , Uy, mit
Radius #1, so dass Uy, N(ENDy) # 0 fiir alle j € {1,..., v} gilt, und wihlen paarweise
verschiedene Punkte z; € Uy;, wobei j = 1,..., v.

33



Kapitel 2 Translationsuniverselle meromorphe Funktionen

(i) Wir betrachten nun zunéchst den Fall w € C. Wir definieren die Funktionen

Uk

Py(z) :== H(z — Zkj) und  pi(z) = Pu(z) + w,

j=1

diese sind offensichtlich Polynome, welche in C exakt die Punkte 2y, ..., 2k, als Null-
bzw. als w-Stellen haben. Nach Konstruktion sind diese Punkte alle im Inneren der Men-
ge Dyyq enthalten. Wegen Dy € M und pp € A(Dyy1) existiert nach Voraussetzung
eine Folge {m,;} natiirlicher Zahlen mit

©(z+ A\py) — pr(z)  gleichméfig auf Dy (I — 00),

und somit auch

o(z+ A\py) —w — Py(z) gleichméfig auf Dy (I — 00). (2.5)
Wir setzen 4
€L 1= mm{lgr%igvk |2ki — 214l 5 Pl }
i#]

Aus den Sétzen von Hurwitz und Rouché folgt, dass ein [y € N existiert, so dass fiir jedes
[ > Iy die Funktion ¢(z + Ap,) in Dyyq an exakt v, Punkten Q,gll), . ,C,gi})k eine w-Stelle
besitzt, fiir welche gilt

Schlieflich wéhlen wir ein festes (k) > lp mit myu) > nx—1 und setzen ny = myy). Auf
diese Weise erhalten wir unsere Folge {ny}.

Es sei nun zg € F ein beliebiger Punkt und es bezeichne Us(zg) := {2z : |z — 20| < ¢}
die 0-Umgebung von zy. Geméfs obiger Konstruktion der Folge {n;} hat die Funktion
é(z + A\pn,) fiir jedes k > |29] — mp eine w-Stelle in Uk%ﬁ%(zo) C Uﬁ(zo). Hieraus
folgt, dass der Punkt z ein w-Stellenh&dufungspunkt der Folge {¢(z + A,,,) : k € N} ist,
und da zy € E beliebig war, erhalten wir

EC H,({o(z+ \y,) : kE € N}). (2.6)

dist(;hE) > 0, so gilt wiederum nach

Ist nun z; € E° ein beliebiger Punkt und ¢ :=
Konstruktion von {n;}, dass ¢(z + \,,) fiir jedes k > max{3, |21| — mg} keine w-Stelle
in Us(z1) hat. Somit ist z; kein w-Stellenhdufungspunkt der Folge {¢(z + \,,) : k € N},
und wir erhalten

ED H,({o(z+ \y,) : k € N}). (2.7)
Aus (2.6) und (2.7) folgt die Behauptung fiir w € C.
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(ii) Zum Nachweis der Aussage im Fall w = oo betrachten wir die rationale Funktion
Ry(z) :== Y%, —— die in C exakt die Punkte 241, ..., 2k, als Polstellen hat, welche

J=1 z—zp;
nach Konstruktion alle im Inneren von Dy, enthalten sind. Wir setzen wieder

. . 4
£ = min min Zli — R4 —_—
F {19‘43%' ki = 2kl k;+1}’
i

und definieren fiir j = 1,..., v, die folgenden Mengen

£
Bf::{z:]z—zkj|<zk},

welche offenbar BJ"-C N BF = () fiir j # i erfiillen, zudem beachte man, dass Bj’?” C Dgia
fir j = 1,..., v gilt. Schlieflich setzen wir Cy, := Dy \ UL, B}. Es folgt Cj, € V und
Ry € A(Cy), so dass nach Voraussetzung eine Folge {m;} natiirlicher Zahlen existiert
mit

&z + Am;) — Ri(z) gleichmékig auf Cp, (I — o).

Insbesondere erhalten wir fiir jedes (feste) j € {1,...,v;}
&z + Am;) — Ri(z) gleichmakig auf 8le? = {z e — 2| = %k} (Il — ),
und somit auch

/¢(z+)\ml)dz—> /Rk(z)dz:i? / Z_lzkpdz: / z—lzkj:2” (I = 00).

k k p= k k
0B 3 0B 3 0B S 0B P

Hieraus folgt, dass zu jedem j € {1,...,v;} ein [; € N existiert, so dass ¢(z + Ay,,) fiir
jedes [ > I; eine Polstelle in {z : |z — z;| < 5} hat. Folglich existiert ein [y € N, so dass
¢(z+Am,) fiir jedes [ > lo und fiir jedes j € {1, ..., v} (mindestens) eine Polstelle in BY,
und keine Polstelle in C, hat. Schlieslich wahlen wir ein festes I(k) > o mit my) > ng—1
und setzen ny 1= my,. Auf diese Weise erhalten wir unsere Folge {n;}. Der Nachweis,
dass fur diese Folge Hoo({0(z + \n,) : k € N}) = E gilt, erfolgt auf analoge Weise wie
im Fall w € C.

[

Bemerkung 2.2.8.

(i) Ist also ¢ eine translationsuniverselle Funktion, so besitzt die Funktionenfolge
{6(z + A\n) : n € N} gewissermaflen eine universelle Verteilung von w-Stellen-
hiufungspunkten, da zu jeder vorgegebemen abgeschlossenen Menge EE C C eine
Teilfolge existiert, deren Menge der w-Stellenhdufungspunkte mit E tibereinstimmt.
Diese Art der Universalitit wurde erstmals von Gehlen und Luh untersucht, welche
in [17] Potenzreihen konstruierten, so dass die Folge ihrer Teilsummen eine uni-
verselle Verteilung von Nullstellenhdufungspunkten in obigem Sinne besitzt. Dieses
Ergebnis wurde spater von Gehlen [16] noch erweitert.
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(i) Der obige Beweis hat verdeutlicht, dass das Ergebnis keineswegs auf V-translations-
universelle Funktionen beschrankt ist. Insbesondere haben wir im Fall w € C le-
diglich bendtigt, dass mit der Folge {¢(z + \,)} gewisse Polynome auf kompakten
Mengen K € M approzimiert werden konnen. In diesem Fuall bleibt das Ergebnis
also insbesondere fiir jede Funktionenfolge { f,} richtig, welche auf K € M jedes
f € A(K) approximieren kann.

Satz 2.2.9. Es sei {f,} ein Folge von Funktionen, so dass zu jedem K € M
und zu jedem f € A(K) eine Folge {my} natirlicher Zahlen mit fp, (2) — f(2)
gleichmdfig auf K fiir k — oo existiert. Dann existiert zu jedem w € C und zu
jeder abgeschlossenen Menge E C C eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit

Ho({fu(2) : k € N}) = E.

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass das Ergebnis (im Fall w € C) auch fir
holomorphe translationsuniverselle Funktionen gilt. Zudem ist klar, dass Satz 2.2.7
auch fiir jede Ableitung von ¢ richtig bleibt. Im Fallw € C folgt dies aus Satz 2.2.9,
da die Folge {¢\V(z + \,)} nach Lemma 2.2.3 fiir jedes j € N die benétigten Vor-
aussetzungen erfullt. Fir den Fall w = oo beachte man, dass die Polstellenmenge
von ¢Y9) mit der Polstellenmenge von ¢ ibereinstimmt, somit gilt die Aussage auch
im Fall w = oo fiir ¢\,

Mit Hilfe von Satz 2.2.7 kbnnen wir nun leicht weitere Aussagen iiber die Werteverteilung
translationsuniverseller Funktionen machen.

Korollar 2.2.10. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ €
UF({\.}) eine V-translationsuniverselle Funktion. Ferner sei j € Ny fest. Dann gilt:

(i) Esist Hy({0Y (2 4+ \y) : n € N}) = C fiir alle w € C.
(i3) Fiir jedes zy € C liegt die Menge {¢\9) (2o + \,) : n € N} dicht in C.

(1ii) Fiir jedes zy € C und jedes € > 0 gilt

{99 (z + M) : 2 € Unlz0)} = C.

(iv) Die Funktion ¢\9) nimmt jedes w € C an abzihlbar vielen Stellen als Funktionswert
an.
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Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Satz 2.2.7 und Bemerkung 2.2.8, wenn
wir ' = C setzen.
Die zweite Aussage folgt aus der Approximationseigenschaft von ¢U). Ist némlich z, € C
ein beliebiger Punkt und ¢ € C, so setzen wir K := {2} und f(z) = (. Dann gilt K € M
und f € A(K), so dass wegen Lemma 2.2.3 eine Folge {n;} natiirlicher Zahlen existiert
mit ¢ (z + A\, ) — f(2) gleichmifig auf K. Das bedeutet aber ¢\9)(zy + \,,) — ¢ und
da ( beliebig war, folgt die Behauptung.
Zum Nachweis der dritten Aussage sei zg € C und w € C beliebig. Nach Aussage (i) gilt
20 € Hy({0Y (2 + M\n)}), so dass eine Folge {¢;.} in U.(2p) mit ¢, — 2o und eine Folge
{nx} natiirlicher Zahlen existieren mit ¢\)((; + \,,) = w fiir alle k¥ € N. Da hierbei fiir
jedes k € N gilt ((x + A\n,) € Us(20 + Ay,) folgt die Behauptung (iii). Weiter beachte
man, dass offenbar ¢\ (z) = w fiir alle z € {z : z = (4 + \,,, k € N} gilt, und da diese
Menge wegen der Beschrianktheit der Folge {(x} und der Unbeschréanktheit der Folge
{\n. } abzihlbar ist, folgt die vierte Aussage.

0

Bemerkung 2.2.11.

(i) Die zweite Aussage des obigen Korollars bedeutet, dass {¢)(zy + \,) : n € N}
jedem Wert aus C beliebig nahe kommt. Betrachten wir nun eine beliebig kleine
Umgebung U (z9) um zy, so besagt die dritte Aussage, dass das Bild der Menge
U2 {U-(20) + A} unter der Abbildung ¢\ gleich C ist, in diesem Fall wird also
jeder Wert aus C auch tatsichlich angenommen (sogar abzihlbar oft).

(i) Nach Lemma 2.1.10 gelten Satz 2.2.7 und Korollar 2.2.10 auch fir ¢ € Ur({\,}).

In unserem néchsten Ergebnis werden wir uns mit den Residuen translationsuniverseller
Funktionen beschéftigen. Aus Korollar 2.2.10 wissen wir, dass die Menge der Polstellen-
héufungspunkte von {¢(z + A,) : n € N} mit C iibereinstimmt, insbesondere hat jede
translationsuniverselle Funktion ¢ abzéhlbar viele Polstellen. Weiter ist nach Bemer-
kung 2.2.4 klar, dass nicht alle Residuen von ¢ gleich 0 sein kénnen. Verschérfend zeigen
wir auf einfache Weise das folgende Ergebnis, hierbei bezeichnet Res(4(z), z9) das Resi-
duum der Funktion ¢ an der Polstelle z.

Satz 2.2.12. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann gilt:

(i) Ist ¢ € UL ({\.}) eine V-translationsuniverselle Funktion, so existiert zu jedem
a € C, zu jedem € > 0 und zu jedem § > 0 ein N := N(a,¢€,0) € N, so dass gilt

p(N)
Z Res(p(z), z;) —a| < e,
i=1

wobei z1, . . ., 2wy die Polstellen von ¢ in Us(An) = {2z : |z — An| < 0} sind.

37



Kapitel 2 Translationsuniverselle meromorphe Funktionen

(i1) Ist ¢ € Up({\.}) eine translationsuniverselle Funktion, und bezeichnet P, die
Menge der Polstellen von ¢, so liegt die Menge {Res(¢(z),w) : w € Py} dicht in
C.

Beweis. Es sei zuniichst ¢ € UJ({\,}) eine V-translationsuniverselle Funktion. Weiter

sei a € C* ein beliebiger Punkt. Wir betrachten die meromorphe Funktion f(z) := ¢

z

und das Vitushkin Kompaktum K := Kj:= {2z : |2| = 6}. Nach Voraussetzung existiert
eine Folge {n;} natiirlicher Zahlen mit

oz + Apy,) — 4 gleichméfig auf K (k — o0).
z

Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz folgt hieraus
/¢(Z+)\nk)dz—> /gdz (k — o),
K K

und somit
p(ng)
2mi Z Res(¢(z+ \n,),G) — 2mia (kK — o0),
i=1
wobei (i, ..., (p(n,) die Polstellen von ¢(z + Ay, ) in Us(0) sind. Man beachte, dass dann

G+ Angs -5 Gpng) + A, die Pole von ¢(z) in Us(\,,) sind. Insbesondere existiert nun
ein kg € N mit

> Bes(o(z+ Any,),G) —af <e.

Setzen wir N := ny,, so erhalten wir unter Beachtung der Gleichheit Res(¢(z4+Ay), ) =
Res(¢(z),(; + A\n) dass gilt

p(N)

Z Res(¢(2),G + Any) —a| <e.
i=1

Mit z; := (; + Ay fiir i = 1,...,p(N) folgt schlieklich die Behauptung im Fall a # 0.
Offensichtlich gilt die Aussage dann aber auch fiir a = 0.

Zum Nachweis der zweiten Aussage sei ¢ € Ur({\,}) eine translationsuniverselle Funk-
tion. Weiter sei a € C* ein beliebiger Punkt und die Funktion f sei definiert durch
f(2) := %. Nach Voraussetzung existiert eine Folge {n;} natiirlicher Zahlen mit

Oz + Any) — g sphérisch kompakt auf C  (k — o0), (2.8)
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so dass nach Satz 1.2.18 eine abgeschlossene Kreisscheibe K(0,7) = {z : |z| < r}

existiert mit

1 z

oz + Any) Ca

Im ersten Fall folgt Res(¢(z + A, ),0) = Res(¢(z), A\, ) = a fiir alle hinreichend grofen
k € N, und somit die Behauptung. Im zweiten Fall folgt die kompakte Konvergenz

max (/b(z—i—)\nk)—g — 0 oder max — 0 fiir k — oo.

K(0,r) z K(0,r)

im Inneren von K(0,r), so dass wir mit dem Satz von Hurwitz ein ky € N erhalten,
so dass die Funktion ¢(z + A, ) fiir jedes k > ko exakt eine einfache Polstelle pj in
K°(0,5) = {z : |2| < §} hat. Weiter beachte man, dass aus (2.8) und Satz 1.2.17 folgt,
dass gilt

O(z+ Any,) — g gleichméRig auf 8K(0, g) = {z 2| = g} (k — 0),

woraus wir unmittelbar erhalten

/¢(z+)\nk)dz—> / gdz (k — o).

9K (0,3) 9K (0,3)

Beachten wir, dass das linke Integral hierbei fur jedes k > kg gleich 2mi Res(¢(z+\y, ), Pk)
ist, so folgt
2mi Res(p(z + Ay )y pk) — 2mia (B — 00).

Also gilt Res(¢p(z+\p,.), pr) — a fiir k — oo, so dass wir unter Beachtung der Gleichheit
Res(¢(z + An,), pe) = Res(é(z), pr + An, ) schlieblich mit wy := pi, + A, € P, erhalten

Res(¢(2),w) — a (k — o0).

Da a € C* hierbei beliebig war, folgt dass die Menge {Res(¢(z),w) : w € P,} dicht in
C*, und somit auch in C ist.

O
Bemerkung 2.2.13.

(i) Insbesondere besagt die erste Aussage des obigen Satzes, dass V-translationsuniver-
selle meromorphe Funktionen stets die Eigenschaft haben, dass endliche Summen
threr Residuen dicht in C liegen. Funktionen welche dies nicht erfillen, konnen
folglich nicht V-translationsuniversell sein. Als Beispiel betrachten wir meromorphe
Funktionen der Form f7/, diese haben bekanntlich ausschliefSlich ganzzahlige Residu-
en und kommen daher gemdf$ Satz 2.2.12 als V-translationsuniverselle Funktionen
nicht in Frage.

(ii) Die zweite Aussage kann auch folgendermafen formuliert werden. Ist ¢ € M(C)
translationsuniversell mit der Polstellenmenge Py und ist g : P, — C definiert
durch g(w) := Res(¢(z),w), so liegt die Menge g(Py) dicht in C.
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(iii) Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus Satz 2.2.7 und Korollar 2.2.10, bleibt das
obige Ergebnis beim Ubergang zu ¢ mnicht richtig, da in diesem Fall alle Residuen
gleich 0 sind.

2.3 Uber Polstellen translationsuniverseller
Funktionen

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit den Polstellen translationsuniverseller
meromorpher Funktionen. So werden wir etwa sehen, dass es bei solchen Funktionen
moglich ist, sowohl die Lage als auch die Ordnung der Pole gewissermafsen vorzuschrei-
ben. Insbesondere werden wir dadurch in der Lage sein, zu zeigen, dass die Menge UY.
nicht mit der Menge Uy tibereinstimmt.

2.3.1 Funktionen mit vorgeschriebenen Polstellen

Wir werden im Folgenden V-translationsuniverselle meromorphe Funktionen konstruie-
ren, bei denen ein gewisser Anteil der Polstellen vorgeschrieben werden kann, das gleiche
gilt fiir die zugehorigen Hauptteile. Alle weiteren Polstellen ergeben sich aus der Beweis-
konstruktion. Zum Beweis dieses Ergebnisses werden wir den Satz von Mittag-Leffler,
sowie den Satz von Nersesian iiber tangentielle Approximation benutzen. Wir fithren
zunachst einmal folgende Begriffe ein.

Definition 2.3.1. Es sei E C C eine abgeschlossene Menge.
(i) Eine auf E definierte, positive und stetige Funktion €(z) nennen wir Fehlerfunktion.

(ii) Wir sagen E sei eine Carleman-Menge, wenn jedes f € A(E) auf E tangentielle
Approzimation durch ganze Funktionen zuldsst, d.h. wenn zu jedem f € A(E) und
jeder Fehlerfunktion €(z) eine ganze Funktion g(z) existiert mit

|f(2) —g(2)| < e(z) firallez € E.

Der Satz von Nersesian [47] aus dem Jahre 1971 liefert eine vollstédndige Charakterisie-
rung der Carleman-Mengen.

Satz 2.3.2 (Nersesian, 1971). FEs sei E C C eine abgeschlossene Menge. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(i) Die Menge E ist eine Carleman-Menge.

40



Kapitel 2 Translationsuniverselle meromorphe Funktionen

(i) Die Menge E besitzt folgende Figenschaften:
o C \ E ist zusammenhdingend.
o C \ E ist an oo lokal zusammenhdngend.

e Zu jeder kompakten Teilmenge K C C existiert eine Umgebung U von 0o, so
dass keine Zusammenhangskomponente von E° gleichzeitig K und U trifft.

Diesen Satz werden wir spéter zur Konstruktion universeller Funktion verwenden. Zu-
néchst aber beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.3.3. Es sei E C C eine Carleman-Menge und [ eine Funktion aus M(E).
Weiter seien {z,} eine Folge paarweise verschiedener Zahlen in C\ E ohne Héaufungs-
punkt in C, und {P,} eine Folge von Polynomen mit P,(0) = 0 fir alle n.

Dann existiert zu jeder auf E definierten Fehlerfunktion e(z) eine meromorphe Funktion
w € M(C) mit den folgenden FEigenschaften:

(i) Sind {(} die Polstellen von f auf E und {H,,} die zugehirigen Hauptteile, so
gilt dies auch fir ¢.

(ii) Die Funktion ¢ hat fir jedes n € N eine Polstelle an z, mit dem Hauptteil
P (2

Z—2n

(11i) Fir z ¢ ({Gn:m € N}YU{z, :n € N}) hat ¢ an z keinen Pol.
(iv) Es gilt |f(z) —p(2)| < e(z) firalle z € E.

Beweis. Da die Menge {z, : n € N} U {(,, : m € N} keinen Haufungspunkt in C hat,
existiert nach dem Satz von Mittag-Leffler eine meromorphe Funktion m € M(C), welche

exakt die Polstellen {z,} und {(,,} mit den zugehorigen Hauptteilen {Pn ( L )} bzw.

Z—2n

{H,,} hat. Man beachte, dass die Funktion m hierbei bis auf eine additive ganze Funktion
eindeutig bestimmt ist.
Fir z € E betrachten wir nun die Funktion

h(z) = f(z) =m(2),

diese ist holomorph auf E, so dass insbesondere h € A(F) gilt. Da F nach Voraussetzung
eine Carleman-Menge ist, existiert zu jeder Fehlerfunktion €(z) eine ganze Funktion
l € H(C), so dass gilt

|h(z) = l(2)] < e(z) firalle z € E.
Mit dieser Funktion [ setzen wir nun

o(z) :=m(z) +1(2).
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Es folgt, dass ¢ aus M(C) ist, und da [ eine ganze Funktion ist, hat ¢ exakt die gleichen
Polstellen und Hauptteile wie m, so dass die ersten drei Aussagen des Satzes gelten.
Weiter gilt fir z € F

so dass die Behauptung folgt.

Weiterhin fithren wir noch die folgende Definition ein.

Definition 2.3.4. Wir nennen eine Folge {r,} rationaler Funktionen eine V-Folge,
wenn zu jedem K € 'V, jedem f € A(K) und jedem € > 0 ein N € N existiert, so dass
gilt

max |f(z) —rn(2)] <e.

Mit Hilfe des obigen Lemmas 2.3.3 konnen wir nun das bereits erwahnte Ergebnis be-
weisen, und eine V-translationsuniverselle Funktion konstruieren, bei der ein gewisser
Anteil der Polstellen, sowie die zugehorigen Hauptteile vorgeschrieben werden konnen.
Die restlichen Polstellen ergeben sich in natiirlicher Weise aus der Beweiskonstruktion.

Satz 2.3.5. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen, so dass eine Folge
paarweise disjunkter, abgeschlossener Kreisscheiben D,, mit Mittelpunkt X\, und Radius
d, ezistiert, wobei d,, < dni1 — oo fir n — oo gilt. Ferner seien {z,} eine Folge
paarweise verschiedener Zahlen in C\ \J>~, D,, ohne Hiufungspunkt in C, und {P,}
eine Folge von Polynomen mit P,(0) = 0 fir jedes n. Schlieflich sei {r,} eine V-Folge
rationaler Funktionen.

Dann ezistiert eine meromorphe Funktion ¢ € M(C) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Fir jedes n € N hat ¢ in D,, exakt die gleichen Polstellen und Hauptteile wie die
Funktion rp,(z — \,).

(ii) Die Funktion ¢ hat fir jedes n € N eine Polstelle an z, mit dem Hauptteil
P (2

Z—2n

(#1i) Die Funktion ¢ hat keine weiteren Polstellen.

(iv) Die Funktion ¢ ist V-translationsuniversell beziiglich {\,}.
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Beweis. Wir betrachten die abgeschlossene Menge E := | J~ | D,,, welche nach Satz 2.3.2
eine Carleman-Menge ist. Auf dieser Menge definieren wir die folgenden Funktionen

gw) :==rp(w—N,) firwe D,,
1

e(w) :==— firw € D,.
n

Die Funktion g liegt dann in M(FE), weiter ist € eine auf F definierte Fehlerfunktion.

Nach Lemma 2.3.3 existiert eine meromorphe Funktion ¢ € M(C), fiir welche die drei
ersten Aussagen des Satzes gelten, und welche zusétzlich erfiillt

lg(w) — p(w)] < e(w) fiir alle w € E.

Folglich gilt fiir jedes n € N

1
max [rn(w — A\,) — d(w)]| < o

woraus wir mit der Substitution z = w — \,, erhalten

1
max |r,(z) — oz + \,)| < —.
max () = 6z + )| <

Da {r,} nach Voraussetzung eine V-Folge ist, folgt die letzte Aussage des Satzes nun
auf analoge Weise wie im Beweis zu Satz 2.1.2.

]

Bemerkung 2.3.6.

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Man beachte, dass die an die Folge {\,} gestellte Bedingung in obigem Satz kei-
ne Finschrinkung darstellt, da jede unbeschrinkte Folge eine Teilfolge mit den
gewtinschten Figenschaften besitzt. Folglich besitzt jede unbeschrinkte Folge eine
Teilfolge, fiir welche die Aussage des Satzes gilt.

Weiter ist klar, dass es moglich ist, keine oder nur endlich viele Polstellen z, vor-
zuschretben. Zudem beachte man, dass das Vorschreiben von Hauptteilen natiirlich
insbesondere das Vorschreiben der Ordnung und des Residuums an der jeweiligen
Polstelle beinhaltet.

Nach Lemma 1.2.8 ist jede Abzihlung der Menge R eine V-Folge, und somit eine
maogliche Wahl fir die Folge {r,} in obigem Satz.

Schliefllich sei noch bemerkt, dass wir die universelle Funktion in obigem Satz ohne
die Verwendung von Lemma 1.2.10 konstruiert haben. Folglich kann die Existenz
V-translationsuniverseller meromorpher Funktionen auch durch eine Kombination
der Sdtze von Mittag-Leffler und Nersesian bewiesen werden.
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Somit ist gezeigt, dass zu einer vorgegebenen Folge {z,}, welche gewisse Bedingungen
erfiillt, stets eine V-translationsuniverselle Funktion ¢ existiert, die an jedem z, eine
Polstelle besitzt. Zudem kénnen die Hauptteile, und somit auch die Ordnung dieser Pole
vorgegeben werden. Der Beweis hat allerdings verdeutlicht, dass die Funktion ¢ noch
weitere Polstellen besitzt. Dies sind die Polstellen der rationalen Funktionen r,(z — A;)
auf den Kreisscheiben D,,, diese werden in gewisser Weise fiir die universelle Approxima-
tionseigenschaft von ¢ benotigt, und wir konnen deren Lage nicht im Voraus festlegen.
Somit ist es nicht moglich, die Lage aller Polstellen von ¢ vorzuschreiben. Im néchsten
Abschnitt werden wir jedoch sehen, dass die Ordnung der Polstellen der Funktionen 7,
durch eine geeignete Wahl der V-Folge {r,} in Satz 2.3.5 kontrollierbar ist. Beschrén-
ken wir uns also beim Vorschreiben auf die Polstellenordnung, so konnen wir Aussagen
machen, welche fiir alle Pole von ¢ gelten.

2.3.2 Folgerungen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass bei V-translationsuniversellen Funktio-
nen ein Teil der Polstellen unter gewissen Einschrankungen frei wéahlbar ist, allerdings
wurde auch klar, dass dies nie fiir alle Polstellen gelten kann. Im Folgenden werden
wir V-translationsuniverselle Funktionen mit vorgeschriebener Polstellenordnung kon-
struieren, wobei dies fiir alle Pole gilt. Als dufserst interessante Folgerung werden wir
erhalten, dass die Mengen U}, und Uz nicht identisch sind. Von groker Wichtigkeit wird
hierbei ein Lemma sein, welches eine Verscharfung von Lemma 1.2.8 darstellt. Zu seiner
Formulierung fithren wir zunéchst die folgenden Mengen ein.

Definition 2.3.7. Es sei M € N eine natiirliche Zahl. Wir definieren folgende Teilmen-
gen von R

R':={r € R: alle Polstellen von r sind von erster Ordnung}

Ryr:={r € R: alle Polstellen von r sind von der Ordnung > M} .

Man beachte, dass sowohl P C R’ als auch P C R, gilt, da jedes r € P liberhaupt keine
Polstellen besitzt. Wir kommen nun zu dem bereits oben erwiahnten Lemma, welches
besagt, dass Abzdahlungen der Mengen R’ und R, jeweils V-Folgen sind.

Lemma 2.3.8. Es sei K €V ein beliebiges Kompaktum und f € A(K). Dann gilt:

(i) Zu jedem e > 0 existiert ein r € R’ mit

max |f(z) —r(z)] <e.
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(ii) Zu jedem M € N und zu jedem € > 0 existiert ein r € Ry mit
max |f(z) —r(z)] <e.
Beweis. Wir zeigen zunéchst die erste Aussage. Es seien dazu ein K € 'V, eine Funktion

f € A(K) und ein € > 0 vorgegeben. Nach dem Satz von Vitushkin existiert eine
rationale Funktion R mit Polen in K¢ so dass gilt

max ‘f(z) — R(z)‘ < Z

Da hierbei R € H(K) gilt, existiert nach dem Satz von Runge eine rationale Funktion

R, welche nur einfache Polstellen in K¢ besitzt, und welche maxy ‘E’(Z) —R(2)| < %,
und somit insbesondere .
max |f(z) — R(2)| < 3 (2.9)

erfiillt. Es sei R = g mit Polynomen P und (), welche keine gemeinsamen Nullstellen
haben. Die Polstellen von R sind die Nullstellen von @), diese sind alle einfach und liegen
in K¢, wir bezeichnen sie im Folgenden mit (i, ..., (,. Nun setzen wir

mo :=min|Q()] > 0, Mp:=max|P(3)]. Mo :=max|Q(:)].

Weiter wéhlen wir ein Kompaktum D € M mit K C D und (; € D° fir¢ = 1,...,m.
Dann existieren Folgen von Polynomen {P,} und {Q,} in P mit grad(P,) = grad(P)
und grad(Q,) = grad(Q) = m fir alle n, so dass gilt

P.(2)
@Qn(2)

Da die m Nullstellen von ) alle einfach und somit paarweise verschieden sind, und zudem
alle in D° enthalten sind, folgt mit dem Satz von Hurwitz angewendet auf die Folge {Q,, },

P(z) gleichmiigig auf D (n — oo), (2.10)

—
—

Q(z) gleichmébig auf D (n — o).

dass die Polynome @), fiir alle hinreichend grofen n € N in D exakt m Nullstellen haben,
welche zudem paarweise verschieden sind. Wegen grad(Q,) = m folgt zudem, dass @,
keine weiteren Nullstellen hat. Wegen (2.10) erhalten wir nun insgesamt, dass ein N € N
existiert, so dass die Polynome Py, Qy € P folgende Eigenschaften haben:

e maxp |P(z) — Py(2)] < %

I

m

1

Mg
2

e maxp |Q(z) — Qn(2)| < min {%, e MLP

e (Qn hat nur einfache Nullstellen.

¥

L)
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Wegen maxg |Q(z) — Qn(z)| < maxp |Q(z) — Qn(2)] < 52 und |Q(z)] > my fiir alle
z € K, gilt weiterhin "
min [Q(z)] > TQ > 0.

Fiir die Funktion Ry := £X € R’ gilt nun fiir alle z € K

T QN
76) = R (2) = [0 ~ )
_[P(2)Qu(2) = Pu()Q(2)
Q) On (=)
< miQ P(2)Qn(2) — P(2)Q(2) + P(2)Q(2) — Pu(2)Q(2)]
< mi@ (IP(2)] 1Q(2) — Qu(2)| + 1Q(2)] [P() — Px(2)])
2 m2 1 ¢ m2 1 ¢
<o (5 a5+ e 5 )
-

Es folgt maxg [R(2) — Ry(2)| < 5, so dass wir mit (2.9) insgesamt erhalten

max |(2) ~ R (2)] <

und somit wegen Ry € R’ die Behauptung.

Zum Nachweis der zweiten Aussage seien ein K € V, eine Funktion f € A(K), eine
natiirliche Zahl M sowie ein € > 0 gegeben. Nach Lemma 1.2.8 existiert eine rationale
Funktion r; = % € R, wobei p; und ¢; keine gemeinsamen Nullstellen haben, so dass
gilt .
5.
Hierbei liegen alle Pole von ry, das heifst alle Nullstellen von ¢;, in K€¢. Daher ist die

max |f(z) —m(2)] <

Funktion q]u;(z) auf K holomorph, und es folgt
1
0< L <
¢ := max 00.
K |g'(2)

Wir wihlen nun ein a € Q mit a > 0, so dass ac < 5 gilt und setzen

e _dEene) ra
r(@) =) + oy U
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Offenbar gilt dann r € Ry, und es folgt

max | f(2) = r(2)] = max | f(2) = () = ary

< _
< m}gx|f(z) r(z)| +a max

@' (2)

<e,

woraus wir die Behauptung erhalten.
O

Mit diesem Lemma und Satz 2.3.5 kdonnen wir nun leicht die Existenz V-translationsuni-
verseller Funktionen mit vorgeschriebener Polstellenordnung beweisen.

Satz 2.3.9. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann gilt:

(i) Es existiert eine V-translationsuniverselle Funktion ¢ € UL({\,}), welche aus-
schliefslich Polstellen erster Ordnung besitzt.

(i1) Zu jedem M € N existiert eine V-translationsuniverselle Funktion ¢pr € U ({\,}),
welche nur Polstellen der Ordnung > M besitzt. Insbesondere existieren V-trans-
lationsuniverselle Funktionen, welche keine Polstellen erster Ordnung haben.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrankung annehmen, dass eine Folge paarweise disjunk-
ter, abgeschlossener Kreisscheiben D,, mit Mittelpunkt A\, und Radius d,, existiert, so
dass d,, < d,+1 — oo fiir n — oo gilt. Es sei nun M € N fest, weiter seien {r],} und
{T,(ZM)} Abziahlungen der in Definition 2.3.7 eingefiihrten Mengen R’ und R,;. Nach Lem-
ma 2.3.8 sind diese Abzéhlungen V-Folgen. Wir wenden nun Satz 2.3.5 fiir diese Folgen
an, wobei wir {2, : n € N} = () und {P, : n € N} = ) setzen, und erhalten Funktionen
¢ € M(C) und ¢y € M(C) mit den folgenden Eigenschaften:

o Fiir jedes n € N hat ¢ in D,, exakt die gleichen Polstellen und Hauptteile wie
die Funktion 7/,(z — \A,), diese sind nach Definition der Menge R’ alle von erster
Ordnung.

o Fiir jedes n € N hat ¢, in D,, exakt die gleichen Polstellen und Hauptteile wie
die Funktion rglM)(z — An), diese sind nach Definition der Menge Ry, alle von der
Ordnung > M.

e Die Funktionen ¢ und ¢,; besitzen keine weiteren Polstellen.
e Die Funktionen ¢ und ¢y, sind V-translationsuniversell beziiglich {\,}.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Bemerkung 2.3.10. In obigem Beweis haben wir Satz 2.3.5 mit {z, :n € N} =0 an-
gewendet. Es ist klar, dass man in diesem Beweisschritt auch noch zusdtzliche Polstellen
zn vorschreiben kinnte, wobei die Folge {z,} gemaf$ Satz 2.5.5 zu wdhlen ist.

Somit ist gezeigt, dass bei einer V-translationsuniversellen Funktion die Ordnung der
Polstellen in gewisser Weise vorgeschrieben werden kann, wobei dies dann fiir alle Pole
der Funktion gilt. Interessanterweise werden wir dadurch nun beweisen konnen, dass die
Menge der V-translationsuniversellen Funktionen und die Menge der translationsuniver-
sellen Funktionen nicht identisch sind. Dies wird leicht aus dem néchsten Lemma folgen,
welches im Wesentlichen besagt, dass bei translationsuniversellen Funktionen die Ord-
nung der Polstellen nicht im Sinne von Satz 2.3.9 vorgeschrieben werden kann.

Lemma 2.3.11. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ €
Ur({\,}) eine translationsuniverselle Funktion. Dann besitzt ¢ abzihlbar viele Polstellen
erster Ordnung.

Beweis. Aus Lemma 2.2.2 folgt 5 € Ur({\,}), so dass eine Folge {n } natiirlicher Zahlen
existiert mit

1
———— — f(z) ;= 2z sphérisch kompakt auf C,
o(z + Any) (2)
und somit wegen Satz 1.2.17 insbesondere
1 _
————— — 2z gleichméafig auf D = {2 : |2| < 1}.
Y {z: |z <1}

Hieraus folgt die kompakte Konvergenz in D, so dass nach dem Satz von Hurwitz ein
ko € N existiert, so dass die Funktion m fiir jedes k > ko in D exakt eine einfache
Nullstelle besitzt. Folglich hat die Funktion ¢(z + A,,) fiir jedes solche k exakt eine
einfache Polstelle p;, in D. Somit erhalten wir schliefllich, dass ¢ fiir jedes k > kg eine
Polstelle erster Ordnung an (i := py + A,, hat. Wegen der Beschranktheit der Folge
{pk}r>k, und der Unbeschrénktheit der Folge {\,, }rsk, ist die Menge {(x : £ > ko}
abzahlbar, so dass die Behauptung folgt.

]

Mit diesem Lemma und Satz 2.3.9 folgt nun unmittelbar das folgende Ergebnis.

Satz 2.3.12. FEs existieren V-translationsuniverselle Funktionen, welche nicht trans-
lationsuniversell sind. Insbesondere gilt also WY # Ur.

Beweis. Nach Satz 2.3.9 existieren zu jeder unbeschrénkten Folge Funktionen, welche
V-translationsuniversell sind und keine Polstellen erster Ordnung besitzen. Diese Funk-
tionen konnen geméfs Lemma 2.3.11 nicht translationsuniversell sein.

]
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Bemerkung 2.3.13.

(i)

(i)

Die obigen Ergebnisse haben verdeutlicht, dass Translationsuniversalitdt in gewis-
ser Weise starkere Bedingungen an die Polstellen der universellen Funktionen stellt
als V-Translationsuniversalitit. Dies ldsst sich dadurch erkldren, dass wir mit ei-
ner V-translationsuniversellen Funktion ¢ stets Funktionen f € A(K) approxi-
mieren, wober K € V ist. Nach dem Satz von Vitushkin ist dies itm Wesentlichen
dquivalent dazu, auf K rationale Funktionen r mit Polen auflerhalb von K zu ap-
prozimieren. Aus diesem Grund muss das Verhalten von ¢ ,nahe der Polstellen®
nur bedingt mit dem Verhalten von r ,nahe der Polstellen tibereinstimmen. Wie
in den obigen FErgebnissen gezeigt, kann sich hierbei insbesondere die Ordnung der
Pole von ¢ von der Ordnung der Pole von r unterscheiden. So kann etwa die
Funktion + nach Satz 2.3.9 und Lemma 2.1.3 kompakt auf C\ {0} durch eine
V-translationsuniverselle Funktion approzimiert werden, welche keine einfachen
Pole hat.

Im Falle der Translationsuniversalitdt ist dies nicht mehr giltig. Da wir in diesem
Fall meromorphe Funktionen auf beliebigen Kompakta, und somit insbesondere auf
solchen, auf denen sie Polstellen haben, (sphdrisch) approzimieren, miissen die
Pole der approrimierenden universellen Funktion ¢ gewisse Bedingungen erfiillen.
So ist es etwa zur spharisch kompakten Approximation von i notwendig, dass ¢
einfache Polstellen besitzt.

FEine weitere interessante Folgerung aus Satz 2.3.12 ist, dass es eine Klasse me-
romorpher Funktionen gibt, welche in gewisser Weise zwischen den holomorphen
translationsuniversellen und den meromorphen translationsuniversellen Funktio-
nen liegt, dies ist die Klasse der Funktionen, welche V-translationsuniversell aber
nicht translationsuniversell sind. Diese erfiillen insbesondere die Approximations-
eigenschaft holomorpher translationsuniverseller Funktionen, das heif§t sie besitzen
die Eigenschaft, dass auf jedem K € M jede Funktion aus A(K) gleichmdf$ig durch
geeignete Translationen approzimiert werden kann. Da sie diese Eigenschaft sogar
fur alle K € 'V besitzen, sind diese Funktionen ,echt starker” als die holomorphen
translationsuniversellen Funktionen. Andererseits liegt die Folge der Translationen
nicht dicht in (M (C), p), so dass diese Funktionen gleichzeitig ,echt schwdcher
als meromorphe translationsuniverselle Funktionen sind.

In Satz 2.3.12 haben wir gesehen, dass die Menge UY\ Uz nicht leer ist. Unter Verwendung

von Lemma 2.2.1 kénnen wir noch leicht das folgende Ergebnis beweisen, welches eine

gewisse Aussage iiber die Groke der Menge U7 \ Uz macht.

Satz 2.3.14. Es sei f € M(C) eine meromorphe Funktion. Dann existiert eine Folge

meromorpher Funktionen ¢, so dass gilt:
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(i) Fiir jedes k € N gilt ¢, € UY\ Uy, das heifst die Funktionen ¢y, sind V-translations-
universell, aber nicht translationsuniversell.
(ii) Es gilt
or(2) — f(2) kompakt auf C\ Py (k — 00),

wobei Py die Menge der Polstellen von f bezeichnet.

Insbesondere existiert zu jeder ganzen Funktion f eine Folge meromorpher Funktionen
{o} in WY\ Uz, welche fiir k — oo kompakt auf C gegen f konvergiert.

Beweis. Es sei {\,} eine unbeschrénkte Folge komplexer Zahlen. Nach Satz 2.3.9 exis-
tiert dann eine meromorphe Funktion ¢, welche V-translationsuniversell beziiglich {\,, }
ist und keine Pole erster Ordnung besitzt. Gemif Lemma 2.3.11 gilt also ¢ € WY\ Uz
Fiir jedes n € N betrachten wir nun die meromorphe Funktion

gOn(Z) = ¢(Z + >‘n)7

welche nach Lemma 2.2.1 ebenfalls V-translationsuniversell ist. Zudem ist klar, dass
jedes ¢, ausschlieflich Pole der Ordnung > 2 besitzt, so dass ¢, € UY \ Uy fiir alle
n € N gilt.

Ist nun f € M(C) eine beliebige meromorphe Funktion, so existiert nach Lemma 2.1.3
eine Folge {n;} natiirlicher Zahlen mit

¢(z+ An,) — f(2) kompakt auf C\ P (k — o0).

Mit ¢i(z) := pn,(z) folgt die Behauptung.
[l

Bemerkung 2.3.15. Es ist klar, dass die Menge WY\ Up nicht residual in My (C)
sein kann. Dies folgt unmittelbar aus der Beobachtung, dass die Menge Uz, welche nach
Satz 2.1.7 residual ist, im Komplement von U} \ Ur enthalten ist.
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Kapitel 3

Streckungsuniverselle meromorphe
Funktionen

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit translationsuniversellen Funktionen beschéftigt,
also mit Funktionen, bei denen die Folge ihrer Translationen beziiglich einer unbe-
schrankten Folge universelle Approximationseigenschaften besitzt. Ausgangspunkt fiir
die folgenden Untersuchungen ist der bereits in Kapitel 1 erwéhnte Satz 1.3.4 von Zappa,
welcher die Existenz einer streckungsuniversellen ganzen Funktion beweist, d.h. einer
Funktion ¢ € H(C) mit der Eigenschaft, dass die Folge ihrer Streckungen beziiglich
einer unbeschrénkten Folge fiir jedes K € M mit 0 ¢ K dicht in A(K) ist. In diesem
Kapitel wird dieses Ergebnis auf meromorphe Funktionen erweitert und die Existenz
streckungsuniverseller meromorpher Funktionen bewiesen. Zudem werden wir einige Ei-
genschaften solcher Funktionen zusammenstellen. Es sei noch bemerkt, dass, im Gegen-
satz zu translationsuniversellen Funktionen, meromorphe streckungsuniverselle Funktio-
nen in der Literatur bisher nicht behandelt wurden.

3.1 Konstruktive und generische Existenzbeweise

In diesem Abschnitt werden wir die Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funk-
tionen nachweisen, wobei wir wieder sehen werden, dass hierzu verschiedene Beweistech-
niken verwendet werden kénnen. Zunéchst aber wollen wir in Analogie zu Definition 2.1.1
festhalten, was genau unter meromorphen streckungsuniversellen Funktionen zu verste-
hen ist.

Definition 3.1.1. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplexer Zahlen.

(i) Eine meromorphe Funktion ¢ € M(C) nennen wir V-streckungsuniversell (beziig-
lich der Folge {\,}), wenn zu jedem K € V mit 0 ¢ K und zu jedem f € A(K)
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(i)

eine Folge {ny} natirlicher Zahlen existiert, so dass gilt
&2 An,) — f(2)  gleichmifig auf K (k — 00).

Die Menge aller Funktionen, welche V-streckungsuniversell beziiglich der Folge
{\n} sind, bezeichnen wir mit UL ({\,}). Die Menge aller V-streckungsuniversellen
Funktionen bezeichnen wir mit UY.

FEine meromorphe Funktion ¢ € M(C) nennen wir streckungsuniversell (beziiglich
der Folge {\,}), wenn die Folge {¢(z\,) : n € N} dicht in (Mo (C*), p) ist, d.h.
wenn zu jedem f € My (C*) eine Folge {ny} natirlicher Zahlen ezistiert, so dass
qilt

&(zA\n,) — f(2)  sphirisch kompakt auf C* (k — o0).
Die Menge aller Funktionen, welche streckungsuniversell beziiglich der Folge {\,}

sind, bezeichnen wir mit Ug({\,}). Die Menge aller streckungsuniversellen Funk-
tionen bezeichnen wir mit Ug.

Wiederum ist klar, dass U¥({\,}) € U und Us({\.}) C Us gilt. Zudem existiert
zu jedem ¢ € UY (bzw. Ug) eine unbeschrinkte Folge {\,} mit ¢ € UL({\,}) (bzw.

Us({An}))-

3.1.1 Konstruktiver Ansatz

In unserem ersten Satz werden wir auf konstruktive Weise die Existenz V-streckungs-

universeller Funktionen nachweisen. Wir werden sogar sehen, dass die Menge UY. N UY

nicht leer ist, dass also Funktionen existieren, welche gleichzeitig V-translationsuniversell

und V-streckungsuniversell sind.

Satz 3.1.2. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann existiert eine

meromorphe Funktion ¢ € M(C) mit den folgenden Eigenschaften:

(i)
(i)

Die Funktion ¢ ist V-translationsuniversell beziglich {\,}.

Die Funktion ¢ ist V-streckungsuniversell beziglich {\,}.

Insbesondere gilt also WY NUY # 0.

Beweis. Zunéchst einmal betrachten wir fiir jedes k € N die folgenden Mengen

Dy :={z:|2| <k} und Fk::{z §]z|§k+1}.

| =
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Da die Folge {\,} unbeschrankt ist, konnen wir Teilfolgen {\,, } und {\,,, } so wéhlen,
dass fiir jedes k € N gilt

Al 48 < Dol 7 md ] (4 1) < Aoy | = (k4 1)
Setzen wir nun fiir k € N
A =Ny, + D und By := A\, Fi,
so gilt geméf unserer Wahl der Folgen {\,, } und {\,,, } fiir alle k € N
0 =A,NBy=AsNApp1 = By N Apyr = Ap N By = By N By,

das heifst die Mengen Aj und By sind alle paarweise disjunkt. Wir betrachten im Fol-
genden die in C abgeschlossene Menge E := |J;~, (A, U By) und bezeichnen mit {r;} wie
iblich eine Abzéhlung der in Definition 1.2.7 eingefiihrten Menge R. Weiter definieren
wir auf F die folgenden Funktionen

{rk(w—)\nk) fir w € Ay,

w) =
g( ) T‘k(ﬁ) fiir w € By,
1
e(w) = E fir w € Ak U Bk

Die Funktion g ist dann aus M (FE), weiter ist ¢ aus H(E) mit e(w) > 0. Nach Lem-
ma 1.2.10 existiert eine meromorphe Funktion ¢ € M (C) mit

lp(w) — g(w)| < e(w) fiir alle w € E.

Folglich erhalten wir fiir alle k € N

1
Hﬁx]qb(w) —rp(w — Ap,)| < % und
w
apr-n(G)| <1

woraus mit der Substitution z = w — A, bzw. z = -~ folgt
m

max |6z + Any,) — ri(2)| < % und (3.1)
1
max |6(2 Amy,) —16(2)] < T (3.2)

Es seien nun K ein Kompaktum aus V und f eine Funktion aus A(K'). Nach Lemma 1.2.8
existiert eine Folge natiirlicher Zahlen {k;} mit k; — oo fiir [ — oo und

1
m}z}x\f(z) —ry(2)] < 7 fiir jedes [ € N. (3.3)
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(i) Fiir [ hinreichend grofs gilt K C Dy, und es folgt mit (3.1) und (3.3)

m}&(xx gb(z + )\”kz) - f(Z)

< max ‘gb(z + Ay, ) = T (2)

+ x| (2) = /(2)

< max ‘¢(Z + )\nkl) - ,rkz(z)

+max|ry, () — £(2)]

Dy,
- 1+1
ke U

Also gilt maxg )gb(z + Any,) — f(z)‘ — 0 fiir [ — oo, woraus die erste Behauptung
folgt.

(ii) Falls 0 ¢ K ist, so gilt fiir [ hinreichend grof K C Fj, und es folgt mit (3.2) und
(3.3)

max[6(2 A, ) = £(2)] < max |$(z A, ) = i (=) + max i (2) = £(2)

< mae [0z A, ) — 1 ()| + max |, (2) = £(2)

Fy,
< 1 +1
kU

Also gilt maxg |¢(z )\mkl) — f (z)’ — 0 fiir [ — oo, woraus die zweite Behauptung
folgt und der Satz somit bewiesen ist.

]

Der obige Satz kléart also die Frage nach der Existenz meromorpher V-streckungsuniver-
seller Funktionen. Wir werden nun zeigen, dass fiir solche Funktionen eine dhnliche Aus-
sage gemacht werden kann, wie die, welche wir in Lemma 2.1.3 fiir V-translationsuniver-
selle Funktionen gemacht haben.

Lemma 3.1.3. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
folgende FEigenschaften einer Funktion ¢ € M(C) dquivalent:

(i) Die Funktion ¢ ist V-streckungsuniversell beziiglich der Folge {\,}.

(i1) Zu jeder Funktion f € M(C*) existiert eine Folge {ny} natirlicher Zahlen mit
d(zAny,) — f(2)  kompakt auf C*\ Py (k — 00),

wobei Py die Menge der Polstellen von f bezeichnet.
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Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich wie der zu Lemma 2.1.3. Wir zeigen zunéchst die
Implikation (#) = (i). Es sei dazu ¢ € M(C) mit der Eigenschaft (i), weiter seien K
ein Kompaktum aus V mit 0 ¢ K und f eine beliebige Funktion aus A(K’). Nach dem
Satz von Vitushkin existiert zu € > 0 eine rationale Funktion R mit Polen aufterhalb

von K, so dass gilt .
5.
Bezeichnen wir mit Pr die Menge der Polstellen von R, so gilt K C C*\ Pg und unter

max|R(2) - (2)] <

Verwendung der Eigenschaft (i) existiert ein ng € N mit
€
m}z{%x |¢(Z /\n0> - R(Z)| < 5
Da K € Vmit 0 ¢ K und f € A(K) beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung.
Zum Nachweis der umgekehrten Implikation betrachten wir ein beliebiges f € M (C*)
und bezeichnen mit Py der Menge der Polstellen von f. Fiir k € N setzen wir

1
Dy, {z k+1_]z|_k}

und bezeichnen mit zy, ..., 2;, die Pole von f in D). Weiter betrachten wir die Mengen
E® = z:|z—z-|<L =1,
1 1 k + 1 ) I ) )

und setzen schliefllich

Es folgt, dass das Kompaktum By, fiir jedes k € N aus V ist und 0 ¢ By, erfiillt, zudem
gilt Py N By, = (), und somit f € A(By). Nach Voraussetzung folgt also, dass zu jedem
(festen) k € N eine Folge {m§k)} natiirlicher Zahlen existiert, so dass gilt

p(z A w) — f(z) gleichméfkig auf By, (j — o0).

Insbesondere konnen wir zu jedem k € N ein my:) € N wahlen mit

1

max o(z )\mg:)) — f(2)| < T

Beachten wir nun, dass zu jedem Kompaktum H C C*\ P ein ky € N existiert, so dass
H C By, fiir alle k > kp ist, so erhalten wir schlieflich mit n; := mg-’:)

¢(z An,) — f(2) kompakt auf C*\ Py (k — 00),

und somit die Behauptung.
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Bemerkung 3.1.4. Auch hier wollen wir auf den Sonderfall eingehen, dass f € H(C*)
ist, und somit C*\ Py = C* gilt. In diesem Full folgt aus obigem Lemma, dass die Folge
{o(z A\n,)} fiir k — oo kompakt auf C* gegen f konvergiert.

Ist also {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ eine beziglich dieser

Folge V-streckungsuniverselle Funktion, so ezistiert zu jeder Funktion f € H(C*) eine
Folge {ny} in N mit

Oz An,) — f(2)  kompakt auf C*  (k — 00).

Man beachte hierbei, dass holomorphe streckungsuniverselle Funktionen diese Figen-
schaft nicht haben, was im Wesentlichen daran liegt, dass nicht jedes Kompaktum
H c C* in einem Kompaktum K € M mit 0 ¢ K enthalten ist.

3.1.2 Generischer Ansatz

Nachdem wir im vorigen Abschnitt auf konstruktive Weise die Existenz V-streckungs-
universeller Funktionen nachgewiesen haben, wollen wir nun zeigen, dass dies auch durch
einen generischen Beweis moglich ist. Der Vorteil hiervon wird wieder sein, dass wir
eine in (M4 (C), p) residuale Menge an universellen Funktionen erhalten, zudem werden
diese streckungsuniversell sein. Der Beweis benutzt wieder das Universalitatskriterium,
und wird &hnlich sein wie der entsprechende Beweis zu dem Satz iiber die Existenz
translationsuniverseller Funktionen.

Satz 3.1.5. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die Menge
Us({\n}) residual in (M (C), p), insbesondere gilt also Us({\,}) # 0.

Beweis. Wir setzen X = (My(C), p) und Y = (M, (C*), p). Nach den Ergebnissen aus
Abschnitt 1.2.2 ist X dann vollstdndig und Y separabel. Wir betrachten nun fiir jedes
n € N die Abbildung 7,, : X — Y mit T,,¢(2) := ¢(z A\,) und zeigen zunéchst, dass T,, fur
jedes n stetig ist. Es sei dazu n € N fest, und { f;} eine Folge in M (C) mit p(fx, f) — 0
fir £ — oo und ein f € M, (C). Ferner sei K C C* ein beliebiges Kompaktum und
K:=MK={w:w=M\,z22¢€ K} Wegen p(f, f) — 0 folgt aus Lemma 1.2.22

fe(w) — f(w) sphérisch gleichméRig auf K (k — 00),

w

= erhalten

woraus wir mit der Substitution z =
fr(zAn) — f(zA\n) sphérisch gleichméfig auf K (k — 00).

Da K C C* beliebig war, folgt die sphérisch kompakte Konvergenz von fi(z\,) =
T, fr(z) auf C* gegen f(z\,) = T,f(z), so dass mit Lemma 1.2.22 folgt
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Hieraus folgt die Stetigkeit von Tj,.

Nach Satz 2.1.6 bleibt die Transitivitét der Folge {7, } zu zeigen. Es seien dazu U eine
offene, nichtleere Teilmenge von M. (C), und V eine offene, nichtleere Teilmenge von
M, (C*), weiter seien f € U und g € V. Wir wihlen ein ¢ > 0, so dass U.(f) C U
und V.(g) C V gilt, wobei U.(f) und V.(g) die e-Umgebungen von f und g sind. Nach
Lemma 1.2.21 existiert nun eine abgeschlossene Kreisscheibe K7 C C, ein abgeschlossener
Kreisring Ky C C* und ein ¢ > 0, so dass fiir h € M (C) gilt

max d(f(z),h(z)) < ¢ impliziert p(f,h) < e, und somit h € U.(f) C U, sowie

max d(g(z),h(z)) < 6 impliziert p(g,h) < &, und somit h € V.(g) C V.

Da {)\,} unbeschrinkt ist, konnen wir ein ng € N wihlen, so dass K; N (\,, K3) = 0
gilt. Auf der kompakten Menge K; U (A, K2) definieren wir folgende Funktion

i) = { f(z) fur z € Ky,

g(ﬁ) fir z € A\, Ks.

Es folgt j € M(K1U(\,, K2)), so dass nach dem Satz von Runge eine rationale Funktion
r € My (C) existiert mit
maxd(f(z),7(z)) < und max d(g(—),r(z)) < 0.

K, )\no Ky

Durch die Substitution w = /\L erhalten wir hieraus
nQ

maxd(f(),7(2)) < 6 und - maxd(g(w), r(w ) = maxd(g(w), Togr(w) <0,

so dass schlieRlich folgt
reU und T,reV.

Folglich gilt T,,,(U) NV # (0, woraus mit dem Universalitdtskriterium (Satz 2.1.6) die
Behauptung folgt.
[

Somit ist auch die Frage nach der Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funk-
tionen geklért, zudem ist auch die Menge dieser Funktionen residual in M (C). Wie
im translationsuniversellen Fall konnen wir hieraus nun einige interessante Folgerungen
ziehen.

Korollar 3.1.6. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplezer Zahlen und G C C
ein Gebiet. Dann liegt die Folge {¢(z \,) : n € N} fir jedes ¢ € Us({\.}) dicht in
(Mo (G\{0}),p), d.-h. zu jedem f € My (G \ {0}) existiert eine Folge {ny} natirlicher
Zahlen mit

&z An,) — f(2)  sphirisch kompakt auf G\ {0} (k — 00).
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Beweis. Es seien G C C ein Gebiet, K C G \ {0} ein beliebiges Kompaktum und f eine
beliebige Funktion aus M (G \ {0}). Weiter sei ¢ eine beliebige Funktion aus Ug({\,}).
Nach dem Satz von Runge existiert eine Folge {rj} rationaler Funktionen mit

fir alle kK € N.

| =

max d(ri(2), f(2)) <

Da hierbei jedes rp € My (C*) ist, existiert nach Definition von Ug({\,}) zu jedem
k € N eine Folge {ngk)} in N mit

1
max d(d(z A ), 1%(2)) < 7 fiir alle j € N.

Schliefslich wihlen wir zu jedem k € N ein jr € N mit jx > jx_1, so dass die Folge {my}
(k)

mit my, :=n;’~ monoton wachsend ist und erhalten insgesamt fiir jedes k

M d(9( Ay ). £(2)) € max d(9(: D), ri(2)) + maxd(ru(2), (2) < = + .

Daher gilt maxg d(¢(z A\p,.), f(2)) — 0 fiir & — oo und somit die Behauptung.
[

Lemma 3.1.7. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplezer Zahlen. Dann gilt
Us({\n}) C UL({A,}). Insbesondere gilt also Ug C UY.

Beweis. Essei ¢ € Us({\,}) eine beliebige Funktion, wir zeigen, dass dann ¢ € UY({\,})
folgt. Nach Definition 3.1.1 existiert zu jeder Funktion f € M(C*) eine Folge {n;} na-
tiirlicher Zahlen mit

&(z An,) — f(z) sphérisch kompakt auf C* (k — o0).
Hieraus folgt wegen Satz 1.2.17 unmittelbar
d(zAn,) — f(2) kompakt auf C*\ Py (k — o0),

wobei Py die Menge der Polstellen von f bezeichnet. Da f € M(C*) beliebig war, ist
dies nach Lemma 3.1.3 dquivalent dazu, dass ¢ € UY({\,}) gilt.
O

Hieraus konnen wir nun unmittelbar folgern, dass auch die Menge der V-streckungs-
universellen Funktionen residual ist.

Satz 3.1.8. Es sei {\,} eine unbeschrankte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die Menge
UL, }) residual in (M (C), p).
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Beweis. Geméfs Satz 3.1.5 ist die Menge Ug({A\,}) residual in (M. (C),p). Da nach
Lemma 3.1.7 gilt Us({\,}) C U¥({\,}), folgt die Behauptung.
[

Somit ist nun bewiesen, dass sowohl die Menge der V-streckungsuniversellen, als auch die
Menge der streckungsuniversellen meromorphen Funktionen jeweils eine in (M (C), p)
residuale Menge darstellen. Da dies auch fiir die entsprechenden Mengen der V-trans-
lationsuniversellen und translationsuniversellen meromorphen Funktionen gezeigt wer-
den konnte, folgt leicht das folgende Ergebnis, welches im Wesentlichen alle bisherigen
Existenzaussagen enthalt.

Korollar 3.1.9. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
die Mengen UF({\.}) N UZ({A\.}) und Ur({\.}) N Us({\.}) residual in (M (C),p).
Insbesondere sind die Mengen Uy NUY und Up N Usg residual in (M (C), p).

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Residualitit der Mengen UY.({\,.}),
UL({An}), Ur({An}) und Us({\,}), sowie dem Satz von Baire.
[

3.2 Eigenschaften streckungsuniverseller Funktionen

Nachdem die Frage nach der Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funktionen
nun vollstandig geklért ist, wollen wir die Eigenschaften solcher Funktionen untersuchen.
Auch hier kénnen wir uns héufig auf V-streckungsuniverselle Funktionen beschranken,
da die entsprechenden Aussagen nach Lemma 3.1.7 dann auch fiir streckungsuniverselle
Funktionen gelten.

Zunéchst einmal zeigen wir, dass Streckungsuniversalitét beziiglich einer unbeschrankten
Folge {\,} unmittelbar die Universalitat beziiglich jeder Folge impliziert, welche durch
Streckung von {\,} hervorgeht. Wiederum beachte man, dass mit K auch die Menge
2K ={w:w=z22z2z2z¢cK}inV liegt.

Lemma 3.2.1. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und zy € C*
ein beliebiger Punkt.

(i) Ist ¢1 € UL({N,}) so gilt auch ¢1(- 20) € UL ({Mn}).
(i) Ist po € Us({An}) so gilt auch ¢o(- z9) € Us({An}).
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Beweis. Es seien K7 und Ky kompakte Teilmengen von C* mit K; € V, weiter seien
fi € A(Ky) und fy € Mo (C*). Wir setzen

N z
Ky :=2K; und ¢(2):= fl(z_>’

0

sowie ;
Ky =2 Ky und g¢o(2) := fg(z—)

0

Es folgt zunichst K; € V mit 0 ¢ Ky, und ¢y € A(f(l), so dass nach Voraussetzung zu
€ > 0ein N; € N existiert mit

max ¢y (w Ay, ) — g1 (w)] < e.

K

Mit der Substitution z = ;““—0 folgt hieraus
max |61(2 20 An,) — 91(2 20)| < €,
1

und somit wegen ¢;(z zo) = f1(z) die erste Behauptung.

Weiter existiert nach Voraussetzung zu € > 0 ein Ny € N mit

max d(¢a(w A, ), g2(w)) < e,
2
woraus auf die gleiche Weise mit der Substitution z = 2 wegen ga(z 20) = f2(z) die
zweite Behauptung folgt.
O

Bemerkung 3.2.2. Aus Lemma 3.2.1 ldsst sich eine interessante Folgerung ziehen. Ist
namlich ¢ € M(C) streckungsuniversell beziglich einer Folge, welche auf einer Geraden
v mit 0 € v liegt, so folgt unmittelbar, dass zu jeder Geraden I' mit 0 € I" eine Folge auf
dieser Geraden existiert, beziiglich der ¢ ebenfalls streckungsuniversell ist.

Analog zum translationsuniversellen Fall werden wir nun zeigen, dass die Streckungs-
universalitidt einer Funktion ¢ sich gewissermafen auf é iibertrégt.

Lemma 3.2.3. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplezer Zahlen, weiter seien
¢1 € UX({\n}) und o € Us({\,}). Dann gilt:
(1) Zu jedem K €V mit 0 ¢ K und zu jedem f € A(K) mit f(z) # 0 auf K ezistiert
eine Folge {ny} natirlicher Zahlen, so dass gilt
1

Geay () gleichmaig auf K (k — oo).
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(i) Es gilt 5 € Us({\n}).
Beweis. Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 2.2.2. Die Funktion g(z) :=
ﬁ ist aus A(K) mit m, := ming |g(z)] > 0. Ist ¢ > 0 gegeben, so existiert nach
Voraussetzung zu ¢ := min {%, € WTE} ein ny € N mit

max |61(2 Any) — g(2)] < 0,

woraus wir mit der gleichen Argumentation wie in Lemma 2.2.2 erhalten

1 1

$1(2 M) 9(2)

Hieraus folgt wegen é = f die Behauptung.

max
K

<eE.

Ist K C C* ein beliebiges Kompaktum und f eine Funktion aus M. (C*), so ist die
Funktion g := % ebenfalls aus M (C*), so dass wegen ¢ € Ug({\,}) eine Folge natiir-
licher Zahlen {n;} existiert mit

max d(¢2(z Any), 9(2)) = 0 (k — 00).

Wegen d(z1, 22) = d(%, %) folgt hieraus
axd ( ! ! > 0 (k— o)
max , — — ,
K ¢2(2 /\nk> g(Z)

und somit wegen é = f die Behauptung.
O

Im néchsten Lemma werden wir sehen, dass auch Streckungsuniversalitdt nicht auf Ab-
leitungen tibertragbar ist.

Lemma 3.2.4. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplezer Zahlen und ¢ € UY({\,})
eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann ist die Funktion ¢' nicht V-streckungs-
universell.

Beweis. Der Beweis verlauft dhnlich wie der entsprechende Teil im Beweis von Lem-
ma 2.2.3. Wir setzen K := {z : |z| = 1} und betrachten die Funktion f(z) := 2.
Offenbar gilt dann K € V mit 0 ¢ K und f € A(K). Nehmen wir nun an, die meromor-
phe Funktion ¢’ wire V-streckungsuniversell, so erhalten wir die Existenz einer Folge

{ny} natiirlicher Zahlen mit

1
(2 ) — f(2) = ; gleichméRig auf K (k — o0).
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Aufgrund der gleichméfigen Konvergenz folgt hieraus

/¢/(Z)\nk)dz—> / %dz:%m' (k — o00).

|z|=1 |z|=1

Nach dem Residuensatz ist das linke Integral hierbei fiir jedes k£ gleich dem 2mi-fachen
der Summe der Residuen von ¢'(z A, ) an den Polstellen in {|z| < 1}. Da ¢'(z A,,,) fur
jedes k die Ableitung der meromorphen Funktion ¢y (z) := ﬁ (2 \y,) darstellt, sind
alle Residuen von ¢'(z A, ) gleich 0, so dass der Wert dieses Integrals fiir jedes k gleich
0 ist und wir einen Widerspruch erhalten

]

Bemerkung 3.2.5. Wie vm Fall der V-Translationsuniversalitit, konnen wir auch hier
folgern, dass bei V-streckungsuniversellen Funktionen nicht alle Residuen gleich O sein
konnen, so dass auch diese Funktionen in C keine Stammfunktionen besitzen.

In Satz 2.2.7 haben wir gesehen, dass die Folge der Translationen bei V-translations-
universellen Funktionen in gewisser Weise eine universelle Verteilung von Héufungs-
punkten besitzt. Zudem wurde deutlich, dass dies fiir jede Funktionenfolge { f,} gilt, fiir
welche zu jedem K € M und zu jedem f € A(K) eine Folge {nj} natiirlicher Zahlen
existiert, so dass {f,,} auf K gleichméfig gegen f konvergiert. Nun ist nicht klar, ob
ein entsprechendes Ergebnis auch im streckungsuniversellen Fall gilt, da (sowohl holo-
morphe als auch meromorphe) streckungsuniverselle Funktionen nicht die Eigenschaft
besitzen, auf jedem K € M jedes f € A(K) gleichméfig durch Streckungen approxi-
mieren zu konnen, sondern lediglich auf Kompakta K € M, welche den Nullpunkt nicht
enthalten. Wir wollen nun zeigen, dass das Ergebnis durch eine Modifikation des Be-
weises von Satz 2.2.7 dennoch zumindest auf den meromorphen Fall iibertragen werden
kann. Zunéchst beweisen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.2.6. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplezer Zahlen und ¢ € UY({\,})
eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann nimmt ¢ jedes w € C an abzdhlbar vielen
Stellen als Funktionswert an.

Beweis. Wir setzen D := {z : |z — 1| < 3} und betrachten zunéchst den Fall w € C. Die
Funktion f(z) := 2z — 1+ w ist aus A(D), so dass wegen D € M und 0 ¢ D eine Folge
{ny} natiirlicher Zahlen existiert mit

d(zAn,) = 2 —1+w gleichmékig auf D (k — 00),
und somit auch

¢z An,) —w — z—1 gleichméafkig auf D (k — 00).
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Nach dem Satz von Hurwitz existiert dann ein ky € N und eine Folge {(;} mit ¢, — 1
fir k£ — oo, so dass fiir jedes k > ko gilt ¢(Cp \p,) = w. Wegen ¢ — 1 und der
Unbeschrénktheit der Folge {\,, } ist die Menge {(j Ay, : & > ko} abzéhlbar, so dass die
Behauptung folgt.

Im Fall w = oo betrachten wir die Funktion g(z) := ﬁ Wir beachten, dass wegen
OD ={z:|z—1] =3} € Vmit 0 ¢ 9D und g € A(dD) eine Folge {my,} natiirlicher
Zahlen existiert mit

1
&z Amy,) — P gleichméfig auf 0D (k — 00),

und somit auch

z—1

/</5(Z)\mk)d2—>/ ! dz =2mi  (k — 00).
oD oD

Folglich existiert ein ky € N, so dass die Summe der Residuen von ¢(z A, ) an den
Polstellen in {z : |z — 1| < 3} fiir jedes k& > ko ungleich 0 ist. Insbesondere muss zu
jedem k > ko (mindestens) ein ¢, € {2 : |z — 1| < 1} existieren, so dass ¢((x Am,) = 00
gilt. Da die Menge {(j A\, : kK > ko} wegen der Unbeschranktheit von {\,,, } abzdhlbar
ist, folgt die Behauptung.

[

Satz 3.2.7. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ € UZ({\,})
eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann existiert zu jedem w € C und zu jeder
abgeschlossenen Menge E C C mit 0 € E eine Folge {ny} natiirlicher Zahlen mit

Hy,({é(z\n,) : k€N})=E.

Beweis. Es sei E C C eine abgeschlossene Menge mit 0 € £ und £ # {0}. Wir werden
zu w € C eine streng monoton wachsende Folge {n;} natiirlicher Zahlen konstruieren,
so dass H,,({¢(z A\, ) : k € N}) = E gilt. Dazu setzen wir n; := 1 und nechmen an, dass
fiir ein k£ > 2 die Zahlen nq, ..., ng_q bereits bekannt sind. Wir betrachten die Menge

1
Dk::{z:ESMSk},

welche offenbar ein Kompaktum aus V mit 0 ¢ Dy, ist, und ENDy, # ( fiir alle hinreichend
grofen k erfiillt. Wir iiberdecken die kompakte Menge E'N Dy mit einer endlichen Anzahl
offener Kreise Uy, . .., Uy, mit Radius m, so dass Ug; N (E N Dy) # 0 fiir alle j =
1,..., v gilt, und wéhlen paarweise verschiedene Punkte z;; € Uyj, wobei j = 1,..., v;.

(i) Wir betrachten nun zunéchst den Fall w € C. Wir definieren die Funktionen

Uk

Py(z) :== H(z — Zkj) und  pr(z) = Pe(2) + w,

J=1
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diese sind offensichtlich Polynome, welche in C exakt die Punkte 21, ..., 2k, als Null-
bzw. als w-Stellen haben. Nach Konstruktion sind diese Punkte alle im Inneren der Men-
ge Dy enthalten. Wegen 0 ¢ Dy € Vund p, € A(Dy1), existiert nach Voraussetzung
eine Folge {m,;} natiirlicher Zahlen mit

©(z Am,) — pr(2)  gleichméfig auf Dy (I — 00),
und somit auch
©(zAm,) —w — Pp(z) gleichmékig auf Dy (I — o0).

Wir setzen

. : 1
ou=min{, g, Jo = 2l oy
¥

Aus dem Satz von Hurwitz und einer allgemeinen Version des Satzes von Rouché (siche
etwa Rudin [52], S.229, Aufgabe 24) folgt, dass ein [y € N existiert, so dass fiir jedes
[ > [y die Funktion ¢(zA.,) in Dj41 an exakt v, Punkten Q,gll), e C,gi)k eine w-Stelle
besitzt, fiir welche gilt

l €k
Rlj — C]g]) < 5

max
7j=1,...v
Schlieflich wéhlen wir ein festes {(k) > lp mit myu) > nk—1 und setzen ny = myy). Auf

diese Weise erhalten wir unsere Folge {ny}.

Nun ist zunéchst einmal klar, dass 0 € H,({¢(z Ay, ) : k € N}) gilt. Wére dies ndmlich
nicht der Fall, so wiirde ein ¢ > 0 und ein ko € N existieren, so dass die Funktion ¢(z A, )
fir jedes k > ko keine w-Stelle in U.(0) = {z : |z| < ¢} hat. Aus der Unbeschranktheit
der Folge {\,, } wiirde dann folgen, dass ¢(z) in C keine w-Stelle hétte, was offenbar ein
Widerspruch zu Lemma 3.2.6 ist. (Somit ist auch klar, dass die Aussage des Satzes auch
im Fall £ = {0} giiltig ist).

Es sei nun zp € F \ {0} ein beliebiger Punkt und Us(zo) = {z : |z — 20| < I} sei
die §-Umgebung von zy. Geméf obiger Konstruktion der Folge {n;} hat die Funktion
(2 Ay, ) fiir jedes k > |z| eine w-Stelle in Umg?k(zo) C Uk(k1+1)
dass der Punkt z ein w-Stellenhdufungspunkt der Folge {¢(z Ay, ) : k € N} ist, und da
2o € E'\ {0} beliebig war, erhalten wir nun insgesamt

(20). Hieraus folgt,

E C Hy({¢(z \,,) : k € N}). (3.4)

Ist nun z; € E° ein beliebiger Punkt und ¢ := w > 0, so gilt wiederum nach

Konstruktion von {ny}, dass ¢(z Ay, ) fiir jedes k > max{3, |z |} keine w-Stelle in Us(z;)
hat. Somit ist z; kein w-Stellenhdufungspunkt der Folge {¢(z A,,) : k£ € N}, und wir
erhalten

E D> H,({p(z\,) : k € N}). (3.5)
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Aus (3.4) und (3.5) folgt jetzt die Behauptung im Fall w € C.

(ii) Zum Nachweis der Aussage im Fall w = oo betrachten wir die rationale Funktion
Ri(2) := Z;’“ = , die in C exakt die Punkte 241, .., 2k, als Polstellen hat, welche
nach Konstruktion alle im Inneren von Dy enthalten sind. Wir setzen wieder

. 1
€p := min< min |zx; — 2k, ———= 7,
k {1<z]<vk ‘ k kj‘ ]{)(/{) + 1) }
i#]
und definieren fiir j = 1,..., v} die folgenden Mengen

£
Bf::{z:]z—zkj|<zk},

welche offenbar Bf N B} = () fiir j # i erfiillen, zudem beachte man, dass B} C Dy
fir j = 1,..., vy gilt. Schlieklich setzen wir Cy := D1 \ U;”;l B]’-“. Es folgt %, € V mit
0 ¢ C und Ry € A(Cy), so dass nach Voraussetzung eine Folge {m;} natiirlicher Zahlen
existiert mit

&(2 Am,) — Ri(2) gleichmébig auf Cy (I — 00).

Insbesondere erhalten wir fiir jedes (feste) j € {1,... v}
. v k €k
(2 Am,) — Ri(z) gleichmibig auf 0B = {z Dz — ag] = Z} (I — 00),
und somit auch

1
/gbz)\ml dz—>/Rk )dz = E /z—zk /z—zk~:2ﬂi (I = ).
P j

aBk aBk aBk B;?

Hieraus folgt, dass zu jedem j € {1,...,v;} ein |; € N existiert, so dass ¢(z \,,) fiir
jedes [ > I; eine Polstelle in {z : |z — z,;| < 5} hat. Folglich existiert ein [y € N, so dass
¢(z Am,) fiir jedes [ > lo und fiir jedes j € {1,..., vz} (mindestens) eine Polstelle in BY,
und keine Polstelle in C, hat. Schlieslich wahlen wir ein festes I(k) > o mit my) > ng—1
und setzen ny 1= my,. Auf diese Weise erhalten wir unsere Folge {n;}. Der Nachweis,
dass fiir diese Folge Hoo({0(2 A\, ) : k € N}) = E gilt, erfolgt auf analoge Weise wie im
Fall w € C.

0

Hiermit konnen wir dhnlich wie im translationsuniversellen Fall das folgende Korollar
beweisen. Da der Beweis nahezu identisch mit dem Beweis von Korollar 2.2.10 ist, werden
wir an dieser Stelle darauf verzichten.

Korollar 3.2.8. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ €
UL({\n}) eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann gilt:
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(i) Es ist Hy({¢(z \,) : n € N}) = C fiir alle w € C.
(i1) Fir jedes zo € C* liegt die Menge {¢(z0 A\n) : n € N} dicht in C.

(11i) Fiir jedes zy € C und jedes € > 0 gilt

J{é(z ) : 2 € Uslz0)} = C.

Vergleicht man die obigen Ergebnisse mit den entsprechenden Resultaten aus Kapitel 2.2,
so sieht man, dass streckungsuniverselle Funktionen &hnliche Eigenschaften in Bezug auf
die Werteverteilung besitzen wie translationsuniverselle Funktionen.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir uns mit dem Verhalten streckungsuniverseller
Funktionen entlang unbeschrinkter Kurven beschéftigen. Wir werden sehen, dass diese
Funktionen sich hierbei erheblich von translationsuniversellen Funktionen unterscheiden.
Zunachst aber benotigen wir folgende Definition, welche auch im néchsten Kapitel von
grofer Bedeutung sein wird.

Definition 3.2.9. Es sei g : [0,1) — C eine stetige Funktion mit lim,_,- g(t) = oco.
Dann nennen wir v :={z: z = g(t) fir eint € [0,1)} eine unbeschrankte Kurve.

Eine unbeschrinkte Kurve v ist somit eine ,Kurve“ in C, so dass eine Folge {z,} kom-
plexer Zahlen auf v (d.h. z, € v fiir alle n € N) mit lim,,_., 2, = oo existiert. Wir
werden nun beweisen, dass V-streckungsuniverselle meromorphe Funktionen die Eigen-
schaft haben, auf jeder unbeschrinkten Kurve jedem Wert beliebig nahe zu kommen.

Satz 3.2.10. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ € UY({\,})
eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann existiert zu jeder unbeschrinkten Kurve -y
und zu jedem a € C eine Folge {zx} auf v mit z — 0o, so dass gilt

¢(z) = a  (k— o0).

Insbesondere liegt das Bild jeder unbeschrinkten Kurve unter der Abbildung ¢ dicht in C.

Beweis. Es sei v eine beliebige unbeschrankte Kurve und a € C ein fester Wert. Wir
setzen

K:={z:|z|=1} und f(2)=a.

Offenbar gilt dann K € V mit 0 ¢ K und f € A(K), so dass nach Voraussetzung eine
Folge {n;} natiirlicher Zahlen existiert, so dass fiir jedes k € N gilt

1
max [6(z M) — F(2)] = max|6(z A,) — a] < 7.
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Mit der Substitution w = z A,,, erhalten wir hieraus fiir jedes £ € N

max  |¢(w) — af < —.
{wl=|Any |} k
Da die Kurve 7 nach Voraussetzung unbeschrankt ist, existiert ein ky € N mit
yNA{z:|z] = | M|} # 0 fiir jedes k > ko. Zu jedem solchen k wihlen wir nun einen
Punkt z;, € (yN{z : 2| = [An,|}) und erhalten auf diese Weise eine Folge {21}, ,, auf
v mit z; — o0o. Weiter gilt fiir jedes k& > ko

1
|p(21) —al < max  |p(w) —a| < 7,
{lwl=|Any |} k

und somit ¢(z;) — a fiir k — oc.

Aus diesem Satz folgt noch unmittelbar das folgende Ergebnis.

Korollar 3.2.11. Es sei {\,} eine unbeschrinkte Folge komplexer Zahlen und ¢ €
UL({\.}) eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann ist ¢ auf jeder unbeschrinkten
Kurve v unbeschrankt.

Beweis. Wir nehmen an, es existiere eine unbeschrankte Kurve v, auf welcher ¢ be-
schrankt ist, das heiftt es gibt ein M € N mit

lo(z)] < M fiir alle z € 7. (3.6)
Nach Satz 3.2.10 existiert zu M + 1 eine Folge {z;} auf  mit
d(zx) = M+1 (k— o0),

woraus wir unmittelbar einen Widerspruch zu (3.6) erhalten.

Bemerkung 3.2.12.

(i) Da die Menge der V-streckungsuniversellen meromorphen Funktionen residual in
(M (C), p) ist, folgt aus obigem Satz, dass dies ebenfalls fiir die Menge der mero-
morphen Funktionen gilt, welche auf jeder unbeschrinkten Kurve jedem Wert belie-
big nahe kommen. Aus der Residualitit der Menge der V-translationsuniversellen
Funktionen und dem Satz von Baire folgt dann wiederum, dass auch die Menge der
Funktionen, welche V-translationsuniversell und gleichzeitig auf jeder unbeschrdnk-
ten Kurve jedem Wert beliebig nahe kommen, residual in My (C) ist. Dennoch
gelten die obigen Ergebnisse nicht fir alle V-translationsuniversellen Funktionen,
da man leicht zeigen kann, dass V-translationsuniverselle Funktionen konstruiert
werden konnen, welche auf gewissen unbeschrinkten Kurven beschrdnkt sind, und
somit insbesondere nicht die Eigenschaft aus Satz 3.2.10 erfiillen konnen.
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(ii) Weiter sei bemerkt, dass das obige Ergebnis auch einen Unterschied zu holomor-
phen streckungsuniversellen Funktionen aufweist. Vogt [57] hat ndmlich gezeigt,
dass zwar einerseits zu jeder unbeschrinkten Folge {\,} eine in H(C) residua-
le Menge an holomorphen streckungsuniversellen Funktionen existiert, welche auf
jeder unbeschrinkten Kurve unbeschrdnkt sind, andererseits konnte er aber auch
zeigen, dass stets eine beziiglich {\,} streckungsuniverselle Funktion existiert, wel-

che auf einer unbeschrankten Kurve v beschrdankt ist. Gemdfl obigem Satz ist dies
im meromorphen Fall nicht moglich.
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Kapitel 4

Universelle Eigenschaften entlang
beliebiger Kurven

Die Funktionen die wir bisher behandelt haben, haben stets die Eigenschaft, dass sie
beziiglich einer vorgegebenen unbeschrénkten Folge gewisse Universalitatseigenschaften
besitzen. In diesem Kapitel werden wir uns mit meromorphen Funktionen beschéaftigen,
welche beziiglich ,sehr vieler unbeschrankter Folgen universell sind. Im Wesentlichen
werden wir Funktionen konstruieren, so dass zu jeder unbeschrankten Kurve eine Folge
auf dieser Kurve existiert, entlang welcher die Funktionen gewisse universelle Eigenschaf-

ten besitzen.

4.1 Universelle Approximation von Konstanten
entlang beliebiger Kurven

In diesem Abschnitt beweisen wir die Existenz meromorpher Funktionen, welche entlang
beliebiger unbeschrinkter Kurven universelle Approximationseigenschaften haben. Da
wir solche Funktionen auch in Gebieten betrachten werden, miissen wir zunéchst einmal
den bereits in Definition 3.2.9 eingefiithrten Begriff einer in C unbeschrankten Kurve auf
allgemeine Gebiete erweitern, das gleiche gilt fiir den Begriff der unbeschrankten Folge.
Zudem werden wir erkldren, was wir unter strikt unbeschrinkten Kurven und Folgen

verstehen.

Definition 4.1.1. Es sei G C C ein Gebiet, weiter seien {\,} eine Folge in G und
g:[0,1) — G eine stetige Abbildung.

(i) Falls zu jedem Kompaktum K C G eine Teilfolge {n;} der natirlichen Zahlen
ezistiert, so dass \,, € G\ K fiir jedes k € N gilt, so nennen wir {\,} eine (in
G) unbeschrankte Folge.
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(ii) Falls zu jedem Kompaktum K C G ein ng € N existiert, so dass A\, € G\ K fiir
jedes n > ng gilt, so nennen wir {\,} eine (in G) strikt unbeschrinkte Folge.

(111) Falls zu jedem Kompaktum K C G eine Folge {u,} in [0,1) mit u,, — 1 existiert, so
dass g(u,) € G\ K fir allen € N gilt, so nennen wir~y :={z:z = g(u),u € [0,1)}
eine (in G) unbeschrankte Kurve.

() Falls zu jedem Kompaktum K C G ein ugx € [0, 1) ezistiert, so dass g(u) € G\ K
fir jedes u € [0,1) mit u > ug gilt, so nennen wir v :={z: z = g(u),u € [0,1)}
eine (in G) strikt unbeschrankte Kurve.

Offenbar ist jede strikt unbeschriankte Folge (bzw. Kurve) auch unbeschriankt. Zudem
beachte man, dass diese Definition im Fall G = C mit der in Kapitel 3 gegebenen
Definition 3.2.9 einer unbeschrankten Kurve tibereinstimmt. Bevor wir zu unserem ersten
Ergebnis kommen, fiihren wir zur Vereinfachung noch folgende Menge ein, auf welche
wir in den Beweisen dieses Kapitels zuriickgreifen werden.

Definition 4.1.2. Es sei {a;} eine Abzdhlung aller komplexen Zahlen, welche rationalen
Real- und Imagindrteil haben. Firl € N und j € Ny setzen wir p;;(z) = %zj und
bezeichnen mit Q die Menge all dieser Funktionen.

Offensichtlich ist die Menge Q abzéhlbar mit Q C P. Zudem sieht man leicht, dass bei
festem [ fir jedes j € Ny gilt pz(,Jj)(Z) = a.

In unserem ersten Satz werden wir nun eine meromorphe Funktion konstruieren, wel-
che in gewisser Weise ,entlang jeder unbeschriankten Kurve kompakt in C gegen jede
Konstante konvergiert®.

Satz 4.1.3. FEs existiert eine meromorphe Funktion ¢ € M(C) mit der folgenden Eigen-
schaft:

Zu jeder unbeschrinkten Kurve y existiert eine strikt unbeschrinkte Folge {z,} aufy, so
dass gilt:

Zu jedem j € Ny, zu jedem a € C und zu jedem Kompaktum K C C existiert eine Folge
{nx} natiirlicher Zahlen mit

0V (2 + 20,) — a  gleichmipig auf K (k — co).

Beweis. Wir betrachten fiir jedes n € N die folgende Menge

D, :={z:n* < |z| <n?®+2n}.
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Weiter sei {¢, } eine Abzéhlung der in Definition 4.1.2 eingefithrten Menge Q, in welcher
jedes g, unendlich oft vorkommt. Auf der in C abgeschlossenen Menge E := J~, D,
definieren wir folgende Funktionen

Die Funktion ¢ liegt dann in H(F), weiter ist auch € aus H(F) mit ¢(z) > 0. Nach
Lemma 1.2.10 existiert eine Funktion ¢ € M(C) N H(E) mit

lg(2) — o(2)| < €(z) fiir alle z € E.

Folglich gilt fiir jedes n € N

max[g,(2) — 9(2)] < - (1.1

Es sei nun eine beliebige unbeschrankte Kurve v gegeben. Dann existiert ein n, € N, so
dass y N D,, # 0 fur jedes n > n, gilt. Zu jedem n > n., wéhlen wir ein z, € (yN D,),
so dass gilt

3
H, = {z:|z—zn]§£}CDn,

was etwa fiir z, € v mit |z,|] = n? + n erfiillt ist, wobei n > n, ist. Auf diese Weise
erhalten wir eine Folge {2, }72, ,; auf v, welche wegen 2, € D, fiir alle n > n, offenbar
strikt unbeschrankt ist. Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem j € Ny, jedem a € C und zu
jedem Kompaktum K C C eine Teilfolge von {z,} mit den gewiinschten Eigenschaften
existiert.

Dazu betrachten wir fiir jedes n > n, die folgende Menge

Kn::{z:|z—zn|gﬁ},
2

welche offenbar K,, C H; mit dist(0K,,0H,) = 7§ erfiillt. Daher ist fiir jedes ¢ € K,

die Menge {2 : |z — (| < §} in H, enthalten. Aus (4.1) folgt fiir alle n > n,

max gn(2) = 0(2)| < (42

Es sei nun {@;} eine Abziahlung aller komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imagi-

néarteil, weiter sei j € Ny beliebig. Nach Deﬁnition' der Menge Q existiert dann eine Folge

{n;} natiirlicher Zahlen mit n; — oo, so dass q,(fl)(z) = q fiir jedes [ € N gilt. Weiter

gibt es ein [y € N, so dass n; > n., fiir jedes [ > [, gilt. Aus (4.2) folgt fiir jedes solche {
1

max |¢,, (2) — ¢(2)] < —. (4.3)

Hnl nl
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Esseinunein ! > Iy und ¢ € K, ein beliebiger Punkt. Dann ist die Funktion ¢, (2) —¢(z)
holomorph in {z: |z — {| < 7'} und wegen {z : |z — (| < 7} C H,, folgt aus (4.3)

1
max = |gn(2) = ¢(2)] < —,
(== n

so dass wir schliefslich mit der Cauchyschen Ungleichung erhalten

| . ‘ (4 1 L1
(0 = 090 == 82O <3t (3 ) 2 = eli) 7
1
Da dies fiir alle ¢ € K, gilt, folgt insgesamt fiir [ > [y
, 1
AG)) A
Bl = oP G <0

Mit der Substitution w = z — z,,, ergibt sich somit fiir jedes [ > [

1

. 1
() ;

max |a; — ¢V (w+ 2p,)| < c(j) —-
{w:\w\s%}} | n ™t

(4.4)

Ist nun ein beliebiges a € C gegeben, so existiert nach Definition der Folge {a;} eine
Folge {l;} natiirlicher Zahlen mit [, — oo fiir kK — oo und

1
la;, —a| < z fiir alle £ € N. (4.5)
Dabei existiert ein ky € N, so dass I > lp und somit n;, > n, fiir jedes k > ko gilt.
Folglich ist {zn, }72,.1 eine Teilfolge von {z,}72, ..

Ist schlieklich K C C ein beliebiges Kompaktum, so existiert ein cx € N, so dass
K C {z:|z] < "} fiir jedes k > cx gilt. Wegen (4.4) und (4.5) erhalten wir schlieflich
fir jedes k > max{ko, cx}

max [60)(z + 2, ) — a| < max |69 (z + z,,) - ar,| + oy, —
. 1
< max |60+ ) -+
{z21< " }
1 1
< ] - —.

Hieraus folgt maxy ‘qﬁ(j)(z + ank) — a‘ — 0 fiir & — o0, und somit die gleichméfige
Konvergenz auf K. Hierbei ist {2, }32 . c(xo cxcy1 €ine Teilfolge von {z,}72, ., wobei
{zn}zo:nw +1 nach Konstruktion eine Folge auf der Kurve v ist. Da j € Ny, a € C und das

Kompaktum K C C beliebig waren, ist der Satz bewiesen.
O
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Die obige Funktion ¢ hat die Eigenschaft, dass zu jeder unbeschréankten Kurve eine Folge
auf dieser Kurve existiert, beziiglich welcher ¢ eine gewisse Art von Translationsuniver-
salitdt besitzt, da jede Konstante auf jedem Kompaktum gleichméfig durch geeignete
Translationen beziiglich dieser Folge approximiert werden kann. Man kann fragen, ob
auch stiarkere Universalitdatseigenschaften entlang beliebiger Kurven moglich sind, und
ob auch nichtkonstante Funktionen auf gewissen Kompakta approximiert werden kon-
nen. Wir werden zunéachst leicht zeigen, dass dies zumindest im holomorphen Fall nicht
moglich ist, spater werden wir sehen, dass auch keine anderen Funktionen entlang je-
der unbeschrankten Kurve translationsuniversell im Sinne von Satz 1.3.2 sein koénnen.
Zunéchst einmal fithren wir den Begriff des asymptotischen Werts einer Funktion ein,
welchen wir auch im néchsten Abschnitt benotigen werden.

Definition 4.1.4. Es sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion. Ein Wert a € C hefst
asymptotischer Wert von ¢, falls eine strikt unbeschrankte Kurve ~y existiert mat
lim ¢(z) = a.

Z— 00
zey

Weiterhin benétigen wir das folgende klassische Ergebnis, welches auf Iversen [26] zu-
riickgeht, zum Beweis siehe etwa Goldberg und Ostrovskii [19], S. 171-172.

Satz 4.1.5 (Iversen, 1914). Es sei ¢ € M(C) eine transzendente meromorphe Funk-
tion. Ist der Wert a € C ein Picardscher Ausnahmewert von @, d.h. ist die Anzahl der
a-Stellen von ¢ in C endlich, so ist a ein asymptotischer Wert von ¢. Insbesondere besitzt
jede nichtkonstante ganze Funktion den Wert oo als asymptotischen Wert.

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass zumindest keine ganze Funktion entlang jeder un-
beschréankten Kurve translationsuniversell sein kann.

Korollar 4.1.6. Es gibt keine ganze Funktion ¢ mit der folgenden Figenschaft:
Zu jeder strikt unbeschrinkten Kurve vy, zu jedem K € M und zu jedem f € A(K)
existiert eine Folge {z,} auf~y mit

o(z 4 zn) — f(2) gleichmafig auf K (n — o0).

Beweis. Nach dem Satz von Iversen existiert zu jeder (nichtkonstanten) ganzen Funktion
© eine strikt unbeschriankte Kurve v mit

lim ¢(z) = oc.
zey

Offenbar kann ¢ entlang dieser Kurve nicht die gewiinschte Eigenschaft besitzen.
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Bemerkung 4.1.7. Obwohl das obige Korollar besagt, dass keine ganze Funktion entlang
jeder (strikt) unbeschrinkten Kurve translationsuniversell sein kann, konnten sowohl
Tenthoff [55] als auch Costakis und Sambarino [10] zeigen, dass ganze Funktionen ¢
existieren, so dass zu jeder Geraden vy, zu jedem K € M und zu jedem f € A(K) eine
Folge {z,} auf v existiert, so dass {p(z + z,)} auf K gleichmdf$ig gegen f konvergiert.
Mayenberger [44] zeigte ein entsprechendes Ergebnis fiir gewisse andere iiberabzihlbare
Famalien unbeschrinkter Kurven.

Im folgenden Ergebnis werden wir Korollar 4.1.6 verschéirfen und zeigen, dass keine
Funktion mit der Eigenschaft existiert, entlang jeder unbeschriankten Kurve translations-
universell zu sein.

Satz 4.1.8. Es gibt keine Funktion ¢ : C — C mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder strikt unbeschrinkten Kurve vy, zu jedem K € M und zu jedem f € A(K)
existiert eine Folge {z,} auf vy mit

&z + zn) — f(2)  gleichmdfig auf K (n — o).

Beweis. Wir nehmen an, ¢ wire eine solche Funktion und setzen
yi={reR: x>0}, K:=D={z:]z/<1} uwnd f(z):==z
Weiter sei 0 < € < 1 gegeben. Nach Voraussetzung gilt dann
M= {z €y max|o(z +2) ~ 2 < 5} #0.
Wir betrachten nun die folgende Menge
I'={z:z¢€y,dist(z, M) > e} U{z:dist(z, M) = g,Im(z) > 0}.

Es folgt, dass I' eine strikt unbeschrinkte Kurve ist, welche I' N M = () erfiillt. Geméaf
Voraussetzung existiert also eine Folge {(,} auf I' mit

¢(z+ ¢,) — 2 gleichmifig auf D (n — o00),
insbesondere existiert ein {y, € I' mit

max |¢(z + o) — 2| < 3. (4.6)
D

Nach Konstruktion muss hierbei {, ¢ « gelten, da ansonsten (; € M sein miisste, was
einen Widerspruch zu I' N M = () darstellen wiirde, folglich gilt {;, € "\ ~. Betrachten
wir nun (4.6) speziell im Punkt z = 0, so erhalten wir

9(6)| < 5 (4.7)
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Aus ¢ € I'\ 7 folgt dist(¢p, M) = ¢ < 1, und somit die Existenz eines Punktes po € M
mit ¢ < |(p — po] < 1. Somit gilt (o — pp € D, zudem muss wegen py € M auch
maxy [¢(z + po) — 2| < 5 gelten, und es folgt

9(Go) = (6o — po)| < 5.

Damit gilt nun insgesamt

[9(Co)| = 1(Co = po) + ¢(Co) — (Co — po)]
> |Co — pol — [#(Co) — (Co — po)|
> e — (o) — (Co — po)|

s <
5
Dies steht jedoch im Widerspruch zu (4.7).

O

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch zeigen, dass wir Satz 4.1.3 mittels einer
ahnlichen Beweistechnik auf einfach zusammenhédngende Gebiete libertragen konnen.

Satz 4.1.9. Es sei G C C,G # C ein einfach zusammenhdingendes Gebiet und {b,,} eine
beliebige reelle Nullfolge mit b, > 0 fir alle m € N. Dann existiert eine meromorphe
Funktion ¢ € M(G) mit der folgenden Figenschaft:

Zu jeder in G unbeschrinkten Kurve ~ existiert eine in G strikt unbeschrinkte Folge
{zn} auf~y, so dass gilt:

Zu jedem j € Ny, zu jedem a € C und zu jedem Kompaktum K C C existieren Folgen
{my} und {ny} natirlicher Zahlen mit

gb(j)(bmk 24 zp,) — a gleichmdfsig auf K (k — o0).

Beweis. Da G C C,G # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet ist, existiert nach
dem Riemannschen Abbildungssatz eine konforme Abbildung ) von D auf G. Wir setzen

fiir jedes n € N
An::{z:|z|: n }
n+1

und ]
d, :=dist(A,, A,y 1) = mi —bl=——.
ist( #1) = min Ja—bl= oo
beAnt1
Weiter betrachten wir fiir n € N die Mengen
d, d,
B, = LT e o
n+1 2 +1 2
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diese sind folglich in I enthaltene Kreisringe mit B; N B; = 0 fir ¢ # j. Mit Hilfe der
konformen Abbildung ¢ definieren wir nun

D, :=¢(B,) ={z€ G:z=1¢(w) fir ein w € B,}.

Dann ist jedes D,, eine kompakte, in G enthaltene Menge und es ist D; N D; = () fiir
i # j. Ferner besteht fiir jedes n der Rand von D,, aus zwei disjunkten Jordankurven,
welche wir mit 0;D,, und 0,D,, bezeichnen. Hiermit definieren wir schlieflich noch eine

Folge reeller Zahlen {h,,} durch

hp = min |23 — 2.
21€01 Dy,
22€02 D,
Offenbar ist h,, > 0 fiir jedes n und wegen G # C gilt zudem h,, — 0 fiir n — oc.
Es sei nun {g,} eine Abzdhlung der in Definition 4.1.2 eingefithrten Menge Q, in welcher
jedes g, unendlich oft vorkommt. Auf der in G abgeschlossenen Menge E := |J~, D,

definieren wir folgende Funktionen

g9(z) == qu(2) fir z € D,,
€(z) == h)

n

fir z € D,,.

Die Funktion ¢ liegt dann in H(FE), weiter ist auch € aus H(E) mit €(z) > 0. Geméaf
Lemma 1.2.10 existiert eine Funktion ¢ € M(G) N H(E) mit

lg(2) — ¢(2)] < e(z) furalle z € E.
Folglich gilt fiir jedes n € N
max [gn(2) — ¢(2)] < hy. (4.8)

Es sei nun eine beliebige in G’ unbeschrankte Kurve v gegeben. Dann existiert ein n, € N,
so dass YN D,, # 0 fiir jedes n > n., gilt. Zu jedem n > n., wihlen wir ein z, € (yN D,),

3h,
H, = {z:]z—zn| gY} C D,,.

Auf diese Weise erhalten wir eine Folge {zn};f:m 41 auf 7, welche wegen z, € D, fiir
alle n > n, offenbar strikt unbeschrénkt ist. Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem j € Ny,
jedem a € C und zu jedem Kompaktum K C C Teilfolgen von {b,,} und {z,} mit den

so dass gilt

gewiinschten Eigenschaften existieren.
Dazu betrachten wir fiir jedes n > n,, die folgende Menge

hy,
K, = =z < — 0,
{z |z — 2| 4}
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welche offenbar K,, C Hy mit dist(0K,,0H,) = %" erfiillt. Daher ist fiir jedes ( € K,
die Menge {z : |z — | < 22} in H,, enthalten. Aus (4.8) folgt fiir alle n > n,

max |¢,(2) — ¢(2)] < hy,. (4.9)

Es sei nun {a;} eine Abzéhlung aller komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imagi-
narteil, weiter sei j € Ny beliebig. Nach Definition der Menge Q existiert dann eine Folge
{n;} natiirlicher Zahlen mit n; — oo, so dass q,(fl)(z) = q fiir jedes [ € N gilt. Weiter

gibt es ein [y € N, so dass n; > n, fiir jedes | > [, gilt. Aus (4.9) folgt fiir jedes solche !

max gy, (2) — ¢(2)| < hyl. (4.10)

ny

Esseinunein ! > [y und ¢ € K, ein beliebiger Punkt. Dann ist die Funktion ¢, (2)—¢(z)
holomorph in {z: |z — (| < %} und wegen {z: |z — (| < %} C H,, folgt aus (4.10)

max |gn, (2) — @(2)] < Ayl
{z:\zfﬂﬁ%}

so dass wir schlieflich mit der Cauchyschen Ungleichung erhalten
. . 4 ]\’ 4
(0 = 0@ == 07O <3t () m = iy
ng

Da dies fiir alle ¢ € K, gilt, folgt insgesamt fiir jedes | > [

max | — (/ﬁ(j)(z){ < c(j) . (4.11)

ny

Die Folge {b,,} ist nach Voraussetzung eine Nullfolge, daher konnen wir eine Teilfolge
{bm, } so wéhlen, dass fiir jedes | € N gilt

by, < 4_nll und somit auch [ < 1 57:”.
Hieraus erhalten wir fiir jedes [ € N, dass {w : |w| <} C {w : |w| < 4};"1 ist, so dass
my
sich aus (4.11) mit der Substitution w = ;= (z — z,,) fiir jedes [ > Iy ergibt
my

max fa— ¢ (bnwtz)[ < max o= @ (b w + za)| < () A
w:w|< "y
4bml

w:|w|<

(4.12)

Ist nun ein beliebiges a € C gegeben, so existiert nach Definition der Folge {a;} eine
Folge {l;} natiirlicher Zahlen mit [, — oo fiir k — oo und

1
lay, —a| < % fiir alle k£ € N. (4.13)
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Dabei existiert ein ky € N, so dass I > lp und somit n;, > n, fiir jedes k > ko gilt.
Folglich ist {zn, }72,.1 eine Teilfolge von {z,}72, ..

Ist schlieklich K C C ein beliebiges Kompaktum, so existiert ein cx € N, so dass
K C{z:|z| <} fiir jedes k > ¢k gilt. Wegen (4.12) und (4.13) erhalten wir schliefslich
fir jedes k > max{ko, cx}

mIE(LX ¢(])<bmlk < + Z’Vllk) - CL‘ S mI?’X ‘Qb(])(bmlk z + Z?’le) - a/lk + |alk - a’|
, 1
©) _ -
< e |07 Oy 2 4 2, ) = an |+
. ny, —j 1
< c(j) hni: T+ e

Geméf Definition der Folge {h,} folgt hieraus maxy ‘gzﬁ(j)(bmlk z+zp, ) — a’ — 0 fiir
k — oo, und somit die gleichméfige Konvergenz auf K. Dabei ist {bmzk} eine Teilfolge
von {by, } und {20, 132 ik eyt €ine Teilfolge von {2,172, 1, wobei {z,}72, || nach
Konstruktion eine Folge auf der Kurve v ist. Da j € Ny, a € C und das Kompaktum
K C C beliebig waren, ist der Satz bewiesen.

O

4.2 Maximale cluster sets entlang unbeschrankter
Kurven und Folgen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit sogenannten cluster sets von Funktionen be-
schiftigen. Eine ausfiihrliche Darstellung dieses umfangreichen Themas findet man etwa
bei Collingwood und Lohwater [8], hier werden wir nur kurz auf mazimale cluster sets
entlang unbeschrinkter Kurven und Folgen eingehen, wobei wir zunédchst einmal defi-
nieren werden, was darunter zu verstehen ist.

Definition 4.2.1. Es seien G C C ein Gebiet, v eine in G unbeschrinkte Kurve und
{\.} eine in G unbeschrinkte Folge. Weiter sei ¢ € M(G) eine meromorphe Funktion.

(i) Wir sagen die Funktion ¢ hat maximales cluster set entlang der Kurve 7, wenn
zu jedem a € C eine in G strikt unbeschrinkte Folge {z,} auf ~y existiert, so dass
d(zn) — a fir n — oo gilt.

(i1) Wir sagen die Funktion ¢ hat mazimales cluster set entlang der Folge {\,}, wenn
zu jedem a € C eine strikt unbeschrinkte Teilfolge {\,, } von {\,} existiert, so
dass ¢(An,) — a fir k — oo gilt.
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Wir wollen daran erinnern, dass wir bereits am Ende von Kapitel 3 ein Ergebnis iiber
maximale cluster sets bewiesen haben, indem wir in Satz 3.2.10 gezeigt haben, dass
V-streckungsuniverselle Funktionen die Eigenschaft haben, auf jeder unbeschrénkten
Kurve jedem Wert beliebig nahe zu kommen. Da die Menge dieser Funktionen resi-
dual in M (C) ist, konnen wir mit obiger Definition also zunéchst einmal leicht das
folgende Ergebnis formulieren, welches sich auch bei Kierst und Szpilrajn [30] findet.

Korollar 4.2.2. Die Menge der meromorphen Funktionen, welche auf jeder unbeschrink-
ten Kurve mazimales cluster set besitzen, ist residual in (My(C), p).

Im Folgenden werden wir in erster Linie zeigen, dass die in vorigem Abschnitt konstru-
ierten Funktionen iiber interessante Eigenschaften in Bezug auf maximale cluster sets
verfiigen. Anschlieffend werden wir einige allgemeine Eigenschaften solcher Funktionen
zusammenstellen. Zunéchst einmal gehen wir in Satz 4.1.3 auf den Sonderfall K = {0}
ein, welcher uns unmittelbar das folgende Ergebnis liefert.

Korollar 4.2.3. Es existiert eine meromorphe Funktion ¢ € M(C) mit der Eigenschaft,
dass zu jeder unbeschrankten Kurve ~y eine strikt unbeschrankte Folge {z,} auf~y existiert,
entlang welcher die Funktion ¢ fiir jedes j € Ny mazimales cluster set hat. Somit
hat ) entlang jeder unbeschrinkten Kurve mazimales cluster set und das Bild jeder
unbeschrinkten Kurve unter ¢V liegt dicht in C.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz 4.1.3, wenn wir dort K = {0} setzen.
O

Bemerkung 4.2.4.

(i) Anders ausgedriickt hat die obige Funktion ¢ die Figenschaft, dass zu jeder unbe-
schrankten Kurve 7 eine Folge {z,} auf v existiert, so dass fir jedes j € Ny die
Menge {¢\9(2,) : n € N} dicht in C liegt.

(ii) Neben dem bereits erwihnten Ergebnis von Kierst und Szpilrajn haben auch Gross
[20] und MacLane [43] meromorphe Funktionen ¢ mit der Eigenschaft konstruiert,
dass das Bild jeder unbeschrankten Kurve unter ¢ dicht in C liegt. Die dortigen
Beweise unterscheiden sich jedoch grundlegend von dem obigen, zudem gelten diese
Ergebnisse nicht fir die Ableitungen von ¢.

Bevor wir zu allgemeineren Eigenschaften von Funktionen mit maximalen cluster sets
entlang beliebiger Kurven kommen, wollen wir noch zeigen, dass fiir die Funktion aus
Satz 4.1.3 auch die folgende Aussage gilt.
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Korollar 4.2.5. Es existiert eine meromorphe Funktion ¢ € M(C) mit der folgenden
FEigenschaft:

Fiir jedes j € Ny hat die Funktion ¢V entlang jeder unbeschrinkten Folge {z,} mit
SUPpen |2n — Zn—1| < 00 mazimales cluster set.

Beweis. Es sei {z,} eine unbeschriankte Folge, so dass sup,,cy |20 — 2n—1| =: 0 < 0o gilt.
Wir werden zeigen, dass die Funktion ¢ aus Satz 4.1.3 die obige Aussage erfiillt.
Nach Voraussetzung existiert eine unbeschrankte Kurve v, so dass fiir jedes ¢ € vy gilt

{z:]z=¢| <6} n{z,:n e N} £ (4.14)

Ist nun j € Ny beliebig und a € C, so existiert zu K := {z : |z| < ¢} eine strikt
unbeschrankte Folge {(x} auf 7, so dass fiir jedes k € N gilt

m}gx‘gﬁ(j)(z—l—@) —a‘ < % (4.15)

Geméf unserer Wahl von 7 existiert wegen (4.14) hierbei zu jedem k € N ein Punkt
Zn, € {2z ]2 = (| <6} N{z, : n € N}, und somit z, € K + (. Folglich existiert zu
jedem k € N ein n, € K mit z,,_ = 1 + (&, woraus wir unter Verwendung von (4.15) fiir
jedes k erhalten

[ (2n,) — a] = [ (e + G) — o] < max |69z + () —a] < %

Also gilt |¢\)(z,,) —a| — 0 fiir k — oo, und da hierbei j € Ny und a € C beliebig
waren, folgt die Behauptung.
[

Bemerkung 4.2.6.

(i) Es ist klar, dass zu jeder unbeschrankten Kurve v eine Folge {z,} auf~y mit der
i Korollar 4.2.5 geforderten Bedingung existiert. Fine Funktion mit der obigen
Eigenschaft hat also insbesondere die Figenschaft, entlang jeder unbeschrdinkten
Kurve mazimales cluster set zu besitzen. Somit ist Korollar 4.2.3 in Korollar 4.2.5
enthalten.

(ii) Weiter beachte man, dass die obige Funktion die Eigenschaft hat, dass fir jede
unbeschrinkte Folge {z,} mit sup,cy |2n — 2n_1] < 00 die Menge {¢)(2,) : n € N}
fiir jedes 7 € Ny dicht in C liegt.

(i1i) Man konnte sich fragen, ob das Ergebnis dahingehend verscharft werden kann,
dass die Funktion ¢ entlang jeder unbeschrinkten Folge maximales cluster set hat,
allerdings sieht man leicht, dass dies nicht maoglich ist. Wiére ndmlich ¢ € M(C)
eine solche Funktion und {\,} eine beliebige unbeschrinkte Folge, so wiirde nach
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Voraussetzung zu a € C eine strikt unbeschrinkte Teilfolge {\,, } mit p(\,,) — a
fiir k — oo existieren. Betrachten wir dann die Folge {Cx} mit ¢z = A, , so ist
diese ebenfalls unbeschrdinkt, so dass ¢ nach Voraussetzung mazimales cluster set
entlang {(x} besitzt. Dies steht jedoch im Widerspruch zu ¢((x) — a fir k — oo.

Wir werden nun einige Eigenschaften von Funktionen zusammenstellen, welche entlang
unbeschrankter Kurven maximale cluster sets haben. Insbesondere gelten diese Eigen-
schaften dann natiirlich fiir die Funktion aus Satz 4.1.3.

Lemma 4.2.7. Es sei ¢ € M(C), so dass ¢\ fiir jedes j € Ny entlang jeder unbe-
schrankten Kurve mazximales cluster set hat. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Fiir jedes j € Ny besitzt die Funktion &) keinen asymptotischen Wert.

(ii) Fiir jedes j € Ny besitzt die Funktion ¢\ keinen Picardschen Ausnahmewert, d.h.
#) nimmt jeden Wert aus C unendlich oft an.

(iii) Die Funktion ¢ hat unendlich viele Polstellen, insbesondere ist ¢ nicht aus H(C).

Beweis. Wir beweisen zunéchst die erste Aussage, dazu nehmen wir an, dass die Funk-
tion ¢\ fiir ein j € Ny einen asymptotischen Wert a € C hat. Folglich existiert eine
strikt unbeschrankte Kurve v mit

¢V (2) = a fiir z — 00,z € 7. (4.16)

Nach Voraussetzung hat ¢¥) maximales cluster set entlang der Kurve v, das heifst zu
jedem w € C existiert eine Folge {w,,} auf v mit w, — oo fiir n — oo und ¢V (w,) — w.
Fiir w # a steht dies im Widerspruch zu (4.16).

Die zweite Aussage folgt nun unmittelbar aus Satz 4.1.5. Hitte ¢U) némlich einen Pi-
cardschen Wert a, so wéire a nach diesem Satz auch asymptotischer Wert. Wie eben
gezeigt, ist dies nicht moglich. Die dritte Aussage ist offensichtlich eine unmittelbare
Folgerung aus der zweiten.

]

Aus der Eigenschaft, dass eine meromorphe Funktion ¢ entlang jeder unbeschrinkten
Kurve maximales cluster set besitzt, konnen also leicht weitere Aussagen gefolgert wer-
den. So nimmt jede solche Funktion jeden Wert aus C unendlich oft an, insbesonde-
re kann keine ganze Funktion mit dieser Eigenschaft existieren. Es sei noch erwéhnt,
dass Hayman [25| das im vorigen Abschnitt erwdhnte Ergebnis von Iversen verschérft
hat, indem er zeigte, dass auch gewisse Klassen meromorpher Funktionen stets einen
asymptotischen Wert besitzen. Auch fiir diese Funktionen kénnen somit die Aussagen
der obigen Korollare 4.2.3 und 4.2.5 nicht gelten.
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Wir wollen nun auch in Satz 4.1.9 auf den Sonderfall X' = {0} eingehen, in welchem
wir eine in einem Gebiet G meromorphe Funktion erhalten, welche entlang jeder unbe-
schrankten Kurve maximales cluster set besitzt.

Korollar 4.2.8. Es sei G C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann existiert
eine meromorphe Funktion ¢ € M(G) mit der Eigenschaft, dass zu jeder in G unbe-
schrankten Kurve v eine in G strikt unbeschrinkte Folge {z,} auf ~ existiert, entlang
welcher die Funktion ¢V fiir jedes j € Ny mazimales cluster set hat. Somit hat die
Funktion ¢ entlang jeder unbeschrinkten Kurve mazimales cluster set und das Bild
jeder unbeschrinkten Kurve unter ¢\ liegt dicht in C.

Beweis. Im Fall G = C ist dies gerade die Aussage von Korollar 4.2.3. Im Fall G # C
folgt die Aussage unmittelbar aus Satz 4.1.9, wenn wir dort K = {0} setzen.
O

Bemerkung 4.2.9.

(i) Auch hier beachte man, dass die obige Funktion ¢ die Figenschaft hat, dass zu
jeder in G unbeschriankten Kurve v eine Folge {z,} auf v ezistiert, so dass die
Menge {¢V)(z,) : n € N} fiir jedes j € Ny dicht in C liegt.

(ii) Weiter sei bemerkt, dass das obige Korollar 4.2.8 in gewisser Weise eine Er-
weiterung eines Ergebnisses von Bernal-Gonzdlez, Calderon-Moreno und Prado-
Bassas [3] darstellt. Diese bewiesen im Jahr 2004 den folgenden Satz, hierbei ist

Osc(A) .= {t € OG : es ezistiert eine Folge {z,} in A mit lim z, = t},
wobei A eine in einem Gebiet G abgeschlossene Menge ist.

Satz 4.2.10 (Bernal-Gonzalez, Calderén-Moreno, Prado-Bassas, 2004).
Es sei G C C ein Jordangebiet. Dann ezistiert ein dichter Unterraum D von H(G),
so dass jedes f € D\ {0} entlang jeder unbeschrankten Kurve v mit Osc(vy) # 0G
maximales cluster set besitzt.

Im Gegensatz zu diesem FErgebnis gilt Korollar 4.2.8 auch fiir allgemeine einfach
zusammenhdngende Gebiete, zudem bleibt die Aussage dort auch fiir jede Ableitung
richtig, und die Finschrinkung Osc(y) # O0G entfdllt. Allerdings ist die dortige
Funktion aus der Klasse der in G meromorphen Funktionen, ferner enthdlt Korol-
lar 4.2.8 keine Information tber die Groffe der Menge der Funktionen, fir welche
die Aussage gilt.
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Kapitel 5

Uber sukzessive Ableitungen
meromorpher Funktionen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit Ableitungen meromorpher Funktionen. Ins-
besondere wollen wir untersuchen, ob in Analogie zum Satz von MacLane (Satz 1.3.5)
auch meromorphe Funktionen existieren, so dass die Folge ihrer sukzessiven Ableitungen
iiber gewisse universelle Eigenschaften verfiigt.

5.1 Der Satz von Pdlya und die finale Menge einer
meromorphen Funktion

Zur Motivation wollen wir nochmal kurz auf den Satz von MacLane eingehen, welcher die
Existenz einer ableitungsuniversellen ganzen Funktion beweist, also einer ganzen Funk-
tion ¢ mit der Eigenschaft, dass die Folge {¢™ (2) : n € N} dicht im Raum aller ganzen
Funktionen liegt. Man kann sogar folgende Verschéirfung dieses Satzes beweisen.

Lemma 5.1.1. Es sei {n;} eine Teilfolge der natirlichen Zahlen. Dann existiert eine
in H(C) residuale Menge U, so dass jedes ¢ € W ableitungsuniversell beziglich {ny}
ist, das heifit zu jedem ¢ € U, zu jedem Kompaktum K € M und zu jeder Funktion
[ € A(K) existiert eine Teilfolge {ny,} von {ny} mit

) (2) — f(2)  gleichmapig auf K (1 — 00).
Es stellt sich die Frage, ob dieses Ergebnis auf meromorphe Funktionen iibertragbar
ist und ob auch meromorphe ableitungsuniverselle Funktionen existieren. In Anbetracht

der Tatsache, dass die Resultate iiber translations- und streckungsuniverselle holomor-
phe Funktionen auf den meromorphen Fall erweitert werden kénnen, liegt die Vermutung
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nahe, dass auch die Existenz meromorpher Funktionen mit universellen Ableitungsfol-
gen bewiesen werden kann. Wir werden jedoch sehen, dass dies nicht der Fall ist, und
dass die sukzessiven Ableitungen meromorpher Funktionen sich génzlich anders als die
Ableitungen holomorpher Funktionen verhalten. Von grofser Wichtigkeit fiir das gesamte
Kapitel wird hierbei ein bemerkenswerter Satz von Polya [49] sein, welcher sich mit der in
Definition 2.2.5 eingefiihrten Menge der Nullstellenhdufungspunkte der Ableitungsfolge
einer meromorphen Funktion beschéftigt.

Definition 5.1.2. FEs sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion. Dann nennen wir die
Menge der Nullstellenhiufungspunkte von {¢™ : n € N} die finale Menge von ¢ und
bezeichnen sie mit F(¢).

Bemerkung 5.1.3. Den Ausdruck ,finale Menge“ haben wir in Anlehnung an den eng-
lischen Begriff ,final set gewdhlt. Dieser wurde 1943 von Pdlya ([50], S. 179) zur Be-
zeichnung der Menge der Nullstellenhdufungspunkte von {¢™ : n € N} vorgeschlagen,
da diese Menge in gewisser Weise die finale Position der Nullstellen von ¢™ darstellt.

Mit der in Definition 2.2.5 eingefiihrten Bezeichnung gilt also F(¢) = Hy({¢™}) und
geméf dieser Definition liegt ein Punkt 2y genau dann in F(¢), wenn in jeder Umgebung
U(zg) von zy unendlich viele Ableitungen von ¢ eine Nullstelle haben. Der Satz von
Polya besagt nun, dass die finale Menge einer meromorphen Funktion ¢ allein durch die
Lage der Polstellen von ¢ bestimmt ist, zudem ist sie geometrisch charakterisierbar. Im
Folgenden bezeichnen wir mit Py stets die Menge der Polstellen der Funktion ¢.

Satz 5.1.4 (Poélya, 1922). Es sei ¢ € M(C)\ H(C) eine meromorphe Funktion. Dann
st die finale Menge von ¢ allein durch die Lage der Polstellen von ¢ bestimmt. Weiter
gilt zo € F(¢p) genau dann, wenn auf dem Kreis {z : |z — zo| = do} mindestens zwei
Polstellen liegen, wobei dy := dist(zo, Py) ist. Besitzt die Funktion ¢ genau eine Polstelle,

so gilt F(¢) = 0.
Bemerkung 5.1.5.

(i) Der Satz ist auch unter dem Namen ,,Pdlya’s Shire Theorem* bekannt und wird
tblicherweise in der obigen Fassung zitiert. Man beachte jedoch, dass Pdlya in [49]
noch zwei interessante Zusditze beweist. Erstens bleibt die Aussage richtig, wenn
man anstatt der Menge der Nullstellenhdufungspunkte die Menge der w-Stellen-
héufungspunkte von {¢™} betrachtet, wobei w € C ein beliebiger Wert ist. Zudem
beweist Pdlya, dass sogar zu jedem zy € F(¢p) und zu jeder Umgebung U(zy) von
2 ein ng € N existiert, so dass ¢ (2) fiir jedes n > ngy eine Nullstelle (bzw.
w-Stelle) in U(zy) hat. Hieraus folgt insbesondere, dass fir jede Folge natirli-
cher Zahlen {n;} gilt F(¢) = Ho({¢™}) = Ho({¢"™)}), das heift die Menge der
Nullstellenhiufungspunkte von {¢™} ist identisch mit der Menge der Nullstellen-
héufungspunkte von {p™)}.
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(i) Offenbar ist die finale Menge einer meromorphen Funktion mit mindestens zwei
Polstellen stets eine in C abgeschlossene und unbeschrinkte Menge, welche keine
inneren Punkte besitzt und aus der Vereinigung von Geraden, Halbgeraden und
Segmenten besteht. Weiter beachte man, dass zu jeder ,geeigneten” Menge F' C C
meromorphe Funktionen ¢ mit F(¢) = F existieren, da bekanntlich zu jeder Folge
{zn} in C ohne Hdiufungspunkt in C stets meromorphe Funktionen ¢ existieren,
welche Py = {z, : n € N} erfiillen.

(i1i) Es sei bemerkt, dass die finale Menge einer ganzen Funktion sich ginzlich anders
verhdlt und dass in diesem Fall kein entsprechendes Ergebnis gilt. So konnten Edre:
und MacLane [12] im Jahre 1957 etwa beweisen, dass zu jeder in C abgeschlossenen
Menge F' eine ganze Funktion ¢ mit F(p) = F existiert.

Eine leichte Folgerung aus Satz 5.1.4 ist nun, dass keine meromorphe Funktion ¢ existie-
ren kann, welche im Sinne des Satzes von MacLane ableitungsuniversell ist, selbst dann
nicht, wenn wir uns auf die Approximation auf Mergelian Mengen beschrinken, welche
auferhalb von P, liegen.

Korollar 5.1.6. Es existiert keine meromorphe Funktion ¢ € M(C) \ H(C) mit der
folgenden Eigenschaft:

Zu jedem K € M mit K C C\ P, und zu jeder Funktion f € A(K) existiert eine Folge
{nx} natirlicher Zahlen mit

P (2) = f(2)  gleichmapig auf K (k — o0).

Beweis. Wir nehmen an, ¢ € M(C) \ H(C) wére eine Funktion mit dieser Eigenschaft
und betrachten einen Punkt zy € C\ (P, UJF(¢)). Fiir hinreichend kleines € > 0 ist dann
K = {z : |z — 2| < €} ein Mergelian Kompaktum mit K C C\ P,. Geméf unserer
Annahme existiert also eine Folge {n;} in N mit

(b(nk)(z) — f(2) == 2 — 29 gleichméakig auf K (k — o00).

Da die Funktion f eine Nullstelle an z, hat, erhalten wir mit dem Satz von Hurwitz,
dass zy € Ho({¢"™}) C F(¢) gilt, und somit einen Widerspruch.
[

Bemerkung 5.1.7. Eine dhnliche Uberlequng liefert, dass eine ganze ableitungsuniver-
selle Funktion ¢ stets F(¢) = C erfillen muss. Da die Menge dieser Funktionen residual
in H(C) ist, erhalten wir eine in H(C) residuale Menge an Funktionen, deren finale
Menge mit C idibereinstimmt (siehe auch [18]). Nach dem Satz von Pdlya kann keine
nichtganze meromorphe Funktion mit dieser Eigenschaft existieren.

85



Kapitel 5 Uber sukzessive Ableitungen meromorpher Funktionen

Somit ist klar, dass die Ergebnisse iiber ableitungsuniverselle holomorphe Funktionen
nicht auf den meromorphen Fall iibertragbar sind. Insbesondere kann keine meromorphe
Funktion ¢ existieren, so dass die Folge {¢(™} dicht in (M, (C),p) ist. Es stellt sich
jedoch die Frage, ob die Folge der Ableitungen einer meromorphen Funktion schwéchere
Universalitatseigenschaften besitzen kann. Hierzu geben wir zunéchst folgende Variante
des Satzes von Polya an, welche auf Hayman [24] zuriickgeht.

Satz 5.1.8. Die Funktion ¢ sei meromorph in {z : |z — zo| < R} mit 0 < R < oo, und
¢ besitze mindestens zwei Polstellen. Es sei dy der Radius der gréfsten Kreisscheibe um
2o, welche keine Polstellen von ¢ im Inneren enthdlt. Dann gilt:

(i) Falls auf dem Kreis {z : |z — 2| = do} mindestens zwei Polstellen von ¢ liegen,
so hat ¢ (2) fiir jedes § > 0 und alle hinreichend grofien | € N eine Nullstelle in
{z: |z — 20| < 0}.

(i) Falls auf dem Kreis {z : |z — 29| = do} genau eine Polstelle von ¢ liegt, so gilt fir
hinreichend kleines & > 0

‘gb(l)(z)’ — 00 gleichmdflig auf {z : |z — 20| <6} (I — o0).

Bemerkung 5.1.9. Offenbar beinhaltet dieser Satz auch die Aussage von Satz 5.1.4.
Zusdtzlich besagt er, dass die Punkte zg, bei denen auf {z : |z — zo| = do} exakt eine
Polstelle von ¢ liegt, nicht nur keine Nullstellenhdufungspunkte von {¢™ Y sind, sondern
dass ¢\ (2) sogar fiir hinreichend kleines § auf {z : |z — z| < 0} gleichmafig gegen oo
strebt.

Im Hinblick auf universelles Verhalten der Ableitungen ist die zweite Aussage des obigen
Satzes dukerst interessant. Es folgt nimlich unmittelbar, dass ¢™(2) fiir jedes z ¢ (o)
punktweise gegen oo strebt, somit ist aufserhalb der finalen Menge jede Form von Ab-
leitungsuniversalitat ausgeschlossen. Natiirlich ist auch Korollar 5.1.6 eine unmittelbare
Folgerung aus Satz 5.1.8.

5.2 Verhalten der Ableitungen auf der finalen
Menge

Der vorige Abschnitt hat gezeigt, dass bei Folgen von Ableitungen meromorpher Funktio-
nen nie universelles Verhalten auferhalb der finalen Menge auftreten kann. Insbesondere
haben wir gesehen, dass ¢(™(z) fiir jedes z ¢ F(¢) punktweise gegen oo strebt. Im Fol-
genden wollen wir untersuchen, wie sich die Ableitungen von ¢ in Punkten z € F(¢)
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verhalten. Insbesondere stellt sich die Frage, ob in solchen Punkten universelles Verhal-
ten auftreten kann, das heifit, ob es meromorphe Funktionen ¢ und Punkte zy € F(¢)
gibt, so dass {¢(™(z) : n € N} dicht in C ist. In den ersten beiden Unterabschnitten
werden wir sehen, dass im Allgemeinen auch auf der finalen Menge keine Universalitét
zu erwarten ist, spiater werden wir allerdings einen Sonderfall betrachten, in welchem
wir positive Ergebnisse beweisen konnen.

5.2.1 Verhalten in gewissen Punkten der finalen Menge

Wir werden zunéchst zeigen, dass die Ableitungen unter gewissen Voraussetzungen auch
in Punkten der finalen Menge stets gegen oo streben, auch in diesen Punkten ist uni-
verselles Verhalten somit ausgeschlossen. Zu diesem Zweck beweisen wir zunéchst das
folgende Lemma, welches gewissermafen Auskunft iiber das Wachstum der Ableitungen
von Hauptteilen gibt.

Lemma 5.2.1. Es sei ¢ € C und g(z) := Z?Zl (Zf—JOJ mit a; € C und a,, # 0. Weiter
sei N € N und zy € C ein fester Punkt mit zg # (. Dann ezistiert ein ly € N, so dass
fiir alle I > 1y gilt:

. n+l—1)! an
(Z) }g(l)(zo)‘ > (1 - %) ((2__1)3 |zo|—C|‘"+l’

.. n+l—1)! an
(ZZ) ‘g(l)<zo)’ < (1 + %) ((:71)11) |ZO|_<-|!IL+Z'

und somit | g (z)| = 1! %, woraus

Beweis. Im Fall n =1 gilt offenbar g(2) = &,
unmittelbar die Behauptung folgt.

Es sei also n > 2. Fiir [ € N und jedes j € {1,...,n — 1} gilt

GHI-1! (=1 _(a+l=2 -1  n-1
G-=D' (n+1=D'" (=2 (n+i-1! n+l-1

Somit folgt fiir [ € N
(n=1! Jo—¢"" S GHI=D! gy
(n+l=D8 | = G=1D' |z — ¢

I R e (Rl VL et VN ]
|| G- (n+l—1) |z — ¢

=1
n n—1
<l ( max L“) ool
|| je{l, =1} |29 — (| = n+1l—1
c(n)
n+l—1
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wobei ¢(n) eine von n abhéngige Konstante ist. Also gilt

(n—1)! |Zo—<|n+l nz_l(j+l_1)! |a;] .
A= Jal 22 G-D! o= P"

— 0 fiir l — oo,

so dass ein [y € N existiert mit

(n=1! |a—¢"" S G- gy I
<~ firallel >l
(n+1-1!  Ja| ]Z:; =D |z =P < [Hiralle I>1

Dann gilt aber auch

n—1 ,.
[—1)! < 1 it L )

G=DU Jzg—¢™ N (n=D8 g — ™

Nun beachten wir, dass fiir [ € N gilt

j=1

= (EDYGAHD G- a; = (DG - 1)y
90 =2 Gom OFF N IE

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung und (5. 1) folgt nun fiir jedes | > [

j=1

n—

0 (n+1-—1)! ||
97 (=0)| 2 -
‘ | (n—1)! |20 — | o j=1

1Y (n+1-=1! |ay,|
><L_N> (n—1 |z — "

(L= ayl
G=D 2 — P

Andererseits folgt aber auch

(n+1-1!  as|
(Zo)‘ﬁ (n— 1) |20—C|n+l

LY (n+1-=1)! |a,]
< (1+N) n—1)! |Zo_g|n+l.

|g(l)

O

Satz 5.2.2. FEs sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens zwei Pol-

stellen. Es sei zg € F(¢p) und (y,...,(, seien die Polstellen auf {z : |z — z| = d},

wobei d : dzst(zo,P¢) Hierbei seien (i,...,(, die Polstellen hochster Ordnung und
(

gi(2) = Zf | ey die zugehdrigen Hauptteile fir i € {1,...,m}, wobei 1 < m <n ist.

Fiir eini € {1,. m} gelte ferner

‘al(:)’ > Z )a,(cp) )

pe{1,....mH\{i}

(5.2)

Dann gilt
|¢(l)(zo)‘ — 00 fiirl — oo.
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Beweis. Es gelte zunéchst n > m und 2y = 0. Fliir u € {m + 1,...,n} sei G (2) =
a( u)
Zk" | o - der Hauptteil von ¢ an (,, so dass nach Voraussetzung k£ > k, fiir alle
u € {m .,n} ist. Es existiert ein 6 > 0, so dass die Funktion
p(2) = 0(z) = Y _ai(z) = Y Gul2)
i=1 u=m+1

holomorph ist auf {z : |z2| < d + §}. Es sei M := maxg...j<a+s} |¢(2)], s0 dass wir mit
der Cauchyschen Ungleichung fiir jedes [ € N erhalten

M

s (5.3)

|(0)] <

o

Es gelte ohne Einschrinkung , so dass ein V € N existiert mit

1)
Ay, ’ > Zp€{2 .....

o~ R) M- (1) E

Mit Lemma 5.2.1 folgt nun, dass zu diesem N ein [y € N existiert, so dass fiir jedes
ie{l,...,m}, fir jedesu € {m+1,...,n} und fiir jedes [ > [y gilt

(1)

al (p)

ay

> 0. (5.4)

(4)
(1) _i (]C—I—l—l)! ‘ak ‘
9i (0)‘ ~ (1 N) k—1) d+

(@)
a

(l) ‘ 1 l (k?—f—l—l)! ‘ k ‘

9:-(0) <( +N> =1 d

und

(u)

(u)
GOO)] < (14 =] — <(1+—= .
GO\ 5 ) o @ SR g e
Hierbei haben wir in der letzten Abschétzung verwendet, dass geméfs Voraussetzung fiir

jedes u € {m + 1,...,n} gilt k, < k — 1. Somit folgt fiir alle [ > [y unter Verwendung
von (5.3) und (5.4)

00 = 20"+ > 600 + 00

u=m+1

S +Zg ZG” 0) + ¢ (0)

u=m-+1
> |0 - 2 [ol o) - X 0o - e00)
=2 u=m+1
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(1)
1Y (k+1-1)! ‘ak‘ 1Y (B+1—1) <N |%
i (14~
>( N) k—1) d&H TN o) ;dkﬂ

(u)
1 k+l—2 . ‘aku M
— 1_|__> Z —
( N Lo dRt T (d o+ 6
(k+1-1)! 1\ <=1 0
ST dkH =N ak‘_ Lty ) 2 ek
=2
1 k:+l—2 " ‘aiu) M
- 1+—) Y -
< N Lo dRt T (d o+ )
)
_(ri-nre 0 1Y (h41-2) 3 ’% M
(k—1)ld d* N) (k=2)td &= ~d  (d+0)

Da dieser Ausdruck fiir [ — oo gegen oo strebt, folgt schliefslich

‘¢(l)(0)| — oo flir I — oo.

Ist nun 2y € F(¢) ein beliebiger Punkt, so betrachten wir die Funktion ¢(z) := ¢(z + z).
Wie eben gezeigt, gilt dann ¢ (0) — oo fiir | — oo, somit folgt ¢ (z) — oo.

Falls alle Polstellen (i, ...,(, von hochster Ordnung sind, und somit n = m gilt, so
folgt die Behauptung auf analoge Weise, unter Beachtung dass dann keine Hauptteile
G, existieren.

]

Ist also ¢ € M(C) und 2y € F(¢), so dass unter den Polstellen, welche kleinsten Abstand
zu zo haben, eine Polstelle hochster Ordnung ist, deren Hauptteil einen ,,dominierenden
Leitkoeffizienten“ im Sinne von (5.2) hat, so gilt ¢(!)(z5) — oo fiir | — co. Man beachte,
dass diese Bedingung insbesondere dann erfiillt ist, wenn exakt eine Polstelle hochster

Ordnung vorliegt, so dass wir leicht die folgenden Korollare erhalten, hierbei bezeichnet
ord(¢) die Ordnung der Polstelle (.

Korollar 5.2.3. Es sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens zwei
Polstellen. Es sei zg € F(¢p) und (i, ...,(, seien die Polstellen auf {z : |z — zo| = d},
wobei d = dist(zg, Py). Fiir ein 1 € {1,...,n} gelte ferner ord(¢;) > ord((;) fir alle
je{l,....,n}\ {i}. Dann gilt

|¢(l)(zo)‘ — 00 firl — oo.
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Unter Verwendung von Satz 5.1.8 folgt hieraus noch unmittelbar das folgende Ergeb-
nis.

Korollar 5.2.4. Es sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion mit der Polstellenmenge
Py ={(, : n € N}. Es gelte ord((;) # ord(¢;) fiir jedes i # j. Dann gilt fir jedes z € C

|gb(l)(z)‘ — 00 firl — oo.

5.2.2 Verhalten in Punkten einer dichten Teilmenge der finalen
Menge

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen
im Allgemeinen auch in gewissen Punkten der finalen Menge stets gegen oo streben. In
diesem Abschnitt werden wir &hnliche Aussagen beweisen, wobei wir uns hierbei auf eine
dichte Teilmenge der finalen Menge beschrianken werden. Es sei dazu zunéchst ¢ € C\{0}
mit ¢ = || ', wobei ¢ € [0,27) ist. Mit G; bezeichnen wir die Gerade durch den
Nullpunkt, welche das Segment [(, —(] in einem rechten Winkel schneidet, das heifst es
gilt
Ge={z:2=reW) r cR}.
Weiter sei G die Gerade, die durch Verschiebung von G¢ um den Wert ¢ hervorgeht,
also Gi == G+ (={w:w=z+(,z € G¢}. Auf dieser Geraden definieren wir folgende
Punktmenge
M, = U {z:2=r@ r>0}1NGY),
leQn[-3,3

und setzen schliefllich
Ac =M —(={w:w=2—-(z¢€ M} (5.5)

Offensichtlich ist M, eine abzéhlbare dichte Teilmenge der Geraden G7, folglich ist A,
eine abzéhlbare dichte Teilmenge von G.. Ist nun 2z, € A¢ ein beliebiger Punkt, so ist
zundchst einmal klar, dass stets |29 + (| = |20 — (| gilt. Weiterhin beachte man, dass zu
2y € A¢ eindeutig bestimmte, teilerfremde natiirliche Zahlen p, ¢ mit § < 1 existieren,
so dass gilt

20+ C =2+ ¢ (vin3-2) und 2o — ¢ =z — (| € (w+”(%+§)). (5.6)

Da wir im weiteren Verlauf des Kapitels haufig auf diese Zahlen zuriickgreifen werden,
fithren wir folgende Notation ein. Ist z; € A ein beliebiger Punkt, so bezeichnen wir die
eindeutig bestimmten natiirlichen Zahlen, welche (5.6) erfiillen mit p; und g;.
Weiterhin fithren wir noch folgende Definition ein.
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Definition 5.2.5. Fs sei ( € C mit ( # 0. Dann definieren wir folgende Mobius Trans-
formation

-~ z—C

:C—C it =—.
me: C— mit  me(2) e
Ist ¢ € C\{0} mit ¢ = || €'¥, so ist m; bekanntlich die konforme Abbildung des Gebiets
{w:w=e""2z2e{n:Im(y) >0}} auf den Einheitskreis D. Die Menge G, U {oo}
wird durch m, auf O abgebildet. Ist nun 2z, € A ein beliebiger Punkt, so folgt wegen
|20 + | = |20 — ¢| mit (5.6) offenbar

Z20—C K (p+n(3+20)) o (v+r(3-20)) _ 2mi2e (5.7)

mc(zo) = P +C = a0 e,

das heifit ein Punkt 2y € A¢ wird durch m, auf eine Einheitswurzel abgebildet.

Wir weisen noch darauf hin, dass die oben betrachtete Gerade G nach dem Satz von
Polya die finale Menge jeder meromorphen Funktion darstellt, welche exakt die beiden
Polstellen ¢ und —¢ hat. In diesem Fall ist die Menge A, also eine dichte Teilmenge
der finalen Menge. Wir werden nun mit Hilfe der Menge A, zu jeder finalen Menge eine
entsprechende dichte Teilmenge definieren. Es sei dazu ¢ eine beliebige meromorphe
Funktion mit mindestens zwei Polstellen. Wir setzen zunéchst

F(¢) := {z0 € F(¢) : Es gibt exakt zwei Polstellen (3(20), (2(z0) mit |z0 — (;(20)| = do},

wobel dy := dist(zg, Py). Folglich gilt F(¢) = F() \ {yr,v2, ...}, wobei {y1,4o,...} die
(hochstens) abzéhlbare Teilmenge von F(¢) ist, so dass zu jedem y; mindestens drei
Polstellen von ¢ existieren, welche kleinsten Abstand zu y; haben. Ist nun 2, € F (¢) und
sind (3(20), (2(z0) die beiden Pole auf {z : |z — 29| = do}, so bezeichnen wir mit (j2(2¢)
den Mittelpunkt des Segments [(i(20), (2(20)], das heift (12(z0) = 3((i(20) + Co(20))-

Hiermit definieren wir schliellich

F(¢) == {20 € F(9) : 20 — C12(20) € Acs(z0)—cia(x0) }-

Es ist klar, dass F(¢) eine abzéhlbare dichte Teilmenge von F(¢) ist. Ist nun z; € F(¢),
so bezeichnen wir mit p; und ¢; die dem Punkt z; — (12(2;) € A, (2)—cra(z) gemak (5.6)
zugeordneten ganzen Zahlen.

Wir werden im Folgenden Aussagen tiber das Verhalten der Ableitungen von ¢ in Punk-
ten zo € ¥ (¢) machen, wobei wir uns oftmals auf den Fall z; € A¢ beschrénken kénnen.
Zunachst benotigen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.2.6. Es sei ¢ € C\ {0} und zo € Ac. Weiter sei c € C\ {0} mit ¢ = |c|e'#T,
wobei ¢ € [0,2) sei. Fir eine Folge {ny} in N gelte

c+mg*(20) = 0 fir k — oo.
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Dann gilt fiir ein b € {0,...,q0 — 1} und alle hinreichend grofien k € N
c+m*(z0) =c+ ¥ = 0.

Insbesondere gilt (—c)?™ = 1.

Beweis. Gemaf (5.7) gilt m:*(20) = ¥ " so dass aus der Voraussetzung folgt

iom 2720 .
le|e'f™ 4+ e ™ — 0 fir k — oo.
Hieraus folgt |c¢| = 1, weiterhin beachte man, dass zu jedem k Zahlen a; € Ny und
b €{0,...,q0 — 1} mit ng py = ay qo + by, existieren. Folglich gilt

b b
2miay, 6271'1—’“ omi -k

. . b
2720 gy o2mi(ag+-£
a0 = ¢ (ar+35) w0 =¢° w0,

€ =€

i 20 . . . . . .
so dass €™ o ™ fiir k € N nur endlich viele verschiedene Werte annimmt. Folglich exis-

tiert ein b € {0,...,qo — 1}, so dass fiir alle hinreichend grofsen k£ € N gilt

27120 o 2k 272 i
m?k(zo) = = = M :—|C’e“pﬂz—c7
woraus die Behauptung folgt.
0

Satz 5.2.7. Es sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens zwei Polstellen
und zog € F'(¢p). Es seien ¢; und (y die beiden Polstellen mit kleinstem Abstand zu zo,
sowie g1(z) =Y. _, gy und ga(z) = o (ZfT), die zugehorigen Hauptteile. Ferner
existiere eine Teilfolge {l;} der natirlichen Zahlen und ein M € N, so dass gilt

|0 (20)| < M fiir jedes k € N.
Dann ist |a,| = |b,| fir alle v e {1,...,n} und (—Z—:)qo =1 fiir a,,b, # 0, und es gilt

"™ (20) + g8 (20) = 0 fiir alle k hinreichend gro.

Beweis. Wir behandeln zunéchst den Fall (; =: ( und (3 = —(, das heiit 2y € A:NF' ().

In einem ersten Schritt zeigen wir, dass fiir jedes v € {1,...,n} gilt
a, + b, mZH’“(ZO) — 0 fiir k — 0. (5.8)
Wir nehmen an, dass dies nicht gilt, und dass folglich mindestens ein v € {1...,n}

existiert, fiir welches (5.8) nicht erfiillt ist. Wir bezeichnen das grofte dieser Elemente
mit 1. Dann existiert eine Teilfolge {lx, } von {l;} und ein v > 0, so dass fiir jedes s € N
gilt

g + buym " (20)| = 7 > 0.
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Es existiert ein 6 > 0, so dass die Funktion

p(2) = 0(2) — 91(2) — g2(2)
holomorph ist auf {2 : [z — 29| < |20 — (| + 6}, Es sei M := max(..|.—z|<|z0—¢|+5} |9(2)],
so dass wir mit der Cauchyschen Ungleichung fiir jedes [ € N erhalten

M

Oy < MM
[Pl < ey

(5.9)
Nun gilt

’¢(lk5 ’ _

1 20) + 657 (z0) + o) )|

n

—]_l’CS lp, — 1)! v = _1lk5 l _]—|bu
VTR S TP R ) +¢Ww‘

(l/ — 1)' (Zo — C)V‘Hks (;/ — 1)! (ZO + C)l/-‘rlks

v=1 v=1

= L. — 1) [a, vty 4 (2 — C)V s
= (_1)lks Z (V+ - ) (a <§2j_<2')u+lk5—{—(zo fZ)uleS ) + Qp(lkS)(ZO)

> §i<v+wm——n!(ay@o+<w*%s+byuo—<rﬂ%> = ) ()|
I e Rl (20 — Q)" Fs (20 + ¢)7Fles ’
(VO + lks B 1)' Quy (ZO + <)V0+lks + bl/o (ZO - C)VO—HkS
<m—1w (0 — )77¥os (20 + (¥
(v + le, = D!, (20 + Qe + by, (20 — ) (b )
- Z (v—1)! (20 = €)¥Fhs (20 + C)¥Fhe ~ Il
V;éuo
(ot — 1) 1 V0+lks
) %—m'|—4wms%+m> (o)
I/ + lk — 1 1 v+l
-3 e s et ) )
V;éuo
N (Vo—f—lks—l)! Yy
(1/0 — 1)' | . C‘l/0+lks
I/ —|— lk — 1 1
- Z W=D |z qv+lks a, +b m<+ e (Zo)‘ - |90(lk5)(20)| :
V;éuo

(5.10)
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Geméf unserer Annahme und der Wahl von v gilt fiir jedes v € {1y + 1,...,n}

V“l‘lks (

a, +b,me " (20) — 0 fiir s — oo,

folglich existiert nach Lemma 5.2.6 ein sq € N, so dass fiir jedes v € {vy+1,...,n} und

jedes s > s¢ gilt
a, + bym{ " (z9) = 0. (5.11)

Weiter beachten wir, dass fiir v € {1,...,n} gilt
a, + bym! " (z0)| < lay] + [by] - (5.12)

Aus (5.10) folgt nun unter Verwendung von (5.9), (5.11) und (5.12) fiir alle s > s

(e, (vo + Iy, — 1)! gl
‘QS k (ZO)‘ Z (VO — 1)| | <'|V0+lk:5
v+ lk - 1 1 v+l lk 'M
— a, + b,my s (z20)| — >
Zu:o (V=1" |z — ¢ (o) (J20 = ¢ + )%
(vo + Iy, — 1)! ¥
(VO _ 1)! | C‘V0+lks
_ Z V‘i‘lkg—l (‘a/y‘+|by|) _ lkg'M
v<vg V o 1 | 20 — C’UJrlks <|z0 - C| + 5)lks .

Hieraus folgt ‘¢(l’€s)(20)‘ — o0 fiir s — oo, was einen Widerspruch zur Voraussetzung
|p") ()| < M fiir jedes k € N darstellt. Somit muss (5.8) fiir jedes v € {1,...,n}
gelten, woraus wir unter Verwendung von Lemma 5.2.6 folgern konnen, dass |a,| = |b,|
fir alle v € {1,...,n}, und (—‘;—Z)qo =1 fiir a,,b, # 0 gilt. Weiter erhalten wir fiir alle
hinreichend grofen £k € N und alle v € {1,...,n}

a, +b, mCH’“(z ) =0.

Wegen

() (I) 1y - v+ —1)! (a, (20 + C)V—Hk + b, (20 — OV—Hk
91" (20) + 95" (20) = (—1) ; (v—1) ( (20 — O+ (29 + C)vHhx )

LN~ W+ — 1) 1 s
= (~1) ;( (—'V_—kl)!) e (a,,—l—bm-H ( 0)>

folgt die Behauptung im Fall (; = —(s.

Der Nachweis der Aussage im allgemeinen Fall folgt durch die Substitution w = z + (12,
wobei (jo der Mittelpunkt des Segments [, (o] ist.
O
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Bemerkung 5.2.8. Der obige Satz enthdlt in gewisser Weise eine Verschdrfung von
Satz 5.2.2, falls zg € F'(¢) ist. Ist ndimlich zy € F(¢), so dass exakt zwei Polstellen
von ¢ kleinsten Abstand zu zg haben, so gilt nach Satz 5.2.2 offenbar, dass aus der
Voraussetzung |¢")(z0)| < M fiir jedes k € N stets |an| = |b,| folgt, wobei a,, und b,
die Leitkoeffizienten der entsprechenden Hauptteile sind. Ist zg € F'(¢), so muss nach
Satz 5.2.7 sogar |a,| = |b,| fir allev € {1,...,n} gelten.

Aus diesem Satz konnen wir nun einige interessante Folgerungen ziehen.

Korollar 5.2.9. Es sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens drei
Polstellen. Weiter sei zg € F'(¢) und (1, seien die beiden Polstellen mit kleinstem
Abstand zu zy, sowie g1, go die zugehdrigen Hauptteile. Es gelte ferner zy & F(p—g1—ga).
Dann gilt

’qb(l)(zo)‘ — o0 firl — oc.

Ist € M(C) eine meromorphe Funktion mit exakt drei Polstellen, so gilt |¢(l)(zo)| — 00
fiir jedes zy € F' ().

Beweis. Wir nehmen an, die Aussage wére falsch. Folglich existiert eine Folge {l} in N
und ein M € N, so dass gb(lk)(zo)‘ < M fiir jedes k € N gilt. Wir setzen ¢ := ¢ — g1 — go,
dies ist geméf Voraussetzung eine meromorphe Funktion mit mindestens einer Polstelle,
zudem gilt 2y ¢ F(p). Mit Satz 5.2.7 folgt, dass fiir alle hinreichend groften k € N gilt

¢ (20) = o) (20) + g\ (20) + g5 (20) = ™) (20).

Gemaéfs Satz 5.1.8 gilt |<p(lk)(z0)| — oo fiir & — oo, so dass wir einen Widerspruch
erhalten.
O

Unter Verwendung von Satz 5.2.2 konnen wir auf dhnliche Weise das folgende Ergebnis
beweisen.

Korollar 5.2.10. Es sei ¢ € M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens vier
Polstellen. Weiter sei zg € F'(¢) und (1, (s die beiden Polstellen mit kleinstem Abstand
zu 2o, sowie g1(z), go(2) die zugehorigen Hauptteile. Es gelte zg € F(p — g1 — go2) und es
seien i, ..., Ay die Polstellen hochster Ordnung von ¢ — g1 — go auf {z : |z — 20| = d},
wobei d 1= dist(zo, Py—g,—g,). Fiir die Leitkoeffizienten der zugehirigen Hauptteile gelte
ferner die Bedingung (5.2) aus Satz 5.2.2. Dann gilt

!(Z)(l)(zo)‘ — o0 firl — oo.
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Beweis. Analog wie im Beweis zu Korollar 5.2.9 nehmen wir an, die Aussage wiére falsch
und erhalten eine Folge {l;} in N und ein M € N, so dass |¢(*)(zg)| < M fiir jedes k € N
gilt. Unter Verwendung von Satz 5.2.7 folgt, dass fiir hinreichend groftes k gilt

|0 (20)| = (¢ — g1 — 92) ") (20)| -

Aus der Voraussetzung folgt mit Satz 5.2.2, dass ’(qﬁ —g1 — g2)(lk)(zo)| — oo gilt, woraus
wir wie im obigen Beweis einen Widerspruch erhalten.

[]

5.2.3 Ableitungsuniversalitat in einem Spezialfall

Die vorigen Abschnitte haben gezeigt, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen
auch in Punkten der finalen Menge im Allgemeinen kein universelles Verhalten aufweisen.
Im Folgenden werden wir jedoch einen Sonderfall behandeln, in welchem wir Universali-
tat nachweisen konnen. Als Ausgangspunkt hierfiir betrachten wir ein Beispiel. Es sei

1
1 — 22’

r(z) =

diese Funktion ist meromorph in C mit den beiden Polstellen 1 und —1. Nach dem Satz
von Polya gilt F(r) = {z : z = ix,x € R}, insbesondere ist also 0 € F(r). Da r in D
holomorph ist, gilt einerseits die Taylor Entwicklung

)

= = r™(0
=3 u =30

v=0 v=0

andererseits gilt fiir [z| <1

r(z) = 1_2222

v=0

so dass wir durch Koeflizientenvergleich schlieflich erhalten

V! fiir gerades v € N,
0 fiir ungerades v € N.

Hieraus folgt zunédchst, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen in Punkten der
finalen Menge nicht zwangsweise gegen oo streben, da offenbar nicht ) (0) — oo gilt.
Weiter beachte man, dass geméfs Lemma 5.1.1 eine ganze Funktion h existiert, welche
beziiglich der ungeraden natiirlichen Zahlen ableitungsuniversell ist, und fiir welche somit
insbesondere die Menge {h(™(0) : n € N,n ungerade} dicht ist in C. Setzen wir nun
#(2) = r(2) + h(2), so gilt ¢™(0) = r™(0) + A™(0) = A™M(0) fiir jedes ungerade
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n € N, so dass auch die Menge {¢™(0) : n € N,n ungerade} dicht ist in C. Folglich
existieren meromorphe Funktionen ¢ und Punkte zy € F(¢), in denen sich die Folge der
sukzessiven Ableitungen von ¢ universell verhélt. Ausgehend von diesem Beispiel werden
wir im Folgenden eine spezielle Klasse meromorpher Funktionen betrachten und zeigen,
dass ,yiele” Funktionen aus dieser Klasse die Eigenschaft haben, auf ,yielen Teilmengen
der finalen Menge eine Art Ableitungsuniversalitat zu besitzen.

Lemma 5.2.11. Es sei ( € C\ {0} und 2y € A.. Weiter sei n € N. Dann gilt
(z0—C)" =(20+ Q)" genau dann, wenn n = lqqy fir einl € N ist,

wobei qy die gemdfS (5.6) bestimmte natiirliche Zahl ist.

Beweis. Nach (5.7) sind folgende Aussagen dquivalent

(20 = Q)" = (20 + Q)"

m¢(z) =1
2mi20 p
e o =1.

Da n, pg und ¢¢ aus N sind, und pg und ¢y zudem teilerfremd sind, ist dies genau dann
erfiillt, wenn n = [ gy fiir ein [ € N gilt.
m

Lemma 5.2.12. Es seien ¢ und ¢ aus C\ {0}. Weiter sei n € N und die Funktion R
sei definiert durch

c —c
R(z) := + .
ST T e

Schlieflich sei E := {z1,..., 2y} eine endliche Teilmenge von A.. Dann existiert eine

Teilfolge {ny} der natiirlichen Zahlen, so dass fir jedes k € N gilt
R")(z) =0 firalei=1,...,m.

Beweis. Es sei v € N, dann gilt

n+1l)---(n+v—1)c
(z+ ¢t

o Vc(n+y—1)! 1 B 1
= Ve (@+<ww @—cww)

_(_ yc(”+V—1)! (z = O™ — (2 + Q)"
_< 1) (n—l)' (ZQ—CQ)TH-V .

R (z) = (—1) ™
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Bei festem ¢ € {1,...,m} gilt folglich R®)(z;) = 0 genau dann, wenn (z; — ()" =
(z; + )™ ist. Nach Lemma 5.2.11 ist dies genau dann erfiillt, wenn n+ v = k ¢; fiir ein

k € N gilt. Wahlen wir nun k; so groh, dass k¢; —n > 0 fur jedes k > k; gilt, so folgt
fiir jedes 1/,?) =kqg —n

R (z) = 0.

Folglich existiert zu jedem i € {1,...,m} ein k; € N, so dass R(”’(j))(zz') = 0 fiir jedes
k > k; gilt. Setzen wir nun

kg := max k;, K = Hqi und v, =k K —n,
i=1

ie{1,...,m}
so folgt fiir jedes k > kg
R"(z)=0 firallei=1,...,m.

Fiir die Folge {n;} mit ny := v,k erhalten wir nun die Behauptung.
O

Bemerkung 5.2.13. Die Aussage des obigen Lemmas wird fiir jede andere Wahl der
Koeffizienten der Hauptteile der Funktion R falsch. Wir betrachten etwa die Funktion

&1 C2

Cror oo

wobei ¢; und ¢y aus C\ {0} sind mit ¢; # —c, und nehmen an, die Aussage des Lem-

Ryi(z) :=

mas wirde gelten. Wir wihlen eine endliche Menge {21,202} C A¢, so dass die gemdfs
(5.6) bestimmten natirlichen Zahlen ¢, und g teilerfremd sind. Nach unserer Annahme
existiert dann eine Folge {ny} in N, so dass fir jedes k € N gilt

R"™(z)=0 firj=1,2

Wegen
RO (2 = (—pym (e~ Dha (= O™ + e (2 + O™
Y (n—1)! (25 = Qe (25 + Q)i

=(—1)" cym T (25) + )

(=D (5= |

erhalten wir ¢; m?+"’“(zj) +co =0, und somit m’g+"’“(zj) + 2 =0 fir alle k € N und fiir

j =1,2. Nach Lemma 5.2.6 gilt dann (—i—f)ql =1= (—i—f)qg. Da g1 und qo teilerfremd
sind, folgt —2 =1, was jedoch im Widerspruch zu ¢ # —cy steht.

Ausgehend von den obigen Uberlegungen fithren wir den folgenden Raum meromorpher
Funktionen ein.

99



Kapitel 5 Uber sukzessive Ableitungen meromorpher Funktionen

Definition 5.2.14. Es seien ( und ¢ aus C\ {0}, weiter sei n € N. Dann setzen wir

c —c
M?. = e M(C): o(z) = + +hz,h€HC}.
b= {0 € MO 06) = g+ e € H(O)
Fiir ¢; = R+ hy € M, und ¢ = R+ hy € M, mit R(z) := (ng)n+<z:§)n und

hy, hy € H(C) setzen wir
A1, ¢2) = 6(ha, ha),

wobei & die Metrik der kompakten Konvergenz auf dem Raum H(C) ist, siehe auch
Bemerkung 1.2.25.

Man sieht leicht, dass (M(,, A) ein metrischer Raum ist. Offenbar haben alle Funktionen
aus der Menge M, exakt die beiden Polstellen ¢ und —(. Nach dem Satz von Pélya
ist die finale Menge einer jeden solchen Funktion genau die Gerade, welche durch den
Nullpunkt geht und das Segment [—(, (] in einem rechten Winkel schneidet. Die in (5.5)
definierte Menge A, ist also eine dichte Teilmenge der finalen Menge der Funktionen
aus M .. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Folge der sukzessiven Ableitungen
solcher Funktionen durchaus gewisse universelle Eigenschaften besitzen kann. Zunéchst
aber zeigen wir, dass (M[,, A) ein vollsténdiger metrischer Raum ist.

Lemma 5.2.15. Der Raum (M., A) ist vollstindig.

Beweis. Es sei {¢y} eine Cauchy-Folge in (M, A) mit ¢p = R + hy, fiir alle k € N,
wobei R(z) = o T o wnd Iy € H(C) ist. Dann existiert zu ¢ > 0 ein N € N,
so dass fur alle n,m > N gilt A(én, dm) < &. Wegen A(¢y,, &) = d(hp, hy) folgt, dass
{h} eine Cauchy-Folge in H(C) ist. Da (H(C),0) vollstindig ist, existiert ein h € H(C)

mit 6(hg, h) — 0 fiir k — oo. Setzen wir ¢(z) := R(z) + h(z), so folgt

das heift die Folge {¢;} konvergiert in (M7, A) gegen ¢ € M.
O

Satz 5.2.16. Es seien ¢ und ¢ aus C\ {0}, sowie n € N. Dann existiert zu jeder
endlichen Menge E' = {z1,...,2,} C A¢ eine in (M, A) residuale Menge Ug, so dass
die Menge {¢™(2)|g : n € N} fiir jedes ¢ € Uy dicht in C(E) ist.

Beweis. Wir werden zum Beweis das Universalitéatskriterium (Satz 2.1.6) verwenden.
Dazu setzen wir X = (M7, A) und Y = (C™, d.), wobei wir mit d, die euklidische Metrik
bezeichnen. Dann ist X ein vollstdndiger metrischer Raum und Y ist separabel. Wir
betrachten fiir jedes j € N die Abbildung T : X — Y mit T, f := (f9(21),..., f9(zm)).
Man beachte, dass wir wegen der Endlichkeit von E = {z,...,2z,} den Raum C™ mit
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dem Raum C(F) identifizieren kénnen, und dass die Dichtheit einer Menge in (C™, d.)
dquivalent zur Dichtheit in (C(E),dg) ist, wobei dg(f,g) := maxg |f(z) — g(2)] ist.

Wir zeigen zunéchst, dass 7; fiir jedes j stetig ist. Es sei dazu j € N fest, und {f;} eine
Folge in M. mit fi, = R+ hy, so dass A(fx, f) — 0 fiir K — oo und fiir ein f € M,
mit f = R+ h gilt, wobeil R(z) = T T o wd hy, b€ H(C) seien. Dann folgt
d(hx, h) — 0, und somit die kompakte Konvergenz von {h;} gegen h auf C. Nach dem
Satz von Weierstrass iibertragt sich die Konvergenz auf die Ableitungen, so dass wir

insbesondere erhalten

max ‘h,(gj)(z) — h9(2)

und somit wegen féj) — fW) = RO 4 hg) — RV — pl) = h — hY) auch
max |9(2) = fO()] =0 (k- o),

woraus die Stetigkeit von Tj folgt.

Es bleibt die Transitivitit der Folge {T}} zu zeigen. Es seien dazu eine offene, nichtleere
Teilmenge U von (M, Ces A), und eine offene, nichtleere Teilmenge V von (C™, d.) gegeben.
Weiter seien g € U und a = («q, ..., q,,) € V. Wir wihlen ein € > 0, so dass U.(g) C U
und V.(a) C V gilt, wobei U.(g) und V.(«) die e-Umgebungen von g und « sind. Es
bleibt zu zeigen, dass ein ¢ € M, und ein N € N existiert, so dass gilt

¢p€Ul(g)CU und }¢(N)(zi)—ai| <= fir jedesi=1,...,m.
m

Dann folgt d.(Tn¢, ) < €, das heift Ty¢ € V.(a) C V', und somit mit dem Universali-
tatskriterium die Behauptung.

Nach Voraussetzung gilt g(2) = %% + =g= +J(2) = R(2) +(2), wobei j eine ganze
Funktion ist. Geméf Lemma 5.2.12 existiert eine Teilfolge {n,} der natiirlichen Zahlen,
so dass fiir jedes k € N gilt

R"™)(2) =0 fiir jedes i =1,...,m.

Nach Lemma 5.1.1 existiert eine ganze Funktion ¢, welche ableitungsuniversell beziiglich
der Folge {n;} ist, und welche 0(yp, j) < ¢ erfiillt, so dass wir schlieflich fiir die Funktion
P(z) = R(z) + ¢(z) € M, erhalten

A(g,g) = d(p,]) <e,

und somit ¢ € U.(g). Wir betrachten nun die kompakte Menge E = {z1, ..., 2z, } und die
Funktion w : E' — C mit u(z;) = o; fiir i = 1,...,m, welche offenbar aus A(E) = C(F)
ist. Da ¢ ableitungsuniversell beziiglich {n,} ist, existiert eine Teilfolge {ny, } mit

o) (2) = u(z)  gleichméRig auf £ (I — 00),
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das heift
¢")(z) = ulz) = i fiirjedes i =1,...,m (I — o).

Insbesondere existiert ein [y € N, so dass fiir alle [ > [, gilt

‘¢("kz)(zi) — ai‘ <5 fir jedesi=1,...,m.
m

Wiihlen wir ein festes [ > Iy und setzen N := Nk, so erhalten wir insgesamt fir jedes
1=1,....m
6™ (z) — o] = [RM(z1) + ™ () — | = | (1) — au] < <
m
und somit wegen ¢ € U.(g) die Behauptung.

]

Ist also eine endliche Teilmenge von A; vorgegeben, so haben ,viele® Funktionen aus
M. die Eigenschaft, dass die Folge ihrer Ableitungen sich universell auf dieser endli-
chen Menge verhélt. Im Folgenden werden wir dieses Ergebnis noch erheblich erweitern.
Zunéchst einmal bemerken wir, dass der obige Satz auch fiir Funktionen gilt, bei denen
die Polstellen nicht symmetrisch zum Nullpunkt sind.

Bemerkung 5.2.17. Es seien (1 und (; aus C mit (; # (o, weiter seien ¢ aus C\ {0}
und n € N. Wir betrachten die folgende Menge

< _ 4+
(2= (z=G)"

Wir bezeichnen mit (1o den Mittelpunkt des Segments [C1, (o], das heifit (1o := (G +G),
und setzen  := (1o — (1. Weiter betrachten wir die Abbildung

M = {gb e M(C):¢(2) = h(z),h € H((C)} .

TC12 : (MS,CQ,C’ A) - (M(?,c’ A) mit TC12¢<Z) = ¢(Z + <12>'

Man zeigt leicht, dass diese Abbildung bijektiv und stetig ist, das gleiche gilt fir die
Umkehrabbildung TC_IQ1 tME,— ML, . mit Tg;l(b(z) = ¢(z — C12). Nach Lemma 5.2.15
ist also auch (M, ¢, ., A) ein vollstindiger metrischer Raum.

Ist nun ¢ € M, und zy € F(¢), so dass die Menge {0 (2) : n € N} dicht in C ist, so
besitzt die Funktion p(z) = TC’IQ1 (2) = ¢(z — Ci2) € M{, , . diese Eigenschaft offenbar
im Punkt 2o + G2 € F().

Schlieflich beachte man noch, dass fir eine in M. residuale Menge U, die Menge Tg; (u)
residual in M&Cz,c ist. Da in diesem Fall namlich eine dichte Gs-Menge O = ﬂzo:l O,
mit O C U existiert, folgt dies aus

T, (W) D T (0) = T ([ On) = [ T, (0n),
n=1 n=1
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und den Eigenschaften der Abbildung Tc_ml.

Somit folgt insgesamt, dass ein entsprechendes FErgebnis zu Satz 5.2.16 auch fir die
Menge M, ., . formuliert werden kann, dasselbe gilt fir die folgenden Resultate, auch
wenn wir uns hierbei auf den Fall M. beschrinken werden.

Mit Hilfe des Satzes von Baire kénnen wir den obigen Satz 5.2.16 unmittelbar erwei-
tern.

Korollar 5.2.18. Es seien ¢ und ¢ aus C\ {0}, weiter sei n € N. Dann gilt:

(i) Es gibt eine in M, residuale Menge Uy, so dass die Menge {¢™(2)|g : n € N}
fiir jedes ¢ € Uy und jede endliche Menge E C A dicht in C(E) ist.

(ii) Es gibt eine in M. residuale Menge Uz, so dass zu jedem ¢ € Uy und zu jeder
Funktion h : A¢ — C eine Teilfolge {n;} der natirlichen Zahlen existiert mit

¢(nk)<z) — h(z) punktweise auf Ac.

Beweis. Es sei {I,} eine Abzahlung aller endlichen Teilmengen von A¢. Nach Satz 5.2.16
existiert zu jedem k € N eine in M, residuale Menge Uy, , so dass {¢(™(z)|;, : n € N}
fur jedes ¢ € Uy, dicht in C(1) ist. Die Menge

Uy = () U,
k=1

ist nach dem Satz von Baire residual in M, und jedes ¢ € U; erfiillt offenbar die erste
Aussage.

Zum Nachweis der zweiten Aussage betrachten wir eine Folge { F}} endlicher Teilmengen
von A¢ mit B C Ejyq und UZO:1 By, = A¢. Wieder existiert zu jedem & € N eine in M.
residuale Menge Ug, , so dass {¢(™(2)|g, : n € N} fiir jedes ¢ € Uy, dicht in C(E}) ist.
Wir betrachten die Menge
UQ = ﬂ uEk,
k=1

welche nach dem Satz von Baire residual ist. Ist nun ein ¢ € U, und eine Funktion
h: Ac — C gegeben, so existiert zu jedem k ein ny € N mit ny > ni_; so dass gilt

max |gz§(”’“)(z) — h(z)| <

x| =

Hieraus folgt die Behauptung.
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Somit ist gezeigt, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen in Punkten der fi-
nalen Menge durchaus iiber gewisse universelle Eigenschaften verfiigen konnen. Man
beachte jedoch, dass die obigen Ergebnisse sich stets auf Punkte aus der von uns de-
finierten abzdhlbaren dichten Teilmenge A, der finalen Menge beschranken. Mit Hilfe
einer Technik, welche auch bei Miiller [46] verwendet wird, werden wir nun zeigen, dass

diese Einschréankung aufgehoben werden kann. Dazu fiihren wir zunéchst die sogenannte
Hausdorff Metrik ein.

Definition 5.2.19. Es seien A # () und B # 0) kompakte Teilmengen von C. Dann ist
der Hausdorff Abstand zwischen A und B definiert durch

dp (A, B) = inf |a — |, sup inf |a — b|}.
(A, B) := max{sup inf |a = b], sup inf |a — b[}

Fiir eine abgeschlossene Teilmenge E C C bezeichnen wir mit K(E) den Raum al-
ler nichtleeren kompakten Teilmengen von E. Versehen mit der Hausdorff Metrik, wird
(K(E),dp) zu einem vollstindigen metrischen Raum.

Mit dieser Definition kénnen wir nun das folgende Ergebnis formulieren.

Satz 5.2.20. Es seien ¢ und ¢ aus C\ {0}, weiter sei n € N. Es bezeichne F¢ die finale
Menge der Funktionen aus M .. Dann existiert eine in M, residuale Menge U, so dass
fiir jedes ¢ € U gult:

Es gibt eine in K(F;) residuale Menge I, so dass {¢™(2)|; : n € N} fiir jedes I € J
dicht in C(I) ist.

Beweis. Es sei ¢ € M, fest. Wir betrachten die Menge
Uy == {I € K(F¢) : {¢"(2)|; : n € N} ist dicht in O(I)},

und zeigen dass dies eine Gg-Menge ist. Dazu sei P die Menge aller Polynome, deren
Koeffizienten rationale Real- und Imaginérteile haben. Diese Menge ist abzéhlbar und
nach dem Satz von Mergelian dicht in C'(I) fiir jedes I € X(F¢). Nun gilt

Uy = qq LJN{] e K(Fe): mlax‘qb(”)(z) —p(z)| < %}

Da die Funktionen ¢™ und p auf jedem I € X(F;) gleichmiRig stetig sind, folgt dass
die Menge

{] e K(F) - max }gzﬁ(”)(z) —p(z)’ < %}

offen ist. Folglich ist U, eine G's-Menge.
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Es sei nun A, die geméf (5.5) definierte abzéhlbare dichte Teilmenge von ¢ und {Ej}
eine Abzéhlung aller endlichen Teilmengen von A.. Nach Definition der Hausdorff Metrik
ist {E} dicht in K(F¢), und nach Satz 5.2.16 ist die Menge

Up, = {¢ € M. : {¢'™(2)|p, : n € N} ist dicht in C(Ey)}

fiir jedes k € N residual in M, so dass die Menge

(Y Us, = ({6 € M. : {¢"(2)|p, : n € N} ist dicht in C(E)}

keN keN

nach dem Satz von Baire ebenfalls residual ist. Fiir jede Funktion ¢ aus dieser Menge
gilt offenbar {E) : kK € N} C Uy, so dass Uy eine dichte Gs-Menge ist. Folglich gibt
es eine in M, residuale Menge an Funktionen ¢, fiir welche die Menge U, residual in
K(F,) ist. Hieraus folgt die Behauptung.

O

Dieses Ergebnis ist offenbar eine erhebliche Verschéarfung von Satz 5.2.16. Es besagt in
gewisser Weise, dass ,viele“ Funktionen aus der Menge M, die Eigenschaft haben, auf
,vielen“ kompakten Teilmengen der finalen Menge eine Art Ableitungsuniversalitit zu
besitzen, allerdings macht es keine Aussage dariiber, wie diese Mengen konkret aussehen.
Da man jedoch mit einer Technik von Korner [31] leicht zeigen kann, dass der Raum
K(E), wobei E C C nicht einpunktig, zusammenhéngend und abgeschlossen ist, eine
residuale Menge an {iberabzéhlbaren Mengen enthélt, konnen wir leicht den folgenden
interessanten Zusatz beweisen.

Korollar 5.2.21. Es sei U die Menge aus Satz 5.2.20 und ¢ € W. Dann gibt es eine in
K(F¢) residuale Menge I, so dass jedes I € J iiberabzihlbar ist und {¢™(z)|; : n € N}
fir jedes I € J dicht in C(I) ist.

Beweis. Aus Satz 5.2.20 folgt die Existenz einer in K(JF;) residualen Menge J1, so dass
{¢™(2)|; : n € N} fiir jedes I € J; dicht in C(I) ist. Es sei nun

Jy :={M € K(F;) : M ist iiberabzihlbar}.

Dann ist J5 residual in K(F¢), so dass die Menge J := J; N J2 nach dem Satz von Baire
ebenfalls residual ist.

[]

Bemerkung 5.2.22. Ist ¢(z) = R(2) +h(z) € M, eine Funktion und z € Ac C F(¢),
so dass ein M € N und eine Folge {n;,} in N mit |¢\"")(z)| < M fiir alle k € N
existiert, so folgt aus Satz 5.2.7, dass R (z)) = 0 fiir alle hinreichend grofien k gilt.
Aus obigem Korollar ldsst sich folgern, dass diese Bedingung im Allgemeinen jedoch nicht
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notwendig dafiir ist, dass |¢(”k)(z0)} < M fir alle k € N gilt. Nach diesem Korollar gibt
es ndmlich Funktionen ¢ € M, und (iiberabzihlbar viele) Punkte zy € F(¢) \ A, so
dass {¢™(z) : n € N} dicht in C ist. Insbesondere existiert dann ein M € N und eine
Folge {ni} in N, so dass |¢\")(29)| < M fiir alle k gilt, da hierbei aber zy & A ist, gilt
nicht R™)(zy) = 0 fiir alle hinreichend grofen k, wie man leicht aus den Beweisen zu
Lemma 5.2.11 und 5.2.12 folgern kann.

Wir werden nun noch zeigen, dass die obigen Ergebnisse scharf sind, indem wir be-
weisen, dass Funktionen ¢ € M, nie auf zusammenhéngenden Kompakta K C F(o)
ableitungsuniversell sein kénnen. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff der Dirichlet
Menge ein.

Definition 5.2.23. FEs sei E C 0D eine abgeschlossene Menge. Dann nennen wir E
eine Dirichlet Menge, wenn eine Teilfolge {ny} der natirlichen Zahlen existiert mit

mgx\z”k — 1] —0 firk — oc.

Ein klassisches Ergebnis von Dirichlet besagt, dass jede endliche Menge E C JD eine
Dirichlet Menge ist, siehe etwa [27|. Der folgende Satz stellt nun einen interessanten Zu-
sammenhang zwischen den Ableitungen meromorpher Funktionen ¢ € M., der Mobius
Transformation m¢ und Dirichlet Mengen her.

Satz 5.2.24. Es sei ¢ € M[,. Weiter sei K C F(¢) ein Kompaktum und es existiere
eine Teilfolge der natiirlichen Zahlen {ny} und ein M € N, so dass gilt

max |o™)(2)| < M fiir alle k € N.

Dann gilt fiir die Folge {v} mit vy, == n + ny,

(2= ¢ = 2+ O™
(= + O

das heifit die Menge m¢(K) C 0D ist eine Dirichlet Menge.

_ Vg .
max —mlagx‘mC (2) =1 =0 (k— o0),

Beweis. Wir gehen dhnlich vor wie im ersten Teil des Beweises zu Satz 5.2.7 und nehmen
an, die Aussage wére falsch. Dann existiert eine Teilfolge {ny, } von {n;} und ein v > 0,
so dass gilt

max mZJrnkl (2)=1| >~y >0 firalleleN. (5.13)

Nach Voraussetzung gilt ¢(z) = o T o T h(z) = R(z)+ h(z), wobei h eine ganze
Funktion ist. Wir wéhlen ein festes 6 > 0 und setzen

mg :=max|z — (| und Mg = max|z — (| + max|z| +J.
K K K
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Dann ist A fiir jedes zp € K holomorph in {z : |z — 29| < my + 0}, so dass wir mit der
Cauchyschen Ungleichung fiir zo € K und alle [ € N erhalten

n,! e(20)

(n1,)
[0 z0)] < (mg + 0)™

wobei ¢(20) 1= MaX (22— zo|=mi+s} | R(2)] ist. Setzen wir C' 1= max...|=nm,} |1(2)], so folgt

fir allel € N
n;ﬂ! C

maxe [h ()] < o

Weiter gilt fiir zg € K

|¢(nkl)(20>‘
— ‘R(nkl)(%) + h(”kl)(zo)‘

> ‘R(nkl)(zo)‘ _ |h(nkl)<zo)‘

n (n + Nk, — 1)’ (ZO - C)n+nkl - (ZU + C)n+nkl n
> |(=1)"ke — ‘ — T i —max‘h( ’“l)(z)‘
(n—1)! (z0 — C) (z0 4+ ¢) K
> |c| (n+ ny, — 1) ! )mn+nkl (20) — 1‘ _ !l
- (n—11 |z —¢["™ < 0 (mg +0)"™
(n+ng, —1) 1 ntn ng,! C
> |C| _11 ] ntng, me K (ZO) - 1‘ - W
CESVI (i +9)

Da dies fiir jedes zy € K gilt, folgt unter Verwendung von (5.13)

max |¢(”kl)(z)‘

Z%?<M iy e | ) =1 =
M
-1 n4n 1c
= || <n+n_kl ; ) rET maux‘mcJr "(z) — 1‘ - nkl—nk
(-0 o R (mc + 3™
> |c] (nt+n, - v nlC
- (n—1)! m’;:"kz (mg + )™

Hieraus folgt jedoch maxg ‘¢(”’€l)(z)‘ — oo flir [ — o0, was einen Widerspruch zur
Voraussetzung maxy | (z)| < M fiir alle k € N darstellt.
m
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Dieser Satz liefert somit eine hinreichende Bedingung dafiir, dass eine Menge eine Di-
richlet Menge ist. Eine leichte Folgerung hieraus ist das folgende Ergebnis, welches man
auch aus einem Resultat von Korner [31] erhélt.

Korollar 5.2.25. FEs existiert eine in K(0D) residuale Menge an tberabzihlbaren Di-
richlet Mengen.

Beweis. Nach Korollar 5.2.21 existiert eine Funktion ¢ € M, und eine in K(F(¢))
residuale Menge J an iiberabzihlbaren Mengen, so dass {¢™ (2)|; : n € N} fiir jedes
I € J dicht in C(I) ist. Aufgrund der Eigenschaften der Abbildung m, ist die Menge
{m¢(I) : I € I} eine residuale Teilmenge von K(9D), zudem ist m¢(I) fir jedes I € J
tiberabzdahlbar. Weiter beachte man, dass zu jedem I € J eine Folge {n;} in N und ein
M € N existieren, so dass max; }¢("k)(z)| < M fir alle k € N gilt. Aus Satz 5.2.24 folgt,
dass die Menge m¢(I) C OD fiir jedes I € J eine Dirichlet Menge ist, und somit die
Behauptung.

O]

Schlieflich zeigen wir noch das folgende Ergebnis, hierbei bezeichnen wir ein nicht ein-
punktiges, zusammenhédngendes Kompaktum als Kontinuum.

Korollar 5.2.26. Es sei ¢ € M, und K C F(¢) ein Kontinuum. Dann gibt es keine
Teilfolge {ny} der natiirlichen Zahlen, so dass ein M € N existiert mit

max }¢(”k)(z)| < M fir alle k € N.
Insbesondere kann die Menge {¢™(2)|x : n € N} nicht dicht in C(K) sein.

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Folge {n;} in N und ein M € N existieren, so dass
fiir ein ¢ € M, gilt
max ‘gzﬁ("’“)(z)| < M fir alle k € N,

wobei K C F(¢) ein Kontinuum ist. Aus Satz 5.2.24 folgt, dass die Menge m¢(K) C 0D,
welche aufgrund der Eigenschaften von m¢ ebenfalls ein Kontinuum ist, eine Dirichlet
Menge ist. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.

O

Bemerkung 5.2.27. Dieses Korollar besagt gewissermajfSen, dass die obigen Ergebnisse
bestmaglich sind. So gibt es eine in M7, residuale Menge U, so dass zu jedem ¢ € U
eine in K(F(¢)) residuale Menge I an (iberabzihlbaren) Kompakta existiert, so dass ¢
auf jedem I € J ableitungsuniversell ist. Es kann jedoch keine Funktion ¢ € M, geben,
welche auf einem Kontinuum K C F(¢) ableitungsuniversell ist.
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