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Einleitung
Die vorliegende Arbeit teilt sich in zwei Themengebiete:

• Proximität von Binomial- und Poisson-Verteilungen,

• Konfidenzintervalle für durchschnittliche Erfolgswahrscheinlichkeiten.

Inhalt des ersten Teils dieser Arbeit ist die Untersuchung der Proximität, also einer
gewissen Messung der Nähe, von Binomial- und Poisson-Verteilungen. Aufgrund der
vielfältigen Anwendungsgebiete der Verteilungsapproximation, insbesondere der Pois-
son-Approximation, ist dieses Forschungsgebiet das Objekt vieler Untersuchungen. Der
Artikel von Zacharovas und Hwang (2010) gibt eine ausführliche Übersicht verschiede-
ner Ergebnisse zur Poisson-Approximation seit den Anfängen in de Moivre (1718) bis
zu seinem Erscheinen. Eine wichtige Methode in der Verteilungsapproximation ist die
Stein-Chen-Methode, die z. B. von Barbour und Hall (1984) und Ehm (1991) verwendet
wird, um untere und obere Abschätzungen für den Totalvariationsabstand (Supremums-
abstand) einer Bernoulli-Faltung und einer Poisson-Verteilung bzw. Binomialverteilung,
jeweils mit gleichem Erwartungswert, anzugeben. Diese Ergebnisse können wie folgt
kombiniert werden (vgl. Seite 9 für die Notationen): Für zwei Folgen (Pn) und (Qn) mit

(Pn, Qn) ∈ {(P,Q) : µ(P ) = µ(Q), P ∈ {BCp,Pµ : n ∈ N0, p ∈ [0, 1]n, µ ∈ [0,∞[},
Q ∈ {Bn,p,Pλ : n ∈ N0, p ∈ [0, 1], λ ∈ [0,∞[}}

für alle n ∈ N konvergiert der Totalvariationsabstand dTV(Pn, Qn) genau dann gegen
Null, wenn der Quotient |σ2(Pn)− σ2(Qn)| / (1 + σ2(Pn) + σ2(Qn)) gegen Null konver-
giert.
Die Topologie des Totalvariationsabstandes auf der Menge der (unendlichen) Faltun-

gen von Bernoulli- und Poisson-Verteilungen wird in Tasto (2011) mit Hilfe der betei-
ligten Parameter charakterisiert.
In der vorliegenden Arbeit wird die uniforme Struktur des Totalvariationsabstandes

auf der abgeschlossenen Menge BP := {Bn,p,Pλ : n ∈ N0, p ∈ [0, 1], λ ∈ [0,∞[} aller Bi-
nomial- und Poisson-Verteilungen charakterisiert, wobei diese uniforme Struktur auch
vom Kolmogorov-, Hellinger- und Prochorov-Abstand erzeugt wird.
Es wird also die uniforme Struktur auf einer Teilmenge der in Tasto (2011) behandelten

Menge untersucht: Nach Spezialisierung auf Binomial- und Poisson-Verteilungen wird
das obige, auf Barbour und Hall (1984) und Ehm (1991) zurückgehende Ergebnis ver-
allgemeinert, indem die Bedingung der gleichen Erwartungswerte aufgegeben wird: Der
Abstand zweier Folgen (Pn) und (Qn) aus BP konvergiert genau dann gegen Null, wenn
(µ(Pn)− µ(Qn))2 / (σ2(Pn) + σ2(Qn)) und |σ2(Pn)− σ2(Qn)| / (1 + σ2(Pn) + σ2(Qn))

5



Einleitung

gegen Null konvergieren, wobei das Teilen durch Null auf Seite 9 wie üblich definiert
wird.
Insbesondere wird eine universelle obere Abschätzung des Totalvariationsabstandes

auf BP durch eine entsprechende Funktion der zugehörigen Erwartungswerte und Va-
rianzen angegeben: Sind P und Q beliebige Binomial- oder Poisson-Verteilungen, so
ist

dTV(P,Q) ≤ 5 ·

√√√√(µ(P )− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q) + 12 · |σ
2(P )− σ2(Q)|

1 + σ2(P ) + σ2(Q) .

Der zweite Teil der Arbeit widmet sich Konfidenzintervallen für durchschnittliche Er-
folgswahrscheinlichkeiten, oder besser Konfidenzintervallen für Durchschnitte von Er-
folgswahrscheinlichkeiten.
Die Ergebnisse dieses Teils, insbesondere die Spezialisierung auf hypergeometrische

Verteilungen in Abschnitt 4.3, gehen über die Ergebnisse in Mattner und Tasto (2014)
hinaus.
Eine der ersten und bekanntesten Arbeiten zu Konfidenzintervallen von Erfolgswahr-

scheinlichkeiten ist die von Clopper und Pearson (1934). Im Binomialmodell werden
hier bei gegebenem Stichprobenumfang und Konfidenzniveau Konfidenzintervalle für die
unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit entwickelt.
Betrachtet man bei festem Stichprobenumfang n statt einer Binomialverteilung Bn,p,

also dem Bildmaß einer homogenen Bernoulli-Kette unter der Summationsabbildung, das
entsprechende Bildmaß einer inhomogenen Bernoulli-Kette, so erhält man eine Bernoulli-
Faltung BCp mit Erfolgswahrscheinlichkeiten p ∈ [0, 1]n.
Für das Schätzen der durchschnittlichen Erfolgswahrscheinlichkeit im größeren Ber-

noulli-Faltungs-Modell sind z. B. die einseitigen Clopper-Pearson-Intervalle im Allgemei-
nen nicht gültig, was schon in Agnew (1974) erkannt, aber später an einigen Stellen in
der Literatur ignoriert wurde. In Agnew (1974) werden auch gültige aber nicht optimale
einseitige Konfidenzintervalle angegeben.
Wir entwickeln hier (im Sinne von Buehler (1957)) optimale einseitige und gülti-

ge zweiseitige Konfidenzintervalle für die durchschnittliche Erfolgswahrscheinlichkeit im
Bernoulli-Faltungs-Modell.
Die einseitigen Clopper-Pearson-Intervalle sind im Allgemeinen auch nicht gültig für

das Schätzen der Erfolgswahrscheinlichkeit im hypergeometrischen Modell, das nach Va-
tutin und Mikhailov (1983) ein Teilmodell des Bernoulli-Faltungs-Modells ist. Für das
hypergeometrische Modell mit festem Stichprobenumfang und bekannter Urnengröße
sind die einseitigen Konfidenzintervalle in Katz (1953) optimal. Bei festem Stichprobe-
numfang und unbekannter Urnengröße entwickeln wir aus den im Bernoulli-Faltungs-
Modell optimalen Konfidenzintervallen optimale Konfidenzintervalle für das hypergeo-
metrische Modell. Wir betrachten außerdem den Fall, dass eine obere Schranke für die
unbekannte Urnengröße gegeben ist.
Die vorliegende Arbeit gliedert sich wie folgt: In Kapitel 1 finden sich einige Notations-

vereinbarungen und Definitionen. Kapitel 2 enthält die Definitionen und Eigenschaften
verschiedener Metriken, uniformer Strukturen und Topologien, die im Kapitel 3 benö-
tigt werden. Dieses Kapitel 3 enthält insbesondere die Untersuchung und Beschreibung
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uniformer Strukturen auf der Menge der Binomial- und Poisson-Verteilungen. Die Er-
gebnisse zu Konfidenzintervallen finden sich in Kapitel 4. Die Beweise der Ergebnisse
der letzten beiden Kapitel sind jeweils in einem eigenen Abschnitt zusammengefasst.
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1 Notationen und Definitionen
Innerhalb dieser Arbeit definieren wir 0/0 := 0, ∞ · 0 := 0 und c/0 := ∞ für c > 0.
Wir verwenden weiter die folgenden gebräuchlichen Notationen: Für x ∈ R ist bxc :=
max{z ∈ Z : z ≤ x} und dxe := min{z ∈ Z : z ≥ x}. Für a, b ∈ R ∪ {−∞,∞} ist
]a, b] := {x : a < x ≤ b}, und die weiteren Intervalle sind analog definiert. Es ist N :=
{1, 2, 3, . . . } die Menge der natürlichen Zahlen und N0 := N ∪ {0}.
Ist (X ,A) ein Messraum, so ist Prob(X ,A) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße

auf (X ,A). Wenn klar ist, welche σ-Algebra betrachtet wird, so kann die Nennung
dieser weggelassen werden: z. B. ist Prob(R) := Prob(R,B(R)). Ist P ∈ Prob(R), so ist
P̌ definiert durch P̌ (A) := P ({−x : x ∈ A}) für alle A ∈ B(R).
Ist P ∈ Prob(R), so bezeichnen µ(P ) und σ2(P ) den Erwartungswert bzw. die Varianz

von P , falls sie existieren.
Wir betrachten die folgenden Verteilungen mit den jeweiligen Parametern: Für p ∈

[0, 1] ist Bp eine Bernoulli- und für n ∈ N0 und p ∈ [0, 1] ist Bn,p eine Binomialverteilung.
Für n ∈ N0 und p = (p1, . . . , pn) ∈ [0, 1]n ist BCp := ∗nj=1 Bpj eine Bernoulli-Faltung, die
in der Literatur auch als Poisson-Binomial-Verteilung oder Poissons Binomialverteilung
(vgl. Wang (1993)) bezeichnet wird. Für λ ∈ [0,∞[ ist Pλ eine Poisson-Verteilung und
für (µ, σ2) ∈ R × [0,∞[ ist Nµ,σ2 eine Normalverteilung. Für n,N ∈ N0 mit N ≥ n
und p ∈ {j/N : j ∈ {0, . . . , N}} bezeichnet Hn,p,N die hypergeometrische Verteilung der
Anzahl roter Kugeln, die in einer einfachen Zufallsstichprobe der Größe n aus einer Urne
mit N Kugeln, davon Np rot und N(1− p) blau, ohne Zurücklegen gezogen werden. Es
ist BP := {Bn,p,Pλ : n ∈ N0, p ∈ [0, 1], λ ∈ [0,∞[} die Menge aller Binomial-und Poisson-
Verteilungen. Für die Definition einer BPB̌P-Faltung vgl. Definition 3.24.
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2 Metriken, uniforme Strukturen und
Topologien

Das vorliegende Kapitel dient als Vorbereitung des Kapitels 3, in dem die Menge BP aller
Binomial- und Poisson-Verteilungen untersucht wird, weshalb das Augenmerk verstärkt
auf diese Menge gelegt wird.
Im folgenden Abschnitt 2.1 führen wir die im Weiteren benutzten Metriken ein und

stellen einige Eigenschaften der Abstände und Zusammenhänge zwischen diesen dar.
Im darauffolgenden Abschnitt 2.2 stellen wir die benötigten Definitionen und Resulta-
te zu uniformen Stukturen und Topologien bereit. Schließlich werden in Abschnitt 2.3
verschiedene Topologien auf BP untersucht.

2.1 Metriken
Der Totalvariationsabstand (oder Supremumsabstand) dTV auf Prob(X ,A) ist definiert
durch

(P,Q) 7→ dTV(P,Q) = sup{|P (A)−Q(A)| : A ∈ A}

(vgl. Strasser (1985, S. 5)). Ist ν ein P und Q dominierendes Maß auf A, so ist (vgl.
Strasser (1985, Lemma 2.4))

dTV(P,Q) = 1
2

∫ ∣∣∣∣∣dPdν − dQ
dν

∣∣∣∣∣ dν. (2.1)

Der Hellinger-Abstand dH auf Prob(X ,A) ist definiert durch

(P,Q) 7→ dH(P,Q) =
(

1
2

∫ (√
f −√g

)2
dµ
)1/2

,

wobei µ ein σ-endliches Maß auf A mit (P,Q) = (fµ, gµ) ist. Der Hellinger-Abstand
ist wohldefiniert, also unabhängig von der Wahl des Maßes µ und der Dichten f, g (vgl.
Strasser (1985, S. 8)).
Der Kolmogorov-Abstand dK auf Prob(R,B(R)) ist definiert durch

(P,Q) 7→ dK(P,Q) = sup{|P (]−∞, x])−Q(]−∞, x])| : x ∈ R}.

Der Prochorov-Abstand dP auf Prob(R,B(R)) ist definiert durch

(P,Q) 7→ dP(P,Q)
= inf {ε > 0: P (A) ≤ Q(Aε) + ε, Q(A) ≤ P (Aε) + ε für alle A ∈ B(R)} ,
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wobei Aε := {x : inf {|x− y| : y ∈ A} < ε} für A ∈ B(R) und ε > 0 (vgl. Elstrodt (2009,
S. 402)).
Es gelten die folgenden Abschätzungen: Nach Strasser (1985, Lemma 2.15) gilt

d2
H ≤ dTV ≤ dH ·

√
2− d2

H. (2.2)

Außerdem ist auf Prob(R,B(R))

dK ≤ dTV, (2.3)

und auf BP gilt weiter die Abschätzung dTV ≤ 2dK, die wir in Satz 2.1 analog zu
Ehm (1991, Corollary 3) mit Hilfe von Klenke und Mattner (2010) beweisen, und die in
Spezialfällen schon bekannt ist, z. B. nach Ehm (1991, Corollary 3) im Fall von Binomi-
alverteilungen mit gleichem Erwartungswert.

Satz 2.1. Auf BP ist

dK ≤ dTV ≤ 2dK. (2.4)

Beweis. Die erste Ungleichung gilt auf ganz Prob(R) (vgl. (2.3)). Wir zeigen die zweite
Ungleichung zuerst für Binomialverteilungen: Seien n,m ∈ N0, p, q ∈ [0, 1], P := Bn,p,
Q := Bm,q und k∗ := min{k ∈ N0 : (P + Q)({k}) > 0}, k∗ := max{k ∈ N0 : (P +
Q)({k}) > 0}. Dann ist nach Klenke und Mattner (2010, Lemma 2.1)

l : {k∗, . . . , k∗} → [0,∞], k 7→ P ({k})
Q({k})

für ein k0 ∈ {k∗, . . . , k∗} monoton auf {k∗, . . . , k0} und monoton auf {k0, . . . , k
∗}.

1. Fall: l ist wachsend auf {k∗, . . . , k0} und fallend auf {k0, . . . , k
∗}. Dann ist L := {k ∈

{k∗, . . . , k∗} : l(k) > 1} ein Intervall in N0. Sei J := {k∗, . . . ,min(L) − 1}. Für M ⊆ N0
sei ∆(M) := ∑

k∈M
(P ({k})−Q({k})). Dann ist dTV(P,Q) = ∆(L) und

dK(P,Q) =
{

∆(J ∪ L) = ∆(J) + ∆(L) ≥ ∆(L)
2 , falls ∆(L) ≥ −2∆(J),

−∆(J) ≥ ∆(L)
2 , falls ∆(L) < −2∆(J).

Die anderen Fälle werden analog behandelt, und damit ist die Behauptung im Binomial-
Fall bewiesen.
Wenn P eine Poisson-Verteilung und Q eine Binomialverteilung ist, sei Pn := B

n,
µ(P )
n

für alle n ∈ N. Nach Koopman (1950) gilt Pn({k})→ P ({k}), n→∞, für alle k ∈ N0,
und damit nach Gut (2005, Chapter 5, Theorem 6.4) dTV(Pn, P )→ 0, also dK(Pn, P )→ 0
für n → ∞. Wie oben im Beweis gezeigt wurde, gilt dTV(Pn, Q) ≤ 2dK(Pn, Q) für alle
n ∈ N, und damit

dTV(P,Q) ≤ dTV(P, Pn) + dTV(Pn, Q) ≤ dTV(P, Pn) + 2dK(Pn, P ) + 2dK(P,Q).

Also ist dTV(P,Q) ≤ 2dK(P,Q).
Auf der Menge der Poisson-Verteilungen gilt sogar dTV = dK (vgl. z. B. Adell und

Jodrá (2006, Proposition 2.1)).
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Bemerkung 2.2. Es ist

dP ≤ dTV, (2.5)

und auf Prob(Z) gilt

dP = dTV. (2.6)

Seien nämlich P,Q ∈ Prob(R). Um (2.5) zu zeigen, definieren wir ε := dTV(P,Q). Für
alle A ∈ B(R) ist dann P (A) ≤ Q(A)+ε ≤ Q(Aε)+ε und Q(A) ≤ P (A)+ε ≤ P (Aε)+ε,
also ist dP(P,Q) ≤ dTV(P,Q).
Um (2.6) zu zeigen, nehmen wir an, dass P,Q ∈ Prob(Z), und zeigen, dass dTV(P,Q) ≤

dP(P,Q). Wenn dP(P,Q) = 1, ist dTV(P,Q) ≤ dP(P,Q). Wenn dP(P,Q) < 1, gilt für
1 > δ > dP(P,Q) und A ⊆ Z, dass P (Aδ ∩ Z) = P (A) und Q(Aδ ∩ Z) = Q(A), also
dTV(P,Q) ≤ δ und damit dTV(P,Q) ≤ dP(P,Q).

Die Gleichung (2.6) gilt nicht im Allgemeinen auf Prob(R), denn für n ≥ 2 ist

dTV(δn, δn+ 1
n
) = 1 >

1
n

= dP(δn, δn+ 1
n
).

2.2 Uniforme Strukturen und Topologien
Im Folgenden stellen wir die für Kapitel 3 notwendigen Definitionen und Resultate zu
uniformen Stukturen und Topologien bereit, wobei wir uns an Bourbaki (1989) orien-
tieren. Weitere Einführungen in uniforme Strukturen findet man z. B. in Querenburg
(2001), Schubert (1964) oder Kelley (1975). In all diesen Büchern werden auch die für
die Behandlung uniformer Räume notwendigen topologischen Grundlagen bereitgestellt.
Durch eine uniforme Struktur ist eindeutig eine Topologie gegeben (vgl. Satz 2.17).

Jeder uniforme Raum ist also insbesondere ein topologischer Raum. Die Idee der unifor-
men Struktur führt die der Topologie weiter: Die Interpretation „y liegt genügend nahe
bei x“ im topologischen Kontext wird bei Betrachtung der uniformen Struktur weiter-
geführt zu „zwei Punkte x, y liegen genügend nahe beieinander“ (vgl. Schubert (1964,
S.99)).
Andererseits ist jeder metrische Raum auch ein uniformer Raum, wobei die durch eine

Metrik gegebene uniforme Struktur nach Beispiel 2.15 gebildet wird.
Die uniforme Struktur liegt also „zwischen“ der Metrik und der Topologie, in dem

Sinne, dass eine Metrik eine uniforme Struktur definiert, welche eine Topologie definiert,
die gleich der durch die Metrik induzierten Topologie ist.
Im Folgenden werden Filter und die Konvergenz entlang Filtern eingeführt, sowie

auf einige in unserem Kontext wichtige Beispiele eingegangen, danach werden spezieller
uniforme Strukturen eingeführt und untersucht.
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Definition 2.3. Sei Y eine Menge. Ein Mengensystem F ⊆ 2Y heißt Filter auf Y , falls
gilt:

Aus F ∈ F und F ⊆ G ⊆ Y folgt G ∈ F . (2.7)
Y ∈ F . Sind F1, F2 ∈ F , so ist F1 ∩ F2 ∈ F . (2.8)

∅ /∈ F . (2.9)

Das Paar (Y ,F) heißt filtrierte Menge und wird, wenn keine Verwechslung auftreten
kann, mit Y bezeichnet.

Definition und Beispiel 2.4. Sei (Y , T ) ein topologischer Raum und sei ∅ 6= S ⊆ Y .
Dann ist

{Y ⊆ Y : es existiert ein T ∈ T mit S ⊆ T ⊆ Y }

ein Filter auf Y , der als Umgebungsfilter von S bezeichnet wird. Elemente des Umge-
bungsfilters heißen Umgebungen von S. Ist S = {y} für ein y ∈ Y , so sprechen wir vom
Umgebungsfilter von y (und schreiben U(y)) bzw. den Umgebungen von y. Ein Mengen-
system B ⊆ U(y) heißt Umgebungsbasis von y, wenn zu jedem U ∈ U(y) ein V ∈ B mit
V ⊆ U existiert.

Definition 2.5. Seien X eine Menge und F ,F ′ Filter auf X . Wir sagen, dass F ′ feiner
als F ist (oder F gröber als F ′), wenn F ⊆ F ′. Ist weiter eine Topologie auf X gegeben,
so konvergiert der Filter F gegen ein x ∈ X , wenn F feiner ist als der Umgebungsfilter
von x.

Definition 2.6. Seien (X ,F) eine filtrierte Menge, (Y , T ) ein topologischer Raum,
f : X → Y eine Abbildung und y ∈ Y .
Die Abbildung f konvergiert entlang F gegen y, wenn für jede Umgebung V von y

ein F ∈ F mit f(F ) ⊆ V existiert; und y heißt dann Grenzwert von f entlang F . Wir
schreiben dann lim

F
f = y, oder lim f = y, wenn klar ist, welcher Filter gemeint ist.

Definition 2.7. Auf X = N ist durch F := {F ⊆ N : N \ F endlich} der Fréchet-
Filter definiert. Sei (Y , T ) ein topologischer Raum und y ∈ Y . Eine Folge (yn)n∈N : N→
Y konvergiert gegen y, falls sie entlang des Fréchet-Filters gegen y konvergiert. Wir
benutzen dann die bekannten Schreibweisen lim

n→∞
yn = y oder yn → y, n→∞.

Definition und Beispiel 2.8. Sei d eine Metrik auf X = Prob(R) und

{O ⊆ X : für alle P ∈ O existiert ein ε > 0: {Q ∈ X : d(P,Q) < ε} ⊆ O}

die durch d auf X definierte Topologie und U die durch die Betragsmetrik definierte
Topologie auf [0,∞[. Seien weiter P ∈ X und F der Umgebungsfilter von P. Dann
konvergiert F gegen P und es konvergiert f := d(·, P ) : X → [0,∞[ entlang F gegen
0, denn für jedes ε > 0 ist F := {Q ∈ X : d(Q,P ) < ε} ∈ F und f(Q) < ε für alle
Q ∈ F. Eine Folge (Pn)n∈N in X konvergiert in d gegen P, wenn (Pn)n∈N bezüglich obiger
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2.2 Uniforme Strukturen und Topologien

Topologie gegen P konvergiert, und das ist genau dann der Fall, wenn (d(Pn, P ))n∈N
gegen 0 konvergiert.
Wie in Abschnitt 2.1 zu sehen, betrachten wir in dieser Arbeit den Totalvariations-,

den Kolmogorov-, den Hellinger- und den Prochorov-Abstand.

Definition und Beispiel 2.9. (vgl. Elstrodt (2009, S. 382)) Auf Prob(R) betrachten
wir die schwache Topologie, also die gröbste Topologie auf Prob(R), bezüglich der die
Abbildung

Prob(R) 3 P 7→
∫
R

fdP

für alle f ∈ Cb(R) := {f ∈ RR : f ist stetig und beschränkt} stetig ist. Eine Umgebungs-
basis von P0 ∈ Prob(R) bezüglich der schwachen Topologie ist{

Uf1,...,fj ;ε(P0) : j ∈ N, f1, . . . , fj ∈ Cb(R), ε > 0
}
,

wobei für P0 ∈ Prob(R), f1, . . . , fj ∈ Cb(R) und ε > 0

Uf1,...,fj ;ε(P0) :=
{
P ∈ Prob(R) :

∣∣∣∣∫ fkdP −
∫
fkdP0

∣∣∣∣ < ε für alle k = 1, . . . , j
}
.

Eine Folge (Pn) in Prob(R) konvergiert schwach gegen ein P ∈ Prob(R), wenn (Pn)
bezüglich obiger Topologie gegen P konvergiert, wenn also

∫
fdPn →

∫
fdP für alle

f ∈ Cb(R). Als Schreibweise hierfür nutzen wir auch Pn  P.

Definition und Beispiel 2.10. Auf Prob(R) betrachten wir die Topologie der Konver-
genz der absoluten Momente, also die gröbste Topologie, bezüglich der die Abbildung

Prob(R) 3 P 7→
∫
R

|x|kdP

für alle k ∈ N stetig ist. Eine Umgebungsbasis von P0 ∈ Prob(R) bezüglich dieser
Topologie ist gegeben durch{{

P ∈ Prob(R) :
∣∣∣∣∫ |x|kdP − ∫ |x|kdP0

∣∣∣∣ < ε für alle k ∈ I
}

: I ⊆ N endlich, ε > 0
}
.

Eine Folge (Pn) in Prob(R) konvergiert in absoluten Momenten gegen ein P ∈ Prob(R),
wenn (Pn) bezüglich obiger Topologie gegen P konvergiert, wenn also

∫
|x|kdPn →∫

|x|kdP für alle k ∈ N.

Definition und Beispiel 2.11. Auf Prob(N0) betrachten wir die Topologie der Kon-
vergenz im ersten und zweiten Moment, also die gröbste Topologie, bezüglich der die
Abbildungen

Prob(N0) 3 P 7→
∫
N0

xdP und Prob(N0) 3 P 7→
∫
N0

x2dP
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2 Metriken, uniforme Strukturen und Topologien

stetig sind. Eine Umgebungsbasis von P0 ∈ Prob(N0) bezüglich dieser Topologie ist
gegeben durch{{

P ∈ Prob(N0) :
∣∣∣∣∫ xkdP −

∫
xkdP0

∣∣∣∣ < ε für k ∈ {1, 2}
}

: ε > 0
}
.

Eine Folge (Pn) in Prob(N0) konvergiert im ersten und zweiten Moment gegen ein P ∈
Prob(N0), wenn (Pn) bezüglich obiger Topologie gegen P konvergiert, also genau dann,
wenn µ(Pn)→ µ(P ) und σ2(Pn)→ σ2(P ).
Definition und Beispiel 2.12. Auf Prob(N0) betrachten wir die Topologie der punkt-
weisen Konvergenz, also die gröbste Topologie, bezüglich der die Abbildung Prob(N0) 3
P 7→ P ({x}) für alle x ∈ N0 stetig ist. Eine Umgebungsbasis von P0 ∈ Prob(N0) bezüg-
lich dieser Topologie ist gegeben durch

{{P ∈ Prob(N0) : |P ({x})− P0({x})| < ε für alle x ∈ E} : E ⊆ N0 endlich, ε > 0} .

Eine Folge (Pn) in Prob(N0) konvergiert punktweise gegen ein P ∈ Prob(N0), wenn (Pn)
bezüglich obiger Topologie gegen P konvergiert, wenn also Pn({x}) → P ({x}) für alle
x ∈ N0.

Um uniforme Strukturen zu definieren, führen wir die folgende Schreibweise für das
Relationenprodukt ein: Für eine Menge X und U, V ⊆ X × X definieren wir

U ◦ V := {(x, z) ∈ X × X : es gibt ein y ∈ X mit (x, y) ∈ U und (y, z) ∈ V },

wobei hier keine Verwechslung mit der Komposition von Funktionen zu befürchten ist.
Definition 2.13. Sei X eine Menge. Eine Menge U ⊆ 2X×X heißt uniforme Struktur
auf X , falls U (2.7) und (2.8) erfüllt und weiter gilt:

Für jedes U ∈ U gilt ∆ := {(x, x) : x ∈ X} ⊆ U. (2.10)
Ist U ∈ U , so ist {(y, x) : (x, y) ∈ U} ∈ U . (2.11)

Ist U ∈ U , so existiert ein V ∈ U mit V ◦ V ⊆ U. (2.12)

Das Paar (X ,U) heißt uniformer Raum und wird auch mit X bezeichnet. Die Elemente
von U heißen Nachbarschaften in X .
Definition und Bemerkung 2.14. Wir betrachten nur X 6= ∅, so dass eine uniforme
Struktur U wegen (2.10) auch (2.9) erfüllt, und somit U immer ein Filter auf X ×X ist.
Wir sprechen daher auch vom Nachbarschaftsfilter U . Eine Menge B ⊆ U heißt Basis
des Nachbarschaftsfilters U , wenn zu jedem U ∈ U ein B ∈ B mit B ⊆ U existiert.
Beispiel 2.15. Metriken und uniforme Strukturen hängen wie folgt zusammen:
(a) Sei (X , d) metrischer Raum. Dann bildet

B := {{(x, y) ∈ X 2 : d(x, y) < ε} : ε > 0}

eine Basis des Nachbarschaftsfilters

U := {V ⊆ X 2 : es existiert ein B ∈ B mit V ⊇ B}

auf X .
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2.2 Uniforme Strukturen und Topologien

(b) Verschiedene Metriken können die gleiche uniforme Struktur erzeugen: Auf der
Menge aller Binomial- und Poisson-Verteilungen BP gilt nach (2.2), (2.4) und
(2.6)

max
{
dK, d

2
H

}
≤ dTV = dP ≤ min

{
dH ·

√
2− d2

H, 2dK

}
.

Also definieren alle vier Metriken die gleiche uniforme Struktur und die gleiche
Topologie auf BP.

(c) Ist eine uniforme Sturktur U auf einer Menge X wie in (a) durch eine Metrik d
definiert, so lässt sich die uniforme Struktur vollständig durch konvergente Folgen
charakterisieren: Eine Menge U ⊆ X 2 liegt genau dann in U , wenn für alle Folgen
(xn, yn)n aus X 2 mit lim

n→∞
d(xn, yn) = 0 schließlich (xn, yn) ∈ U gilt.

Beispiel 2.16. Auf [0,∞[ bildet U = {Uε : ε > 0} , mit

Uε :=
{

(x, y) ∈ [0,∞[2 : (x− y)2 < ε
}

für ε > 0,

eine Basis des Nachbarschaftsfilters

F :=
{
V ⊆ [0,∞[2 : es existiert ein ε > 0 mit V ⊇ Uε

}
.

Beweis. Da (2.7), (2.8), (2.10) und (2.11) direkt nach der Definition von F gelten, muss
nur (2.12) für F nachgewiesen werden, um zu zeigen, dass F eine uniforme Struktur auf
[0,∞[ ist.
Sei V ∈ F . Dann existiert ein ε > 0 mit V ⊇ Uε. Also reicht zu zeigen: Für alle ε > 0

existiert ein δ > 0 mit Uδ ◦ Uδ ⊆ Uε. Seien ε > 0, δ := ε
4 und (x, z) ∈ Uδ ◦ Uδ, so dass

ein y ∈ [0,∞[ mit max{(x − y)2, (y − z)2} < δ existiert. Dann ist (x, z) ∈ Uε, denn
(x− z)2 ≤ 2((x− y)2 + (y − z)2) < 4δ = ε.

Die Verbindung zwischen uniformen Strukturen und Topologien wird im folgenden
Satz deutlich (vgl. Bourbaki (1989, Chapter II, § 1, no. 2, Proposition 1)).

Satz 2.17. Sei (X ,U) ein uniformer Raum, und für jedes x ∈ X sei

B(x) := {{y ∈ X : (x, y) ∈ V } : V ∈ U}.

Dann existiert genau eine Topologie auf X , bezüglich der für jedes x ∈ X die Menge
B(x) der Umgebungsfilter von x ist.

Beispiel 2.18. Ist F wie in Beispiel 2.16 definiert, so ist für jedes x ∈ [0,∞[

B(x) =
{
A ⊆ [0,∞[ : es gibt ein ε > 0: ]x−

√
ε, x+

√
ε[ ∩ [0,∞[ ⊆ A

}
,

also ist die nach Satz 2.17 eindeutig gegebene Topologie gleich der durch die Betrags-
metrik definierten Topologie auf [0,∞[.
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2.3 Konvergenzen auf BP
Wir richten nun unseren Blick spezieller auf verschiedene Topologien auf der Menge der
Binomial- und Poisson-Verteilungen, die z. B. in der Topologie der punktweisen Konver-
genz auf Prob(N0) abgeschlossen ist:

Satz 2.19. Die Menge BP := {Bn,p, Pλ : n ∈ N0, p ∈ [0, 1], λ ∈ [0,∞[} bildet den Ab-
schluss der Menge der Binomialverteilungen in der Topologie der punktweisen Konver-
genz auf Prob(N0).

Um Satz 2.19 zu beweisen, nutzen wir das folgende Ergebnis, dessen Beweisidee schon
in Tasto (2011) verwendet wurde. Dieses Lemma gilt sogar für eine Obermenge von BP,
die BPB̌P-Faltungen, die wie in Definition 3.24 unten definiert sind.

Lemma 2.20. Seien (Pk) eine Folge von BPB̌P-Faltungen und P ∈ Prob(Z) mit
Pk({z}) → P ({z}), k → ∞, für alle z ∈ Z. Dann konvergieren auch Pk  P und
µ(Pk)→ µ(P ), k →∞.

Beweis. Nach Voraussetzung existiert ein z ∈ Z mit lim infk→∞ Pk({z}) > 0. Also ist
(σ2(Pk))k beschränkt (vgl. Barbour und Jensen (1989, Lemma 1) oder Baillon et al.
(2013, Corollary 2)). Damit ist (Pk)k nach der Jensen-Ungleichung zentriert L1-be-
schränkt. Da Pk({z}) → P ({z}), k → ∞, für alle z ∈ Z, ist (Pk)k straff. Aus der
Straffheit und der zentrierten L1-Beschränktheit folgt nach Lemma 3.26 unten die L1-Be-
schränktheit von (Pk)k. Damit ist sup{

∫
x2dPk(x) : k ∈ N} = sup{σ2(Pk)+(µ(Pk))2 : k ∈

N} <∞. Also ist (Pk)k gleichgradig integrierbar (vgl. z. B. Gut (2005, Chapter 5, Theo-
rem 4.2.)). Nach Gut (2005, Chapter 5, Theorem 6.4.) gilt Pk  P, und aufgrund der
gleichgradigen Integrierbarkeit folgt µ(Pk)→ µ(P ), k →∞.

Damit können wir Satz 2.19 beweisen:

Beweis von Satz 2.19. Seien (p) := (pk) ∈ [0, 1]N, (n) := (nk) ∈ N0
N und P ∈ Prob(N0)

mit Bn,p({z}) → P ({z}) für alle z ∈ N0, so dass nach Lemma 2.20 np → µ(P ). Wenn
µ(P ) = 0, ist P = δ0 ∈ BP. Wenn µ(P ) 6= 0, sei (kl)l eine Teilfolge.
Wenn entlang der Teilfolge p → 0, konvergiert nach Koopman (1950) Bn,p({z}) →

Pµ(P )({z}) = P ({z}) für alle z ∈ N0.

Wenn p 9 0, existieren ein j ∈ N und eine Teilteilfolge (klm)m mit (n, p) → (j, µ(P )
j

)
und damit Bn,p({z})→ B

j,
µ(P )
j

({z}) = P ({z}) für alle z ∈ N0.

Als Vorbereitung für Satz 2.22 formulieren wir den folgenden Satz 2.21, wobei µk(P ) :=∫
xkdP für P ∈ BP und k ∈ N.

Satz 2.21. Für jedes k ∈ N ist

µk(P ) ≤ (k − 1)! µ1(P ) (1 + µ1(P ))k−1 für alle P ∈ BP. (2.13)
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Beweis. Wir zeigen induktiv für alle k ∈ N: es gilt (2.13) und es existieren

ein αk ∈ [0,∞[k mit µk(Pλ) =
k∑
j=1

αk,jλ
j für alle λ ∈ [0,∞[, (2.14)

für n ∈ N0 ein β(n,k) ∈ [0,∞[k mit µk(Bn,p) =
k∑
j=1

β(n,k),jp
j für alle p ∈ [0, 1]. (2.15)

Induktions-Anfang: Für k = 1 gelten (2.13), (2.14) und (2.15) mit α1 = 1 und β(n,1) = n
für n ∈ N0.
Induktions-Schritt: Es gelten (2.13), (2.14) und (2.15) für ein k ∈ N.
Dann ist

k∑
j=1

β(n,k),jp
j = µk(Bn,p) =

n∑
j=1

jk
(
n

j

)
pj(1− p)n−j

für alle n ∈ N0 und p ∈ [0, 1]. Aufgrund der Gleichheit dieser Polynome ist β(n,k),j = 0
für alle n ∈ N0 mit j ≥ n+ 1. Unter Ausnutzung von Riordan (1937, (3.7)) in der ersten
Gleichung ist für alle n ∈ N0 und p ∈ [0, 1]

µk+1(Bn,p) = µ1(Bn,p)µk(Bn,p) + p(1− p)dµk(Bn,p)
dp

= µ1(Bn,p)µk(Bn,p) + (1− p)
k∑
j=1

jβ(n,k),jp
j.

Analog ist unter Ausnutzung von Riordan (1937, (3.8)) in der ersten Gleichung für alle
λ ∈ [0,∞[

µk+1(Pλ) = λ
∫
xkdPλ + λ

dµk(Pλ)
dλ = µ1(Pλ)µk(Pλ) +

k∑
j=1

jαk,jλ
j.

Also ist für alle P ∈ BP

µk+1(P ) ≤ (µ1(P ) + k)µk(P ) ≤ (1 + µ1(P )) k µk(P ) ≤ k!µ1(P ) (1 + µ1(P ))k , (2.16)

und es gilt (2.13) für k + 1.
Mit αk,0 := αk,k+1 := β(n,k),0 := β(n,k),k+1 := 0 für alle n ∈ N0 ist µk+1(Bn,p) =

k+1∑
j=1

(β(n,k),j−1(n − j + 1) + β(n,k),jj)pj für alle n ∈ N0 und p ∈ [0, 1] und µk+1(Pλ) =
k+1∑
j=1

λj(αk,j−1 + αk,jj) für alle λ ∈ [0,∞[. Also gelten (2.14) und (2.15) für k + 1.

Satz 2.22. Es seien (Pn) ∈ BPN und P ∈ Prob(N0) mit Pn({z}) → P ({z}), n → ∞,
für alle z ∈ N0. Dann ist P ∈ BP und für alle k ∈ N gilt∫

xkdPn →
∫
xkdP, n→∞.
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Beweis. Nach Satz 2.19 ist P ∈ BP. Sei k ∈ N. Nach Lemma 2.20 konvergieren Pn  P
und

∫
xdPn →

∫
xdP, n→∞. Also existiert ein C1 <∞ mit sup{

∫
xdPn : n ∈ N} < C1.

Also existiert nach Satz 2.21 zu jedem k ∈ N ein Ck <∞mit sup{
∫
xkdPn : n ∈ N} < Ck.

Damit folgt die Behauptung mit Gut (2005, Chapter 5, Theorem 4.2. und 5.9.)

Satz 2.23. Sei (Pn) ∈ BPN mit

µ(Pn)→ µ ∈ [0,∞[ und σ2(Pn)→ σ2, n→∞.

Dann existiert genau ein P ∈ BP mit µ(P ) = µ, σ2(P ) = σ2 und

Pn({k})→ P ({k}), n→∞, für alle k ∈ N0.

Beweis. Da 0 ≤ σ2(Pn) ≤ µ(Pn) für alle n ∈ N, ist 0 ≤ σ2 ≤ µ < ∞, und wir
untersuchen die Fälle (α) σ2 = 0, (β) 0 < σ2 = µ und (γ) 0 < σ2 < µ.
Falls (α) gilt, konvergiert nach der Chebyshev-Ungleichung Pn({µ}) → 1, n → ∞,

und µ ∈ N0, also Pn({k})→ δµ({k}), n→∞, für alle k ∈ N0, und δµ ∈ BP.
Falls (β) gilt, existiert für jede Teilfolge von (Pn) eine Teilteilfolge, entlang der (Pn) ∈
{Bm,p : m ∈ N0, p ∈ [0, 1]}N oder (Pn) ∈ {Pλ : λ ∈ [0,∞[}N. Im Binomial-Fall gilt
µ(Pn)
σ2(Pn) →

µ
σ2 = 1, n → ∞, nach Koopman (1950) also Pn({k}) → Pµ({k}), n → ∞, für

alle k ∈ N0. Im Poisson-Fall gilt auch Pn({k}) → Pµ({k}), n → ∞, für alle k ∈ N0. Es
ist Pµ ∈ BP, und nach dem Teilteilfolgenargument gilt Pn({k})→ Pµ({k}), n→∞, für
alle k ∈ N0.
Falls (γ) gilt, ist schließlich Pn = Bmn,pn für (mn, pn) ∈ (N0 × [0, 1])N , und pn →

1 − σ2

µ
=: q ∈ ]0, 1[, also mn → µ

q
, und damit Bmn,pn({k}) → Bµ

q
,q({k}), n → ∞, und

Bµ
q
,q ∈ BP.

Betrachten wir nun in den Definitionen und Beispielen 2.8 – 2.12 statt Prob(R) bzw.
Prob(N0) die Menge BP aller Binomial- und Poisson-Verteilungen mit den entsprechen-
den Relativtopologien, so gelten die folgenden (mehr oder weniger bekannten) Äquiva-
lenzen, deren Aussagen wegen (2.21) auch äquivalent zu den Aussagen im Portmanteau-
Theorem sind.

Satz 2.24. Für (Pn) ∈ BPN sind die Aussagen

Pn konvergiert in Totalvariation gegen P, (2.17)
Pn konvergiert im Prochorov-Abstand gegen P ∈ BP, (2.18)

Pn konvergiert im Kolmorgorov-Abstand gegen P ∈ BP, (2.19)
Pn konvergiert im Hellinger-Abstand gegen P, (2.20)

Pn konvergiert schwach gegen P, (2.21)
Pn konvergiert in absoluten Momenten gegen P ∈ BP, (2.22)

Pn konvergiert im ersten und zweiten Moment gegen P ∈ BP, (2.23)
Pn konvergiert punktweise gegen P (2.24)

äquivalent, und aus jeder folgt P ∈ BP.
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Beweis. Aus (2.17) folgt (2.24), nach Satz 2.19 also P ∈ BP. Aus (2.24) folgt nach
Satz 2.22 (2.22). Aus (2.22) folgt (2.23). Aus (2.23) folgt nach Satz 2.23 (2.24). Aus
(2.24) folgt nach Gut (2005, Chapter 5, Theorem 6.4.) (2.17).
Aus (2.17) folgt nach obigem P ∈ BP, also sind (2.17), (2.18), (2.19) und (2.20) nach

(2.2), (2.4) und (2.6) äquivalent.
Für die Äquivalenz zwischen (2.21) und (2.18) vgl. z. B. Billingsley (1999, S. 72).
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3 Proximität von Binomial- und
Poisson-Verteilungen

Gegenstand dieses Kapitels ist die Untersuchung und Beschreibung uniformer Struktu-
ren auf der Menge der Binomial- und Poisson-Verteilungen. Dies vorbereitend werden in
den folgenden Abschnitten 3.1 – 3.4 Abschätzungen für Abstände verschiedener Binomi-
al-, Poisson- und Normalverteilungen angegeben. Die Ungleichungen der Abschnitte 3.1
– 3.3 ergeben zusammen eine obere Abschätzung für den Totalvariationsabstand auf der
Menge BP. In Abschnitt 3.5 wird die uniforme Struktur des Totalvariationsabstandes
auf der Menge BP untersucht und in Satz 3.19 gezeigt, wie sie mit Hilfe der Erwatungs-
werte und Varianzen der Verteilungen beschrieben werden kann. Insbesondere wird eine
obere Abschätzung des Totalvariationsabstandes durch eine geeignete Funktion der Er-
wartungswerte und Varianzen angegeben, die sich aus den Ergebnissen der Abschnitte
3.1 – 3.3 ergibt.
In Abschnitt 3.6 werden offene Forschungsfragen zu diesem Thema aufgezeigt und es

schließt sich ein Abschnitt mit den Beweisen der Ergebnisse an. Schließlich werden in
Abschnitt 3.8 einige Ergebnisse der unveröffentlichten Arbeit Tasto (2011) bereitgestellt,
die in diesem Themenkreis von Interesse sind.
Für den im Umgang mit uniformen Strukturen ungeübten Leser werden die für dieses

Kapitel benötigten Aussagen über uniforme Strukturen in Abschnitt 2.2 bereitgestellt.
Spezialfälle der Ergebnisse dieses Kapitels gehen auf Barbour und Hall (1984), Ehm

(1991) und Roos und Pfeifer (2003a) zurück, wobei insbesondere die ersten beiden die
in Stein (1970) entwickelte und in Chen (1975) weiterentwickelte Stein-Chen-Methode
verwenden, siehe z. B. Barbour und Chen (2005) für eine Einführung in die Methode.
Einführungen in und Übersichten über die Themen Proximität von Verteilungen und

uniforme Strukturen auf Verteilungen finden sich in D’Aristotile et al. (1988), Davydov
und Rotar (2009) und Dudley (2002, Abschnitt 11.7).

3.1 Approximationen von Binomialverteilungen

Inhalt dieses Abschnitts ist die Berechnung oberer Schranken des Totalvariationsab-
standes verschiedener Binomialverteilungen. Die Kombination dieser Ergebnisse findet
in Satz 3.20 statt.
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3.1.1 Binomialverteilungen gleicher Länge
Satz 3.1. Seien n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1]. Dann ist

dTV(Bn,p,Bn,q) ≤
√

2

√√√√ (np− nq)2

np(1− p) + nq(1− q) . (3.1)

Lemma 3.2. In der Situation von Satz 3.1 (n ∈ N0, p, q ∈ [0, 1]) gilt außerdem

exp

− 2(√
np−√nq

)2
+
(√

n(1− p)−
√
n(1− q)

)2

 ≤ d2
H(Bn,p,Bn,q). (3.2)

Dies liefert die folgenden Grenzwertaussagen:

Satz 3.3. Seien (n) := (nk) ∈ N0
N und (p) := (pk), (q) := (qk) ∈ [0, 1]N. Für k → ∞

folgen dann aus

(np− nq)2

np(1− p) + nq(1− q) → 0 (3.3)

die äquivalenten Aussagen

dH(Bn,p,Bn,q) → 0, (3.4)

|√np−√nq|+
∣∣∣∣√n(1− p)−

√
n(1− q)

∣∣∣∣ → 0, (3.5)

|√np−√nq|+
∣∣∣∣√np(1− p)−√nq(1− q)∣∣∣∣ → 0. (3.6)

3.1.2 Binomialverteilungen gleicher Erfolgswahrscheinlichkeit
Der Spezialfall der Abschätzung des Abstandes zweier Binomialverteilungen mit gleicher
Erfolgswahrscheinlichkeit p lässt sich mit Hilfe eines Ergebnisses für Zufallssummen aus
Roos und Pfeifer (2003a) behandeln:

Satz 3.4. Seien m,n ∈ N0 und p ∈ [0, 1]. Dann ist

dTV(Bn,p,Bm,p) ≤
|np−mp|

max
{

1,
√
np(1− p) +mp(1− p)

} ≤
√√√√ (np−mp)2

np(1− p) +mp(1− p) .

Bemerkung 3.5. Als Vorbereitung auf eine mögliche, aber hier nicht durchgeführte Ab-
schätzung des Totalvariationsabstandes in (3.18) nach unten gegen die Ausdrücke in
(3.19) sei angemerkt, dass in der Situation von Satz 3.4

|np(1− p)−mp(1− p)|
1 + np(1− p) +mp(1− p) = (1− p) |np−mp|

1 + np(1− p) +mp(1− p) ≤

√√√√ (np−mp)2

np(1− p) +mp(1− p)

gilt.
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3.1 Approximationen von Binomialverteilungen

3.1.3 Binomialverteilungen mit gleichem Erwartungswert
Der Spezialfall der Approximation zweier Binomialverteilungen mit gleichem Erwar-
tungswert ergibt sich z. B. durch Anwendung von Ergebnissen aus Ehm (1991):

Satz 3.6. Seien n ∈ N0 und p, p1, . . . pn ∈ [0, 1] mit np =
n∑
j=1

pj. Dann ist Σ2 :=

σ2(Bn,p) ≥ σ2(
n∗
j=1

Bpj) =: σ2 und

C
|Σ2 − σ2|

1 + Σ2 + σ2 ≤ dTV(Bn,p,
n∗
j=1

Bpj) ≤ 3 |Σ
2 − σ2|

1 + Σ2 + σ2 ,

wobei C ≥ 1/124 eine universelle Konstante ist.
Insbesondere ist für m,n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1] mit np = mq

C
|np(1− p)−mq(1− q)|

1 + np(1− p) +mq(1− q) ≤ dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ 3 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) . (3.7)

Roos und Pfeifer (2003b, Example 1, dort Verteilungen Bm,p und Bn,q) entwickeln
Abschätzungen für Zufallssummen, aus denen man durch die hier vorgenommene Spe-
zialisierung die folgende obere Abschätzung erhält, die die gleiche Konvergenzrate wie
in (3.7) nach Ehm (1991) ergibt, aber eine größere Konstante enthält:

Satz 3.7. Es seien m,n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1] mit np = mq. Dann ist

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤
√

2(
√

2 + 1) |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

3.1.4 Weitere Binomialverteilungen
Satz 3.8. Seien m ≤ n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1] mit q ≤ p. Dann ist

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤
(√

2 + 1
)√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) . (3.8)

Bemerkung 3.9. Als Vorbereitung auf eine mögliche, aber hier nicht durchgeführte Ab-
schätzung des Totalvariationsabstandes in (3.18) nach unten gegen die Ausdrücke in
(3.19) sei angemerkt, dass in der Situation von Satz 3.8

|np(1− p)−mq(1− q)|
1 + np(1− p) +mq(1− q) ≤

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) (3.9)

gilt.

Satz 3.10. Seien m ≤ n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1] mit r1 := np
m
< min{q, 1/2}. Dann ist

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ 5

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) + 3
(
|np(1− p)−mq(1− q)|

1 + np(1− p) +mq(1− q)

)
.
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3 Proximität von Binomial- und Poisson-Verteilungen

Satz 3.11. Seien m,n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1] mit m ≤ n und p ∈ [m
n
q, 1 − m

n
q] ∪ [1 −

m
n
q, m

n
q]. Dann ist

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤
√

2

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) + 3 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

Lemma 3.12. Seien 1 ≤ k ∈ N und p, q ∈ [0, 1] mit 1
2 ≤ p ≤ q und k(1−p) ≤ (k−1)q ≤

kp. Dann ist

dTV(Bk,p,Bk−1,q) ≤ 2

√√√√ (kp− (k − 1)q)2

kp(1− p) + (k − 1)q(1− q) + 3 |kp(1− p)− (k − 1)q(1− q)|
1 + kp(1− p) + (k − 1)q(1− q) .

Satz 3.13. Seien m,n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1] mit m ≤ n und max{p, n
m

(1−p)} < q < n
m
p.

Dann ist

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ 3

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) + 6 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

Satz 3.14. Seien m,n ∈ N0 und p, q ∈ [0, 1] mit m ≤ n und m
n

1
2 ≤ p < m

n
q. Dann ist

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤
√

2

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) + 12 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

3.2 Approximationen von Poisson-Verteilungen
In diesem Abschnitt werden nicht nur Abschätzungen für den Totalvariationsabstand
auf der Menge der Poisson-Verteilungen angegeben, sondern auch die uniforme Struktur
eingehender untersucht, da diese relativ anschaulich zu beschreiben ist.
Da für Poisson-Verteilungen Erwartungswert und Varianz übereinstimmen, vereinfa-

chen sich die die Konvergenz beschreibenden Ausdrücke im Poisson-Fall:
Für λ, µ ∈ [0,∞[ ist

|λ− µ|
1 + λ+ µ

= |
√
λ−√µ| ·

√
λ+√µ

1 + λ+ µ
≤ |
√
λ−√µ|

und

(λ− µ)2

λ+ µ
=
{ max{λ, µ}, falls λµ = 0,

(
√
λ−√µ)2

(
1 + 2

/(√
µ
λ

+
√

λ
µ

))
, falls λµ > 0,

≤ 2(
√
λ−√µ)2,

also

1
2

(
|λ− µ|

1 + λ+ µ

)2

+ 1
6

(λ− µ)2

λ+ µ
≤ (
√
λ−√µ)2 ≤ (λ− µ)2

λ+ µ
.
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3.2 Approximationen von Poisson-Verteilungen

Für zwei Poisson-Verteilungen mit Parametern λ, µ ∈ [0,∞[ lässt sich der Hellinger-
Abstand explizit ausrechnen als

dH(Pλ,Pµ) =
√

1− exp
(
−1

2(
√
λ−√µ)2

)
, (3.10)

und man erhält mit obigem die Abschätzungen√√√√√1− exp
−

 1
12

(λ− µ)2

λ+ µ
+ 1

4

(
|λ− µ|

1 + λ+ µ

)2


≤ dH(Pλ,Pµ) ≤

√√√√1− exp
(
−1

2
(λ− µ)2

λ+ µ

)
. (3.11)

Für zwei Folgen (Pλn) und (Pµn) von Poisson-Verteilungen sind nach obigem also die
folgenden Konvergenzen für n→∞ äquivalent:

(i) dTV(Pλn ,Pµn)→ 0, (ii) dK(Pλn ,Pµn)→ 0,
(iii) dH(Pλn ,Pµn)→ 0, (iv) dP(Pλn ,Pµn)→ 0,

(v) |
√
λn −

√
µn| → 0, (vi) (λn − µn)2

λn + µn
→ 0,

(vii) |λn − µn|1 + λn + µn
+ (λn − µn)2

λn + µn
→ 0.

Aus (3.10) erhält man außerdem nach (2.2) als obere Schranke für den Totalvariations-
abstand

dTV(Pλ,Pµ) ≤
√

1− exp
(
−(
√
λ−√µ)2

)
,

die aber z. B. für µ ≈ 0 nicht kleiner als die beste obere Schranke in (3.12) unten ist.
Ein vollständiger Vergleich scheint hier noch sinnvoll.
Einige weitere obere Schranken für den Totalvariationsabstand zweier Poisson-Vertei-

lungen findet man in Adell und Jodrá (2006, (2.2)):

dTV(Pλ,Pµ) ≤ min

1− exp(−|λ− µ|),
max{λ,µ}∫

min{λ,µ}

Pu({buc})du


≤

max{λ,µ}∫
min{λ,µ}

Pu({buc})du

≤ min

|λ− µ|,
√

2
e ·
∣∣∣√λ−√µ∣∣∣

 , (3.12)

wobei die erste Schranke in Adell und Lekuona (2005, Corollary 3.1) gegeben ist, die
zweite in Ruzankin (2004, Beweis von Lemma 1), und die dritte in Roos (2003, S. 469).
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3 Proximität von Binomial- und Poisson-Verteilungen

Ruzankin (2004) weist außerdem die letzte Ungleichung in (3.12) nach, wobei nicht klar
ist, ob das Ergebnis aus Roos (2003) bekannt sein konnte.
Aus (3.12) ergibt sich für λ, µ ∈ [0,∞[, da (

√
λ−√µ)2 ≤ (λ− µ)2/(λ+ µ), die obere

Schranke

dTV(Pλ,Pµ) ≤
√

2
e ·
√

(λ− µ)2

λ+ µ
. (3.13)

Eine weitere Darstellung des Totalvariationsabstandes, die für unsere Zwecke aber nicht
geeignet ist, findet man in Adell und Lekuona (2005, Proposition 2.1).
Damit können wir die uniforme Struktur, z. B. des Totalvariationsabstandes (vgl. Bei-

spiel 2.15), auf der Menge {Pλ : λ ∈ [0,∞[} der Poisson-Verteilungen charakterisieren:
Eine Umgebungsbasis ist nach (3.10) gegeben durch

B =
{{

(Pλ,Pµ) :
√

1− exp
(
−1

2(
√
λ−√µ)2

)
< ε

}
: ε ∈ ]0, 1]

}
= {Uδ : δ > 0} ,

wobei

Uδ :=
{

(Pλ,Pµ) : |
√
λ−√µ| < δ

}
für δ > 0.

In Abbildung 3.1 ist die uniforme Struktur auf der Menge der Poisson-Verteilungen,
parametrisiert durch den Erwartungswert, durch die Darstellung der Elemente U1, U1/2
und U1/10 der Umgebungsbasis B und der Menge {λ = µ} angedeutet:

λ

µ

0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

U1

U1/2

U1/10

{λ = µ}

Abbildung 3.1: Uniforme Struktur auf der Menge der Poisson-Verteilungen

3.3 Approximationen von Binomial- und Poisson-
Verteilungen

Wir nutzen Barbour und Hall (1984) für die folgende Abschätzung für den Abstand einer
Binomial- und einer Poisson-Verteilung mit gleichem Erwartungswert:
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3.4 Normalverteilungs-Approximationen

Satz 3.15. Seien n ∈ N0, p1, . . . , pn ∈ [0, 1] und λ :=
n∑
j=1

pj. Dann ist Σ2 := σ2(Pλ) ≥

σ2(
n∗
j=1

Bpj) =: σ2 und

1
32 ·

|Σ2 − σ2|
1 + Σ2 + σ2 ≤ dTV(

n∗
j=1

Bpj ,Pλ) ≤ 3 |Σ
2 − σ2|

1 + Σ2 + σ2 . (3.14)

Insbesondere ist für n ∈ N0, p ∈ [0, 1] und λ := np

p ·min{1, np}
32 ≤ dTV(Bn,p,Pλ) ≤ p ·min{1, np} (3.15)

und

1
32 ·

|λ− np(1− p)|
1 + λ+ np(1− p) ≤ dTV(Bn,p,Pλ) ≤ 3 |λ− np(1− p)|1 + λ+ np(1− p) . (3.16)

Eine Abschätzung des Abstandes beliebiger Binomial- und Poisson-Verteilungen liefert
der folgende Satz, wobei die obere Schranke nicht in jedem Fall die schärfste bekannte
ist (vgl. z. B. (3.33) und (3.12)), aber einfach und für die Bestimmung der uniformen
Struktur auf BP ausreichend.

Satz 3.16. Seien n ∈ N0, p ∈ [0, 1] und λ ∈ [0,∞[. Dann ist

dTV(Bn,p,Pλ) ≤
√2

e + 3

√√√√ (np− λ)2

np(1− p) + λ
+ 3 |np(1− p)− λ|1 + np(1− p) + λ

.

3.4 Normalverteilungs-Approximationen
Für die Berechung des Hellinger-Abstandes unten benötigen wir die folgende Identität:
Für a, b, c ∈ R mit a > 0 ist

∫
R exp (−ax2 + bx+ c) dλ(x) =

√
π/a exp (b2/(4a) + c) . Für

µ ∈ R und σ2 ∈ ]0,∞[ sei fµ,σ2 : R→ [0, 1], x 7→ exp (−(x− µ)2/(2σ2)) /(
√

2πσ).
Damit ist für µ, λ ∈ R und σ2, τ 2 ∈ ]0,∞[

dH(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2)

=
1−

∫
R

√
fµ,σ2fλ,τ2 dλ

1/2

=
1− 1√

2πστ

∫
R

exp
(
−τ

2 + σ2

4σ2τ 2 x2 + µτ 2 + λσ2

2σ2τ 2 x− λ2σ2 + µ2τ 2

4σ2τ 2

)
dλ(x)

1/2

=
1−

√
2στ

σ2 + τ 2 exp
(
−1

4
(µ− λ)2

σ2 + τ 2

)1/2
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3 Proximität von Binomial- und Poisson-Verteilungen

(vgl. auch Liese und Miescke (2008, S. 37, dort D :=
√

2dH)). Da für µ, λ ∈ R und
0 < σ2 ≤ τ 2 {fµ,σ2 ≥ fλ,τ2} ⊆ R ein Intervall ist, folgt analog zu Satz 2.1 für µ, λ ∈ R
und σ2, τ 2 ∈ ]0,∞[

dK(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2) ≤ dTV(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2) ≤ 2dK(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2).

In Verbindung mit (2.2) ergibt sich

1
2

(
1− exp

(
−1

4
(µ− λ)2

σ2 + τ 2

))
≤ 1

2

1−
√

2στ
σ2 + τ 2 exp

(
−1

4
(µ− λ)2

σ2 + τ 2

)
= 1

2d
2
H(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2)

≤ dK(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2) (3.17)

≤ dH(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2)
√

2− d2
H(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2)

=

√√√√1− 2στ
σ2 + τ 2 exp

(
−1

2
(µ− λ)2

σ2 + τ 2

)
.

3.5 Uniforme Struktur auf der Menge BP
Ziel der vorliegenden Arbeit war es, die uniforme Struktur des Totalvariationsabstan-
des auf der Menge der Binomialverteilungen zu charakterisieren, also zu untersuchen,
wann zwei Binomialverteilungen „nahe beieinander“ liegen, wobei diese Nähe durch den
Totalvariationsabstand gemessen wird. Da wir die uniforme Struktur des Totalvaria-
tionsabstandes, also einer Metrik, betrachten, kann die uniforme Struktur durch die
Charakterisierung der Konvergenz lim

n→∞
dTV(Pn, Qn) = 0 für Folgen (Pn), (Qn) von Bi-

nomialverteilungen charakterisiert werden.
Durch Beschränkung auf die Untersuchung von lim

n→∞
dTV(Pn, P ) = 0 für eine Fol-

ge (Pn) von Binomialverteilungen erhält man eine Charakterisierung der Topologie des
Totalvariationsabstandes, so dass es sinnvoll ist, die Untersuchung nicht auf Binomi-
alverteilungen zu beschränken, sondern den Abschluss der Binomialverteilungen in der
Topologie des Totalvariationsabstandes zu untersuchen. Dieser besteht nach Satz 2.24
aus der Menge der Binomial- und Poisson-Verteilungen

BP := {Bn,p, Pλ : n ∈ N0, p ∈ [0, 1], λ ∈ [0,∞[} .

Zur Illustration der Menge BP nutzen wir, dass sie sich vermöge der Abbildung

BP 3 P 7→
(
µ(P ), σ2(P )

)
∈

{(
µ(P ), σ2(P )

)
: P ∈ BP

}
mit letzterer Menge, die in Abbildung 3.2 skizziert ist, identifizieren lässt:
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µ

σ2

0 10 20
0

10

20 {Pλ : λ ∈ [0,∞[}

{B110,p : p ∈ [0, 1]}

{B200,p : p ∈ [0, 1]}

{B22,p : p ∈ [0, 1]}

{B29,p : p ∈ [0, 1]}

Abbildung 3.2: Die Menge BP, identifiziert durch Erwartungswerte und Varianzen

Wie in Beispiel 2.15 zu sehen, ist auf BP durch dTV, dK, dP und dH die gleiche uniforme
Struktur gegeben.
Der folgende Satz 3.17 zeigt, dass eine geeignete Funktion der Erwartungswerte und

Varianzen, die die Elemente in BP eindeutig identifizieren, eine uniforme Struktur auf BP
erzeugt. Satz 3.19 zeigt, dass diese uniforme Struktur gleich der uniformen Strukur des
Totalvariationsabstandes ist. In Satz 3.20 wird diese Aussage durch die Angabe einer
oberen Abschätzung des Totalvariationsabstandes durch eine geeignete Funktion der
Erwartungswerte und Varianzen konkretisiert. Eine entsprechende untere Abschätzung
ist Gegenstand aktueller Forschung. Erste Schritte hierfür wurden unternommen, unter
anderem gilt die untere Abschätzung in (3.21).

Satz 3.17. Auf X := BP bildet U = {Uε : ε > 0} , mit

Uε :=
{

(P,Q) ∈ X × X : (µ(P )− µ(Q))2

σ(P )2 + σ2(Q) + |σ2(P )− σ2(Q)|
1 + σ2(P ) + σ2(Q) < ε

}
für ε > 0,

eine Basis des Nachbarschaftsfilters

F := {V ⊆ X × X : es existiert ein ε > 0 mit V ⊇ Uε} .
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Bemerkung 3.18. In Satz 3.17 wird ausgenutzt, dass {(µ(P ), σ2(P )) : P ∈ BP} nicht
dicht in [0,∞[2≥ := {(µ, σ2) ∈ [0,∞[2 : µ ≥ σ2} liegt. Setzt man

X :=
{
P ∈ Prob(R) : (µ(P ), σ2(P )) ∈ [0,∞[2≥

}
,

so ist F keine uniforme Struktur, da (2.12) nicht erfüllt ist: Für ε > 0 und δ > 0 seien
P := δ0, Q := δδ/2 und R := Nδ/4,δ/5. Dann sind P,Q,R ∈ X und (P,R), (R,Q) ∈ Uδ,
aber (µ(P )− µ(Q))2/(σ2(P ) + σ2(Q)) =∞ > ε, also (P,Q) /∈ Uε.

Satz 3.19. Die durch den Totalvariationsabstand auf BP gegebene uniforme Struktur
ist gleich der in Satz 3.17 definierten uniformen Struktur.
Seien (Pk) und (Qk) Folgen in BP. Dann gilt für k →∞

dTV(Pk, Qk)→ 0 (3.18)

genau dann, wenn

|σ2(Pk)− σ2(Qk)|
1 + σ2(Pk) + σ2(Qk)

+ (µ(Pk)− µ(Qk))2

σ2(Pk) + σ2(Qk)
→ 0. (3.19)

Dabei folgt (3.18) direkt aus (3.19) mit Hilfe der folgenden Ungleichung:

Satz 3.20. Seien P,Q ∈ BP. Dann ist

dTV(P,Q) ≤ 5 ·

√√√√(µ(P )− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q) + 12 · |σ
2(P )− σ2(Q)|

1 + σ2(P ) + σ2(Q) .

Wie oben bereits erwähnt, ist eine untere Abschätzung des Totalvariationsabstan-
des als Gegenstück zur Ungleichung in Satz 3.20 Gegenstand aktueller Forschung. Das
folgende Lemma 3.21 ist ein erster Schritt in diese Richtung.

Lemma 3.21. Für j ∈ N und P,Q ∈ Prob(R) seien µj :=
∫
xjdP (x) und λj := xjdQ(x),

falls die Integrale existieren.
Seien k ∈ N und P,Q ∈ Prob(R) mit µ2k, λ2k ∈ R. Dann ist

1
3 min

{
1, (µk − λk)2

µ2k − µ2
k + λ2k − λ2

k

}
≤

(µk−λk)2

2

µ2k − µ2
k + λ2k − λ2

k + (µk−λk)2

2

≤ dTV(P,Q). (3.20)

Bemerkung 3.22. In der Situation von Lemma 3.21 vereinfacht sich (3.20) für k = 1 mit
µ := µ(P ), σ2 := σ2(P ), λ := µ(Q) und τ 2 := σ2(Q) zu

1
3 min

{
1, (µ− λ)2

σ2 + τ 2

}
≤

(µ−λ)2

2

σ2 + τ 2 + (µ−λ)2

2

≤ dTV(P,Q), (3.21)

und in der zweiten Ungleichung in (3.21) gilt für P := (1 − ε)δε + εδ1+ε und Q :=
(1− ε)δε + εδ−1+ε für ε ∈ [0, 1] stets Gleichheit:

(µ−λ)2

2

σ2 + τ 2 + (µ−λ)2

2

= 2ε2

2ε(1− ε) + 2ε2 = ε = dTV(P,Q).
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3.6 Offene Fragen

In der vorliegenden Arbeit wird die uniforme Struktur des Totalvariationsabstandes auf
der Menge BP der Binomial- und Poisson-Verteilungen mit Hilfe der die Verteilungen
eindeutig bestimmenden Erwartungswerte und Varianzen charakterisiert. Insbesondere
wird eine obere Schranke für den Totalvariationsabstand zweier Verteilungen durch eine
geeignete Funktion der Erwartungswerte und Varianzen angegeben.
Als Vorbereitung der Angabe einer unteren Schranke wurden in einigen Spezialfällen,

z. B. (3.7) und (3.16), geeignete untere Schranken bereitgestellt. Neben einer Verbesse-
rung der Schranken durch die Ausarbeitung besserer, wenn möglich optimaler, Konver-
genzraten und Konstanten, wäre ein nächster Schritt, die Schranken durch eine Metrik
auf {(µ(P ), σ2(P )) : P ∈ BP} auszudrücken, und damit eine Quasiisometrie zwischen
dieser Menge und der Menge BP charakterisieren zu können.
Außerdem sollten diese Untersuchungen auf weitere Mengen von Verteilungen aus-

geweitet werden, z. B. auf die Menge der BP-Faltungen, auf der in Tasto (2011) die
Topologie des Totalvariationsabstandes mit Hilfe der beteiligten Parameter charakteri-
siert wurde, oder sogar auf die Menge der BPB̌P-Faltungen, auf der in Tasto (2011) eine
hinreichende Bedingung an die Konvergenz der beteiligten Parameter für die Konvergenz
einer Folge von Verteilungen gegeben wurde.

3.7 Beweise der Ergebnisse

3.7.1 Beweise der Abschnitte 3.1 – 3.3

Beweis von Satz 3.1. Es ist

dH(Bn,p,Bn,q) =
(

1
2

n∑
k=0

(√
Bn,p({k})−

√
Bn,q({k})

)2
)1/2

=
(

1−
n∑
k=0

√
Bn,p({k}) · Bn,q({k})

)1/2

=
(

1−
(√

pq +
√

(1− p)(1− q)
)n)1/2

=
(

1−
(

1− 1
2

(
(√p−√q)2 +

(√
1− p−

√
1− q

)2
))n)1/2

(3.22)

=
(
1−

(
1− d2

H(Bp,Bq)
)n)1/2

,

wobei die Gleichheit des ersten und letzten Ausdrucks schon bekannt ist (vgl. z. B.
Verknüpfung von Liese und Miescke (2008, Theorem 4.45, dort D :=

√
2dH) und Strasser

(1985, Lemma 2.16)). Insbesondere ist nach (3.22) unter Anwendung der Bernoulli-
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3 Proximität von Binomial- und Poisson-Verteilungen

Ungleichung ((1 + x)n ≥ 1 + nx für x ≥ −1, n ∈ N) in der ersten Ungleichung

d2
H(Bn,p,Bn,q)

= 1−
(

1− 1
2

(
(√p−√q)2 +

(√
1− p−

√
1− q

)2
))n

(3.23)

≤ 1
2

(
(√np−√nq)2 +

(√
n(1− p)−

√
n(1− q)

)2
)

(3.24)

= n
(

1−√pq −
√

(1− p)(1− q)
)
·

1−√pq +
√

(1− p)(1− q)

1−√pq +
√

(1− p)(1− q)

= n ·
(√p−√q)2

1−√pq +
√

(1− p)(1− q)
·

(√p+√q)2

(√p+√q)2

= n(p− q)2

p(1− p) + q(1− q) +√pq(2− (p+ q)) + (p− q)2 +
√

(1− p)(1− q)(√p+√q)2

≤ (np− nq)2

np(1− p) + nq(1− q) . (3.25)

Die Behauptung folgt damit nach (2.2).

Beweis von Lemma 3.2. Nach der Konvention auf Seite 9 gilt (3.2), wenn n(p− q) = 0.
Sei also o. E. n(p− q) 6= 0, und damit nach (3.22)

n · d2
H(Bp,Bq) = 1

2

(
(√np−√nq)2 +

(√
n(1− p)−

√
n(1− q)

)2
)
> 0.

Für 0 < x ≤ 1 ist nach Anwendung der Bernoulli-Ungleichung in der ersten Ungleichung

1 + nx ≤ (1 + x)n ≤ 1
(1− x)n . (3.26)

Anwendung von (3.26) in der ersten Ungleichung und einer Exponentialungleichung
(exp(−y) ≤ 1/(1 + y) für y ≥ −1) in der zweiten liefert

exp
(
− 1
nx

)
= exp

(
1

1− (1 + nx)

)
≤ exp

(
(1− x)n

(1− x)n − 1

)
≤ 1− (1− x)n ,

und damit ist (mit x := d2
H(Bp,Bq))

exp

− 2(√
np−√nq

)2
+
(√

n(1− p)−
√
n(1− q)

)2

 ≤ 1−
(
1− d2

H(Bp,Bq)
)n

= d2
H(Bn,p,Bn,q).
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Beweis von Satz 3.3. Die Folgerung von (3.3) zu (3.4) folgt direkt aus (3.25). Die Äqui-
valenz zwischen (3.4) und (3.5) gilt nach (3.2) und (3.24).
Aus (3.5) folgt (3.6), denn es ist

∣∣∣∣√p(1− p)−√q(1− q)∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣(√p−√q)√1− q
∣∣∣+ ∣∣∣(√1− p−

√
1− q)√p

∣∣∣
≤ |√p−√q|+

∣∣∣√1− p−
√

1− q
∣∣∣ . (3.27)

Die Funktionen [0,
√

2
3 ] 3 x 7→

√
1− x2 und [

√
1
3 , 1] 3 x 7→ 1

x
sind Lipschitz-stetig, also

existiert ein C > 0 mit∣∣∣√1− x−
√

1− y
∣∣∣ ≤ C

∣∣∣√x−√y∣∣∣ , falls x, y ∈ [0, 2
3 ],

und

∣∣∣√1− x−
√

1− y
∣∣∣ ≤ √3

∣∣∣∣√x(1− x)−
√
y(1− y)

∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣ 1√
x
− 1
√
y

∣∣∣∣∣
≤
√

3
∣∣∣∣√x(1− x)−

√
y(1− y)

∣∣∣∣+ C
∣∣∣√x−√y∣∣∣ , falls x, y ∈ [1

3 , 1],

wobei in der vorletzten Ungleichung ein Analogon zu (3.27) verwendet wurde. Also folgt
aus (3.6), da (o. E. n 6= 0) |p− q| → 0, dass schließlich

∣∣∣∣√n(1− p)−
√
n(1− q)

∣∣∣∣ ≤ √3
∣∣∣∣√np(1− p)−√nq(1− q)∣∣∣∣+ C |√np−√nq| ,

also (3.5).

Beweis von Satz 3.4. Anwendung von Roos und Pfeifer (2003a, Theorem 1, dort N :=
n,M := m) in der ersten Ungleichung liefert

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ min
{
p |n−m| ,

√
p

1− p
∣∣∣√n−√m∣∣∣}

= |np−mp| ·min

1, 1√
np(1− p) +

√
mp(1− p)


≤ |np−mp|

max
{

1,
√
np(1− p) +mp(1− p)

}
≤

√√√√ (np−mp)2

np(1− p) +mp(1− p) .

Beweis von Satz 3.6. Es sei o. E. np(1− p) 6= 0. Die Ungleichung Σ2 ≥ σ2 folgt z. B. aus
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3 Proximität von Binomial- und Poisson-Verteilungen

Ehm (1991, (3)). Weiter existiert eine Konstante C ≥ 1/124 mit

C
|Σ2 − σ2|

1 + Σ2 + σ2 ≤ C

(
|Σ2 − σ2| ∧

(
1− σ2

Σ2

))

≤ dTV(Bn,p,
n∗
j=1

Bpj)

≤ n

n+ 1
(
1− pn+1 − (1− p)n+1

)(
1− σ2

Σ2

)

≤
(

Σ2 ∧ n

n+ 1

)(
1− σ2

Σ2

)

≤


Σ2−σ2

Σ2 ≤ 3 |Σ
2−σ2|

1+Σ2+σ2 , falls Σ2 ≥ 1,
|Σ2 − σ2| ≤ 3 |Σ

2−σ2|
1+Σ2+σ2 , falls Σ2 ≤ 1,

≤ 3 |Σ
2 − σ2|

1 + Σ2 + σ2 ,

wobei aus Ehm (1991) verwendet wurde: (3), in der zweiten und dritten Ungleichung
Theorem 1, und in der vierten Ungleichung Lemma 2.
Hieraus folgt sofort die Abschätzung für zwei Binomialverteilungen: o. E. m ≤ n,

p1 := . . . := pm := q, pm+1 := . . . := pn := 0.

Beweis von Satz 3.7. Ohne Einschränkung sei m ≤ n. Die zweite Ungleichung in Exam-
ple 1 von Roos und Pfeifer (2003b, dort N ∼ Bn,m

n
) liefert

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ m
(

1− m

n

)
q2 min

{
1√

2q(1− q)(m+ 1/2)
, 1
}
,

mit Σ2 := np(1− p) ≥ mq(1− q) =: σ2 also

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ min

1,Σ2 − σ2,
1

√
2
(
1 + 1

2m

) · Σ2 − σ2

σ2


≤ min

{
1,Σ2 − σ2,

1√
2
· Σ2 − σ2

σ2

}

=


1 ⇔ σ2(

√
2 + 1) ≤ Σ2, 1 + σ2 ≤ Σ2

Σ2 − σ2 ⇔ Σ2 ≤ 1 + σ2 ≤ 1 + 1√
2

1√
2 ·

Σ2−σ2

σ2 ⇔ 1√
2 ≤ σ2 ≤ Σ2 ≤ σ2(

√
2 + 1)

≤
√

2(
√

2 + 1) · |Σ
2 − σ2|

1 + Σ2 + σ2 .

Beweis von Satz 3.8. Unter Anwendung von (3.1) in der ersten Ungleichung ist

dTV(Bn,p,Bn,q) ≤
√

2

√√√√ (np− nq)2

np(1− p) + nq(1− q) ≤
√

2

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) . (3.28)
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Wenn q(1 − q) ≤ p(1 − p), ist q < 1/2, da q ≤ p. Dann ist also n ≥ 2mq, und so
x(n − 2mq) + mq(1 − 2q) ≥ 0 für alle x ∈ [q, 1]. Damit ist f : [q, 1] → [0,∞[, x 7→√

(nx−mq)2

nx(1−x)+mq(1−q) , wachsend, denn für x ∈ ]q, 1[ ist

f ′(x) = n ·
nx(1− x) +mq(1− q)− 1

2(nx−mq)(1− 2x)
(nx(1− x) +mq(1− q))3/2 ≥ 0.

In der nächsten Ungleichung gilt die erste Abschätzung nach Satz 3.4. Die zweite Un-
gleichung gilt, da entweder q(1− q) ≤ p(1−p) ist, und damit das obige Argument greift,
oder p ≥ q und q(1− q) ≥ p(1− p) ist:

dTV(Bn,q,Bm,q) ≤

√√√√ (nq −mq)2

nq(1− q) +mq(1− q) ≤

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) . (3.29)

Damit folgt die Behauptung nach der Dreiecksungleichung aus (3.28) und (3.29).

Beweis von Bemerkung 3.9. Es ist

np−mq ≥ np(1− p)−mq(1− p) ≥ np(1− p)−mq(1− q),

und wenn np(1− p) < mq(1− q), ist m(1− q) ≥ n(1− p)p
q
≥ n(1− p), und damit

np−mq ≥ m(1− q)− n(1− p) ≥ mq(1− q)− nq(1− p) ≥ mq(1− q)− np(1− p),

also ist für np(1− p) 6= mq(1− q)√
np(1− p) +mq(1− q)

1 + np(1− p) +mq(1− q) ≤ 1 ≤ |np−mq|
|np(1− p)−mq(1− q)| .

Beweis von Satz 3.10. Es ist

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ dTV(Bn,p,Bm,r1) + dTV(Bm,r1 ,Bm,q).

Dabei ist unter Anwendung von (3.1) in der ersten und r1 < min{q, 1/2} ≤ 1/2 in der
zweiten Abschätzung

dTV(Bm,r1 ,Bm,q) ≤
√

2

√√√√ (np−mq)2

np(1− r1) +mq(1− q) < 2

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) .

Sei f := g + h mit g, h : [r1, 1]→ [0, 1],

g(x) := |np(1− p)−mx(1− x)|
1 + np(1− p) +mx(1− x) , h(x) :=

√√√√ (mx− np)2

np(1− p) +mx(1− x) .
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Für x ∈ ]r1, 1[ ist mx ≥ np und p+ x ≤ np
m

+ x < 3
2 , also

h′(x) = m(mx+ np(3− 2(p+ x)))
2(np(1− p) +mx(1− x))3/2 ≥ 0.

Da mr1(1− r1) = np(1− r1) ≤ np(1− p), ist

r1 ≤ y := inf{x ∈ [r1, 1] : mx(1− x) = np(1− p)}

und y = 1 oder y ≤ 1/2.
Für x ∈ ]r1, 1[ \ [y, 1− y] ist mx(1− x) < np(1− p), also

f ′(x) = − m(2np(1− p) + 1)(1− 2x)
(1 + np(1− p) +mx(1− x))2 + m(mx+ np(3− 2(p+ x)))

2(np(1− p) +mx(1− x))3/2

≥ 0

genau dann, wenn

mx+ np(3− 2(p+ x))
2(np(1− p) +mx(1− x))3/2 ≥

(2np(1− p) + 1)(1− 2x)
(1 + np(1− p) +mx(1− x))2 , (3.30)

und dies gilt, denn wenn x ≥ 1
2 , ist p+ x < 3

2 , und wenn x < 1
2 , ist

mx+ np(3− 2(p+ x))
(2np(1− p) + 1)(1− 2x) = 2np(1− p) + np(1− 2x) +mx

(2np(1− p) + 1)(1− 2x)

≥ 2np(1− p) + 2np(1− x)
(2np(1− p) + 1)(1− 2x)

≥ 2np(1− p) + np

(2np(1− p) + 1)(1− 2x)

≥ 3np(1− p)
2np(1− p) + 1

≥ 2(2np(1− p))3/2

(1 + 3
2np(1− p))2

≥ 2(np(1− p) +mx(1− x))3/2

(1 + np(1− p) +mx(1− x))2 ,

wobei im letzten Schritt genutzt wurde, dass 1/2 > x ∈ ]r1, 1[ \ [y, 1 − y], und damit
1
2np(1− p) ≤

1
2np < mx(1− x) < np(1− p).

Falls y = 1, ist also f(r1) ≤ f(x) für alle x ∈ [r1, 1], da f ′ ≥ 0 auf ]r1, 1[.
Falls y ≤ 1

2 , ist, da h
′ ≥ 0 auf ]r1, 1[,

f(y) = g(y) + h(y) = h(y) ≤
{
g(x) + h(x) = f(x) für x ∈ [y, 1− y],
h(1− y) = f(1− y),
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3.7 Beweise der Ergebnisse

also ist f(r1) ≤ f(x) für alle x ∈ [r1, 1], denn

f(r1) ≤


f(x) ≤ f(y), falls x ∈ [r1, y],
f(y) ≤ f(x), falls x ∈ [y, 1− y],
f(y) ≤ f(1− y) ≤ f(x), falls x ∈ [1− y, 1].

Also ist nach (3.7) in der ersten Ungleichung

dTV(Bn,p,Bm,r1) ≤ 3 |np(1− p)−mr1(1− r1)|
1 + np(1− p) +mr1(1− r1)

= 3f(r1)
≤ 3f(q)

= 3

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) + 3
(
|np(1− p)−mq(1− q)|

1 + np(1− p) +mq(1− q)

)
.

Damit folgt die Behauptung nach der Dreiecksungleichung.

Beweis von Satz 3.11. Es ist mq(1 − q) ≤ nm
n
q
(
1− m

n
q
)
≤ np(1 − p). Also ist unter

Anwendung von (3.1) und (3.7) in der zweiten Ungleichung

dTV(Bn,p,Bm,q) ≤ dTV(Bn,p,Bn,m
n
q) + dTV(Bn,m

n
q,Bm,q)

≤
√

2

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− m
n
q) + 3

|nm
n
q(1− m

n
q)−mq(1− q)|

1 + nm
n
q(1− m

n
q) +mq(1− q)

≤
√

2

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) + 3 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

Beweis von Lemma 3.12. Es ist q ≥ a := k(p − q) + q ≥ 0, also (k − 1)q + a = kp und
(k − 1)q(1− q) ≤ (k − 1)q(1− q) + a(1− a) ≤ kp(1− p). Also ist nach Satz 3.6

dTV(Bk,p,Bk−1,q ∗ Ba) ≤ 3 |kp(1− p)− ((k − 1)q(1− q) + a(1− a))|
1 + kp(1− p) + ((k − 1)q(1− q) + a(1− a))

≤ 3 |kp(1− p)− (k − 1)q(1− q)|
1 + kp(1− p) + (k − 1)q(1− q) .

Weiter ist p < q und kp ≥ (k − 1)q, also 1 − p ≤ 1 − k−1
k
q, und damit kp(1 − p) ≤

kq(1− q) + q2. Wenn
√

(k − 1)q(1− q) +
√
kq(1− q) ≥ 1, ist also

1√
(k − 1)q(1− q) +

√
kq(1− q)

≤ 2√
1 + q2

1√
(k − 1)q(1− q) +

√
kq(1− q)

≤ 2 1√
(k − 1)q(1− q) + kq(1− q) + q2

≤ 2√
(k − 1)q(1− q) + kp(1− p)

,
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und wenn
√

(k − 1)q(1− q) +
√
kq(1− q) ≤ 1, ist

1 ≤

√
(k − 1)q(1− q) +

√
kq(1− q) + q√

(k − 1)q(1− q) + kp(1− p)

≤ 2√
(k − 1)q(1− q) + kp(1− p)

,

also ist in beiden Fällen

min

1, 1√
(k − 1)q(1− q) +

√
kq(1− q)

 ≤ 2√
(k − 1)q(1− q) + kp(1− p)

.

Unter Ausnutzung von (2.1) ist nach Roos (2000, Lemma 4)

dTV(Bk−1,q ∗ Ba,Bk−1,q) ≤
a

2
1√

kq(1− q)

≤ a
1√

(k − 1)q(1− q) +
√
kq(1− q)

.

Damit ist, da dTV(Bk−1,q ∗ Ba,Bk−1,q) ≤ a,

dTV(Bk−1,q ∗ Ba,Bk−1,q) ≤ a ·min

1, 1√
(k − 1)q(1− q) +

√
kq(1− q)


≤ a · 2√

(k − 1)q(1− q) + kp(1− p)

= 2

√√√√ (kp− (k − 1)q)2

kp(1− p) + (k − 1)q(1− q) .

Es folgt die Behauptung nach der Dreiecksungleichung.

Beweis von Satz 3.13. Nach Voraussetzung ist m < n und 1/2 < p, und o. E. m > 0.
Mit k := max{k ∈ {m, . . . , n− 1} : es existiert ein r ∈ [p, q] : kr = mq} ist r := mq

k
>

0. Dann ist kr ≤ (k + 1)p, denn wenn kr > (k + 1)p, ist (k + 1)p < kr < (k + 1)r, also
existiert ein s ∈ [p, r] ⊆ [p, q] mit (k + 1)s = kr = mq, und dies steht im Widerspruch
zur Definition von k.
Also ist 1

2 < p ≤ r ≤ q und (k + 1)(1 − p) ≤ n(1 − p) < mq = kr ≤ (k + 1)p ≤ np,
und damit

mq(1− q) ≤ kr(1− r) ≤ (k + 1)p(1− p) ≤ np(1− p). (3.31)

Für f : ]mq, np[→ [0,∞[, f(x) := x−mq√
mq(1−q)+x(1−p)

ist f ′ ≥ 0.
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Also gilt, nach Anwendung von Lemma 3.12 in der ersten Ungleichung, (3.31) in der
zweiten, und f ′ ≥ 0 in der dritten,

dTV(Bk,r,Bk+1,p) ≤ 2

√√√√ (kr − (k + 1)p)2

kr(1− r) + (k + 1)p(1− p) + 3 |kr(1− r)− (k + 1)p(1− p)|
1 + kr(1− r) + (k + 1)p(1− p)

≤ 2

√√√√ (mq − (k + 1)p)2

mq(1− q) + (k + 1)p(1− p) + 3 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q)

≤ 2

√√√√ (mq − np)2

mq(1− q) + np(1− p) + 3 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

Nach Satz 3.6 ist weiter, unter Anwendung von (3.31) in der zweiten Ungleichung,

dTV(Bm,q,Bk,r) ≤ 3 |mq(1− q)− kr(1− r)|1 +mq(1− q) + kr(1− r) ≤ 3 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

Weiter ist nach Satz 3.4

dTV(Bk+1,p,Bn,p) ≤

√√√√ (np− (k + 1)p)2

np(1− p) + (k + 1)p(1− p) ≤

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) .

Die Behauptung folgt nach der Dreiecksungleichung.

Beweis von Satz 3.14. Es ist r2 := mq
n
≤ q, also mq(1−q) ≤ min{np(1−p), nr2(1−r2)}.

Nach (3.1) ist also

dTV(Bn,p,Bn,r2) ≤
√

2

√√√√ (np− nr2)2

np(1− p) + nr2(1− r2) ≤
√

2

√√√√ (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) .

Wenn nr2(1− r2) ≤ np(1− p), ist nach (3.7)

dTV(Bn,r2 ,Bm,q) ≤ 3 |nr2(1− r2)−mq(1− q)|
1 + nr2(1− r2) +mq(1− q) ≤ 3 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

Wenn nr2(1−r2) > np(1−p), ist m
2n ≤ p < min{r2, 1−r2} ≤ 1

2 , also np(1−p)−mq(1−q) ≥
m
4

(
1− m

n

)
> 0, also

nr2(1− r2)−mq(1− q)
np(1− p)−mq(1− q) ≤

mq2
(
1− m

n

)
m
4

(
1− m

n

) ≤ 4 < 41 + nr2(1− nr2) +mq(1− q)
1 + np(1− p) +mq(1− q) ,

und nach (3.7)

dTV(Bn,r2 ,Bm,q) ≤ 3 |nr2(1− r2)−mq(1− q)|
1 + nr2(1− r2) +mq(1− q) ≤ 12 |np(1− p)−mq(1− q)|1 + np(1− p) +mq(1− q) .

Damit folgt die Behauptung nach der Dreiecksungleichung.
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Beweis von Satz 3.15. Falls n = 0, ist alles klar. Falls n ∈ N, gilt nach Barbour und
Hall (1984, Theorem 1 und 2)

1
32

(
1 ∧ 1

λ

) n∑
j=1

p2
j ≤ dTV(

n∗
j=1

Bpj ,Pλ) ≤
1− exp(−λ)

λ

n∑
j=1

p2
j ≤

(
1 ∧ 1

λ

) n∑
j=1

p2
j , (3.32)

wobei in der letzten Ungleichung 1 − exp(−λ) ≤ min{1, λ} benutzt wurde. Also gilt
(3.14), da

|Σ2 − σ2|
1 + Σ2 + σ2 ≤ min

{∣∣∣Σ2 − σ2
∣∣∣ , |Σ2 − σ2|

Σ2

}
=
(

1 ∧ 1
λ

) n∑
j=1

p2
j

=


|Σ2−σ2|

Σ2 ≤ 3 |Σ
2−σ2|

1+Σ2+σ2 , falls Σ2 ≥ 1,
|Σ2 − σ2| ≤ 3 |Σ

2−σ2|
1+Σ2+σ2 , falls Σ2 ≤ 1,

≤ 3 |Σ
2 − σ2|

1 + Σ2 + σ2 .

Die Aussagen im Binomialfall ergeben sich durch Spezialisierung auf p = p1 = · · · = pn,
da

p ·min{1, np} = min
{
|np(1− p)− np| , |np(1− p)− np|

np

}
.

Beweis von Satz 3.16. Nach (3.13) ist

dTV(Pnp,Pλ) ≤
√

2
e

√√√√ (np− λ)2

np(1− p) + λ
. (3.33)

Es ist f := g + h, mit g, h : [0,∞[→ R,

g(x) := |np(1− p)− x|
1 + np(1− p) + x

, h(x) :=

√√√√ (np− x)2

np(1− p) + x
,

antiton auf [0, np(1 − p)], da g und h hier antiton sind. Außerdem ist f antiton auf
]np(1− p), np], da für x ∈ ]np(1− p), np[

f ′(x) = 1 + 2np(1− p)
(1 + np(1− p) + x)2 −

np(1− p) + x+ 1
2(np− x)

(np(1− p) + x)3/2

≤ 1
1 + np(1− p) + x

− 1√
np(1− p) + x

≤ 0,
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und isoton auf ]np,∞[, da für x ∈ ]np,∞[

f ′(x) = 1 + 2np(1− p)
(1 + np(1− p) + x)2 +

np(1− p) + 1
2(np+ x)

(np(1− p) + x)3/2

≥ 0.

Also ist f minimal in np, und nach (3.16) ist

dTV(Bn,p,Pnp) ≤ 3 |np(1− p)− np|1 + np(1− p) + np
= 3f(np)

≤ 3f(λ)

= 3 |np(1− p)− λ|1 + np(1− p) + λ
+ 3

√√√√ (np− λ)2

np(1− p) + λ
.

Damit folgt die Behauptung nach der Dreiecksungleichung.

3.7.2 Beweise des Abschnitts 3.5
Beweis von Satz 3.17. Es muss gezeigt werden, dass F eine uniforme Struktur auf BP
ist. Da (2.7), (2.8), (2.10) und (2.11) direkt nach der Definition von F gelten, muss nur
(2.12) für F nachgewiesen werden:
Sei V ∈ F . Dann existiert ein ε > 0 mit V ⊇ Uε. Also reicht zu zeigen: Für alle ε > 0

existiert ein δ > 0 mit Uδ ◦ Uδ ⊆ Uε. Seien ε > 0,

δ := min

 1
51 ,

(√
1 + 2ε− 1

2

)2


und (P,Q) ∈ Uδ ◦ Uδ so, dass ein R ∈ BP existiert mit (P,R), (R,Q) ∈ Uδ. Zu zeigen
ist, dass (P,Q) ∈ Uε gilt.
Nach der Dreiecksungleichung gilt, da (P,R), (R,Q) ∈ Uδ,

|σ2(P )− σ2(Q)|
1 + σ2(P ) + σ2(Q) ≤

|σ2(P )− σ2(R)|
1 + σ2(P ) + σ2(R) + |σ2(R)− σ2(Q)|

1 + σ2(R) + σ2(Q) < 2δ,

und es reicht, zu zeigen, dass

(µ(P )− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q) < ε− 2δ. (3.34)

1. Fall: σ2(R) ≤ max{σ2(P ), σ2(Q)}.
Dann ist 1

2(max{σ2(P ), σ2(Q)} + min{σ2(P ), σ2(Q)} + σ2(R)}) ≤ σ2(Q) + σ2(P ), und
damit

1
σ2(P ) + σ2(Q) ≤ min

{
2

σ2(P ) + σ2(R) ,
2

σ2(Q) + σ2(R)

}
,
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also

(µ(P )− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q) ≤ 2
(

(µ(P )− µ(R))2

σ2(P ) + σ2(Q) + (µ(R)− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q)

)

≤ 4
(

(µ(P )− µ(R))2

σ2(P ) + σ2(R) + (µ(R)− µ(Q))2

σ2(R) + σ2(Q)

)
< 8δ
≤ 2
√
δ

≤ ε− 2δ, (3.35)

und es gilt (3.34).
2. Fall: σ2(R) > max{σ2(P ), σ2(Q)} und min{σ2(P ) + σ2(R), σ2(Q) + σ2(R)} ≥ 1

8 .
Dann ist σ2(R) ≥ 1/16 und, da (P,R) ∈ Uδ,

σ2(R)− σ2(P )
1 + σ2(P ) + σ2(R) = |σ2(P )− σ2(R)|

1 + σ2(P ) + σ2(R) < δ <
1
50 ,

und damit

δ

1− 3δ <
1
47 <

1− 17δ
16(1 + δ) ≤

σ2(R)(1− δ)− δ
1 + δ

< σ2(P ),

also

σ2(R) + σ2(P ) <
δ + 2σ2(P )

1− δ < 3σ2(P ).

Analog zeigt man, dass σ2(R) + σ2(Q) < 3σ2(Q), und zusammen ergibt sich

1
σ2(P ) + σ2(Q) <

3
max{3σ2(P ), 3σ2(Q)} < min

{
3

σ2(P ) + σ2(R) ,
3

σ2(Q) + σ2(R)

}
,

und analog zu (3.35) ergibt sich

(µ(P )− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q) < 12δ ≤ 2
√
δ ≤ ε− 2δ.

3. Fall: σ2(R) > max {σ2(P ), σ2(Q)} und min {σ2(P ) + σ2(R), σ2(Q) + σ2(R)} < 1
8 .

Dann ist

σ2(R) = max
{
σ2(P ), σ2(Q), σ2(R)

}
<

1
8 (3.36)

und

max
{
σ2(P ) + σ2(Q), σ2(P ) + σ2(R), σ2(Q) + σ2(R)

}
<

1
4 . (3.37)
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Da (P,R), (R,Q) ∈ Uδ, ist max {(µ(P )− µ(R))2, (µ(Q)− µ(R))2} < δ/4, nach der
Dreiecksungleichung also

max
{

(µ(P )− µ(R))2, (µ(Q)− µ(R))2, (µ(P )− µ(R))2
}
< δ. (3.38)

Wir nehmen an, es sei

l := max{µ(P ), µ(Q), µ(R)} ≥ 1
2 und u := min{µ(P ), µ(Q), µ(R)} < 1

2 .

Nach (3.38) ist (u− l)2 < δ, also

1
2 −
√
δ < l <

1
2 ≤ u <

1
2 +
√
δ.

Da P,Q,R ∈ BP, ist damit min {σ2(P ), σ2(Q), σ2(R)} >
(
1/2−

√
δ
) (

1/2 +
√
δ
)

=
1/4− δ, und dies steht im Widerspruch zu (3.37).
Also ist entweder

max{µ(P ), µ(Q), µ(R)} < 1
2 (3.39)

oder

min{µ(P ), µ(Q), µ(R)} ≥ 1
2 . (3.40)

Falls (3.39) gilt, existieren p, q ∈ [0, 1/2] mit

µ(Q)
σ2(Q) ,

µ(P )
σ2(P ) ∈

{
0, 1, 1

1− p,
1

1− q

}
,

also ist
|µ(P )− µ(Q)|
σ2(P ) + σ2(Q) ≤

µ(P ) + µ(Q)
σ2(P ) + σ2(Q) ≤

µ(P )
σ2(P ) + µ(Q)

σ2(Q) ≤ 2,

und damit, unter Anwendung von (3.38),

(µ(P )− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q) = |µ(P )− µ(Q)|
σ2(P ) + σ2(Q) · |µ(P )− µ(Q)|

< 2
√
δ

≤ ε− 2δ.

Falls (3.40) gilt, ist wegen (3.36) min
{
µ(P )
σ2(P ) ,

µ(Q)
σ2(Q) ,

µ(R)
σ2(R)

}
> 2, und es sind P,Q,R ∈

{Bn,p : n ∈ N, p ∈ ]1/2, 1]}.
Wenn m > n ∈ N und p, q ∈ ]1/2, 1] mit np(1 − p) + mq(1 − q) < 1/4 und

min{np,mq} ≥ 1/2, ist q(1− q) < 1
4m , also q >

1
2 + 1

2

√
m−1
m
, also mq−np ≥ mq−n ≥ 1

2 ,

und damit (np−mq)2/(np(1− p) +mq(1− q)) ≥ 1 ≥ δ.
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Da (P,R), (R,Q) ∈ Uδ, existiert also ein n ∈ N mit P,Q,R ∈ {Bn,p : p ∈ ]1/2, 1]}.
Damit ist, mit n ∈ N und p, q ∈ ]1/2, 1] so, dass P = Bn,p und Q = Bn,q, nach (3.38)

(µ(P )− µ(Q))2

σ2(P ) + σ2(Q) = |p− q|
p(1− p) + q(1− q) |µ(P )− µ(Q)|

≤ 2 |µ(P )− µ(Q)|
< 2
√
δ

≤ ε− 2δ.

Als Vorbereitung des Beweises von Satz 3.19 beweisen wir einige Ungleichungen:
Bemerkung 3.23. Für n ∈ N0, p ∈ [0, 1] und λ ∈ [0,∞[ gilt

(np− λ)2

np(1− p) + λ
≤ 6

(√np−
√
λ)2

1− pmin{1, np} , (3.41)

|np(1− p)− λ|
1 + np(1− p) + λ

≤ 2(√np−
√
λ)2 + 4|√np−

√
λ|+ pmin{1, np} (3.42)

und, unter Anwendung von (3.15) in der ersten und (3.12) in der dritten Ungleichung

pmin{1, np}
32 ≤ dTV(Pnp,Bn,p)

≤ dTV(Pnp,Pλ) + dTV(Pλ,Bn,p)

≤
√

2
e · |
√
np−

√
λ|+ dTV(Pλ,Bn,p). (3.43)

Weiter ist

(√np−
√
λ)2 = (np− λ)2

(√np+
√
λ)2
≤ (np− λ)2

np+ λ
≤ (np− λ)2

np(1− p) + λ
. (3.44)

Beweis. Zu (3.41): Wenn np = 0, ist

(np− λ)2

np(1− p) + λ
= λ =

(√np−
√
λ)2

1− pmin{1, np} .

Sei also o. E. np 6= 0, also

1
1− p = 1 + p

1− p2 ≤
2

1− p2 ≤
2

1− pmin{1, np} . (3.45)

Wenn λ = 0, ist

(np− λ)2

np(1− p) + λ
= np

1− p ≤ 2
(√np−

√
λ)2

1− pmin{1, np} .
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Wenn λ 6= 0 und p = 1, ist

(np− λ)2

np(1− p) + λ
= (n− λ)2

λ
≤ ∞ · 1{n 6=λ} = 6(

√
n−
√
λ)2

0 = 6
(√np−

√
λ)2

1− pmin{1, np} .

Wenn λ 6= 0 und p < 1, ist, unter Verwendung von (3.45) im dritten Schritt,

(np− λ)2

np(1− p) + λ
≤ (√np−

√
λ)2 1

1− p

(
(√np+

√
λ)2

np+ λ

)

≤ (√np−
√
λ)2 1

1− p · 2

≤ 4
(√np−

√
λ)2

1− pmin{1, np}

≤ 6
(√np−

√
λ)2

1− pmin{1, np} .

Zu (3.42): Es ist

p · np ≤ pmin{1, np}max{1, λ}+ (√np−
√
λ)2 + 2

√
λ|√np−

√
λ|,

denn für np ≥ 1 ist

p · np = p(np− λ+ λ)
≤ |√np−

√
λ| · |√np−

√
λ+ 2

√
λ|+ pλ

≤ (√np−
√
λ)2 + 2

√
λ|√np−

√
λ|+ pmin{1, np}λ.

Also ist

|np(1− p)− λ|
1 + np(1− p) + λ

≤ |np− λ|+ p · np
1 + np(1− p) + λ

≤
(√np−

√
λ)2 + 2

√
λ|√np−

√
λ|+ p · np

1 + np(1− p) + λ

≤ 2(√np−
√
λ)2 + 4|√np−

√
λ|+ pmin{1, np}.

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 3.19. Da die Formulierung einer geeigneten
unteren Schranke für den Totalvariationsabstand der betrachteten Verteilungen Gegen-
stand aktueller Forschung ist, kann es eventuell zu Inhomogenitäten in der Beweisfüh-
rung kommen. Wenn z. B. an einigen Stellen davon die Rede ist, dass a ≤ b für zwei
Folgen (a) := (an)n und (b) := (bn)n gilt, so ist dies natürlich punktweise zu verstehen.
Der Gebrauch dieser oder anderer salopper Schreibweisen dürfte aber keinen Einfluss
auf die Korrektheit der Ergebnisse haben.

Beweis von Satz 3.19. Für ε > 0 sei Vε := {(P,Q) ∈ BP: dTV(P,Q) < ε}, also {Vε : ε >
0} die Basis der uniformen Struktur des Totalvariationsabstandes auf BP, und sei
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{Uε : ε > 0} die Basis der uniformen Struktur aus Satz 3.17. Wir zeigen unten die
Äquivalenz von (3.18) und (3.19). Daraus folgt, dass es für jedes ε > 0 ein δ > 0 mit
Vε ⊆ Uδ und Vδ ⊆ Uε gibt. Also sind diese Basen die Basen der gleichen uniformen
Struktur.
Wir kommen jetzt zur Äquivalenz von (3.18) und (3.19) und schreiben hier abkürzend

BN0,[0,1] := {Bn,p : n ∈ N0, p ∈ [0, 1]} und P[0,∞[ := {Pλ : λ ∈ [0,∞[}.
Es gelte (3.18). Wir nutzen ein Teilteilfolgenargument und nehmen o. E. ((Pk), (Qk)) ∈((
BN0,[0,1]

)N
∪
(
P[0,∞[

)N)2
an und zeigen, dass (3.19) in diesen Spezialfällen folgt. Damit

folgt (3.19) allgemein.

1. Fall: Es ist ((Pk), (Qk)) ∈
((

P[0,∞[
)N)2

. Dann gilt nach (2.2) und (3.11) für alle
k ∈ N

1− exp
−

 1
12

(µ(Pk)− µ(Qk))2

σ2(Pk) + σ2(Qk)
+ 1

4

(
|σ2(Pk)− σ2(Qk)|

1 + σ2(Pk) + σ2(Qk)

)2
 ≤ dTV(Pk, Qk),

und in diesem Fall gilt (3.19).
2. Fall: Es ist ((Pk), (Qk)) ∈

((
P[0,∞[

)N
×
(
BN0,[0,1]

)N)
∪
((

BN0,[0,1]
)N
×
(
P[0,∞[

)N)
,

o. E. (Pk) = (Pλk) und (Qk) = (Bnk,pk) mit (λ) := (λk) ∈ [0,∞[N, (n) := (nk) ∈ N0
N

und (p) := (pk) ∈ [0, 1]N. Wir nutzen ein Teilteilfolgenargument, um zu zeigen, dass
|√np−

√
λ| → 0 : Sei eine Teilfolge von (k) gegeben.

(α): Die Teilfolge (np(1− p)) ist beschränkt. Dann ist die Teilfolge (Bn,p ∗ δ−bnpc) L1-
beschränkt und zentriert L2-beschränkt, also L2-beschränkt und nach Lemma 3.25 unten
straff. Nach dem Satz von Prochorov existieren zu jeder Teilfolge hiervon eine Teilteilfolge
und ein P ∈ Prob(R) mit Bn,p ∗ δ−bnpc  P. Da schwache Konvergenz äquivalent ist zur
Konvergenz in dP (vgl. Billingsley (1999, S.72)), die auf Prob(Z) nach (2.6) äquivalent
zur Konvergenz in dTV ist, hat nach (3.18) also jede Teilfolge eine Teilteilfolge, entlang
der Pλ ∗ δ−bnpc  P und dTV(Pλ ∗ δ−bnpc, P ) → 0 gilt, und damit nach Barbour und
Jensen (1989, Lemma 1) (Pλ ∗ δ−bnpc) zentriert L2-beschränkt ist.
Nach dem Satz von Prochorov ist (Pλ ∗ δ−bnpc) straff, und aufgrund der zentrierten

L2-Beschränktheit nach Lemma 3.26 unten L1-beschränkt. Wegen der zentrierten L2-
Beschränktheit und der L1-Beschränktheit ist (Pλ ∗ δ−bnpc) L2-beschränkt.
Aus der jeweiligen L2-Beschränktheit folgt, dass (Bn,p ∗ δ−bnpc) und (Pλ ∗ δ−bnpc)

gleichgradig integrierbar sind (vgl. Gut (2005, Chapter 5, Theorem 4.2.)). Nach obi-
gem hat also jede Teilfolge eine Teilteilfolge, entlang der µ(Bn,p) − bnpc → µ(P ) und
µ(Pλ)− bnpc → µ(P ) gilt. Also gilt |√np−

√
λ| → 0.

(β): Es existiert eine Teilteilfolge mit np(1−p)→∞, nach Barbour und Jensen (1989,
Lemma 1) also sup{Bn,p({z}) : z ∈ N0} → 0. Dann gilt wegen (3.18) nach Lemma 1.5 in
Mattner und Schulz (2014), welches in einer schärferen Version auf Paul Lévy zurückgeht,
auch λ → ∞. In der folgenden Abschätzung gilt die erste Ungleichung nach (3.44), die
zweite Ungleichung nach (3.17), und nach der Berry-Esseen-Ungleichung existiert ein

48



3.7 Beweise der Ergebnisse

C ∈ ]0,∞[, so dass

1
2

(
1− exp

(
−1

4(√np−
√
λ)2

))
≤ 1

2

(
1− exp

(
−1

4
(np− λ)2

np(1− p) + λ

))
≤ dK(Nnp,np(1−p),Nλ,λ)
≤ dK(Nnp,np(1−p),Bn,p) + dK(Bn, p,Pλ) + dK(Pλ,Nλ,λ)

≤ C

 1√
np(1− p)

+ 1√
λ

+ dK(Bn,p,Pλ)

→ 0,

also gilt hier |√np−
√
λ| → 0.

Nach Betrachtung der Fälle (α) und (β) und dem Teilteilfolgenargument konvergiert
also im 2. Fall |√np −

√
λ| → 0, also nach (3.43) auch p · min{1, np} → 0, und nach

(3.41) und (3.42) gilt damit im 2. Fall (3.19).

3. Fall: Es ist ((Pk), (Qk)) ∈
((

BN0,[0,1]
)N)2

. Seien (n) := (nk), (m) := (mk) ∈ N0
N

und (p) := (pk), (q) := (qk) ∈ [0, 1]N so, dass (Pk) = (Bn,p) und (Qk) = (Bm,q). Wir
nutzen wiederum ein Teilteilfolgenargument und zeigen in den folgenden Fällen (α) bis
(γ), dass (3.19) gilt. Sei eine Teilfolge gegeben. Da dTV(Bn,p,Bm,q)→ 0, nehmen wir an,
dass dTV(Bn,p,Bm,q) < 1/3.
(α): Es existieren ein 0 ≤ ∆′ < ∞ und eine Teilteilfolge, entlang der 0 ≤ np ≤ ∆′.

Nach (3.21) und der Annahme dTV(Bn,p,Bm,q) < 1/3 ist

(np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q) ≤ 3dTV(Bn,p,Bm,q) < 1.

Da np(1− p) ≤ np ≤ ∆′, ist √mq
(√

mq −
√

1− q
)
≤ ∆′ +

√
∆′, also

mq(1− q) ≤ mq ≤ sup
{

2,∆′ +
√

∆′
}

=: ∆.

Seien µj :=
∫
xjdBn,p(x) und λj :=

∫
xjdBm,q(x) für j ∈ N. Nach zweifacher Anwendung

von (3.20) in der dritten Ungleichung, und (2.13) in der vierten Ungleichung ist

|np(1− p)−mq(1− q)|
1 + np(1− p) +mq(1− q) ≤

∣∣∣µ2 − µ2
1 − λ2 + λ2

1

∣∣∣
≤ |µ2 − λ2|+ |µ1 − λ1|(µ1 + λ1)

≤
√

3dTV(Bn,p,Bm,q) (µ4 − µ2
2 + λ4 − λ2

2)

+
√

3dTV(Bn,p,Bm,q) (µ2 − µ2
1 + λ2 − λ2

1) (µ1 + λ1)

≤
√

3dTV(Bn,p,Bm,q)12∆(1 + ∆)3

+
√

3dTV(Bn,p,Bm,q)2∆(1 + ∆) 2∆

=
√
dTV(Bn,p,Bm,q)

√
∆(1 + ∆)

(√
6
(√

6 + 2
)

∆ + 6
)
.
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Also ist, wenn dTV(Bn,p,Bm,q) < 1/3, mit (3.21)

1
4


(
|np(1−p)−mq(1−q)|

1+np(1−p)+mq(1−q)

)2

∆(1 + ∆)
(√

6
(√

6 + 2
)

∆ + 6
)2 + (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q)

 ≤ dTV(Bn,p,Bm,q).

(β): Es existieren ein 0 ≤ ∆ < ∞ und eine Teilteilfolge, entlang der np(1 − p) ≤ ∆
und np→∞. Dann konvergiert

p = 1− np(1− p)
np

≥ 1− ∆
np
→ 1,

also p→ 1, und es ist

lim supn(1− p) ≤ lim sup ∆
p

= ∆.

Da Bn,1−p = B̌n,p ∗ δn ist, erhalten wir, unter Anwendung von (3.15) in der dritten
Ungleichung,∣∣∣B̌m,q ∗ δn({0})− Pn(1−p)({0})

∣∣∣ ≤ dTV(B̌m,q ∗ δn,Pn(1−p))

≤ dTV(B̌m,q ∗ δn, B̌n,p ∗ δn) + dTV(Bn,1−p,Pn(1−p))
≤ dTV(Bm,q,Bn,p) + (1− p) ·min{1, n(1− p)}
→ 0.

Da lim supn(1− p) ≤ ∆, ist also

lim inf B̌m,q ∗ δn({0}) ≥ lim inf Pn(1−p)({0}) = lim inf exp(−n(1− p)) ≥ exp(−∆).

Nach Baillon et al. (2013) existiert eine Konstante η ≈ 0,4688 mit

lim supmq(1− q) = lim supσ2
(
B̌m,q ∗ δn

)
≤

(
η

exp(−∆)

)2

= η2 exp(2∆).

Also ist auch (mq(1− q)) beschränkt.
Wir zeigen, dass schließlich m = n gilt. Angenommen, es gibt eine Teilfolge, entlang

der m < n gilt. Dies führt zum Widerspruch

0 = lim dTV(B̌m,q ∗ δn,Pn(1−p)) ≥ lim inf Pn(1−p)({0}) > 0. (3.46)

Angenommen, es gibt eine Teilfolge, entlang der m > n gilt. Nach (3.21) ist

1
3 min

{
1, (np−mq)2

np(1− p) +mq(1− q)

}
≤ dTV(Bn,p,Bm,q) → 0.

Da np(1− p) und mq(1− q) beschränkt sind, und da np→∞, gilt auch mq →∞. Also
kann man das gleiche Argument wie oben, mit vertauschten Rollen von (n, p) und (m, q)
anwenden, und erhält den gleichen Widerspruch wie in (3.46).
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3.7 Beweise der Ergebnisse

Also ist schließlich m = n und damit

dTV(Bn,p,Bm,q) = dTV(Bn,1−p,Bm,1−q)

mit lim supn(1− p) ≤ ∆, und man verfährt weiter wie im Fall (α).
(γ): Es gibt eine Teilteilfolge, entlang der np(1 − p) → ∞. Seien µ := np, σ2 :=

np(1−p), λ := mq, τ 2 := mq(1−q). Die erste Ungleichung in der folgenden Abschätzung
ist eine erneute Anwendung von Lemma 1.5 in Mattner und Schulz (2014); die letzte
Ungleichung gilt nach (2.4) und der Berry-Esseen-Ungleichung, nach der ein C ∈ ]0,∞[
existiert, mit

1√
1 + 12τ 2

≤ max{Bm,q({k}) : k ∈ N0}

≤ 2dK(Bm,q,Nnp,np(1−p))
≤ 2dK(Bm,q,Bn,p) + 2dK(Bn,p,Nnp,np(1−p))
≤ 2dTV(Bm,q,Bn,p) + 2C/σ.

Also ist

1
τ
≤ 4
√

3 · dTV(Bm,q,Bn,p) + C/σ√
1− (2 (dTV(Bm,q,Bn,p) + C/σ))2

,

und damit

1
σ

+ 1
τ
≤ 4
√

3(dTV(Bm,q,Bn,p) + C/σ) + 1/σ√
1− (2 (dTV(Bm,q,Bn,p) + C/σ))2

.

Weiter ist

(
|σ2 − τ 2|

1 + σ2 + τ 2

)2

≤ (σ + τ)2(σ − τ)2

(σ2 + τ 2)2

=
(

1 + 2στ
σ2 + τ 2

)1 +
√

2στ
σ2 + τ 2

1−
√

2στ
σ2 + τ 2


≤ 2(1 +

√
2)
1−

√
2στ

σ2 + τ 2

 .
Also existiert, unter Anwendung von (3.17) in der zweiten Ungleichung, nach der Berry-
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Esseen-Ungleichung ein C ∈ ]0,∞[ mit

1
2

1−
1− 1

2(1 +
√

2)

(
|σ2 − τ 2|

1 + σ2 + τ 2

)2
 exp

(
−1

4
(µ− λ)2

σ2 + τ 2

)
≤ 1

2

1−
√

2στ
σ2 + τ 2 exp

(
−1

4
(µ− λ)2

σ2 + τ 2

)
≤ dK(Nµ,σ2 ,Nλ,τ2)
≤ dK(Nµ,σ2 ,Bn,p) + dK(Bn,p,Bm,q) + dK(Bm,q,Nλ,τ2)

≤ C
( 1
σ

+ 1
τ

)
+ dK(Bn,p,Bm,q)

≤ C

4
√

3(dTV(Bm,q,Bn,p) + C/σ) + 1/σ√
1− (2 (dTV(Bm,q,Bn,p) + C/σ))2

+ dTV(Bn,p,Bm,q).

Also gilt (3.19).
Damit ist im 3. Fall nach dem Teilteilfolgenargument gezeigt, dass (3.19) gilt. Also

folgt in allen Fällen aus (3.18) (3.19).
Es gelte (3.19). Dann folgt (3.18) aus der Ungleichung in Satz 3.20, für dessen Beweis

Satz 3.19 nicht benutzt wird.

Der folgende Beweis der Ungleichung in Satz 3.20 kombiniert die Ergebnisse der Ab-
schnitte 3.1 – 3.3:

Beweis von Satz 3.20. 1. Fall: P und Q sind Poisson-Verteilungen. Dann folgt die Be-
hauptung aus (3.13).
2. Fall: P und Q sind Binomialverteilungen. Dann existieren m,n ∈ N0, p, q ∈ [0, 1]

mit P = Bn,p und Q = Bm,q. Sei o. E. m ≤ n. Wenn q ≤ p, folgt die Behauptung
nach Satz 3.8. Sei also o. E. p < q. Wenn p < min

{
m
n
q, 1− m

n
q
}
, ist p < min

{
m
n
q, m

n
1
2

}
oder p ∈ [m

n
1
2 ,

m
n
q[, und die Behauptung folgt nach Satz 3.10 bzw. 3.14. Wenn p >

max
{
m
n
q, 1− m

n
q
}
, ist 1− m

n
q < p < q < n

m
p, und die Behauptung folgt nach Satz 3.13.

Sonst ist p ∈ [m
n
q, 1− m

n
q] ∪ [1− m

n
q, m

n
q], und die Behauptung folgt nach Satz 3.11.

3. Fall: P und Q sind eine Poisson-Verteilung und eine Binomialverteilung. Dann folgt
die Behauptung aus Satz 3.16.

Beweis von Lemma 3.21. Die erste Ungleichung verifiziert man durch eine Unterschei-
dung der Fälle (µk − λk)2 ≤ µ2k − µ2

k + λ2k − λ2
k und (µk − λk)2 ≥ µ2k − µ2

k + λ2k − λ2
k.

Zur zweiten Ungleichung: Mit ν := P +Q, f := dP
dν und g := dQ

dν ist

µk − λk =
∫ (

xk − µk + λk
2

)
(f(x)− g(x))dν(x),

52



3.8 Ergebnisse für BPB̌P-Faltungen

und damit, nach Jensen-Ungleichung in der ersten, und Cauchy-Schwarz-Ungleichung in
der zweiten Ungleichung, und unter Ausnutzung von (2.1) in der zweiten Gleichheit,

|µk − λk| ≤
∫ ∣∣∣∣∣xk − µk + λk

2

∣∣∣∣∣ |f(x)− g(x)| dν(x)

=
∫

1
∣∣∣∣∣xk − µk + λk

2

∣∣∣∣∣ d(|f − g| ν)(x)

≤

∫ 12 |f(x)− g(x)| dν(x) ·
∫ (

xk − µk + λk
2

)2

d(P +Q)(x)
1/2

=
(

2dTV(P,Q) ·
(
µ2k − µ2

k + λ2k − λ2
k + (µk − λk)2

2

))1/2

.

3.8 Ergebnisse für BPB̌P-Faltungen
Dieser Abschnitt enthält Ergebnisse, die schon aus Tasto (2011) bekannt sind oder nur
durch kleine Änderungen aus Ergebnissen dort hervorgehen. Der Teilabschnitt 3.8.1
enthält Ergebnisse, die in der vorliegenden Arbeit verwendet werden, und deren Beweise.
Der Teilabschnitt 3.8.2 enthält Ergebnisse, die im vorliegenden Themenkreis interessant
sind, aber hier nicht verwendet werden, und deren Beweis daher hier nicht erneut gegeben
wird.

3.8.1 Verwendete Ergebnisse aus Tasto (2011)

Definition 3.24. Für (pj)j ∈ [0, 1]N mit
∞∑
j=1

pj <∞ ist
∞∗
j=1

Bpj der Grenzwert lim
n→∞

n∗
j=1

Bpj

in der schwachen Topologie auf Prob(R).
Sind (pj)j, (qj)j ∈ [0, 1]N mit

∞∑
j=1

pj <∞ und
∞∑
j=1

qj <∞, und µ, λ ∈ [0,∞[, so heißen
∞∗
j=1

Bpj ∗ Pλ BP-Faltung und
∞∗
j=1

Bpj ∗ Pλ ∗
∞∗
j=1

B̌qj ∗ P̌µ BPB̌P-Faltung.

Lemma 3.25. Sei (Pn) ∈ Prob(R)N mit sup {|µ(Pn)| , σ2(Pn) : n ∈ N} < ∞. Dann ist
(Pn) straff.

Beweis. Seien ε > 0 und c > sup{|µ(Pn)|}+
√

sup{σ2(Pn)}/ε. Dann ist [−c, c] kompakt,
und nach der Chebyshev-Ungleichung gilt für alle n ∈ N

Pn(R \ [−c, c]) ≤ Pn({x : |x− µ(Pn)| ≥ c− |µ(Pn)|}) ≤ σ2(Pn)
(c− |µ(Pn)|)2 < ε.

Lemma 3.26. Eine Folge von reellwertigen Zufallsgrößen ist genau dann straff und
zentriert L1-beschränkt, wenn sie L1-beschränkt ist.

53



3 Proximität von Binomial- und Poisson-Verteilungen

Beweis. Seien t > 0, (Xn) ∈ Prob(R)N und µn := E(Xn) für alle n ∈ N.
Wenn (Xn) straff und zentriert L1-beschränkt ist, gilt sup

n∈N
P (|Xn| ≥ t) → 0, t → ∞,

und nach der Markov-Ungleichung

sup
n∈N

P (|Xn − µn| ≥ t) ≤ 1
t

sup
n∈N

E |Xn − µn| → 0, t→∞,

und zusammen

sup
n∈N

P(|µn| ≥ 2t) ≤ sup
n∈N

P (|Xn| ≥ t) + sup
n∈N

P (|Xn − µn| ≥ t)→ 0, t→∞.

Da P(|µn| ≥ 2t) ∈ {0, 1} für t ∈ R, ist sup
n∈N
|µn| <∞, und damit

sup
n∈N

E|Xn| ≤ sup
n∈N

E|Xn − µn|+ sup
n∈N
|µn| <∞,

also ist (Xn) L1-beschränkt.
Wenn (Xn) L1-beschränkt ist, gilt

sup
n∈N

E|Xn − µn| ≤ sup
n∈N
|µn|+ sup

n∈N
E|Xn| ≤ 2 sup

n∈N
E|Xn| < ∞,

also ist (Xn) zentriert L1-beschränkt, und damit gilt nach der Markov-Ungleichung

sup
n∈N

P(|Xn| ≥ t) ≤ 1
t

sup
n∈N

E|Xn| → 0, t→∞,

also ist (Xn) straff.

3.8.2 Nicht verwendete Ergebnisse aus Tasto (2011)
Lemma 3.27. Sei (Pn)n∈N eine Folge von BPB̌P-Faltungen mit Pn  P, n → ∞.
Dann konvergieren für n→∞ für alle r ∈ N0 die Kumulanten κr(Pn)→ κr(P ) und alle
Momente µr(Pn)→ µr(P ).

Satz 3.28. Seien (Pn) :=
( ∞∗
j=1

Bpjn
∗ Pλn

)
eine Folge von BP-Faltungen und P ∈

Prob(N0). Dann sind äquivalent:

(1) Pn  P, n→∞.

(2) P =
∞∗
j=1

Bpj ∗ Pλ ist eine BP -Faltung,

lim
n→∞

λn +
∞∑
j=1

pjn −
∞∑
j=1

pj

 = λ und

für alle j ∈ N ist lim
n→∞

pjn = pj.
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Da die Parameter einer BPB̌P-Faltung im Allgemeinen nicht identifizierbar sind, gilt
hier ein Analogon zu Satz 3.28 nur eingeschränkt:

Satz 3.29. Seien (Pn) :=
( ∞∗
j=1

Bpjn
∗ Pλn ∗

∞∗
i=1

B̌qin ∗ P̌µn

)
eine Folge von BPB̌P-Faltun-

gen und P ∈ Prob(Z). Für die Aussagen

(1) Pn  P, n→∞,

(2) P =
∞∗
j=1

Bpj ∗ Pλ ∗
∞∗
i=1

B̌qi ∗ P̌µ ist eine BPB̌P-Faltung,

lim
n→∞

λn +
∞∑
j=1

pjn −
∞∑
j=1

pj

 = λ, lim
n→∞

(
µn +

∞∑
i=1

qin −
∞∑
i=1

qi

)
= µ,

für alle j, i ∈ N ist lim
n→∞

pjn = pj, lim
n→∞

qin = pi,

gilt dann

(1)⇒ (2), falls pjn, qin ≤ 1/2 für alle i, j, n ∈ N,
und (2)⇒ (1).
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4 Konfidenzintervalle für
durchschnittliche
Erfolgswahrscheinlichkeiten

Das Thema der Konfidenzintervalle für durchschnittliche Erfolgswahrscheinlichkeiten
wird in Abschnitt 4.2 beispielhaft anhand der Betrachtung von MRSA-Fällen in einem
Krankenhaus eingeführt. Natürlich bleiben aber alle mathematischen Aussagen auch au-
ßerhalb dieses Kontextes gültig. Um Artefakte zu vermeiden, beschränken wir uns bei
allen statistischen Untersuchungen auf die Betrachtung von Niveaus β ∈ ]0, 1[.
Vorbereitend werden im folgenden Abschnitt 4.1 einige Definitionen und Eigenschaften

von Konfidenzregionen und der Binomialverteilung bereitgestellt.
Die Untersuchung von Konfidenzintervallen für die durchschnittliche Erfolgswahr-

scheinlichkeit im Bernoulli-Faltungs-Modell gipfelt in der Angabe eines optimalen isoto-
nen einseitigen Konfidenzintervalls in Satz 4.7.
In Abschnitt 4.3 wird die Untersuchung von Bernoulli-Faltungen auf hypergeometri-

sche Verteilungen spezialisiert. In Satz 4.22 wird für die Schätzung der Erfolgswahr-
scheinlichkeit bei unbekannter Urnengröße ein optimales isotones einseitiges Konfidenz-
intervall angegeben.
An die Betrachtung offener Forschungsfragen in Abschnitt 4.4 schließen sich in Ab-

schnitt 4.5 die Beweise der Aussagen dieses Kapitels an.

4.1 Konfidenzregionen und Binomialverteilungen
Definition und Bemerkung 4.1. Sei n ∈ N0. Eine Menge J ⊆ [0, 1] heißt Upray in
[0, 1], wenn aus x ∈ J, y ∈ [0, 1] und x ≤ y zusammen y ∈ J folgt. Dies ist äquivalent
dazu, dass J von der Form [a, 1] oder ]a, 1] für ein a ∈ [0, 1] ist.
Eine Funktion K: {0, . . . , n} → 2[0,1] heißt Upray, wenn jeder Funktionswert K(x) ein

Upray in [0, 1] ist.
Analog definieren wir Downrays, so dass jeder Funktionswert von der Form [0, b] oder

[0, b[ für ein b ∈ [0, 1] ist.
Ein Upray K: {0, . . . , n} → 2[0,1] heißt isoton, wenn es isoton ist bezüglich der gewöhn-

lichen Ordnung auf {0, . . . , n} und der der Mengeninklusion entgegengesetzten Ordnung
auf 2[0,1], wenn also die Folgerung

x, y ∈ {0, . . . , n}, x < y ⇒ K(x) ⊇ K(y)
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gilt, und streng isoton, wenn oben „⊇“ zu „)“ verschärft werden kann. Analog heißt ein
Downray Λ isoton, wenn aus x < y folgt, dass Λ(x) ⊆ Λ(y), und streng isoton, wenn
„⊆“ zu „(“ verschärft werden kann. Beispielsweise ist jedes der KCP,n und ΛCP,n aus
Definition und Bemerkung 4.5 unten streng isoton.
Seien P := (Pϑ : ϑ ∈ Θ) ein statistisches Experiment auf ({0, . . . , n}, 2{0,...,n}) und κ : Θ

ein interessierender Parameter. Ein isotones β-Konfidenz-Upray K für das Schätzproblem
(P , κ) heißt (Buehler-)optimal (vgl. Buehler (1957) und, für eine neuere Diskussion,
Lloyd und Kabaila (2010), die durch Wiederentdeckungen in Wang (2010) hervorgerufen
wurde) (siehe auch Bemerkung 4.2), wenn jedes andere isotone β-Konfidenz-Upray K∗
für (P , κ) die Bedingung

K(x) ⊆ K∗(x) für jedes x ∈ {0, . . . , n} (4.1)

erfüllt. Schließlich heißt ein nicht notwendig isotones β-Konfidenz-Upray zulässig in der
Menge aller Konfidenz-Uprays für (P , κ) wenn für jedes andere β-Konfidenz-Upray K∗
für (P , κ) mit K∗(x) ⊆ K(x) für jedes x ∈ {0, . . . , n} schon gilt, dass K∗ = K.

Bemerkung 4.2. Optimalität, wie sie durch (4.1) definiert wird, ist nicht exakt Optima-
lität im Sinne von Buehler (1957), erstere impliziert aber letztere:
Für n ∈ N0, β ∈ ]0, 1[, X := {0, . . . , n}, ein Experiment P = (Pϑ : ϑ ∈ Θ) auf (X , 2X )

und einen interessierenden Parameter κ : Θ betrachten wir das Schätzproblem (P , κ) .
Dann ist die im Sinne von Buehler (1957) definierte optimale isotone untere β-Konfi-
denzschranke lB,β definiert durch

lB,β(x) := inf {κ(ϑ) : Pϑ({x, . . . , n}) > 1− β, ϑ ∈ Θ} für x ∈ {0, . . . , n}.

Ein isotones β-Konfidenz-Upray K ist optimal im Sinne von (4.1), wenn für jedes isotone
β-Konfidenz-Upray K∗ gilt, dass K(x) ⊆ K∗(x) für alle x ∈ {0, . . . , n}, also insbesondere
K(x) ∈ {]lB,β(x), 1], [lB,β(x), 1]} für alle x ∈ {0, . . . , n}.

Lemma 4.3. Seien n ∈ N0, β ∈ ]0, 1[, X := {0, . . . , n}, P = (Pϑ : ϑ ∈ Θ) ein Experiment
auf (X , 2X ) und κ : Θ ein interessierender Parameter, und sei K das optimale isotone
β-Konfidenz-Upray für (P , κ) und streng isoton. Dann ist K zulässig in der Menge aller
β-Konfidenz-Uprays für (P , κ).

Bemerkung 4.4. Für n ∈ N0 und x ∈ {0, . . . , n} ist die Abbildung [0, 1] 3 p 7→
Bn,p({0, . . . , x}) antiton, denn für n ∈ N und x ∈ {0, . . . , n − 1} ist die Abbildung
[0, 1] 3 p 7→ Bn,p({0, . . . , x}) streng antiton, denn für p ∈ ]0, 1[ ist

d
dp Bn,p({0, . . . , x}) = − n Bn−1,p({x}) < 0. (4.2)

Definition und Bemerkung 4.5. Für β ∈ ]0, 1[, und mit

gn(x) := gn,β(x) := das p ∈ [0, 1] mit Bn,p({x, . . . , n}) = 1− β
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4.2 Der Bernoulli-Faltungs-Fall

für n ∈ N und x ∈ {1, . . . , n}, welches nach (4.2) wohldefiniert ist und insbesondere

gn(1) = 1− β1/n und gn(n) = (1− β)1/n (4.3)

und

gn,β(x) ist streng
{

isoton
antiton

}
in

{
x
β

}
(4.4)

liefert, sind die Clopper-Pearson-β-Konfidenz-Uprays KCP,n : {0, . . . , n} → 2[0,1] definiert
durch

KCP,n(x) := KCP,n,β(x) :=
{

[0, 1] , falls x = 0,
]gn(x), 1] , falls x ∈ {1, . . . , n}, (4.5)

für n ∈ N0. Insbesondere ist

KCP,n(1) =
]
1− β1/n, 1

]
und KCP,n(n) =

]
(1− β)1/n, 1

]
für n ∈ N.
Für n ∈ N0 und β ∈ ]0, 1[ ist KCP,n streng isoton, das optimale isotone β-Konfidenz-

Upray für das Schätzproblem der Erfolgswahrscheinlichkeit in Binomialmodell (4.7) un-
ten und zulässig in der Menge aller Konfidenz-Uprays für (4.7).
Für n ∈ N0 und β ∈ ]0, 1[ sind die Clopper-Pearson-β-Konfidenz-Downrays ΛCP,n :=

ΛCP,n,β definiert durch

ΛCP,n,β(x) := 1−KCP,n(n− x) für x ∈ {0, . . . , n}

und die zweiseitigen Clopper-Pearson-β-Konfidenzintervalle MCP,n := MCP,n,β durch

MCP,n,β(x) := KCP,n, 1+β
2

(x) ∩ ΛCP,n, 1+β
2

(x) für x ∈ {0, . . . , n}. (4.6)

4.2 Der Bernoulli-Faltungs-Fall
Der Methicillin-resistente Staphylococcus aureus (MRSA) ist ein „Staphpylococcus au-
reus, der aufgrund eines veränderten Penicillin-bindenden Proteins resistent gegenüber
allen Betalaktam-Antibiotika ist (Oxacillinresistenz); das Auftreten von MRSA-Stäm-
men im Krankenhaus erfordert gezielte antiepidemische Maßnahmen mit Isolierung des
Patienten“ (Pschyrembel (2002, S. 1087)). Wie man der Berichterstattung in den Medien
entnehmen kann, ist MRSA heute ein weit verbreitetes und großes Problem in Kranken-
häusern, weshalb sein Auftreten weitreichender Untersuchungen bedarf. Unter anderem
ist es sinnvoll, die Verteilung von MRSA-Fällen zu untersuchen:
Nehmen wir an, in einem Krankenhaus werden in einem Jahr n Patienten behandelt,

die sich alle unabhängig voneinander mit der gleichen Wahrscheinlichkeit p mit MRSA
infizieren, so ist die Gesamtzahl der MRSA-Fälle in diesem Krankenhaus Bn,p-verteilt.
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Möchte man Aussagen über die Größe des unbekannten Wertes von p machen, so gibt
man typischerweise Konfidenzbereiche an:
Bei gegebener Stichprobengröße n ∈ N0 und gegebenem Niveau β ∈ ]0, 1[ ist für das

Schätzproblem

((Bn,p : p ∈ [0, 1]) , p 7→ p) (4.7)

K: {0, . . . , n} → 2[0,1] eine β-Konfidenzregion, wenn Bn,p (K 3 p) ≥ β für alle p ∈ [0, 1].
Zu den bekanntesten und gebräuchlichsten Konfidenzbereichen für das Schätzproblem

(4.7) zählen die Konfidenz-Uprays und -Downrays (einseitige Konfidenzintervalle) und
die zweiseitigen Konfidenzintervalle von Clopper und Pearson (1934), vgl. Definition 4.5.
Im Jahr 2011 wurden in dem betrachteten Krankenhaus n = 27976 Patienten be-

handelt, von denen sich x = 28 mit MRSA infizierten. Die Realisierung des Konfidenz-
Downrays ΛCP,n zum Niveau β = 0,95 für die Infektionswahrscheinlichkeit ist also

ΛCP,n(x) = 1−KCP,n(n− x) = [0, 1− g27976(27976− 28)[ = [0, 0,00137 . . .[.

Schaut man sich die Verteilung der MRSA-Fälle über das Jahr genauer an, so sieht man
aber, dass das Verhältnis von Fällen zu Patienten über das Jahr nicht konstant ist:

Monat Jan Feb Mär Apr Mai Jun Jul Aug Sep Okt Nov Dez
MRSA-Fälle 3 2 0 3 3 2 1 1 1 3 4 5
Patienten 2326 2289 2511 2295 2432 2240 2254 2320 2315 2347 2298 2349

Dies gibt Grund zu der Annahme, dass die Wahrscheinlichkeit der Infektion nicht für
jeden Patienten gleich ist. Nehmen wir an, dass jeder Patient j ∈ {1, . . . , n} eine Infek-
tionswahrscheinlichkeit pj ∈ [0, 1] hat, und ist der interessierende Parameter die durch-
schnittliche Infektionswahrscheinlichkeit aller Patienten (p1, . . . , pn) = p 7→ p := ∑n

j=1 pj,
so betrachten wir das Schätzproblem

((BCp : p ∈ [0, 1]n) , p 7→ p) . (4.8)

Dieses Schätzproblem ist allgemeiner als (4.7) im folgenden Sinne: Jede Binomialvertei-
lung Bn,p ist auch eine Bernoulli-Faltung BC(p,...,p), und der Wert des interessierenden
Parameters in (4.8) ist für jede Binomialverteilung Bn,p gleich p, so dass jede β-Konfi-
denzregion für (4.8) auch β-Konfidenzregion für (4.7) ist.
Für das allgemeinere Schätzproblem (4.8) ist KCP,n aber kein gültiger β-Konfidenzbe-

reich, was schon von Agnew (1974) festgestellt wurde und in Bemerkung 4.9 nochmal
gezeigt wird.
Gültige β-Konfidenzbereiche werden im folgenden Satz angegeben, der auf klassischen

Ergebnissen von Chebyshev und Hoeffding basiert.
Satz 4.6. Seien n ∈ N und sei β ∈ ]0, 1[. Für jedes m ∈ {0, . . . , n} sei K′m ein β-
Konfidenzbereich für ((Bm,p : p ∈ [0, 1]), id[0,1]). Dann ist ein β-Konfidenzbereich K für
(4.8) gegeben durch

K(x) :=
⋃

l∈{0,...,x},
m∈{x−l,...,n−l}

(
m
n

K′m(x− l) + l
n

)
⊇ K′n(x) für x ∈ {0, . . . , n}.
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Wenn man in Satz 4.6 als K′m die Konfidenz-Uprays von Clopper und Pearson (1934)
wie in Definition 4.5 nimmt, ist das resultierende K Buehler-optimal (vgl. Seite 58) und,
wenn β nicht ungewöhnlich klein ist, vereinfacht sich die Formel für K stark, wie man
in Satz 4.7 unten sieht. Dazu definieren wir

βn := Bn, 1
n
({0, 1}) für n ∈ N,

so dass β1 = 1, β2 = 3
4 , β3 = 20

27 und βn ↓ 2
e = 0,735 . . . , wobei die strenge Antitonie von

(βn)n aus Jogdeo und Samuels (1968, Theorem 2.1 mit mn := n, pn := 1
n
, r := 0) folgt,

so dass insbesondere

βn ≤ 3
4 für n ≥ 2

ist.

Satz 4.7. Seien n ∈ N, β ∈ ]0, 1[ und K wie in Satz 4.6 mit K′m := KCP,m, wie in (4.5)
definiert. Dann ist K das optimale isotone β-Konfidenz-Upray für (4.8), zulässig in der
Menge aller β-Konfidenz-Uprays, strikt isoton, und hat effektives Niveau inf

p∈[0,1]n
BCp(K 3

p) = β. Es ist

K(x) =


[0, 1] , falls x = 0,]

1−β
n
, 1
]
, falls x = 1,

]gn(x), 1] , falls x ∈ {2, . . . , n} und β ≥ βn.

(4.9)

Bemerkung 4.8. Schachtelung (engl.: nestedness) wird durch die Konstruktion in Satz 4.6
erhalten: Nehmen wir an, wir wenden Satz 4.6 für verschiedene β ∈ ]0, 1[ an und schrei-
ben dementsprechend K′m,β und Kβ statt K′m und K. Sind nun β, β̃ ∈ ]0, 1[ so, dass β < β̃
und K′m,β(x) ⊆ K′

m,β̃
(x) für alle m ∈ {0, . . . , n} und x ∈ {0, . . . ,m}, so gilt nach Satz 4.6

Kβ(x) ⊆ Kβ̃(x) für alle x ∈ {0, . . . , n}. Nach der zweiten Zeile in (4.4) und nach (4.5)
sind die Clopper-Pearson-Uprays geschachtelt, und damit sind es auch die Uprays aus
Satz 4.7. Analoge Bemerkungen gelten für die Konfidenz-Downrays aus Bemerkung 4.13
und die zweiseitigen Konfidenzintervalle aus Satz 4.17.
Bemerkung 4.9. Seien n ≥ 2 und β ∈ ]0, 1[. Wie schon in Agnew (1974) bemerkt, aber
von späteren Autoren ignoriert (vgl. Bemerkung 4.15) wird, ist KCP,n kein β-Konfidenz-
bereich für (4.8). Dies folgt sofort aus Satz 4.7 und der Tatsache, dass KCP,n(1) ( K(1),
indem man entweder die Optimalität von K und die Isotonie von KCP,n ausnutzt, oder
die Zulässigkeit von K und, dass KCP,n(x) ⊆ K(x) für alle x. Wenn β ≥ βn, folgt aus
Satz 4.7 außerdem, dass das effektive Niveau von KCP,n als Konfidenzbereich für (4.8)

γn := 1− n
(
1− β1/n

)
∈ ]1 + log(β), β[

ist, denn für p ∈ [0, 1]n mit p /∈ ]1−β
n
, gn(1)] liefert (4.9), dass BCp (KCP,n 3 p) =

BCp (K 3 p) ≥ β, und man erhält

inf
p∈] 1−β

n
,gn(1)]

BCp

(
KCP,n 3 p

)
= inf

p∈] 1−β
n
,gn(1)]

n∏
j=1

(1− pj) = 1− ngn(1) = γn,
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wenn man im zweiten Schritt p mit p1 = ngn(1) = n
(
1− β1/n

)
≤ 1 und p2 = . . . = pn =

0 betrachtet. Da γn ↓ 1 + log(β) < β für n → ∞, folgt für β > 2
e , dass die KCP,n noch

nicht einmal asymptotische β-Konfidenzbereiche für (4.8) sind.
Bemerkung 4.10. Das einzige uns bisher bekannte β-Konfidenz-Upray für (4.8) wurde
in Agnew (1974, section 3) bereitgestellt als KA(x) := [gA(x), 1], mit gA(0) := 0 und
gA(x) := gn(x) ∧ x−1

n
für x ∈ {1, . . . , n}. Dieses KA ist aber echt schlechter als das

optimale isotone K aus Satz 4.7, denn KA ist auch isoton mit KA(1) = [0, 1] ) K(1).
Andererseits zeigt Lemma 4.28 unten, dass faktisch gA(x) = gn(x) für β ≥ βn und
x ∈ {2, . . . , n}, was eine präzisere Version einer unbewiesenen Behauptung in Agnew
(1974) ist.
Bemerkung 4.11. Die Bedingung β ≥ βn in (4.9) kann nicht weggelassen werden: Für n ∈
N sei An := {β ∈ ]0, 1[ : Wenn K wie in Satz 4.7 ist, dann ist K(x) = ]gn(x), 1] für x ∈
{2, . . . , n}}. Dann ist nach Satz 4.7 [βn, 1[ ⊆ An. Numerische Untersuchungen haben
ergeben, dass auch βn − 0.001 ∈ An für 2 ≤ n ≤ 123, aber K(2) ) ]gn(2), 1] für
β = βn − 0.001 und 124 ≤ n ≤ 3000.
Bemerkung 4.12. Das K aus Satz 4.7 ist als β-Konfidenzintervall für (4.8) ebenso wenig
zulässig in der Menge aller β-Konfidenzintervalle wie KCP,n als β-Konfidenzintervall für
(4.7), denn mit c := (inf K(n)) ∨

(
1− (1− β)1/n

)
und

K∗(x) :=
{

[0, c] ( K(0), falls x = 0,
K(x), falls x ∈ {1, . . . , n},

ergibt sich BCp(K∗ 3 p) = BCp(K 3 p) ≥ β, wenn p ≤ c, und BCp(K∗ 3 p) =
BCp({1, . . . , n}) = 1−

n∏
j=1

(1− pj) ≥ 1− (1− p)n > 1− (1− c)n ≥ β, wenn p > c.

Bemerkung 4.13. Da für n ∈ N0 und β ∈ ]0, 1[ genau dann K ein β-Konfidenzbereich
für (4.8) ist, wenn {0, . . . , n} 3 x 7→ 1 − K(n − x) eines ist, gelten analoge Aussagen
zu Satz 4.7 und den Bemerkungen 4.8 – 4.12 für Downrays: Satz 4.7 bleibt gültig, wenn
man KCP,m durch ΛCP,m, „Upray“ durch „Downray“ und (4.9) durch

K(x) =


[0, 1− gn(n− x)[ , falls x ∈ {0, . . . , n− 2} und β ≥ βn,[
0, 1− 1−β

n

[
, falls x = n− 1,

[0, 1] , falls x = n,

(4.10)

ersetzt.
Bemerkung 4.14. Für n ∈ N, x ∈ {0, . . . , n} und beta ≥ 3/4 ist nach Satz 4.7 ein R-
Code zum Berechnen der unteren beta-Konfidenzschranke

(x==1)*((1-beta)/n)+
(x!=1)*binom.test(x,n,alt="g",conf.level=beta)$conf.int[1]

und nach Bemerkung 4.13 ist der entsprechende Code für die obere beta-Konfidenz-
schranke
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(x==n-1)*(1-(1-beta)/n)+
(x!=n-1)*binom.test(x,n,alt="l",conf.level=beta)$conf.int[2]

Beispielsweise ist in Byers et al. (1979, S. 249, Zeilen 13-21) n = 7 und x = 6, wodurch
für beta = 0,99, 0,98 und 0,95 die unteren Konfidenzschranken 0,356 . . . , 0,404 . . . bzw.
0,479 . . . sind, so dass die in Byers et al. (1979) angegebenen Schranken tatsächlich gültig
sind, aber erst jetzt in Satz 4.7 als gültig nachgewiesen, vgl. auch Bemerkung 4.15.
Bemerkung 4.15. Zu den Artikeln, die fälschlicherweise behaupten, dass die Clopper-
Pearson-Uprays oder -Downrays β-Konfidenzbereiche für (4.8) sind, gehören Kappauf
und Bohrer (1974, S. 652, Zeilen 3–5), Byers et al. (1979, S. 249, erste Spalte, Zeilen
15–18), und Cheng et al. (2010, S. 7, Zeilen 10–8 von unten). Die entsprechende Behaup-
tung von Ollero und Ramos (1995, S. 247, Zeilen 9–12) für eine gewisse Teilfamilie von
(BCp : p ∈ [0, 1]n), die die hypergeometrischen Verteilungen mit Stichprobengrößenpara-
meter n enthält, wird in Bemerkung 4.21 unten widerlegt. Die gemeinsame Fehlerquelle
in diesen Artikeln scheint eine missverständliche Bemerkung in Hoeffding (1956, S. 720,
erster Absatz von Kapitel 5) darüber zu sein, dass, nach Hoeffding (1956, Theorem 4)
oder David (1960), gewisse Tests für Θ0 ⊆ [0, 1] im Binomialmodell (Bn,p : p ∈ [0, 1]) ihr
Niveau als Tests für Θ̃0 := {p ∈ [0, 1]n : p ∈ Θ0} im Modell (BCp : p ∈ [0, 1]n) halten
(vgl. Bemerkung 4.16). Es sei außerdem angemerkt, dass das Teilresultat in Ollero und
Ramos (1995) bezüglich der Darstellbarkeit von hypergeometrischen Verteilungen als
Bernoulli-Faltungen schon aus Vatutin und Mikhailov (1983) bekannt war.
Bemerkung 4.16. Der Kern der missverständlichen Bemerkung in Hoeffding (1956), die
in Bemerkung 4.15 erwähnt wird, ist: „that the usual (one-sided and two-sided) tests
for the constant probability of ‘success’ in n independent (Bernoulli) trials can be used
as tests for the average probability of success when the probability of success varies
from trial to trial.“ Wir spezifizieren und verallgemeinern diese Aussage wie folgt: Seien
n ∈ N, p1 ≤ p2 ∈ [0, 1], γ−, γ+ ∈ [0, 1], c− ≤ bnp1c − 1 und c+ ≥ dnp2e + 1. Dann hält
die kritische Funktion

ψ := 1{0,...,c−−1} + γ−1{c−} + γ+1{c+} + 1{c++1,...,n}

für die Hypothese [p1, p2] im Binomialmodell (Bn,p : p ∈ [0, 1]) ihr Niveau als kritische
Funktion für {p ∈ [0, 1]n : p ∈ [p1, p2]} im Modell (BCp : p ∈ [0, 1]n) , denn für jedes p mit
p ∈ [p1, p2] folgt aus Hoeffding (1956, Theorem 4)

BCpψ = γ−BCp({0, . . . , c−}) + (1− γ−)BCp({0, . . . , c− − 1})
+ γ+BCp({c+, . . . , n}) + (1− γ+)BCp({c+ + 1, . . . , n})

≤ Bn,pψ.

Diese Aussage ist aber nicht immer auf die einseitigen, auf den Clopper-Pearson-Uprays
basierenden Tests anwendbar:
Seien n = 2 und β ∈ ]0, 1[. Seien r ∈ [0, 1], H := [0, r] und ψ := 1{KCP,n∩H=∅}, so

dass supp∈H Bn,pψ ≤ 1 − β. Wenn aber z. B. r = 1 −
√
β ist, vereinfacht sich der Test

zu ψ = 1{1,2}, und für p := (r − ε, r + ε) für ein genügend kleines ε > 0 ist p ∈ H und
BCpψ = 1− BCp({0}) = 1− β + ε2 > 1− β.
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Im Gegensatz zu Bemerkung 4.9 haben wir insbesondere für β ≥ 1/2 das folgende
positive Resultat für die zweiseitigen Clopper-Pearson-β-Konfidenzintervalle MCP,n, die
in (4.6) definiert werden, als gültige Intervalle für (4.8).

Satz 4.17. Seien n ∈ N und β ≥ 2βn − 1 oder n = 1. Dann ist MCP,n aus (4.6) ein β-
Konfidenzintervall für (4.8).

Bemerkung 4.18. In der Situation von Satz 4.17 ist MCP,n eine Verbesserung des zwei-
seitigen Intervalls für (4.8) von Agnew (1974), das analog zu (4.6) aus seinen einseitigen
Intervallen gebildet wird.
Bemerkung 4.19. Im Gegensatz zu Bemerkung 4.11 wissen wir nicht, ob die Bedingung
„β ≥ 2βn − 1 oder n = 1“ in Satz 4.17 weggelassen werden kann.
Bemerkung 4.20. Die Robustheit der zweiseitigen Clopper-Pearson-Intervalle aus Satz
4.17 beim Übergang zu (4.8) gilt nicht für alle zweiseitigen Intervalle für (4.7), z. B. nicht
für das auf Sterne (1954) basierende β-Konfidenzintervall KS,n für (4.7) von Dümbgen
(2004, S. 5):
Für n ∈ N und β ∈ ]0, 1[ sei die β-Konfidenzregion CS

n gegeben durch

CS
n(x) := CS

n,β(x) := {p ∈ [0, 1] : Bn,p ({k : Bn,p({k}) ≤ Bn,p({x})}) > 1− β} ,

welche nicht immer ein Intervall bildet. Letzteres wird durch eine numerische Überprü-
fung der Beobachtung aus Dümbgen (2004, Figure 2) verifiziert: Es ist {0,4, 0,425} ⊆
CS

20, 0,8269(5) 63 0,424. Es ist aber durch

KS,n(x) := [inf(CS
n(x)), sup(CS

n(x))] für alle x ∈ {0, . . . , n}

das β-Konfidenzintervall KS,n für (4.7) definiert. Wenn z. B. n = 2 und β > 3/4, ist
speziell

KS,2(0) = [0, 1− g2(2)[ , KS,2(1) = ]g2(1), 1− g2(1)[ und KS,2(2) = ]g2(2), 1] ,

und KS,2 ist für (4.8) nicht gültig, da für p ∈ [0, 1]2 mit p = g2(1) und p1 6= p2 gilt, dass

BCp

(
KS,2 3 p

)
= BCp ({0}) =

2∏
j=1

(1− pj) < (1− p)2 = (1− g2(1))2 = β.

Für n = 2 und β > 3/4 erhalten wir mit Satz 4.6 ein β-Konfidenzintervall für (4.8), das
wir K̃ nennen, indem wir dort K′m := KS,m für m ∈ {0, 1, 2} setzen, und es ist dann

K̃(0) =
[
0, 1− (1− β)1/2

[
, K̃(1) =

]
1−β

2 , 1+β
2

[
und K̃(2) =

]
(1− β)1/2, 1

]
.

Man sieht, dass K̃(x) ( MCP,2(x) für x ∈ {0, 1, 2}, wobei MCP,2 wie in (4.6) definiert ist.
Wir wissen nicht, ob diese Inklusion für alle üblichen n und β gilt, aber es scheint nicht
einmal im Allgemeinen KS,n(x) ⊆ MCP,n(x) zu gelten (vgl. Dümbgen (2004, Figure 3,
x = 2)).
Im Fall n = 2 und β > 3/4 ist K̃ auch echt besser als K aus Satz 4.7, denn K̃(x) ( K(x)

für x ∈ {0, 1} und K̃(2) = K(2). Dies widerspricht aber nicht der Optimalität von K,
denn K̃ ist kein Upray.
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4.3 Spezialisierung auf hypergeometrische Verteilungen
In Vatutin und Mikhailov (1983, Corollary 5) wird gezeigt, dass jede hypergeometri-
sche Verteilung eine Bernoulli-Faltung ist, also können wir die obigen Ergebnisse auf
hypergeometrische Verteilungen anwenden und spezialisieren.
Man könnte vermuten, dass die im Binomialmodell gültigen Clopper-Pearson-Uprays,

wenn schon nicht im Bernoulli-Faltungs-Schätzproblem (4.8), so doch in den hypergeo-
metrischen Schätzproblemen (4.11) oder (4.12) unten für die Erfolgswahrscheinlichkeit
bei bekannter bzw. unbekannter Urnengröße gültig sind, was aber in der folgenden Be-
merkung widerlegt wird, deren Beweis man in Abschnitt 4.5 findet.
Bemerkung 4.21. Für N ∈ N0, n ∈ {0, . . . , N} und β ∈ ]0, 1[ ist KCP,n im Allgemeinen
kein β-Konfidenzbereich für das Schätzproblem((

Hn,p,N : p ∈
{
j

N
: j ∈ {0, . . . , N}

})
, p 7→ p

)
. (4.11)

Für β ∈ ]0, 1[, n ∈ N0 und unbekanntes N0 3 N ≥ n ist im Allgemeinen KCP,n auch
nicht gültig für das allgemeinere Schätzproblem((

Hn,p,N : n ≤ N ∈ N0, p ∈
{
j

N
: j ∈ {0, . . . , N}

})
, (N, p) 7→ p

)
. (4.12)

Satz 4.22 unten liefert aber das folgende positive Resultat: Wenn z. B. β ≥ 3/4, ist
K∗ aus (4.14) das optimale isotone Konfidenz-Upray für das Schätzproblem (4.12). Falls
n ≥ 3 und β ≥ βn, gilt für K∗ die Darstellung in (4.15):

K∗(x) =

 KCP,n(x), falls x ∈ {0, . . . , n} \ {1},[
1

d n
1−β e−1 , 1

]
, falls x = 1.

Um dies zu beweisen, definieren wir zunächst die Hilfsfunktion f, deren Wohldefiniertheit
und weitere Eigenschaften in Lemma 4.29 in Abschnitt 4.5.2 unten gezeigt werden. Die
Funktion f weist die folgende Analogie zu den Clopper-Pearson-Schranken auf: wenn
n ∈ N und f(m) = m

N
für ein N ≥ n, ist Hn,f(m),N({0}) = β.

Für n ∈ N und β ∈ ]0, 1[ sei

f : N→ ]0, 1[ , f(m) := das p ∈
]
0, m

m+ n− 1

[
mit

n−1∏
j=0

m(1− p)− pj
m− pj

= β. (4.13)

Für n ∈ N0 und β ∈ ]0, 1[ definieren wir damit K∗ durch

K∗(x) :=

 K(x), falls x ∈ {0, . . . , n} \ {1},
∞⋃
m=1

[
m

d m
f(m) e−1 , 1

]
, falls x = 1, (4.14)

wobei K wie in Satz 4.7 gegeben ist, und formulieren das folgende Ergebnis:
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Satz 4.22. Seien n ∈ N0 und β ∈ ]0, 1[. Für das Schätzproblem (4.12) ist K aus Satz 4.6
ein β-Konfidenzbereich.
Weiter ist K∗ aus (4.14) ein β-Konfidenz-Upray für (4.12). Falls n = 1 oder β ≥ βn,

ist K∗ streng isoton, das optimale isotone β-Konfidenz-Upray für (4.12) und zulässig in
der Menge aller β-Konfidenz-Uprays für (4.12).
Falls n ≥ 3 und β ≥ βn, gilt für K∗

K∗(x) =

 KCP,n(x), falls x ∈ {0, . . . , n} \ {1},[
1

d n
1−β e−1 , 1

]
, falls x = 1. (4.15)

Bemerkung 4.23. In der Situation von Satz 4.22 gelten die folgenden Abschätzungen für
K∗ aus (4.14) und K aus Satz 4.7: Es ist

K∗(x) ⊆ K(x) für alle x ∈ {0, . . . , n}, (4.16)

und, falls n ≤ 1, ist K∗ = K, falls n = 2, ist

K∗(1) ⊆
 1
d n

1−β e − 1 , 1
 ∪

 1−β
n

+ 2−
√

(1−β
n

)2 + 4β
n+ 1 , 1

 (
]

1−β
n
, 1
]

= K(1), (4.17)

und falls n ≥ 3, ist

K∗(1) =
 1
d n

1−β e − 1 , 1
 (

]
1−β
n
, 1
]

= K(1). (4.18)

Bemerkung 4.24. Seien n ∈ N0 und β ∈ ]0, 1[. In Analogie zu den Clopper-Pearson-
Uprays KCP,n für (4.7) werden die Uprays KH,n,N für das hypergeometrische Schätzpro-
blem (4.11) bei bekanntem N0 3 N ≥ n definiert:
Für x ∈ {0, . . . , n} sei KH,n,N(x) := [gH,n,N(x), 1], wobei

gH,n,N(x) := min
{
j

N
: j ∈ {0, . . . , N},H

n, j
N
,N

({x, . . . , n}) > 1− β
}
. (4.19)

Diese finden sich z. B. in Konijn (1973). In Buonaccorsi (1987) wird aber bemerkt, dass
sie schon in Katz (1953) erwähnt werden. Nach Wang (2014, Lemma 8) ist KH,n,N das
optimale isotone β-Konfidenz-Upray für (4.11).
Für N ≥ n besteht zwischen K∗ aus (4.14) und KH,n,N der folgende Zusammenhang:

Da K∗ das optimale isotone β-Konfidenz-Upray für (4.12) ist, ist es auch ein isotones
β-Konfidenz-Upray für (4.11). Da KH,n,N das optimale isotone β-Konfidenz-Upray für
dieses Schätzproblem ist, muss also

KH,n,N(x) ⊆ K∗(x) für alle x ∈ {0, . . . , n} (4.20)

gelten. Da K∗ optimal isoton für (4.12) ist, kann aber KH,n,N nicht echt besser als K∗
für (4.12) sein.
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Bemerkung 4.25. In Anwendungen kann es vorkommen, dass die wahre Populationsgröße
N nicht bekannt ist, dass aber eine obere GrenzeN0 fürN bekannt ist. Diese Information
kann man nutzen, und den Parameterraum in (4.12) verkleinern:
Seien n ∈ N0, β ≥ βn und N0 3 N0 ≥ n. Dann sind für das Schätzproblem

((
Hn,p,N : n ≤ N ≤ N0, p ∈

{
j

N
: j ∈ {0, . . . , N}

})
, (N, p) 7→ p

)
(4.21)

sowohl K∗ als auch ΛN0 , definiert durch

ΛN0(x) :=
N0⋃
N=n

KH,n,N(x) für x ∈ {0, . . . , n},

β-Konfidenz-Uprays. Man sieht, dass für n ≤ N ′0 ≤ N ′′0

Λn(x) =
[
x
n
, 1
]
⊆ ΛN ′0

(x) ⊆ ΛN ′′0
(x) ⊆ K∗(x) für alle x ∈ {0, . . . , n}, (4.22)

wobei die letzte Inklusion aus (4.20) folgt. Bei bekanntem N0 ist also ΛN0 besser als K∗
für (4.21). Zur Beantwortung der Frage, wie groß hier in der Anwendung der vermeidbare
Informationsverlust durch Benutzung des in der Situation von (4.15) leichter zu imple-
mentierenden Uprays K∗ ist, wurden numerische Untersuchungen zu (4.22) durchgeführt,
deren Ergebnisse für die folgenden beiden Beispiele grafisch dargestellt sind:

0 1
x
ng100(50)

K∗(50) = KCP,100(50) = ]0,413 . . . , 1]

Λ1000(50) = [0,417 . . . , 1]

Λ500(50) = [0,422 . . . , 1]

Λ200(50) = [0,438 . . . , 1]

Λ100(50) = [0,5, 1]

Abbildung 4.1: Vergleich von ΛN0 und K∗ für β = 0,95, n = 100, x = 50 und N0 ∈
{100, 200, 500, 1000}.
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0 1
x
ng1000(500)

K∗(500) = KCP,1000(500) = ]0,473 . . . , 1]

Λ10000(500) = [0,474 . . . , 1]

Λ5000(500) = [0,476 . . . , 1]

Λ2000(500) = [0,481 . . . , 1]

Λ1000(500) = [0,5, 1]

Abbildung 4.2: Vergleich von ΛN0 und K∗ für β = 0,95, n = 1000, x = 500 und N0 ∈
{1000, 2000, 5000, 10000}.

Die Abbildungen 4.1 und 4.2 skizzieren für β = 0,95 und (n, x) = (100, 50) bzw. (n, x) =
(1000, 500) die Größe der Intervalle K∗(x) und ΛN0(x) für verschiedene N0. In beiden
Fällen ist x/n = 1/2.
In Abbildung 4.1 sieht man, dass die Größen der Intervalle relativ stark variieren,

so dass die Ausnutzung einer oberen Grenze N0 einen relativ starken Effekt hat. Im
Gegensatz dazu sieht man in Abbildung 4.2. dass die Größen der Intervalle weniger stark
variieren, so dass die Ausnutzung einer oberen Grenze N0 hier einen weniger starken
Effekt hat. In beiden Fällen hat eine Ausnutzung der oberen Schranke N0 nur einen
starken Effekt, wenn N0 nicht bedeutend größer als n ist.
Diese Beobachtungen sollten in einer folgenden Untersuchung konkretisiert werden, in-

dem man Schranken für den Fehler angibt, den man begeht, wenn man K∗ als Konfidenz-
Upray für (4.21) nutzt.

Bemerkung 4.26. Da K∗ genau dann ein β-Konfidenzbereich für (4.12) ist, wenn
{0, . . . , n} 3 x 7→ 1 − K∗(n − x) eines ist, gelten auch in diesem Abschnitt 4.3 analoge
Aussagen für Downrays.

4.4 Offene Fragen
Für das Schätzproblem (4.8) der Schätzung des arithmetischen Mittels der Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten im Bernoulli-Faltungs-Modell sind die optimalen isotonen Up- und
Downrays in Satz 4.7 bzw. Bemerkung 4.13 gegeben.
Neben der Frage, wie geeignete Up- oder Downrays für die Schätzung anderer inter-

essierender Parameter aussehen könnten, stellt sich die Frage, welche zweiseitigen Kon-
fidenzintervalle durch Anwendung von Satz 4.6 geeignete Konfidenzregionen für (4.8)
ergeben. Beispielhaft wurden in Satz 4.17 und Bemerkung 4.20 die Verallgemeinerungen
der Clopper-Pearson- und Sterne-Intervalle betrachtet, und im Spezialfall n = 2, β > 3/4
gezeigt, dass die Sterne-Verallgemeinerung echt besser als das Clopper-Pearson-Intervall
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für (4.8) ist. Eine Verallgemeinerung der isotonen Optimalität auf zweiseitige Konfiden-
zintervalle ist nicht sinnvoll, aber man könnte zumindest systematisch untersuchen, ob
gewisse Intervalle in bestimmten Fällen besser sind als andere.
In Bemerkung 4.25 sieht man, dass KCP,1000(500) ( KCP,100(50) für β = 0,95, wobei

in beiden Fällen x/n = 1/2. Erste numerische Untersuchungen geben Grund zu der
Annahme, dass allgemeiner für β ∈ ]0, 1[, n ∈ N, x ∈ {1, . . . , n} und j ∈ ]1,∞[ mit
jn ∈ N und jx ∈ {x + 1, . . . , jn} gilt, dass KCP,jn(jx) ( KCP,n(x). Diese Beobachtung
sollte analytisch verifiziert werden.
Für die hypergeometrischen Schätzmodelle (4.11) und (4.12) sind die für eine normale

Wahl von n und β optimalen Uprays in Bemerkung 4.24 bzw. Satz 4.22 gegeben. Es
sollte eine analytische Untersuchung der in Bemerkung 4.25 erwähnten Fehlerschranken
bei Nutzung der unnötig großen Konfidenzintervalle im Modell (4.21) erfolgen.

4.5 Beweise der Ergebnisse
4.5.1 Beweise des Abschnitts 4.2
Beweis von Lemma 4.3. Wir nehmen an, es gibt ein β-Konfidenz-Upray K∗ für (P , κ)
mit K∗(x) ⊆ K(x) für jedes x ∈ {0, . . . , n} und K∗(x′) ( K(x′) für ein x′. Dann definiert,
da K strikt isoton ist,

K∗∗(x) :=


K(x), falls x 6= x′

K∗(x′) ∪K(x′ + 1), falls x = x′ < n,
K∗(x′), falls x = x′ = n,

 ⊇ K∗(x)

ein isotones β-Konfidenz-Upray für (P , κ) mit K∗∗(x′) ( K(x′), was der Optimalität von
K widerspricht.

Beweis von Definition und Bemerkung 4.5. Es sind nur die Optimalität und Zulässig-
keit von KCP,n zu zeigen. Seien n ∈ N0 und β ∈ ]0, 1[. Um die Optimalität von KCP,n zu
zeigen, nehmen wir an, dass K̃ : {0, . . . , n} → 2[0,1] ein weiteres isotones Upray ist und
dass es ein x′ ∈ {0, . . . , n} gibt mit

K̃(x′) ( KCP,n(x′). (4.23)

Wir müssen zeigen, dass infp∈[0,1] Bn,p(K̃ 3 p) < β. Wenn x′ = 0, ist KCP,n(x′) = [0, 1]
und, da K̃(0) ein Upray in [0, 1] ist, folgt aus (4.23), dass 0 /∈ K̃(0). Also ist dann

inf
p∈[0,1]

Bn,p

(
K̃ 3 p

)
≤ δ0

(
K̃ 3 0

)
= 0 < β.

Wenn x′ ∈ {1, . . . , n}, existiert nach (4.23) und wegen der Isotonie von K̃ ein a ∈
]gn(x′), 1] mit a /∈ K̃(y) für alle y ∈ {x′, . . . , n}. Damit ist

inf
p∈[0,1]

Bn,p(K̃ 3 p) ≤ Bn,a({0, . . . , x′ − 1})

< Bn,gn(x′)({0, . . . , x′ − 1})
= β,
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wobei in der zweiten Ungleichung (4.2) verwendet wurde. Die Zulässigkeit folgt nach
Lemma 4.3.

Beweis von Satz 4.6. Man kann leicht zeigen, dass K(x) ⊆ [0, 1] und, wenn man l = 0
und m = n berücksichtigt, K(x) ⊇ K′n(x) für alle x ∈ {0, . . . , n}. Wenn ϕ : {0, . . . , n} →
R eine Funktion und π ∈ [0, 1] ist, wird nach Hoeffdings (1956, Corollary 2.1) Verallge-
meinerung von Tchebichef (1846, zweites Théorème) das Minimum des Erwartungswertes
BCpϕ als Funktion von p ∈ [0, 1]n unter der Nebenbedingung, dass p = π ist, an einem
Punkt p angenommen, dessen Koordinaten höchstens drei verschiedene Werte anneh-
men, von denen höchstens einer verschieden von 0 und 1 ist. Für gegebenes p ∈ [0, 1]n
liefert der vorangehende Satz, angewendet auf π := p und den Indikator ϕ von {K 3 π},
dass r, s ∈ {0, . . . , n} mit r + s ≤ n und a ∈ [0, 1] so existieren, dass r + sa = nπ und

BCp (K 3 p) ≥ (δr ∗ Bs,a) ({x ∈ {r, . . . , r + s} : K(x) 3 π})
≥ (δr ∗ Bs,a)

(
{x ∈ {r, . . . , r + s} : s

n
K′s(x− r) + r

n
3 π}

)
= Bs,a (K′s 3 a)
≥ β,

wobei im zweiten Schritt die K(x) definierende Vereinigung auf die Menge mit dem Index
(l,m) = (r, s) eingeschränkt wurde.

Um Satz 4.7 beweisen zu können, beweisen wir Lemma 4.28 und vorbereitend Lem-
ma 4.27. Es bezeichnen Fn,p und fn,p die Verteilungsfunktion bzw. Dichte der Binomial-
verteilung Bn,p.

Lemma 4.27. Sei n ∈ N. Dann ist

Fn, x
n
(x) < Fn, 1

n
(1) für alle x ∈ {2, . . . , n− 1}. (4.24)

Beweis. Wenn x ∈ N und x ≤ n−1
2 , dann gilt für p ∈ ]x

n
, x+1

n
[, dass y := x+ 1− np > 0,

und damit

fn−1,p (x)
f
n,x+1

n

(x+ 1) =
fn−1,p (x)
f
n−1,x+1

n

(x) =

(
1 + y

n−x−1

)n−x−1(
1 + y

np

)x >

(
1 + y

n−x−1

)n−x−1(
1 + y

x

)x ≥ 1,

wobei im letzten Schritt die Isotonie von ]0,∞[ 3 t 7→
(
1 + y

t

)t
ausgenutzt wird, und

wir erhalten

Fn, x
n
(x)− Fn,x+1

n
(x+ 1) = n

x+1
n∫
x
n

fn−1,p (x) dp − fn,x+1
n

(x+ 1) > 0;

also gilt (4.24) unter der Einschränkung x ≤ n+1
2 . Wenn nun x ∈ N und n+1

2 ≤ x ≤ n−1,
dann ist 1 ≤ k := n − x < n

2 , und eine Ungleichung, die Jogdeo und Samuels (1968,
Corollary 4.2) Simmons zuschreiben, liefert F

n, k
n

(k − 1) > 1− F
n, k
n

(k), so dass

Fn, x
n
(x) = 1− F

n, k
n
(k − 1) < F

n, k
n
(k) ≤ Fn, 1

n
(1),
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wobei im letzten Schritt (4.24) in dem Fall benutzt wurde, der im vorangegangenen Satz
bewiesen wurde.
Lemma 4.28. Seien n ∈ N, β ∈ [βn, 1[ und x ∈ {2, . . . , n}. Dann ist gn(x) ≤ x−1

n
.

Beweis. Mit Lemma 4.27 erhalten wir F
n,x−1

n

(x−1) ≤ F
n, 1
n

(1) = βn ≤ β = Fn,gn(x)(x−1),
und damit die Behauptung.
Damit können wir Satz 4.7 beweisen:

Beweis von Satz 4.7. Um die definierende Darstellung von K zu vereinfachen, setzen wir

g(x) := min
l∈{0,...,x−1},
m∈{x−l,...,n−l}

(
m
n
gm(x− l) + l

n

)
für x ∈ {1, . . . , n}. (4.25)

Für x ∈ {0, . . . , n} erhalten wir mit (4.5)

K(x) ⊇ n−x
n

KCP,n−x(x− x) + x
n

=
[
x
n
, 1
]
,

also insbesondere K(0) = [0, 1]. Für x ∈ {1, . . . , n} ist, mit einem Paar (l,m), in dem
das Minimum in (4.25) angenommen wird,

K(x) ⊇ m
n

KCP,m(x− l) + l
n

=
]
g(x), l+m

n

]
⊇

]
g(x), x

n

]
und, unter Ausnutzung von gn(x) < 1 im dritten Schritt unten,

K(x) \ ]g(x), 1] ⊆
⋃

m∈{0,...,n−x}

(
m
n

KCP,m(x− x) + x
n

)
⊆

[
x
n
, 1
]

⊆
]
x
n
gx(x− 0) + 0

n
, 1
]
⊆ ]g(x), 1].

Diese Inklusionen zusammen ergeben

K(x) =
{

[0, 1], falls x = 0,
]g(x), 1], falls x ∈ {1, . . . , n}, (4.26)

also ist K tatsächlich ein Upray und die Behauptung (4.9) gilt in ihrem trivialen ersten
Fall. Mit (4.3) und der Isotonie von t 7→ (βt − 1) /t, die aus der Konvexität von t 7→ βt

folgt, erhalten wir

g(1) = min
m=1,...,n

m
n
gm(1) = 1

n
min

m=1,...,n
m
(
1− β1/m

)
= 1−β

n

und so den zweiten Fall von (4.9). Der letzte Fall wird am Ende dieses Beweises nech-
gewiesen.
Um die strikte Isotonie von K zu zeigen, benutzen wir, dass gm(x − 1) < gm(x) für

alle 2 ≤ x ≤ m ≤ n, und erhalten für alle x ∈ {2, . . . , n}

g(x) = min
m∈{x,...,n}

m
n
gm(x) ∧ min

l∈{1,...,x−1},
m∈{x−(l−1)−1,...,n−(l−1)−1}

(
m
n
gm(x− 1− (l − 1)) + l−1

n
+ 1

n

)
> min

m∈{x−1,...,n}
m
n
gm(x− 1) ∧ min

l∈{0,...,x−1−1},
m∈{x−1−l,...,n−1−l}

(
m
n
gm(x− 1− l) + l

n

)
≥ g(x− 1).
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Wenn man unten im ersten Schritt p = (1 − β, 0, . . . , 0) ∈ [0, 1]n betrachtet und im
zweiten Schritt K(1) = ]1−β

n
, 1] 63 1−β

n
und die Isotonie von K ausnutzt, erhält man

inf
p∈[0,1]n

BCp(K 3 p) ≤ B1−β
(
K 3 1−β

n

)
= B1−β ({0}) = β

und so mit Satz 4.6, dass infp∈[0,1]n BCp(K 3 p) = β.

Um die Optimalität von K zu zeigen, nehmen wir an, dass K̃ : {0, . . . , n} → 2[0,1] ein
weiteres isotones Upray ist und dass es ein x′ ∈ {0, . . . , n} gibt mit

K̃(x′) ( K(x′). (4.27)

Wir müssen zeigen, dass infp∈[0,1]n BCp(K̃ 3 p) < β. Wenn x′ = 0, ist K(x′) = [0, 1] und,
da K̃(0) ein Upray in [0, 1] ist, folgt aus (4.27), dass 0 /∈ K̃(0), und so

inf
p∈[0,1]n

BCp

(
K̃ 3 p

)
≤ δ0

(
K̃ 3 0

)
= 0 < β.

Wenn x′ ∈ {1, . . . , n}, erhalten wir mit (4.26) und (4.25), dass K(x′) = ]m
n
gm(x′−l)+ l

n
, 1]

für ein Paar (l,m) mit l ∈ {0, . . . , x′−1} undm ∈ {x′−l, . . . , n−l}, und weil gm(x′−l) <
1, finden wir ein a ∈ ]gm(x′− l), 1] mit m

n
a+ l

n
/∈ K̃(x′). Aufgrund der Isotonie von K̃ ist

m
n
a+ l

n
/∈ K̃(y) für alle y ∈ {x′, . . . , n} und damit

inf
p∈[0,1]n

BCp(K̃ 3 p) ≤ Bm,a

({
x ∈ {0, . . . , n} : K̃(x+ l) 3 l+ma

n

})
≤ Bm,a({0, . . . , x′ − l − 1})
< Bm,gm(x′−l)({0, . . . , x′ − l − 1})
= β.

Die Zulässigkeit folgt dann nach Lemma 4.3.
Um schließlich den letzten Fall von (4.9) zu beweisen, seien n ≥ 2 und β ≥ βn und

sei nun K̃ : {0, . . . , n} → 2[0,1] durch die rechte Seite von (4.9) definiert. Wenn p ∈ [0, 1]n
und p ∈ [0, 1−β

n
], ist

BCp(K̃ 3 p) ≥ BCp({0}) =
n∏
j=1

(1− pj) ≥ 1−
n∑
j=1

pj = 1− np ≥ β.

Wenn p ∈ [0, 1]n und p ∈]1−β
n
, 1], existiert, mit gn(n+1) := 1, entweder ein c ∈ {2, . . . , n}

mit p ∈ ]gn(c), gn(c + 1)] oder es ist p ∈ ]1−β
n
, gn(2)] und wir setzen c := 1. In beiden

Fällen ist nach Lemma 4.28 np ≤ ngn(c+1) ≤ c ≤ n und eine Anwendung von Hoeffding
(1956, Theorem 4, (26)) im zweiten Schritt unten liefert

BCp

(
K̃ 3 p

)
= BCp ({0, . . . , c}) ≥ Fn,p (c) ≥ Fn,gn(c+1) (c) ≥ β.

Also ist K̃ ein β-Konfidenz-Upray für (4.8) und erfüllt K̃(x) ⊆ K(x) für jedes x. Aufgrund
der Zulässigkeit von K ist K̃(x) = K(x), also gilt (4.9).
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Beweis von Satz 4.17. Sei γ := 1+β
2 , Kγ das γ-Konfidenz-Upray aus Satz 4.7 und Λγ

das analoge γ-Konfidenz-Downray aus Bemerkung 4.13. Aufgrund der Subadditivität
definiert dann Mβ(x) := Kγ(x) ∩ Λγ(x) für x ∈ {0, . . . , n} ein β-Konfidenzintervall für
(4.8).
Wenn n = 1, ist MCP,n = Mβ, und es gilt die Behauptung. Sei also β ≥ 2βn − 1,

also γ ≥ βn. Dann folgt mit (4.9) und (4.10), mit γ statt β, MCP,n(x) = Mβ(x) für x /∈
{1, n−1}.Also ist BCp

(
MCP,n 3 p

)
= BCp

(
Mβ 3 p

)
≥ β, falls p /∈

(
MCP,n(1) \Mβ(1)

)
∪(

MCP,n(n− 1) \Mβ(n− 1)
)
. Sonst ist p ∈

]
1−γ
n
, gn,γ(1)

]
oder p ∈

[
gn,γ(n− 1), 1− 1−γ

n

[
.

Im ersten Fall ist p ∈
]

1−γ
n
, gn,γ(1)

]
=
]

1−γ
n
, 1− γ1/n

]
⊆
[
0, 1− (1− γ)1/n

[
= MCP,n(0),

und aus p ∈ MCP,n(0) und p ≤ 1− γ1/n folgt

BCp

(
MCP,n 3 p

)
≥ BCp({0}) =

n∏
j=1

(1− pj) ≥ 1− np ≥ 1− n
(
1− γ1/n

)
≥ γ > β.

Im zweiten, analogen Fall ist p ∈
[
gn,γ(n− 1), 1− 1−γ

n

[
=
[
γ1/n, 1− 1−γ

n

[
⊆ MCP,n(n),

und aus p ∈ MCP,n(n) und p ≥ γ1/n folgt BCp

(
MCP,n 3 p

)
≥ BCp({n}) =

n∏
j=1

pj ≥ pn ≥

γ > β.

4.5.2 Beweise des Abschnitts 4.3
Beweis von Bemerkung 4.21. Wenn n ≥ 2 und β = (1− 1/N)n ist, gilt für p = gn(1),
dass p = 1− β1/n = 1/N, und damit

Hn,p,N

(
KCP,n 3 p

)
=Hn,p,N ({0}) =

(
N(1−p)

n

)
(
N
n

) =
n−1∏
j=0

N(1−p)−j
N−j < (1− p)n = β.

Damit ist KCP,n nicht gültig für (4.11) und damit auch nicht gültig für das allgemeinere
Schätzproblem (4.12).

Um Satz 4.22 zu beweisen, untersuchen wir zunächst die Hilfsfunktion f aus (4.13).

Lemma 4.29. Seien n ∈ N, β ∈ ]0, 1[ und M :=
{

(m, p) : m ∈ N, p ∈
]
0, m

m+n−1

[}
. Sei

k : M → ]0, 1[ definiert durch

k(m, p) :=
n−1∏
j=0

m(1− p)− pj
m− pj

=
m−1∏
j=0

m− p(j + n)
m− pj

, (4.28)

so dass

f : N→ ]0, 1[ , f(m) := das p ∈
]
0, m

m+ n− 1

[
mit k(m, p) = β

wohldefiniert, isoton, mit lim
m→∞

f(m) = 1− n
√
β = gn(1), und, falls n ≥ 2, streng isoton

ist. Speziell ist f(1) = 1−β
n

und f(2) =
1−β
n

+2−
√

( 1−β
n )2

+4β
n+1 .
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Beweis. Die behauptete Gleichheit in (4.28) gilt, da für (m, p) ∈M

n−1∏
j=0

m(1− p)− pj
m− pj

=

m−1∏
j=m−n

m− p(j + n)
n−1∏
j=0

m− pj
=

m−1∏
j=0

m− p(j + n)
m− pj

.

Für (m, p) ∈ M und j ∈ {0, . . . ,m − 1} ist m = m(m−1+n)
m+n−1 > p(j + n) > pj, also ist

die Funktion h :
]
0, m

m+n−1

[
→ ]0, 1[ , p 7→ m−p(j+n)

m−pj streng antiton mit lim
p→0

h(p) = 1 und
lim

p→ m
m+n−1

h(p) = m−1−j
m+n−1−j ≥ 0. Damit ist für m ∈ N

]
0, m

m+ n− 1

[
3 p 7→ k(m, p) streng antiton (4.29)

mit lim
p→0

k(m, p) = 1 und lim
p→ m

m+n−1

k(m, p) = 0, und es existiert die eindeutige Lösung

p = f(m) von k(m, p) = β. Wenn n = 1, ist f : m 7→ 1− β isoton, und wenn n ≥ 2, ist
für jedes (m, p) ∈M und j ∈ {0, . . . , n− 1}

(m+ 1)(1− p)− pj
(m+ 1)− pj

/
m(1− p)− pj

m− pj
=

1 + 1
m− pj

(1−p)

1 + 1
m−pj

> 1,

also k(m+ 1, p) > k(m, p), und da k für alle m streng antiton in p ist, ist f somit streng
isoton. Außerdem ist lim

m→∞
k(m, p) = (1− p)n, also lim

m→∞
f(m) = 1− n

√
β.

Die expliziten Formeln für f(1) und f(2) kann man direkt ausrechnen.
Lemma 4.30. Sei n ≥ 3 und β ∈ ]0, 1[. Dann gilt für f aus (4.13)

1
d n

1−β e − 1 = 1
d 1
f(1)e − 1 = min

 m

d m
f(m)e − 1 : m ∈ N

 . (4.30)

Beweis. Die erste Gleichheit gilt, da f(1) = (1−β)/n. Für j ∈ {0, . . . , n−1} und r ∈ N
sei

p(r, j) := rn− (1− β)(2r − 1 + j)
rn− (1− β)(r − 1 + j) .

Man rechnet nach, dass p(m, j) ≥ p(1, j) genau dann, wenn j ≥ 1. Weiter ist p(m, 2) ·
p(m, 0) ≥ p(1, 2) · p(1, 0) genau dann, wenn 1−β

n
≤ 2

3 , also wahr. Damit ist, da n ≥ 3,
n−1∏
j=0

p(m, j) ≥
n−1∏
j=0

p(1, j).

Sei m ∈ N und k(m, ·) aus (4.29). Da n > 2, ist f̃(m) := m(1−β)
mn−(m−1)(1−β) <

m
m+n−1 , und

damit

k(m, f̃(m)) =
n−1∏
j=0

p(m, j) ≥
n−1∏
j=0

p(1, j) = k(1, f̃(1)) =
n−1∏
j=0

p(1, j) = β.
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Weil k(m, f(m)) = β und k(m, ·) streng antiton ist, folgt

f(m) ≥ f̃(m) = m(1− β)
mn− (m− 1)(1− β) = mf(1)

m(1− f(1)) + f(1) . (4.31)

Also ist m/f(m) ≤ md1/f(1)e − (m− 1), und damit folgt die Behauptung.

Beweis von Satz 4.22. Wenn n = 0, ist alles klar, also können wir im Folgenden anneh-
men, dass n ∈ N.
Nach Vatutin und Mikhailov (1983) ist jede hypergeometrische Verteilung Hn,p,N eine

Bernoulli-Faltung BCq für ein q ∈ [0, 1]n. Damit ist K, wie in Satz 4.6 definiert, nach
jenem Satz ein β-Konfidenzbereich für (4.12), denn

Hn,p,N (K 3 p) = Hn,p,N

(
K 3

µ(Hn,p,N)
n

)
= BCq

(
K 3 µ(BCq)

n

)
= BCq (K 3 q) ≥ β.

Wir zeigen, dass K∗ ein Upray ist. Wenn n = 1, ist f(m) = 1 − β. Wenn n ≥ 2, ist
f(m) < m

m+n−1 ≤
m
m+1 . Also gilt in beiden Fällen 0 < m ≤ d m

f(m)e − 1 für alle m ∈ N,
und damit ist K∗ ein Upray, da K aus Satz 4.7 ein Upray ist,
Wir zeigen nun, dass inf

N,p
Hn,p,N (K∗ 3 p) ≥ β. Für alle p /∈ K(1) \K∗(1) ist

Hn,p,N (K∗ 3 p) = Hn,p,N (K 3 p) ≥ β.

Wenn p = i
N
∈ K(1) \ K∗(1) für ein N ≥ n und i ∈ {0, . . . , N}, ist, da 0 /∈ K(1),

0 < p < i
d i
f(i) e−1 , und somit i

p
> d i

f(i)e−1, also i
p

= N ≥ i
f(i) , also 0 < p ≤ f(i) = f(Np),

und damit

Hn,p,N(K∗ 3 p) = Hn,p,N({0}) =
n−1∏
j=0

Np(1− p)− pj
Np− pj

= k(Np, p) ≥ k(Np, f(Np)) = β,

wobei k(Np, ·) die antitone Funktion aus (4.29) ist.
Kommen wir nun zur strengen Isotonie, Optimalität und Zulässigkeit. Wenn n = 1,

werden die folgenden Beweisschritte analog durchgeführt. Daher nehmen wir bis zum
Ende des Beweises an, dass β ≥ βn. Dann ist K wie in (4.9) gegeben.
Wir zeigen die strenge Isotonie von K∗. Da K streng isoton ist, reicht es, zu zeigen,

dass K∗(0) = [0, 1] ( K∗(1) ( ]gn(2), 1] = K∗(2). Da lim
m→∞

f(m) = gn(1), ist auch

lim
m→∞

m

d m
f(m)e − 1 = gn(1). (4.32)

Da f isoton ist, und d m
f(m)e − 1 ≤ m

f(m) für alle m ∈ N gilt, ist

0 < f(1) = inf{f(m) : m ∈ N} ≤ inf

 m

d m
f(m)e − 1 : m ∈ N

 ≤ gn(1) < gn(2).
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Damit ist die strenge Isotonie nachgewiesen.
Um die Optimalität von K∗ nachzuweisen, nehmen wir an, dass K̃ : {0, . . . , n} → 2[0,1]

ein weiteres isotones Upray ist, mit K̃(x′) ( K∗(x′) für ein x′ ∈ {0, . . . , n}, und zeigen,
dass dann inf

N,p
Hn,p,N(K̃ 3 p) < β gilt.

Wenn x′ = 0, ist 0 /∈ K̃(0), und damit inf
N,p

Hn,p,N(K̃ 3 p) ≤ δ0(K̃ 3 0) = 0 < β,

Wenn x′ = 1, ist wegen (4.32) entweder

K∗(1) = ]1− n

√
β, 1] = KCP,n(1) ) K̃(1) (4.33)

oder

es existiert ein m ∈ N mit m

d m
f(m)e − 1 =: p /∈ K̃(1). (4.34)

Im Fall von (4.33) folgert man weiter wie unten im Fall x′ ∈ {2, . . . , n}. Im Fall von
(4.34) ist f(m) < p. Falls N := d m

f(m)e − 1 < n, ist 0 < m
n
< m

N
= p, also auch m

n
/∈ K̃(1),

und damit Hn,m
n
,n

(
K̃ 3 m

n

)
≤ Hn,m

n
,n({0}) = 0. Falls N ≥ n, ist Hn,p,N

(
K̃ 3 p

)
≤

Hn,p,N({0}) = k(Np, p) = k(m, p) < k(m, f(m)), wobei k(Np, ·) die antitone Funktion
aus (4.29) ist.
Wenn x′ ∈ {2, . . . , n} oder (4.33) gilt, sei a ∈ K(x′) \ K̃(x′) und b := gn(x′)+a

2 , also
gn(x′) < b < a. Es gilt dNbe

N
= dNbe

Nb
b → b für N → ∞ und es existiert ein N0, so

dass dNbe
N

< a für alle N ≥ N0, und damit auch dNbe
N

/∈ K̃(y) für alle y ∈ {x′, . . . , n}.
Damit gilt, wobei in der dritten Ungleichung ausgenutzt wird, dass Hn,dNbe/N,N  Bn,b

für N →∞,

inf
N,p

Hn,p,N

(
K̃ 3 p

)
≤ inf

N
Hn,dNbe/N,N

(
K̃ 3 dNbe

N

)
≤ inf

N≥N0
Hn,dNbe/N,N({0, . . . , x′ − 1})

≤ Bn,b({0, . . . , x′ − 1})
< Bn,gn(x′)({0, . . . , x′ − 1})
= β.

Die Zulässigkeit folgt mit Lemma 4.3 aus der Optimalität und der strengen Isotonie.
Zu (4.15): Die Gleichheit für x = 1 gilt nach (4.30). Die Gleichheit für x ∈ {0, . . . , n}\
{1} gilt nach (4.9).

Beweis von Bemerkung 4.23. Falls n = 0, ist K∗(0) = [0, 1] = K(0). Falls n = 1, ist
K∗(0) = [0, 1] = K(0) und K∗(1) = ]1 − β, 1] = K(1), also K∗ = K, und damit auch
(4.16). Falls n = 2, gilt (4.17), da

K∗(1) =
 1
d n

1−β e − 1 , 1
 ∪ ∞⋃

m=2

 m

d m
f(m)e − 1 , 1
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und

1− β
n

<


1

d n
1−β e−1 ,

1−β
n

+2−
√

( 1−β
n

)2+4β
n+1 = f(2) ≤ f(m) < m

d m
f(m) e−1 für alle m ≥ 2,

und daraus folgt (4.16). Falls n ≥ 3, gilt (4.18) nach Lemma 4.30 und damit (4.16).
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