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1 Varianzschitzung unter
Imputation und bei komplexen
Stichprobendesigns

1.1 Motivation und Thema der Arbeit

Um Aussagen iiber die Qualitit der Schiatzung einer interessierenden Statistik zu gewin-
nen ist die Schétzung der Varianz des entsprechenden Punktschétzers von entscheidender
Bedeutung. So basieren Qualitdtsmafle wie z.B. Konfidenzintervalle oder der Root-Mean-
Squared-Error auf einer validen Varianzschétzung. In der Praxis und hier insbesondere fiir
die Amtliche Statistik stellen sich in diesem Zusammenhang insbesondere zwei Herausfor-
derungen. Zum einen zeichnen sich viele Erhebungen durch das Auftreten von fehlenden
Werten aus. Dies ist zum Beispiel im Rahmen von Haushaltserhebungen héufig im Zusam-
menhang mit Variablen wie dem Einkommen der Fall. Dadurch kénnen in Abhéngigkeit
des Ausfallmechanismus verzerrte Punktschétzer resultieren. Zur Kompensation der feh-
lenden Werte stehen jedoch verschiedene Methoden zur Verfiigung. Im Rahmen dieser
Arbeit wird die Imputation in den Mittelpunkt gestellt. Zum anderen besitzen Stichpro-
bendesigns in der Praxis meist eine hohe Komplexitét. Als Beispiele sind Stratifizierungen
und mehrstufige Stichprobendesigns zu nennen, wobei bei letzteren die Komplexitit mit
groferer Anzahl an Stufen zunimmt. Sowohl fehlende Werte und die Durchfithrung der
Imputation, als auch komplexe Stichprobendesigns haben grofie Auswirkungen auf die Va-
rianz eines Punktschétzers. Es miissen geeignete Varianzschéitzer gefunden werden. Diese
Thematik steht im Mittelpunkt dieser Arbeit.

Die Motivation einer moglichst exakten Schétzung der Varianz ergibt sich aus dem Ziel
einer validen Qualitdtsmessung der durchgefiihrten Inferenz. Werden bestimmte Kom-
ponenten der Varianz durch die Schatzung nicht erfasst, kann die Varianzberechnung
zu niedrig sein. Die Folge wére, dass z.B. Kenngroflen wie der Root-Mean-Squared-
Error zu gering ausgewiesen werden oder die Breite von Konfidenzintervallen, welche
fiir Aussagen tiber die Genauigkeit eines Schéatzers von Bedeutung ist, unterschéatzt wird.
Bei einer Uberschitzung der Varianz gelten die gegenteiligen Aussagen. Folglich kénnen
Uberschétzungen wie auch Unterschitzungen zu erheblichen Fehlschliissen bei der Inter-
pretation beziiglich der Genauigkeit des Punktschatzers fiithren. Der Root-Mean-Squared-
Error oder die Breite von Konfidenzintervallen sind nur zwei ausgewéhlte Beispiele. Wei-
tere Beispiele sind die Durchfithrung von Hypothesentests oder die Berechnung von De-
signeffekten. Auch hier gehen Varianzschétzungen ein und Verzerrungen kénnen erhebliche
Fehlinterpretation mit sich bringen.

In der Literatur existiert eine Vielzahl von Moglichkeiten, wie eine Varianzschitzung im
Falle fehlender Werte und der Anwendung von Imputation durchgefithrt werden kann.
In diesem Zusammenhang kénnen z.B. die sogenannten Resampling-Verfahren verwendet
werden. Jedoch beziehen sich hier die Arbeiten mit Bezug auf fehlende Werte und Im-
putation hdufig auf klassische Ansétze wie den Monte-Carlo-Bootstrap oder den Delete-
1-Jackknife. Neuere Verfahren wie z.B. der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen von
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CHIPPERFIELD und PRESTON (2007) basieren hingegen auf dem Fall vollstandiger Be-
obachtungen. Diese Methode ist gerade im Zusammenhang mit komplexen mehrstufigen
Stichprobendesigns von entscheidender Bedeutung. Daher muss auch dieses Verfahren
auf den Fall fehlender Werte und Anwendung von Imputation iibertragen werden. Und
dies stellt ein wichtiges Ziel dieser Arbeit dar. Es werden sowohl fiir ein- wie mehrstufi-
ge Stichprobendesigns Ansétze entwickelt, wie solche neueren Resampling-Verfahren bei
Vorliegen von fehlenden Werten und deren Kompensation iiber Imputation angewendet
werden konnen.

Des Weiteren findet in der Literatur haufig eine sogenannte Varianzzerlegung statt. Die
Gesamtvarianz unter fehlenden Werten und Imputation wird hierbei in ihre einzelnen
Komponenten zerlegt. Diese Bestandteile sind beziiglich ihrer Hohe und in ihrem Bei-
trag zur Gesamtvarianz von bestimmten Parametern abhéngig. Dies ist fiir Resampling-
Verfahren besonders wichtig, da diese Methoden in ihrer urspriinglichen Anwendung in
der Lage sind, nur bestimmte Komponenten der Gesamtvarianz abzudecken (vgl. HAZIZA,
2010, MASHREGHI et al., 2014). Daher gilt es, die Parameterkonstellationen zu erértern,
bei welchen die Komponenten der Gesamtvarianz, welche durch die Resampling-Verfahren
nicht erfasst werden kénnen, von Bedeutung sind. Fiir solche Situationen miissen Ansétze
verwendet werden, welche auf die Berticksichtigung dieser Varianzkomponenten abstellen.
Solche Verfahren werden zum Beispiel in MASHREGHI et al. (2014) gegeben, welche auch
im Rahmen dieser Arbeit von Interesse sind.

Fiir die Varianzzerlegung ist insbesondere auch entscheidend, an welcher Stelle des Er-
hebungsprozesses fehlende Werte entstehen und welche Annahmen beziiglich der fehlen-
den Werte getroffen werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden drei Félle der Entstehung
fehlender Werte beriicksichtigt, welche ausfiihrlich erldutert werden und unterschiedliche
Konsequenzen beziiglich der Varianz und ihrer Komponenten mit sich bringen.

Zur Uberpriifung der verschiedenen Varianzschétzmethoden hinsichtlich ihrer Eignung
zur Schatzung der Varianz unter fehlenden Werten und Anwendung von Imputation bei
komplexen Stichprobendesigns wird eine Monte-Carlo-Simulationsstudie durchgefiihrt. In
Abhéangigkeit des untersuchten Stichprobendesigns werden verschiedene Grundgesamt-
heiten verwendet. Ebenfalls wird mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation in dieser Arbeit
eine Zerlegung der Varianz in ihre einzelnen Komponenten vorgenommen. Durch dieses
Vorgehen ist es moglich, eine Varianz auch fiir komplexere Situationen zu zerlegen. So
wird in der vorliegenden Arbeit auch fiir den Fall eines mehrstufigen Stichprobendesigns
bei Vorliegen von fehlenden Werten und Imputation eine Varianzzerlegung vorgenommen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Der Arbeit liegt der folgende Aufbau zugrunde. In Kapitel 2 werden die Grundlagen zu feh-
lenden Werten und Imputationsmethoden behandelt. Im Abschnitt 2.1 werden zunéchst
verschiedene Arten fehlender Werte erortert. Hier sind insbesondere die verschiedenen
Antwort- bzw. Ausfallmechanismen zur Erzeugung fehlender Werte von Interesse, da diese
fiir die Annahmen der verschiedenen Varianzschatzmethoden relevant sind. Anschliefend
erfolgt in Abschnitt 2.2 die Vorstellung der in dieser Arbeit verwendeten Imputationsme-
thoden. Es werden die Vor- und Nachteile ihrer Anwendung erdrtert, wobei insbesondere
ihre Auswirkungen auf die resultierenden Imputationswerte von Bedeutung sind.

In Kapitel 3 wird auf das zentrale Thema dieser Arbeit, die Varianzschitzung unter feh-
lenden Werten und deren Kompensation iiber Imputation, eingegangen. In Abschnitt 3.1
werden zunéchst die Varianzen und ihre Schétzer fiir den Fall vollstdndiger Beobachtung-
en beschrieben. Anschlieflend erfolgt in Abschnitt 3.2 die Erlduterung der Falle der Ent-
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stehung fehlender Werte. Diese Thematik ist in Zusammenhang mit der durchgefiihrten
Varianzzerlegung wichtig und wird im spéteren Verlauf der Arbeit fiir die Definition der
einzelnen Varianzkomponenten beziiglich der Stichprobenziehung, fehlender Werte und
der Imputation benétigt. In Abschnitt 3.3 werden die allgemeinen Auswirkungen von feh-
lenden Werten auf die Varianz eines Schétzers einer interessierenden Statistik beschrieben.
Die Effekte der Imputation als MaBinahme der Kompensation fehlender Werte auf die
Varianz eines Schétzers werden in Abschnitt 3.4 gegeben. Hier wird insbesondere auch
eine Varianzzerlegung nach drei verschiedenen Féllen der Entstehung fehlender Werte
durchgefiihrt und der Beitrag der einzelnen Komponenten der Varianz in Abhéngigkeit
bestimmter Parameter beschrieben. In Abschnitt 3.5 werden konkrete Beispiele fiir die
Varianz eines Schétzers beziiglich einzelner Imputationsmethoden gegeben. Der letzte
Abschnitt des Kapitels 3 beschéftigt sich mit der Darstellung direkter Schétzer fiir die
Varianz bei Auftreten fehlender Werte und deren Kompensation iiber Imputation.

Die Anwendung direkter Varianzschatzer im Falle fehlender Werte und Imputation ba-
sieren haufig auf strengen Annahmen und Modellen, deren Nichteinhaltung Verzerrun-
gen mit sich bringen konnen. Um diesen Nachteilen zu begegnen, kénnen Resampling-
Verfahren angewendet werden, welche in dieser Arbeit von zentraler Bedeutung sind.
Daher wird diesen Methoden ein eigenes Kapitel gewidmet. In Kapitel 4 werden diese
Verfahren vorgestellt. Sie werden beziiglich ihrer Anwendung im Falle fehlender Werte
und deren Kompensation tiber Imputation, sowie beziiglich ihrer Anwendung bei kom-
plexen Stichprobendesigns erlautert. Es werden nacheinander verschiedene Resampling-
Verfahren erortert. Fiir neuere Resampling-Verfahren wie den Rescaling-Bootstrap ohne
Zurtcklegen werden in dieser Arbeit Anséitze vorstellt, wie sie auf den Fall des Auftretens
von fehlenden Werten und der Durchfithrung von Imputation tibertragen werden kénnen.
Im Rahmen der Abschnitte 4.1 bis 4.6 werden bestimmte Annahmen zur Vernachlassigung
bestimmter Varianzkomponenten getroffen. Diese werden in Abschnitt 4.7 aufgelost. Hier
werden Ansétze beschrieben, wie die zuvor vernachlassigten Varianzkomponenten erfasst
werden konnen.

Zur Uberpriifung der Eignung der vorgestellten Varianzschitzmethode zur Schitzung der
Varianz eines Punktschétzers bei Auftreten fehlender Werte und Durchfithrung der Impu-
tation bei komplexen Stichprobendesigns, wird in Kapitel 5 eine Monte-Carlo-Simulation
durchgefiihrt. Hier erfolgt zunéchst in Abschnitt 5.1 eine ausfiihrliche Beschreibung dieser
Simulation. Anschlielend werden die Ergebnisse interpretiert. Begonnen wird in Abschnitt
5.2 mit den Resultaten aus dem einstufigen stratifizierten Stichprobendesign. Es folgt in
Abschnitt 5.3 die Durchfiihrung der Varianzzerlegung im Falle der einstufigen Zufalls-
stichprobe mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation. In Abschnitt 5.4 werden die Ergebnisse
fiir die mehrstufigen Stichprobendesigns interpretiert.

Die Arbeit schliefit mit einem Fazit. Hier werden die wichtigsten Aussagen der Arbeit
aufgearbeitet, Handlungsempfehlungen gegeben und Ansatzpunkte zukiinftiger Forschung
eruiert.



2 Einordnungen und
Systematisierungen von fehlenden
Werten und Imputationsmethoden

2.1 Arten von fehlenden Werten und dazugehorige
Mechanismen

Wie in dem vorherigen Kapitel beschrieben, kénnen fehlende Werte grofie Auswirkungen
auf die Punktschétzung und Varianzschitzung besitzen. Wichtig ist in diesem Zusammen-
hang, welche Art von fehlenden Werten vorliegt. Diese bringen verschiedene Problema-
tiken mit sich. In der Literatur existieren unterschiedliche Moglichkeiten die Arten von
fehlenden Werten zu klassifizieren. Ziel dieses Abschnittes ist es, einen Uberblick tiber die
gegebenen Klassifikationen und Definitionen zu geben.

Grundsatzlich wird angenommen, dass eine Menge von antwortenden Einheiten R durch
eine unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢ realisiert wird, welche Antwortmechanis-
mus (bzw. Ausfallmechanismus bei gegenteiliger Betrachtung) genannt wird. Der Ort der
Entstehung fehlender Werte kann ebenfalls Einfluss haben, wird jedoch zunéchst nicht
beriicksichtigt. Diese Thematik wird in Abschnitt 3.2 aufgegriffen. In diesem Fall kann
die Realisation fehlender Werte auf Basis der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeit pp
beschrieben werden durch: ¢(R) = ¢(R|Z, y). Damit kann die Teilnahme z.B. vom Unter-
suchungsmerkmal y oder sonstigen Variablen und Bedingungen = abhéngig sein. Der Ant-
wortmechanismus wird z.B. als unconfounded bezeichnet, wenn gilt: ¢(R) = ¢(R|Z) mit
einer Antwortwahrscheinlichkeit pp > 0. Dies ist z.B. der Fall, wenn nur eine Abhéngigkeit
zu den Hilfsvariablen z;, fiir k = 1,..., K besteht und nicht zum Untersuchungsmerkmal
y. Trifft dies nicht zu, wird der Antwortmechanismus confounded genannt. Antworten die
verschiedenen Einheiten unabhéngig voneinander und besitzen sie gleiche Antwortwahr-
scheinlichkeiten pr > 0, wird ein unconfounded Antwortmechanismus zudem als uniform
definiert (vgl. LEE et al., 1994, S.232). Wie noch zu erértern sein wird, spielen uniforme
Antwortmechanismen fiir die Punkt- und Varianzschétzung eine entscheidende Rolle. Eine
Grundgesamtheit, bei der die Personen gleiche Antwortwahrscheinlichkeiten besitzen, ist
nicht besonders realistisch. In der Praxis wird daher héufig versucht, Imputationsklassen
iiber kategoriale Variablen zu bilden, in welchen die Einheiten mit gleichen Wahrschein-
lichkeiten und unabhéngig voneinander antworten (vgl. z.B. SHAO und SITTER, 1996,
Abschnitt 2.4).

Die wohl bekannteste Einteilung von Mechanismen, welche zu beobachteten und fehlen-
den Werten fithren, erfolgt nach Missing-Completely-at-Random (MCAR), Missing-at-
Random (MAR) und Not-Missing-at-Random (NMAR). Diese drei Mechanismen werden
ausfiihrlich in LITTLE und RUBIN (2002, S.12) beschrieben. Ausgangspunkt ist ein Da-
tensatz ¢ bestehend aus den Variablen (; (k = 1...A). Der Datensatz konnte z.B. aus
dem interessierenden Untersuchungsmerkmal y und den Hilfsvariablen xy fir k =1,..., K
bestehen. Weiterhin stellt (.o, die beobachteten Komponenten bzw. Eintrage des Daten-
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satzes und (yep; die fehlenden Komponenten des Datensatzes dar. Die Matrix Z = Zj;
nimmt den Wert 1 an, wenn ein Wert fiir die Einheit ¢ bei der Variable k beobachtet wur-
de, und 0, wenn es sich um einen fehlenden Wert handelt. Somit stellt Z eine Matrix dar,
welche die Indikatoren fiir beobachtete und fehlende Werte enthélt. Der Ausfallmechanis-
mus wird beschrieben durch die bedingte Verteilung von Z gegeben ¢ und damit ¢(Z|, ¢),
wobei ¢ fir die unbekannten Parameter steht. Von MCAR wird dann gesprochen, wenn
die Teilnahme bzw. Nichtteilnahme, beschrieben durch Z, weder von den beobachtbaren
Komponenten (peqp noch von den fehlenden Komponenten (., abhangt. Damit gilt:

q(Z|¢, ¢) = q(Z|9), fir alle ¢, ¢. (2.1)

Ist der Ausfall hingegen von den beobachtbaren Komponenten (pe.p, nicht aber von den
fehlenden Komponenten (y.p; abhangig, so wird von MAR gesprochen. Es gilt:

4(Z|¢, ¢) = q(Z|Creon, @), fiir alle Crent, @ (2.2)

Ein Ausfallmechanismus NMAR liegt vor, wenn die Verteilung von Z von den fehlenden
Komponenten (y.p; abhidngt. Damit ist z.B. gemeint, dass fehlende Werte einer Variable
mit den Ausprédgungen der Variable selbst in Zusammenhang stehen. Es gilt:

a(Z|¢,0) = a(Z|Csem, @), fiir alle Crepr, b, (2.3)

(vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S. 12).

Im Rahmen dieser Arbeit ist geméfl der allgemeinen Formulierung von MAR und NMAR
die folgende Abgrenzung von Bedeutung. Es wird davon ausgegangen, dass fehlende Werte
nur innerhalb der Beobachtungsvariable y auftreten, jedoch nicht innerhalb der Hilfsvaria-
blen. Daher wird von MAR gesprochen, wenn der Ausfall von den vollstéandig beobachteten
Hilfsvariablen xj, fiir k =1, ..., K abhéangig ist, jedoch nicht vom Untersuchungsmerkmal
y, welche fehlende Werte enthélt. Ist der Ausfall von der nicht vollstandig beobachte-
ten, interessierenden Variablen y abhéngig wird dieser Ausfallmechanismus als NMAR
bezeichnet.

Die Félle NMAR und MAR kénnen des Weiteren noch unterschieden werden, wie sich die
fehlenden Werte in Abhéngigkeit der Auspridgung der Variablen verhalten. So kénnten
fehlende Werte zum Beispiel eher bei sehr hohen oder sehr niedrigen Werten des interes-
sierenden Merkmals auftreten (vgl. LONGFORD, 2005, S.31f.).

An dieser Stelle ist zudem noch auf eine Einteilung aufmerksam zu machen, wie sie insbe-
sondere in den Arbeiten von RUBIN (1987) oder LITTLE und RUBIN (2002) vorgenommen
wird. Grundsétzlich kann ein Ausfallmechanismus als ignorierbar oder nicht ignorierbar
beschrieben werden. Von einem ignorierbaren Mechanismus wird gesprochen, wenn die
Eigenschaften einer gegebenen Inferenzstatistik nicht von dem zugrunde liegenden Mecha-
nismus beeinflusst wird. Ansonsten wird er als nicht ignorierbar bezeichnet (vgl. BERGER
et al., 2004, S. 3).

Weiterhin kénnen fehlende Werte durch die Unterscheidung Item- und Unit-Nonresponse
charakterisiert werden. Im Falle von Item-Nonresponse antworten Einheiten beziiglich be-
stimmter Fragen nicht. Fehlende Werte liegen fiir eine bestimmte Einheit nur hinsichtlich
einzelner Variablen vor. Im Gegensatz hierzu fallt die Einheit bei Unit-Nonresponse kom-
plett aus (vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S.5f.). Im Rahmen dieser Arbeit wurde zuvor die
Annahme getroffen, dass in den Hilfsvariablen keine fehlenden Werte auftauchen. Daher
wird hier von Item-Nonresponse ausgegangen. Bestimmte Imputationsmethoden kénnen
jedoch auch im Falle von Unit-Nonresponse angewendet werden.
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2.2 Imputation fehlender Werte

Eine Moglichkeit zur Kompensation von fehlenden Werten, welche im Zentrum dieser
Arbeit steht, ist die Imputation fehlender Werte. Die Imputation bezeichnet den Prozess
der Zuweisung von (konstruierten oder existierenden) Werten zu fehlenden Werten einer
Variable unter einem moglichen Riickgriff beobachtbarer Hilfsvariablen zur Generierung
eines vollstindigen Datensatzes (vgl. HAzizA, 2009, S. 215, Kim und RaAo, 2009, S.917,
CHAUVET et al., 2011, S.459).

Es sollen Werte fiir fehlende Werte gefunden werden, die den tatséchlichen Auspragungen
moglichst nahe kommen. SARNDAL und LUNDSTROM (2005, S. 44) sprechen hier auch von
Proxy-Values. Zuséatzlich bezeichnen sie die imputierten Werte als eine Art Schatzung fir
die tatséchlichen Werte.

Mit der Imputation werden verschiedene Ziele verfolgt. Nach Kim und RAo (2009) soll die
Verzerrung, welche mit fehlenden Werten einhergeht, der sogenannte NR-Bias, reduziert
werden. Das damit verbundene Ziel ist die Realisation von unverzerrten Punktschétz-
ungen. Dabei soll die tatsédchliche Verteilung der zu imputierenden Variable moglichst gut
wiedergegeben werden. Dies betrifft auch die Zusammenhénge zwischen verschiedenen
Variablen (vgl. hierzu auch HAzizA, 2009, S.216). Nach MUNNICH et al. (2015) ist es fir
die Amtliche Statistik wichtig, realitdtsnahe und plausible Imputationswerte zu erhalten.
Damit sollen z.B. Auspragungen wie berufstéitige Kinder unter 15 vermieden werden (vgl.
MUNNICH et al., 2015, S.285). Um die bisher genannten Ziele zu realisieren, ist es in
der Praxis von entscheidender Bedeutung ein gutes Imputationsmodell mit geeigneten
Hilfsvariablen aufzustellen.

Nach KiMm und SHAO (2014, S.917) ist es zudem das Ziel der Imputation, einen vollstand-
igen Datensatz zu erhalten, damit die Punktschéitzungen konsistent sind fiir verschiedene
Nutzer. Aulerdem kann die Arbeit in der Praxis deutlich erleichtert werden, da Stan-
dardmethoden héufig auf vollstdndigen Datensétzen basieren.

Weitere Ziele konnen insbesondere in Zusammenhang mit der Varianz eines Schétzers
stehen und sind daher gerade im Rahmen dieser Arbeit von Bedeutung. So sollte die
Punktschiatzung moglichst effizient sein (vgl. SARNDAL et al., 1992, S.83 in Verbindung
mit Haziza, 2009, S.215). In den folgenden Abschnitten wird noch zu sehen sein, dass
bestimmte Imputationsmethoden einen varianzerhthenden Effekt mit sich bringen. Aufler-
dem, und dies ist der zentrale Punkt dieser Arbeit, soll im Falle von fehlenden Werten und
damit einhergehender Imputation eine unverzerrte Varianzschatzung resultieren. Dies ist
dadurch moglich, dass alle Komponenten der Varianz beriicksichtigt werden (vgl. HAZIZA,
2010, MASHREGHI et al., 2014, HAz1zA, 2009, S. 215 und SARNDAL, 1992).

In der Praxis ist es weiterhin haufig wichtig, dass die Imputationmethode nicht zu kom-
plex und nicht zu zeitintensiv ist. Ziel ist es, die Imputationen in einer gewissen Zeit
und vertretbarem Aufwand durchzufithren. Dies ist auch in Zusammenhang mit der Va-
rianzschéitzung von Bedeutung. Aufwendige und komplexe Imputationen kénnen auch zu
sehr zeitintensiven Varianzschitzungen fithren (vgl. hierzu auch MUNNICH et al., 2015,
S.273ff., sowie SARNDAL, 1992, S.243 ).

Im Rahmen dieser Arbeit wird im Zusammenhang mit der Imputation auf die folgende
Nomenklatur zurtickgegriffen: grundsatzlich wird der imputierte Wert fiir einen fehlen-
den Wert ¢ € M durch g; beschrieben. M stellt die Menge der Einheiten mit fehlen-
dem Wert dar. Diese Findung moglichst geeigneter Auspréagungen geschieht auf Basis der
Einheiten, die beziiglich des Untersuchungsmerkmals geantwortet haben und fiir welche
gilt ¢ € R. Eventuell erfolgt auch ein Riickgriff auf bestimmte Hilfsvariablen, bei wel-
chen in dieser Arbeit angenommen wird, dass sie vollstdndig beobachtet worden sind. Ob
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zusétzlich Hilfsinformationen berticksichtigt werden, hangt vom Imputationsverfahren ab.
Die Durchfithrung von Imputationen erfolgt haufig fiir fehlende Werte einer bestimmten
Stichprobe S (mit S = RU M), welche nach einem bestimmten Stichprobendesign aus
der Grundgesamtheit gezogen wurde.!

2.2.1 Klassifikation von Imputationsmethoden

Zunéchst konnen Imputationsverfahren dadurch unterschieden werden, ob ein oder meh-
rere Werte zur Berechnung des imputierten Wertes herangezogen werden. Dadurch ergibt
sich die Unterscheidung in Single- und Multiple-Imputation. Es ergeben sich verschiedene
Vor- und Nachteile fiir die beiden Vorgehensweisen.

RUBIN (1986) kritisierte an Single-Imputationsverfahren, dass die Verwendung eines ein-
zigen Wertes als imputierten Wert die Unsicherheit, welcher Wert verwendet werden soll,
nicht abdecken kann. Den einen richtigen Wert gibt es nach seiner Ansicht nicht, da
der Wert sonst auch nicht fehlen wiirde. SARNDAL (1992) hebt in diesem Zusammen-
hang hervor, dass Multiple-Imputation die Idee der Erzeugung von Variabilitdat durch
die Imputation kommuniziert. Die Methode unterscheidet die Variabilitat zwischen und
innerhalb der erzeugten Datensatze. Dies wird durch die Varianzschitzmethoden, ba-
sierend auf Multiple-Imputation, gezeigt. Fiir SARNDAL (1992) bedeutet dies aber nicht
zwangslaufig, dass Single-Imputationsmethoden diese zusatzliche Variabilitat nicht richtig
erfassen konnen.

Als Nachteile fiir Multiple-Imputationsverfahren wird hingegen oft angefiihrt, dass diese
nicht praktikabel oder schwer durchzufiithren sind und daher héufig nicht akzeptiert wer-
den (vgl. SARNDAL, 1992, S.243). Héufig wird die Plausibilitdt der erhaltenen Werte in
Frage gestellt? und sie kommen daher in der Amtlichen Statistik noch nicht in dem Mafle
zum Einsatz wie die Single-Imputationsmethoden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird daher der Fokus insbesondere auf die Verfahren der Single-
Imputation gelegt. Es wird zudem auch eine Imputationsmethode untersucht, welche als
Fractional-Imputation bezeichnet wird und derzeit sehr stark in der Wissenschaft ge-
geniiber den klassischen Ansétzen der Multiple-Imputation diskutiert wird. Dieses Ver-
fahren kann streng genommen nicht mehr zu den Verfahren der Single-Imputation gezahlt
werden, da hier mehrere Werte zur Berechnung des Imputationswertes fiir einen fehlenden
Wert berticksichtigt werden. Es wird daher in dieser Arbeit generell von Imputation und
nicht von Single-Imputation gesprochen.

Eine weitere Unterscheidung zwischen den Imputationsmethoden wird oftmals iiber das
zugrunde liegende Imputationsmodell vorgenommen. Will ein Analyst eine Imputations-
regel festlegen, realisiert er dies iiber die Wahl eines Modells. Die Imputationsregel gibt
die Beziehung zwischen den Variablen einer Untersuchung, also insbesondere des Untersu-
chungsmerkmals und den Hilfsvariablen, wieder. Und hier ergeben sich zwei Moglichkeiten.
So kann die Imputationsmethode das Modell explizit oder implizit verwenden. Ersteres
ist z.B. bei Verhéltnis-, Mittelwert- oder Regressionsimputation der Fall. Hier wird das
Modell von aufien mitgegeben, also schon vor der Durchfithrung des Verfahrens. Ande-
re Methoden wie Hot-Deck-Random oder Nearest-Neighbour-Imputation berticksichtigen

! Im Rahmen dieser Arbeit werden die Imputationen auf Basis der Stichprobe bzw. im Rahmen der Va-
rianzschitzung tiber Resampling-Verfahren in der Substichprobe vorgenommen. Bei Letzterem erfolgen
jedoch andere Bezeichnungen, vgl. Abschnitt 4.1.2. Fehlende Werte kénnen in der Grundgesamtheit
und in der Stichprobe entstehen, vgl. hierzu Abschnitt 3.2

2 Es ist jedoch auch bei Multiple-Imputationsverfahren méglich Plausibilititsregeln einzuhalten. Ein
gutes Beispiel sind die in MUNNICH et al. (2015) im Rahmen der Simulationsstudie beriicksichtigten
Multiple-Imputationsverfahren.
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Deterministische Imputationsverfahren | Zufillige Imputationsverfahren

Mittelwertimputation Hot-Deck-Rand.-Imp. (HDRI)
Verhaltnisimputation Stoch. Regressionsimputation
Regressionsimputation Fractional-Imputation

Nearest-Neighbour-Imputation
Predictive-Mean-Matching

Tabelle 2.1: Einteilung der Imputationsverfahren

ein Modell nur implizit (vgl. SARNDAL, 1992, S.2421f.). Im Rahmen dieser Arbeit wer-
den Imputationsmethoden verwendet, welche sowohl auf expliziten und impliziten Mo-
dellen basieren. Dabei ist es ebenfalls moglich, dass eine Methode beide Modelltypen
beriicksichtigen kann. Ein Beispiel hierfiir ist Predictive-Mean-Matching, welches in Ab-
schnitt 2.2.7 naher erlautert wird.

Die wohl wichtigste Unterscheidung der verschiedenen Imputationsverfahren, insbeson-
dere im Hinblick auf die Varianzschitzung, ist die Einteilung nach deterministischen
und zufilligen Imputationsverfahren. Bei deterministischen Imputationsverfahren wer-
den meist alle beobachtbaren Einheiten der interessierenden Variable sowie geeignete
Hilfsvariablen zur Bestimmung des imputierten Wertes verwendet. Im Falle zufalliger
Imputationsverfahren werden Zufallsstichproben von beobachtbaren Werten oder Residu-
en gezogen, um fehlende Werte zu imputieren (vgl. SHAO und SITTER, 1996, S.1278).
Eine bessere Abgrenzung wird in SARNDAL und LUNDSTROM (2005) gegeben. So han-
delt es sich bei deterministischen Imputationsmethoden um Verfahren, bei welchen der
imputierte Wert bei einer gegebenen Stichprobe s und gegebenen beobachtbaren und
fehlenden Werten auch bei Wiederholung der Imputation immer zum gleichen Impu-
tationswert fiihrt. Bei zufélligen Imputationsverfahren hingegen kann sich der Impu-
tationswert bei Wiederholung der Imputation dndern, da die Auswahl dieses Wertes
zufallig erfolgt (vgl. SARNDAL und LUNDSTROM, 2005, S.153). Nach SHAO und STEEL
(1999, S.264) kann ein deterministisches Imputationsverfahren durch einfache Addition
einer zufilligen Grofle u; in ein zufalliges Imputationsverfahren tiberfithrt werden. Tabelle
2.1 gibt die Einteilung der Imputationsverfahren an, wie sie in dieser Arbeit verwen-
det werden. Fiir Mittelwertimputation, Verhaltnisimputation, Predictive-Mean-Matching
und Nearest-Neighbour-Imputation werden in der Arbeit ausschlielich die deterministi-
schen Variante berticksichtigt. Der Grund liegt darin, dass die Eigenschaften zuféalliger
Imputationsverfahren beziiglich der Varianzschétzung anhand Methoden wie der Hot-
Deck-Random-Imputation, der stochastischen Regressionsimputation sowie Fractional-
Imputation gezeigt werden. Bei den vier genannten Methoden, bei welchen ausschlieflich
die deterministische Variante berticksichtigt wird, stehen hingegen die origindren Eigen-
schaften dieser Methoden fiir die Varianzschéitzung im Vordergrund. Aber auch diese
Verfahren konnten grundsatzlich um einen zufélligen Term erweitert werden.
Grundsatzlich sprechen fiir die Verwendung von deterministischen oder zufélligen Im-
putationsverfahren verschiedene Vor- und Nachteile, bzw. Imputationsverfahren werden
haufig beziiglich bestimmter Figenschaften miteinander verglichen. Solche Vergleiche be-
ziehen z.B. darauf,

e inwieweit die Verteilung des Untersuchungsmerkmals y gestort wird (vgl. hierzu z.B.
LANDERMAN et al., 1997, S.7, CHAUVET et al., 2011, S. 459, HAzizA, 2009, S. 216
oder L1TTLE und RUBIN, 2002, S.61f.),
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e inwieweit die Variabilitat der Schétzstatistik zunimmt (vgl. hierzu z.B. LANDERMAN
et al., 1997, S.7 oder CHAUVET et al., 2011, S. 460),

e ob tatséchlich beobachtete oder konstruierte Werte verwendet werden (vgl. z.B.
CHEN und SHAO, 2000, S. 114 oder MUNNICH et al., 2015, S.2721.),

e inwieweit Hilfsvariablen im Rahmen des Imputationsmodells bei der Berechnung der
Imputationswerte eingehen (vgl. hierzu z.B. LANDERMAN et al., 1997, S.6, CHEN
und SHAO, 2000, S. 114 oder MUNNICH et al., 2015, S.272f.),

e welche Folgen Verletzungen der Modellannahmen mit sich bringen (vgl. hierzu CHEN
und SHAO, 2000, S.114),

e wie komplex bzw. rechenintensiv die Imputationsmethode ist (vgl. hierzu z.B. die
Ausfiithrungen von MUNNICH et al. (2015, S.273ff.) zur Komplexitidt von Nearest-
Neighbour-Imputation und der damit zusammenhéangenden Varianzschétzung).

Bei einigen deterministischen Imputationsverfahren stehen die Nachteile einiger Metho-
den gerade im Zusammenhang mit dem Punkt der Storung der Verteilung des Untersu-
chungsmerkmals y bzw. der daraus resultierenden geringeren Variabilitiat der erhaltenen
Imputationswerte (vgl. hierzu z.B. LANDERMAN et al., 1997, S.7, CHAUVET et al., 2011,
S.459 oder LITTLE und RUBIN, 2002, S.61f.). Dieser Punkt wird im Rahmen der einzel-
nen Imputationsmethoden néher erlautert. Aulerdem kénnen, wie im Falle von Verhéltnis-
oder Regressionsimputation, keine design- oder modellkonsistente Stichprobenquantile re-
sultieren (vgl. SHAO et al., 1998, S.821). Wie LANDERMAN et al. (1997, S.7) hingegen
fiir zufallige Imputationsverfahren hervorheben, wird durch Hinzufiigen einer zufalligen
Komponente die Varianz, welcher durch die Imputation entsteht, durch einen weiteren
Unsicherheitsfaktor erhoht und die Prézision der Imputation reduziert. Weitere Vor-und
Nachteile beziehen sich auf die einzelnen Verfahren, welche im Folgenden néher erlautert
werden.?

2.2.2 Mittelwertimputation

Dieses Verfahren stellt eine einfache Form der Imputation dar. Fiir den fehlenden Wert
j einer Einheit wird hier der Mittelwert der r aufgezeichneten Einheiten beziiglich des
Untersuchungsmerkmals imputiert:

U =Tp==_ Ui (2.4)

Dadurch ergibt sich als Schatzer im Falle der einfachen Zufallsstichprobe fiir den Mittel-
wert der Grundgesamtheit:

Uuw =1/n- O yi+ D ) =1/n-(r-Yg+m-Yg) =Yg, (2.5)
i€ER eM

wobei m = n — r die Anzahl der fehlenden Einheiten darstellt.

3 Ein Vergleich verschiedener Imputationsmethoden wird z.B. in LITTLE und RUBIN (2002), LANDERMAN
et al. (1997), HAz1zA (2009) oder LONGFORD (2005) gegeben.
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Dieser Einfachheit der Durchfiihrung stehen gravierende Nachteile gegeniiber. Durch die
Mittelwertimputation wird die empirische Verteilung des zu ermittelten Untersuchungs-
merkmals y gestort. Durch die Reduktion der Imputation auf den Mittelwert geht die
Variabilitat der Untersuchungsvariable verloren. Statistische Groflen wie die Varianz, die
Schiefe oder auch Perzentile, welche nicht als einfache Linearkombination der Daten be-
rechnet werden, konnen durch die Anwendung von Standardmethoden nicht konsistent
geschétzt werden (vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S.61f., SARNDAL und LUNDSTROM,
2005, S. 168f.).

Weiterhin beméngeln LANDERMAN et al. (1997), dass Hilfsinformationen von anderen
Variablen des Datensatzes zur Verbesserung der Genauigkeit der Imputation bei aus-
schliefllichen Riickgriff auf die Mittelwerte nicht berticksichtigt werden. Zudem werden
auch Korrelationen zu anderen interessierenden Variablen nicht einbezogen, was zu ei-
ner Abschwéchung dieser Korrelation fithrt und auch Verzerrungen mit sich bringt (vgl.
LANDERMAN et al., 1997, S.6).

Eine Verbesserung dieser Methode ist die konditionierte Mittelwertimputation, durch wel-
che Informationen von Hilfsvariablen einbezogen werden konnen. Hier erfolgt die Eintei-
lung der Einheiten auf Basis der Hilfsvariablen x;, fir £k = 1,..., K in Imputationsklassen
oder Gruppen g. Fiir die fehlenden Werte einer Klasse wird der Mittelwert der aufge-
zeichneten Werte dieser Klasse genommen (vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S.61f.). Die
beschriebenen Probleme liegen weiterhin in abgeschwéchter Form innerhalb der einzelnen
Imputationsklassen vor.

2.2.3 Verhiltnisimputation

Bei dieser Imputationsmethode* wird der imputierte Wert auf Basis eines vorliegenden
Hilfsmerkmals x berechnet. Hierzu muss der Koeffizient B berechnet werden, welcher sich
aus dem Verhéltnis der Summen der Beobachtungs- und Hilfsvariablen fiir die vollstandig
dierYi

i€eR i
gesetzt, dass die Hilfsvariable metrisch ist. Der imputierte Wert fiir einen fehlenden Wert
j € M errechnet sich anschliefend aus:

aufgezeichneten Einheiten ergibt: B = . Aufgrund dieses Vorgehens wird voraus-

A

gy =Bz, (2.6)

Der Mittelwertschitzer p,, kann im Falle der Verhiltnisimputation und der einfachen
Zufallsstichprobe hergeleitet werden geméf:

~ 1 -
yRat:*'(Zyi"’Zyi)
N icr ieM
1 ~
:E(Zyz"i_ﬁzxz)
i€R ieM
1 >icrYi
= (Tt ZeR 5y
n g}:{ Ziein 1%\:/[
1 U
:*'(Zyi+§'zxi)
N icRr TR jem
:yR'g'(T+(n_T)'fM/TR)

4 Verhiltnisimputation wird im Rahmen dieser Arbeit abgekiirzt durch Rat von der englischen
Ubersetzung Ratioimputation.
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=Yp/Tr-— - (r-Tr+ (n—r) -Ty)
= 2 5
TR

mit Tg = (1/n- X0 2;), Yg = (1/r - Xicryi) und Tr = (1/r - Y;cpxi). Damit stellt
der Mittelwertschitzer bei Anwendung von Verhéltnisimputation unter den gegebenen
Bedingungen nichts anderes dar als der Verhéltnisschétzer (vgl. hierzu auch LEE et al.,
1994, S.232).

Entsprechend gilt fiir den Totalwertschatzer Trq;:

. Yr _
TRat = N - — - Tg.

TR

Beide Statistiken konnen im Falle von Verhaltnisimputation relativ einfach und schnell
auf Basis der vollstdndig beobachtbaren Hilfsvariable x und den antwortenden Einheiten
fiir die Untersuchungsvariable y berechnet werden. Die Formel zeigt jedoch auch, dass
die interessierende Statistik keine stochastischen Elemente enthélt und damit bei Wie-
derholung der Schatzung auf Basis der gleichen Stichprobe zu gleichen Ergebnissen fiihrt.
Mit der Verhéaltnisimputation liegt damit wiederum ein deterministisches Imputations-
verfahren vor, bei welchem die empirische Verteilung gestort und die tatséchliche Varianz
des Untersuchungsmerkmals unterschétzt wird. Diese Unterschéitzung ist jedoch nicht so
stark wie bei der Mittelwertimputation. Bei letzterer wird fiir die fehlenden Werte aus-
schlielich der Mittelwert genommen. Bei der Verhéltnisimputation unterscheiden sich die
imputierten Werte g, in Abhangigkeit der Hilfsvariable. So entsteht mehr Variation un-
ter den imputierten Werten. Ein weiterer Nachteil der Verhaltnisimputation liegt in der
Begrenztheit ihres Anwendungsgebietes bei Durchfithrung in der beschriebenen Form.
Zunéchst ist sie auf eine Hilfsvariable beschréankt. Fiir die Berticksichtigung mehrerer
Hilfsvariablen miissten die einzelnen Variablen mit Hilfe von Gewichtungen kombiniert
werden, was jedoch eher uniiblich ist. AuBlerdem erfordert die Bildung von Verhéltnissen
metrische Variablen, wodurch ihre Anwendung bei den, fiir die Praxis wichtigen katego-
rialen Variablen, nicht moglich ist.

2.2.4 Regressionsimputation

Zur Bestimmung eines imputierten Wertes wird hier auf das bekannte Regressionsmodell
zuriick gegriffen. Auch diese Imputationsmethode geht vom Vorhandensein geeigneter
Hilfsvariablen xy fir £ = 1,..., K aus, fir die vollstindige Beobachtungen aller Befrag-
ten vorliegen. Fiir die interessierende Variable beobachtbaren Einheiten des Antwortsets
¢ € R wird eine Regression durchgefiihrt mit y als abhédngige Variable und den x; als
unabhéngige Variablen. Die Regressionskoeffizienten o und g, k = 1,..., K werden in
diesem Zusammenhang bei Annahme eines linearen Zusammenhanges z.B. mittels der
Methode der kleinsten Quadrate oder der Maximum-Likelihood-Methode geschétzt. Um
die m fehlenden Werte von y zu schétzen, werden deren Beobachtungen beziiglich der
einzelnen Hilfsvariablen anschliefend in die Regressionsgleichung eingesetzt:

K
Ji=a+ > Bi-ayy, firalle j=1,...,m, (2.8)
k=1
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wobei & das geschatzte Absolutglied und B, die geschétzten Steigungskoeffizienten der
Regression darstellen, welche auf Basis der vollstdndigen Falle ermittelt wurden. Die Re-
gression kann stetige oder kategoriale Variablen, Interaktionen oder weniger restriktive pa-
rametrische Formen wie Splines umfassen, um die Vorhersage zu verbessern (vgl. LITTLE
und RUBIN, 2002, S. 62). Dadurch wird ihr Einsatzbereich gegeniiber der Verhaltnisimpu-
tation deutlich ausgeweitet.

Im Vergleich zur Mittelwertimputation in ihrer unkonditionierten Form sind hier weniger
restriktive Annahmen beziiglich des Ausfallmechanismus gegeben. Bei der Regressions-
imputation reicht es aus, dass der Mechanismus zumindest als MAR bezeichnet werden
kann. Der Ausfallmechanismus sollte im Rubin’schen Sinne ignorierbar sein. Zudem wird
im Vergleich zur Mittelwertimputation die Verteilung der interessierenden Variable y we-
niger stark gestort. Der Grund hierfiir liegt darin, dass die imputierten Werte sich nicht
mehr auf den Mittelwert konzentrieren und sich durch die Verwendung der geschétzten
Werten aus dem Regressionsmodell g; eine gewisse Variation resultiert. Die Varianz wird
weniger stark unterschétzt, da die Summe der quadratischen Abweichungen der ¢; um den
Gesamtmittelwert in den Varianzschéatzungen enthalten sind. Dennoch ist weiterhin eine
gewisse Storung der Verteilung des Untersuchungsmerkmals y gegeben, da die imputierten
Werte auf die §; begrenzt sind. Des Weiteren liegt eine Unterschiatzung der Varianz vor,
solange das Bestimmtheitsmafl der Regression kleiner als 1 ist (vgl. LANDERMAN et al.,
1997, S.7 und die darin aufgefiihrte Literatur). In Abschnitt 2.2.9 wird gezeigt, dass die
Unterschatzung der Varianz der tatséchlichen Werte von y und damit auch die Stérung
ihrer Verteilung gerade mit der Korrelation von y und x zusammenhéngt. Davon ist auch
abhangig, ob in diesem Punkt gegentiber der Verhaltnisimputation Vorteile erzielt werden.
Auch bei Verwendung von Regressionsimputation im Falle der Anwendung der Methode
der kleinsten Quadrate konnen Mittelwerte und Totalwerte einfach geschétzt werden. Zur
besseren Ubersichtlichkeit wird dies anhand einer Hilfsvariablen und der einfachen Zufalls-
stichprobe gezeigt (vgl. hierzu auch Kim, 2001 sowie KiM und SHAO, 2014, welche eben-
falls den Mittelwertschétzer basierend auf Regressionsimputation als Regressionsschétzer
interpretieren):

N 1 .
yReg:ﬁ<ZyZ+ZyZ)
i€R ieM
1 N
1 N ~
= (ryptm-Gp— 0 -Tr)+m- 5 Tu)
1 ~ N
:ﬁ-(n Jp—m-B-Trp+m- [ Ty)
1 ~ ~
=—-(n-gp—m-p ER—FB-(sz—T TR))
n €S
1 N N
=—-(n-Yp+B-Y xi—m-B-Tp—7r-3-Tg)
n €S
1 ~
=—-(n gR+B'in_n p-TR)
n ies
=({Hr+ B -Ts—B-Tr)
=&+ - Tyg (2.9)

Entsprechend gilt fiir den Totalwertschétzer Txeq:
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Theg = N - (4 + (- Tg).

Im Falle einer Hilfsvariable unterscheiden sich die Verhéaltnisimputation und die Regres-
sionsimputation beim Mittelwert bzw. beim Totalwertschéitzer nur hinsichtlich der Be-
stimmung der Parameter & und B . Jedoch ist es bei der Regressionsimputation im Ge-
gensatz zur Verhalnisimputation einfacher moglich, mehrere Hilfsvariablen durch die Auf-
nahme in das Regressionsmodell zu berticksichtigen. In diesem Fall gilt fiir den Schéatzer
in (2.9):

ﬁReg =a+ B *Xs
wobei B und Xg Vektoren mit den entsprechenden Regressionskoeffizienten bzw. Mittel-
werten der Hilfsvariablen darstellen.
Um den Nachteilen einer deterministischen Regression zu begegnen, ist es zudem moglich,
diese stochastisch zu gestalten. Dies geschieht dadurch, dass dem imputierten Wert aus
(2.8) eine zufallige GroBe u; im Sinne einer Stérterms hinzugefiigt wird (vgl. z.B. LITTLE
und RUBIN, 2002, S.65):

K
Gi=a+ Y Br-ap+u, firallei=1,...,m. (2.10)
k=1

Diese Storgrofle u; kann z.B. aus den Residuen der antwortenden Einheiten der zugrunde
liegenden Regression zuféllig gezogen werden (vgl. Kim, 2001, S.76). Oder die Grofle
stammt aus einer Normalverteilung mit einem Erwartungswert von null und der Varianz
o2, welche der Varianz der StorgroBe der Regression von y auf x;, entspricht (vgl. LITTLE
und RUBIN, 2002, S.65). Weiterhin ist es auch denkbar, diese zufélligen Storgrofen auf
Basis eines bestimmten Modells auszuwéhlen (vgl. DAVID et al., 1986, S.34).

Durch die Beriicksichtigung einer zufélligen Grofle sind die imputierten Werte nicht mehr
auf g; begrenzt. Da sowohl die Varianz zwischen und innerhalb der Ebenen von ¢; bei
der Imputation von y; beriicksichtigt wird, ist es moglich, neben dem Mittelwert auch
die Varianz der imputierten Variable zu schitzen (vgl. LANDERMAN et al., 1997, S.7).
Wie bei jedem zufélligen Imputationsverfahren wird aber, wie schon zuvor erlautert, die
Varianz des Schétzers durch die Hinzunahme einer zufélligen Grofle erhoht.

Sowohl bei der Regressionsimputation wie auch der stochastischen Regressionsimputation
gilt es zu beachten, dass nicht nur reale, sondern unter Umstanden auch nicht gewtinschte
Imputationswerte realisiert werden konnen. Ein Beispiel ware, dass Einkommen imputiert
werden und sich aufgrund des Regressionsmodells oder der Hinzunahme von Residuen ne-
gative Einkommen ergeben, welche in der Erhebung nicht vorgesehen sind. Eine Korrektur
solcher Imputationswerte z.B. in Richtung Nulleinkommen kann mit Verzerrungen einher-
gehen. Solche Sachverhalte sollten iiber das Imputationsmodell beriicksichtigt werden.

2.2.5 Hot-Deck-Random-Imputation

Im Kern besteht dieses Verfahren darin, fehlende Wert dahingehend zu kompensieren,
dass aus einem bestimmten Pool von sogenannten Spendern, Imputationswerte nach dem
Modell mit oder dem Modell ohne Zurticklegen zufillig gezogen werden. Die Spender
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sind im allgemeinen Fall die Einheiten, fiir welche beziiglich des Untersuchungsmerkmals
Beobachtungen vorliegen (vgl. hierzu LONGFORD, 2005, S.43f.).

Dieser Pool an Spender kann theoretisch alle Einheiten mit beobachtbaren Wert der
Stichprobe umfassen oder iiber bestimmte Hilfsvariablen eingegrenzt werden, so dass
gewdhrleistet ist, dass nur Spender verwendet werden, welche der Einheit mit fehlendem
Wert sehr dhnlich sind. Im allgemeinen Fall gilt fiir den Mittelwert:

Yuprr = T -Up+m Ty t/n (2.11)

wobei 7, den Mittelwert der Antwortenden bezeichnet und ¥}, berechnet wird durch

7= Y 212)

ier

d; gibt in diesem Zusammenhang an, wie oft der Wert einer Auskunftsperson des Pools
gezogen wurde (vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S.66f.).

Die Hot-Deck-Random-Imputation (HDRI) ist ein klassisches zufélliges Imputationsver-
fahren. Dadurch besitzt auch dieses Verfahren den grofien Vorteil, z.B. gegentiber der
Mittelwertimputation, dass die Verteilung des Untersuchungsmerkmals y nicht durch die
Imputation gestort wird (vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S.66f.). Aber auch hier nimmt
die Variabilitat des Schétzers zu. Ein weiterer Vorteil der Methode ergibt sich daraus,
dass nur tatsdchlich realisierte Werte verwendet werden. Es erfolgt eine Zufallsauswahl
aus den auftretenden Werten der antwortenden Einheiten.

In der einfachen Hot-Deck-Random-Imputation werden keine Hilfsvariablen berticksichtigt,
sondern die Spender werden aus dem Pool der antwortenden Einheiten gezogen. Dies kann
in Abhéngigkeit des Antwortmechanismus zu starken Verzerrungen und inkonsistenten
Schatzern fithren. Daher ist es gerade bei diesen Methoden sinnvoll, Imputationsklassen
iiber die Hilfsvariablen zu bilden, welche mit den fehlenden Werten in Verbindung stehen.
Spender fiir einen fehlenden Wert kénnen dann nur noch aus der gleichen Imputations-
klasse stammen (vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S.681.).

In der Literatur finden sich zahlreiche Versionen von Hot-Deck-Random-Imputation. So
ist es z.B. moglich, den Spendern Gewichte auf Basis von Distanzfunktionen zuzuordnen
und damit deren Auswahlwahrscheinlichkeiten unterschiedlich zu wahlen (vgl. LONG-
FORD, 2005, S.43ff.). Denkbar wére es, wie z.B. in RAO und SHAO (1992) oder SHAO
et al. (1998, S.821) beschrieben, die Auswahlwahrscheinlichkeiten der Spender proportio-
nal zu den Designgewichten zu bilden.? Im Falle konstanter Antwortwahrscheinlichkeiten
innerhalb der Imputationsklassen resultieren bei Anwendung der gewichteten Hot-Deck-
Random-Imputation designkonsistente Schétzungen von Totalwerten und Stichproben-
quantilen (vgl. SHAO et al., 1998, S.821).

Weiterhin kénnen sich die Verfahren hierbei unterscheiden, ob die Spender mit oder ohne
Zurtcklegen gezogen werden. Fiir beide Varianten sprechen verschiedene Vor- und Nach-
teile. Fiir das Ziehen mit Zurticklegen spricht der Vorteil, dass immer ausreichend Spender
vorhanden sind, auch bei grofien Ausfallraten. Dies gilt insbesondere dann, wenn Imputa-
tionsklassen gebildet worden sind. Durch das Ziehen mit Zuriicklegen wird gewéhrleistet,
dass ein optimaler Spender gewéhlt wird und nicht aus einer anderen Imputationsklas-
se ausgewahlt werden muss, falls in einer Imputationsklasse nicht gentigend Spender zur

5 Wie in MASHREGHI et al., 2014 beschrieben, wird die Auswahlwahrscheinlichkeit eines Spenders in
diesem Fall durch dessen Designgewicht geteilt durch die Summe der Designgewichte aller Spender
berechnet.
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Verfiigung stehen. Filir das Ziehen ohne Zuriicklegen spricht hingegen, dass bestimmte
Spender nicht zu oft gezogen und als Imputationswert verwendet werden. Dies gilt gerade
fir Extremwerte, welche unter Umstdnden zu oft ausgewahlt werden. Eine grundlegende
Aussage fur die eine oder andere Variante ist daher schwer zu treffen und héangt haufig
vom konkreten Untersuchungsgegenstand ab (vgl. hierzu auch die Ausfiihrungen zur Pro-
blematik beziiglich der Bestimmung von Spendern mit und ohne Zuriicklegen im Falle
von Nearest-Neighbour-Imputation in MUNNICH et al., 2015, S.290f.).

2.2.6 Nearest-Neighbour-Imputation

Dieses Verfahren kann als konkreter Spezialfall der Hot-Deck-Random-Imputation aufge-
fasst werden (vgl. zu den Ausfiihrungen dieses Abschnittes auch MUNNICH et al., 2015,
S.272ff.). Hierbei wird fiir den fehlenden Wert der Wert einer antwortenden Person ge-
nommen, die dem Verweigerer beziiglich bestimmter Hilfsvariablen am &hnlichsten ist.
Bei metrischen Hilfsvariablen kann auf ein metrisches Maf3 zurtickgegriffen werden (vgl.
LiTTLE und RUBIN, 2002, S.69ff.). Die einfachste Moglichkeit, einen solchen néchsten
Nachbarn zu bestimmen, ist, basierend auf den Hilfsvariablen z; fir £ = 1,..., K, den
einfachen absoluten Abstand zu berechnen. Dabei wird bei einer Hilfsvariable fiir einen
fehlenden Wert y; der beobachtete Wert y; imputiert, wenn fiir diesen gilt:

|z, — x| = IlIéllgl |z — x4l (2.13)

Diese Vorgehensweise kann auch bei Vorhandensein mehrerer Hilfsvariablen angewendet
werden. Es miissen dann entsprechende Gewichtungen und Standardisierungen vorgenom-
men werden (vgl. CHEN und SHAO, 2000, S.114).

Aus der Berechnung von (2.13) resultiert die sogenannten Distanzmatrix. Die Zeilen bilden
die beobachteten Einheiten und die Spalten die Einheiten mit fehlendem Wert. Die Lange
der Spalten bzw. Zeilen wird durch die entsprechenden Anzahlen definiert.

Statt der absoluten Distanz bietet es sich ebenfalls an, andere mathematische Mafle zur
Bestimmung des nachsten Nachbarn zu nehmen. Denkbar wére es z.B., die Mahalanobis
Distanz oder die euklidische Distanz zu verwenden (vgl. LITTLE und RUBIN, 2002, S.69).
Handelt es sich bei den Hilfsvariablen um kategoriale Variablen, miissen komplexere Mafle
benutzt werden, welche solche Variablentypen berticksichtigen. Beispiele hierfiir sind die
Gower-Distanz und der Simple-Matching-Coefficient.® Zudem kann es gerade bei katego-
rialen Hilfsvariablen hiufig vorkommen, dass mehrere niachste Nachbarn mit dem gleichen
Wert einer Hilfsvariable existieren. CHEN und SHAO (2000) schlagen in solchen Fallen vor,
eine Zufallsauswahl aus diesen Einheiten vorzunehmen. Dies ist dem allgemeinen Vorgehen
der Hot-Deck-Random-Imputation bei Verwendung von Imputationsklassen sehr dhnlich.
Als Vorteile der Nearest-Neighbour-Imputation gegeniiber Verfahren wie der Regressions-
imputation, der Mittelwertimputation oder der Verhéltnisimputation wird héufig an-
gefiihrt, dass hier keine konstruierten Werte, sondern tatséchlich realisierte Werte fiir
die fehlenden Werte verwendet werden. Auflerdem verzichtet dieses Verfahren explizit auf
bestimmte Modellannahmen. Dies macht das Verfahren robust gegentiber Verletzungen
der Modellannahmen, wie sie bei modellbasierten Verfahren wie z.B. Regressionsimputa-
tion und Verhéaltnisimputation auftreten kénnen. Zudem wird im Artikel von CHEN und

6 Zum Beispiel verwendet die Nearest-Neighbour-Imputation des R-Paketes VIM die Gower-Distanz und
die des scrime-Paketes den Simple-Matching-Coefficient (vgl. TEMPL et al., 2016, SCHWENDER und
FRITSCH, 2013, sowie SCHWENDER und ICKSTADT, 2008).
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SHAO (2000) gezeigt, dass die Verteilung der interessierenden Variablen y im Vergleich
zur Regressionsimputation, der Mittelwertimputation oder der Verhaltnisimputation nicht
gestort wird, wodurch die beschriebenen Verzerrungen nicht auftreten kénnen. Dennoch
ist es gegeniiber Verfahren wie z.B. der einfachen Hot-Deck-Random-Imputation effizient,
da auf Hilfsvariablen zuriickgegriffen wird und es sich um ein nicht komplett zufélliges Ver-
fahren handelt (vgl. CHEN und SHAO, 2000, S. 114 sowie MUNNICH et al., 2015, S.272f.).
Als problematisch bei der Nearest-Neighbour-Imputation kann sich die Berechnung der
Distanzen ergeben. Dies ist z.B. der Fall bei groflen Stichprobengréflen bzw. Imputa-
tionsklassen. Hier ergeben sich grofie Distanzmatrizen, da viele Distanzen zwischen den
beobachteten und fehlenden Werten zu berechnen sind. Dadurch kann die Anwendung der
Methode deutlich erschwert oder sogar unméglich werden. Ein gutes Beispiel einer Un-
tersuchung bei welcher aufwendige Distanzmatrizen zu berechnen sind, ist der Deutsche
Zensus (vgl. MUNNICH et al., 2015, S.2731F.).

Ein weiteres Problem der Nearest-Neighbour-Imputation wird in LONGFORD (2005) an-
gesprochen. Demnach ist die Qualitat der Imputation fiir die Einheiten mit fehlendem
Wert sehr unterschiedlich. Manche dieser Einheiten besitzen sehr dhnliche néchste Nach-
barn. Andere jedoch sind sehr stark isoliert und der nichste Nachbar besitzt nur geringe
Ahnlichkeiten. Dadurch kann es vorkommen, dass manche Spender sehr oft fiir die Impu-
tation herangezogen werden und manche tiberhaupt nicht (vgl. LONGFORD, 2005, S. 43).
Dies hat natiirlich auch Auswirkungen auf die Variabilitat der imputierten Variable. Wenn
jedoch eine moglichst gleichméfige Inanspruchnahme der Spender stattfindet, kann hin-
gegen eine gute Reproduktion der Variabilitit erfolgen. In diesem Zusammenhang ist es
auch bei diesem Verfahren moglich, die Inanspruchnahme von beobachteten Werten zu
begrenzen (vgl. hierzu auch MUNNICH et al., 2015, S.290).

Der Mittelwertschéitzer beziehungsweise Totalwertschiatzer im Falle von Nearest-Neigh-
bour-Imputation kann nach CHEN und SHAO (2000) wie im Falle der Hot-Deck-Random-
Impution sehr einfach beschrieben werden durch:

1
Uvy = — 2 (1+di) -y,
N icr

wobei d; angibt wie oft ein Element ¢ € R als nachster Nachbar verwendet wurde. Fiir
den Totalwertschétzer gilt:

N
Ynn = gZ(l +di) - yi.

1€ER

2.2.7 Predictive-Mean-Matching

Eine weitere Imputationsmethode ist Predictive-Mean-Matching (vgl. im Folgenden LiTT-
LE, 1986, LANDERMAN et al., 1997). Diese stellt eine Kombination aus Regressionsimpu-
tation und Nearest-Neighbour-Imputation dar. Im Folgenden wird von einer metrischen
interessierenden Variable y ausgegangen. Wie bei der Regressionsimputation wird auch
hier ein Regressionsmodell nach (2.8) aufgestellt, welches auf Basis der beobachteten
Werte geschétzt wird. Hierbei werden die imputierten Werte aber nicht nach dem Re-
gressionsmodell berechnet. Vielmehr werden tiber das Regressionsmodell die Werte der
interessierenden Variablen fiir die beobachteten und fehlenden Werte geschétzt, um iiber
diese anschlieflend den néchsten Nachbarn geméaf (2.13) zu finden:
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19 — 951 = min [ — g]. (2.14)
Fiir einen fehlenden Wert wird damit jener beobachtbare Wert verwendet, dessen progno-
stizierter Wert §; nach dem Regressionsmodell (2.8) dem entsprechenden prognostizierten
Wert des Nichtantwortenden nach einer bestimmten Distanzfunktion am néchsten kommt.
In (2.14) wird wieder der absolute Abstand verwendet.

Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass es bei einem gut funktionierendem Regres-
sionsmodell sehr robust ist. Insbesondere kénnen dadurch neben mehreren Hilfsvariablen
auch ihre Zusammenhéange und Interaktionen bei der Distanzberechnung beriicksichtigt
werden. Dies kann ein Vorteil gegeniiber der einfachen Nearest-Neigbour-Imputation sein,
bei der eine Berticksichtigung dieser Komponenten unter Umstanden deutlich aufwendiger
ist. Wird von einem metrischen interessierenden Merkmal und damit auch prognostizierten
Werten dieses Skalenniveaus ausgegangen, konnen auch die einfachen metrischen Distanz-
funktionen verwendet werden. Weiterhin ergeben sich die zuvor beschriebenen Vorteile
der Nearest-Neighbour-Imputation, wie z.B. die gute Reproduktion der Verteilung und
die Inanspruchnahme tatséchlich realisierter Werte.

Jedoch bringt dieses Verfahren ebenfalls die Nachteile grofler Distanzmatrizen mit sich
und Modellverletzungen kénnen durch die expliziten Annahmen gréfere Folgen haben als
bei der einfachen Nearest-Neighbour-Imputation. Insbesondere die Auswahl des optimalen
Nachbarn kann dadurch beeintrachtigt werden.

Eine Zuordnung von Predictive-Mean-Matching entweder zu deterministischen oder zufall-
igen Imputationsverfahren ist abhdngig davon, welches Regressionsmodell dem Verfahren
zugrunde liegt. So ware es ebenso denkbar, dem Regressionmodel einen Stérterm hinzu-
zufiigen, wie es bei stochastischer Regressionsimputation in Gleichung (2.10) der Fall ist.
In diesem Fall ist der néchste Nachbar auch von dieser zufilligen Storgrofie abhéngig und
kann sich bei sonst gleichen Bedingungen bei Wiederholung der Imputation andern. Wird
hingegen, wie zuvor erldutert, das fiir eine einfache Regressionimputation verwendete Mo-
dell (2.8) benutzt, ist der nachste Nachbar eindeutig festgelegt. Auch bei Wiederholung
der Imputation bei den gegebenen Daten wird dieser wiederholt resultieren. In diesem
Fall ist Predictive-Mean-Matching den deterministischen Imputationsverfahren zuzuord-
nen. In dieser Arbeit wird die letztere Variante berticksichtigt.

2.2.8 Fractional-Imputation

Diese Methode ist insbesondere durch die Arbeiten von KALTON und KisH (1984), FAy
(1996), Kim und FULLER (2004), FULLER und KiM (2005) und KiM und SHAO (2014) be-
kannt geworden. In der Literatur tritt diese Variante hdufig in Kombination mit Hot-Deck-
Random-Imputation auf. Im Gegensatz zu der einfachen Hot-Deck-Random-Imputation
werden hierbei fiir jeden fehlenden Wert j, mit 7 € M, anstelle von einem Spender eine
bestimmte Anzahl von D Spendern im Modell mit Zuriicklegen gezogen. Jedem dieser
D Spender wird ein bestimmte Fraction w;; des urspriinglichen Gewichtes der Einheit
mit fehlendem Wert zugeordnet, welches im einfachsten Fall w;; = 1/D betrégt. Nach
KM und FULLER (2004) miissen die Fractions der D Spender, mit i € R, so konstruiert
werden, dass gilt:

D
> ;= 1. (2.15)
=1
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Der imputierte Wert ¢;, mit j € M, wird anschlieBend berechnet durch:

D
Uy =Y Wij - i (2.16)
i=1
Fiir w;; = 1/D resultiert:
1 D
5=y (2.17)
" D I

und der imputierte Wert ist das einfache arithmetische Mittel iiber die D Spender. Bei
der hier beschriebenen Variante von Fractional-Imputation handelt es sich um eine sehr
einfache Form. Komplexere Formen beschéftigen sich insbesondere mit der optimalen Be-
stimmung der Fractions w;;. Beispiele finden sich in der am Anfang dieses Abschnittes
gegebenen Literatur. Es werden héufig auch Imputationsklassen gebildet, und die Bestim-
mung der Fractions in jeder Klasse separat durchgefithrt (vgl. z.B. FULLER und Kim,
2005). Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschlieBlich die einfache Form verwendet.

Durch die enge Verbindung zur Hot-Deck-Random-Imputation und da durch die Wie-
derholung der Imputation auf die gleiche Stichprobe verschiedene Imputationswerte re-
sultieren konnen, kann diese einfache Form der Fractional-Imputation den zufélligen Im-
putationsverfahren zugeordnet werden. Jedoch geht durch die Durchschnittsbildung der
D Imputationswerte wie bei der Mittelwertimputation Variation verloren. Die Varianz
der Imputationswerte kann dadurch deutlich geringer sein als die tatséchliche Varianz. In
Abschnitt 2.2.9 wird sich zeigen, dass auf diesem Wege auch Eigenschaften der Mittelwert-
imputation auftreten konnen.

Nach FULLER und Kim (2005, S.140f.) bzw. Kim und FULLER (2004, S.561f.) kann ein
linearer Schétzer auf Basis von Fractional-Imputation relativ einfach angegeben werden

durch

Oprac = SO wy-wi) -y =D pi Yis (2.18)

i€ER jES 1€ER

wobei p; = > icgw; - Wi Wenn ¢ = j eine antwortende Einheit ist, nimmt ;; eins an.
Fir ¢ # j mit ¢ € R und j € R ist w;; = 0. Ansonsten gelten fiir 7 # j mit i € R und
j € M die Bedingungen der Bestimmung der Fractions nach (2.15).

2.2.9 Varianzen der imputierten Werte der verschiedenen
Imputationsmethoden

Die Abbildungen 2.1 und 2.2 zeigen die Verteilungen der imputierten Werte, welche nach
den beschriebenen Methoden der vorherigen Abschnitten imputiert wurden. Die Band-
breite der erhaltenen Imputationswerte wird in Tabelle 2.2 gegeben. Die Ergebnisse sind
fiir eine konkrete Stichprobe angegeben und koénnen daher fiir detailliertere Analysen
nicht uneingeschrénkt verwendet werden. Sie sollen aber die zuvor getitigten Aussagen
an konkreten Daten demonstrieren. In diesem Zusammenhang spielen insbesondere die
origindren Eigenschaften der Methoden auf die Verteilung der imputierten Werte eine
Rolle. Daher soll an dieser Stelle von anderen Fragestellungen wie z.B. die Bildung von
Imputationsklassen abstrahiert werden. Solche Themen werden im spéteren Verlauf der
Arbeit aufgegriffen.
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Abbildung 2.1: Verteilungen der imputierten Werte der einzelnen Methoden in der Grund-
gesamtheit 1 bei geringer Korrelation

In diesem Zusammenhang werden zwei verschiedene Grundgesamtheiten benutzt.” Die
interessierende Variable ist die aufsummierte Einkommensvariable aus dem Datensatz
AMELIA, beschrieben in 5.1.1. Die Grundgesamtheiten unterscheiden sich hinsichtlich
der Hilfsvariable x. Diese ist metrisch und wird tiber ein Modell erzeugt (sieche Modell
(5.1) in Abschnitt 5.1.1), in Abhéngigkeit der Korrelation von z und y.® So ist in der
ersten Grundgesamtheit in Abbildung 2.1 die Korrelation zwischen den beiden Variablen
gering (bei 11 %). In Abbildung 2.2 ist sie hingegen sehr gro8 (bei 70 %). Grundgesamtheit
1 beschreibt ein klassisches MAR Szenario. Bei Grundgesamtheit 2 hingegen ist durch den
hohen Zusammenhang zum Untersuchungsmerkmal eine Mischform beziiglich MAR und
NMAR gegeben, da fehlende Werte auch eine gewisse Abhédngigkeit zum Untersuchungs-
merkmal besitzen.

Die fehlenden Werte sind fiir alle Grundgesamtheiten synthetisch in Abhéngigkeit der
Hilfsvariable nach einem bestimmten Modell (vgl. Abschnitt 5.1.4) erzeugt worden. Die
tatsdchlichen Ausprdgungen dieser Einheiten sind daher bekannt. Ihre Verteilung dient
als Benchmark und ist in allen Abbildungen in der linken unteren Box durch die rot
gefarbte Verteilung angegeben. Die Verteilungen der imputierten Werte, welche durch die

7 Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt A.2.2.1 in Anhang
A.

8 Die beiden Hilfsvariablen verwenden zwar das gleiche Modell wie die in Abschnitt 5.1.1 beschriebene
metrische Hilfsvariable, entsprechen dieser jedoch nicht.
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verschieden Methoden realisiert wurden, sind in den drei {ibrigen Quadranten dargestellt.
Die Imputationsmethoden wurden dahingehend zusammen abgebildet, ob sie den deter-
ministischen, den zufilligen oder den Nearest-Neighbour-Verfahren ° zuzurechnen sind.
Bei letzteren handelt es sich in dieser Arbeit zwar auch um deterministische Verfahren,
aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden sie jedoch separat abgebildet.

Bench —— MW Rat —_—
Frac — NN _— Reg _—
HDRI PrelMean StochReg
-R0000 0 50000100000
| | | | | | | | | |
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Abbildung 2.2: Verteilungen der imputierten Werte der einzelnen Methoden in der Grund-
gesamtheit 2 bei hoher Korrelation

Bei den deterministischen Verfahren ist zu sehen, dass durch Mittelwert- und Verhéltnisim-
putation (MW bzw. Rat) die Verteilung der imputierten interessierenden Variable sehr
stark auf wenige Werte begrenzt ist. Dies gilt sowohl fiir Grundgesamtheit 1 wie auch fiir
Grundgesamtheit 2. Ein Vergleich mit dem Benchmark zeigt, dass die Varianz der Unter-
suchungsvariablen durch diese Imputationen stark unterschétzt wird. Dies war schon in
den theoretischen Ausfithrungen erwartet worden.

Bei Regressionsimputation (Reg) hangt das Ergebnis sehr stark von der Grundgesamt-
heit ab. Im Fall einer geringen Korrelation des Untersuchungsmerkmals und damit einem
schwacheren Zusammenhang des Regressionsmodells gleicht die Verteilung derjenigen von
Mittelwert - bzw. Verhaltnisimputation. Damit ist die Verteilung sehr stark begrenzt und
die Varianz der tatsiachlichen Werte stark unterschitzt. Anders sieht es bei hoher Korrel-
ationen in Grundgesamtheit 2 aus. Hier wird die Verteilung weniger stark gestort und ist
wesentlich flacher. Die Varianz wird nicht mehr so stark unterschétzt. In Abschnitt 2.2.4

9 Hierunter wird neben der Nearest-Neighbour-Imputation auch Predictive-Mean-Matching gefasst.
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wurde schon kurz darauf eingegangen, dass das Ausmaf} der Unterschatzung der Varianz
der imputierten Werte bei Regressionsimputation sehr stark vom Bestimmtheitsmafl der
Regression abhangt. Unter Vorbehalt weiterer Einflussfaktoren kann dies auch fiir diese
beiden Grundgesamtheiten festgestellt werden. Eine deutlich groflere Anndherung an die
wahre Verteilung wird mittels stochastischer Regressionsimputation (StochReg) erreicht.
Durch die zufélligen Residuen wird hier mehr Variabilitdt in den Imputationswerten er-
zeugt, wie an beiden Grundgesamtheiten zu sehen ist. Problematisch ist bei beiden Metho-
den das Auftreten negativer Werte bei hoherer Korrelation von y und z, wie in Tabelle 2.2
zu sehen ist. Die zu imputierende Variable bildet das Einkommen und der geringste Wert
dieser Variable in der vollstandigen Grundgesamtheit ist das Nulleinkommen. Die durch
das Regressionsmodell auftretenden negativen Werte sind daher Auspragungen, welche in
der Grundgesamtheit nicht realisiert werden kénnen. Begrenzungen des Imputationsver-
fahrens auf bestimmte Bereiche zu realisierender Imputationswerte kénnen jedoch weitere
Probleme mit sich bringen. Werden z.B. negative Werte einfach als Nulleinkommen be-
handelt, kénnen Uberschitzungen der interessierenden Statistik die Folge sein. Der Grund
liegt darin, dass das verwendete Regressionsmodell so aufgebaut ist, dass die beobachteten
Werte des Untersuchungsmerkmals y im Mittel abgedeckt werden. Werden die negativen
Werte nicht mehr berticksichtigt, konnen Verzerrungen einhergehen. Dieser Sachverhalt
kann daher gegen die Anwendung der deterministischen oder stochastischen Regressions-
imputation bei Vorliegen von Variablen mit beschranktem Wertebereich sprechen. Da im
Rahmen dieser Arbeit insbesondere die Varianzschatzung im Vordergrund steht, werden
die negativen Werte auch als solche behandelt. Die Varianzschatzung soll dadurch nicht
von bestimmten Verzerrungen des Punktschéitzers beeinflusst werden.

Grundgesamtheit 1 | Grundgesamtheit 2
Methode Min. Max. Min. Max.

Benchmark 0 1.018.000 0 864.000

MW 46.350 53.390 44.990 50.760

Rat 57.320 | 102.400 42.230 63.270
Reg 51.380 90.370 -34.930 | 386.900
NN 0 367.400 0 492.100
PreMean 0 367.400 0 492.100
StochReg | -12.490 | 623.800 | -108.600 | 409.400
HDRI 0 750.700 0 644.800
Frac 2.107 188.700 2.291 182.500

Tabelle 2.2: Bandbreite der Imputationswerte

An der Verteilung der Imputationswerte basierend auf Fractional-Imputation (Frac) in
den Abbildungen 2.1 und 2.2 wird die Mischform dieser Methode klar. Zwar zeigt die Ver-
teilung, dass durchaus eine Variation der Imputationswerte gegeben ist. Jedoch wird diese
durch die Durchschnittsbildung iiber die D Spender wieder stark begrenzt, so dass sich
ihre Form wiederum jener fiir Mittelwertimputation annahert. Mit Hot-Deck-Random-
Imputation (HDRI) wird die Verteilung der interessierenden Variable gut wiedergegeben
und die tatsiachliche Varianz kaum unterschétzt. Jedoch gilt es hier zu beachten, dass bei
dieser Methode in ihrer urspriinglichen Form keine Hilfsvariablen beriicksichtigt werden.
Da der Ausfallmechanismus MAR ist, kann es durchaus sein, dass der Imputationswert
konkreter Einheiten nicht nahe an der tatsichlichen Auspragung liegt.
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Abbildung 2.3: Verteilungen des Untersuchungsmerkmals y nach der Imputation mit
den verschiedenen Methoden in der Grundgesamtheit 1 bei geringer
Korrelation

Der Vergleich mit dem Benchmark in den Abbildungen 2.1 und 2.2 zeigt, dass auch
Nearest-Neighbour-Imputation (NN) und Predictive-Mean-Matching (PreMean) die tat-
séchliche Verteilung der zu imputierenden Werte sehr gut wiedergeben und diese nicht
storen. Die Imputationen dieser beiden Varianten sind in diesem Fall sogar identisch. Der
Grund liegt darin, dass fiir alle Imputationen nur eine metrische Variable berticksichtigt
worden ist. Die Hilfsvariable = im Falle der Nearest-Neighbour-Imputation stellt in diesem
Fall eine einfache lineare Transformation tiber das Regressionsmodell beim Predictive-
Mean-Matching dar. Unter sonst gleichen Bedingungen miissen die beiden Imputations-
methoden zu gleichen Ergebnissen fiithren.
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Abbildung 2.4: Verteilungen des Untersuchungsmerkmals y nach der Imputation mit den
verschiedenen Methoden in der Grundgesamtheit 2 bei hoher Korrelation

Der Grund fiir die gute Wiedergabe der Verteilung der urspriinglichen Werte beider Im-
putationsmethoden liegt insbesondere darin, dass tatsédchlich realisierte Werte genommen
werden und in diesem Fall die Werte nicht auf einen bestimmten Bereich begrenzt wer-
den wie im Falle der Verhéltnis-, Mittelwert- oder Regressionsimputation. Es scheint,
dass bestimmte Spender nicht zu oft als Imputationswert verwendet werden, sondern eine
gleichméfige Inanspruchnahme der beobachteten Werte gegeben ist. Durch die geeignete
Wahl der Hilfsvariable und daraus resultierender nachster Nachbarn wird hier die Band-
breite der Werte der interessierenden Variable gut abgedeckt, mit Ausnahme mancher
Ausreifler, wie in Tabelle 2.2 zu sehen ist. Zur Beurteilung der Imputationsmethoden ist
es wichtig auch zu untersuchen, inwieweit ihre Imputationswerte die Verteilung des inter-
essierenden Merkmals insgesamt beeinflussen. Daher werden in den Abbildungen 2.3 bzw.
2.4 die nach der Imputation resultierende Verteilung des Untersuchungsmerkmals darge-
stellt. Insbesondere bei den deterministischen Verfahren im unteren linken Quadranten
ist zu erkennen, dass die Begrenzung der Imputationswerte auf wenige Werte auch die
Verteilung des Untersuchungsmerkmals insgesamt stort.
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2.2.10 Zusammenfassende (Gegeniiberstellung der
Imputationsmethoden

In Tabelle 2.3 werden die relevanten Imputationsmethoden dieser Arbeit noch einmal
beziiglich bestimmter Eigenschaften miteinander verglichen. Die Tabelle bezieht sich ins-
besondere auf die theoretischen Ausfithrungen der letzten Abschnitte. Ein X steht fir Trifft
(eher) zu und ein — fiir Trifft (eher) nicht zu. Die Spalte Hilfsvariable beschreibt, wie
Hilfsvariablen bei der Imputationsmethode berticksichtigt werden. Zum Beispiel geschieht
dies bei Nearest-Neighbour-Imputation iiber die Distanzberechnung und bei Hot-Deck-
Random-Imputation tber die Imputationsklassen (IKL).

Methode | Storung | Zus. Realer Hilfs- Kom-
der Varianz- | Wert variable | plexitét
Vertei- | kompo- /
lung nente Rechen-
zeit
MW X — — IKL gering
Rat X — — Modell | gering
Reg X — — Modell | gering
NN — — X Distanz | hoch
PreMean | — — X Modell/ | hoch
Distanz
StochReg | — X — Modell | gering
HDRI — X X IKL gering
Frac X X — IKL eher ge-
ring

Tabelle 2.3: Gegeniiberstellung der Imputationsmethoden




3 Varianzschiatzung unter fehlenden
Werten und Imputation

Das vorherige Kapitel beschéftigte sich schwerpunktméfig mit den verschiedenen Anwort-
mechanismen und Imputationsmethoden. Varianzen wurden bis jetzt nur im Zusammen-
hang mit Imputationswerten betrachtet. Im Rahmen dieser Arbeit sind jedoch insbeson-
dere die Varianzen bestimmter Schétzstatistiken unter fehlenden Werten und Imputation
von Interesse. Dieser Sachverhalt steht im Fokus dieses Kapitels. Neben der Varianz und
ihren Komponenten werden auch verschiedene direkte und modellassistierende Metho-
den zur Schétzung dieser Varianz angegeben werden. Diese werden hinsichtlich der in
Abschnitt 2.2 beschriebenen Imputationsmethoden unterschieden. Zwei weitere, wichtige
Bestimmungsfaktoren in diesem Zusammenhang sind der Entstehungsort fehlender Werte
sowie der Response-Vektor z. Bevor sich der Thematik fehlender Werte und Imputation
gewidmet wird, erfolgt die Angabe von Varianzen und ihrer Schétzer bei vollstdndigen
Beobachtungen fiir die relevanten Stichprobendesigns dieser Arbeit.

Fiir die Erlauterungen dieses Kapitels wird auf lineare Statistiken wie den Totalwert 7
oder den Mittelwert 7 abgestellt. Diese werden geschétzt auf Basis einer Stichprobe S mit-
tels des klassischen Horvitz-Thompsons-Schétzers (vgl. HORVITZ und THOMPSON, 1952).
Unter Auslassung spezieller Indizes fiir die Designkomponenten und bei vollstdndigen
Beobachtungen gilt:

=y (3.2)

wobei w; die Designgewichte darstellen. Erfolgen die Schétzungen auf der imputierten
Variable y! mit

I { Y;, wenni € R, (3.3)

Yi : vi, wenn i€ M,

statt auf den vollstandigen Beobachtungen y;, werden die Schétzer als 77 und 7; bezeich-
net. Verallgemeinert werden die beiden Schétzer durch die Verwendung von 0 und 0, als
Schatzer fir . Falls sich die Imputation auf eine spezielle Methode bezieht, wird statt I
im Index die Abkiirzung des Verfahrens verwendet.

Nichtlineare Statistiken wie Armutsmafle oder Kalibrierungsansétze wie der GREG-Schét-
zer werden nicht betrachtet. Hier sind unter Umsténden spezielle Linearisierungen not-
wendig, welche in dieser Arbeit nicht behandelt werden.
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3.1 Varianzschitzung fiir Totalwertschitzer im
Rahmen verschiedener Stichprobendesigns bei
vollstindigen Beobachtungen

Der grundlegendste Fall eines Stichprobendesigns ist die einfache Zufallsstichprobe (Simple-
Random-Sampling: SRS).! Hier wird aus der Grundgesamtheit der GroBe N eine Stichpro-
be der Grole n gezogen. Im Folgenden wird vom Modell ohne Zuriicklegen ausgegangen.
Im Falle von vollstindigen Beobachtungen kann die Varianz des Totalwertschatzers an-
gegeben werden durch:

N—n) 12
n?

V (sms) = N (5

(3.4)
1 N
mit02:7N_ Z(y—f )

=1

noN n
undf'SRS:Z—-yi:Zwi'yi,

1 n

—_

1=

N —
wobei w; definiert ist durch w; = N/n und ( n) die Endlichkeitskorrektur darstellt,

welche im Falle des Ziehens ohne Zuriicklegen relevant ist.?
Der erwartungstreue Standardvarianzschétzer fir (3.4) ist gegeben durch:

N N —n\ s?
V(TSRS):N2-( ~ )n (3.5)

12

=1

mit, s>

(vgl. LOHR, 1999, S. 29 fF.).

Ein etwas komplexeres Stichprobendesign ist die geschichtete Zufallsstichprobe (Stratified-
Random-Sampling: StrRS). Hier wird die Grundgesamtheit in H Schichten eingeteilt, die
aus insgesamt Ni, N, ... Ny Einheiten bestehen. Aus den einzelnen Schichten werden
Stichproben der Grofie ny, no, . .. n, gezogen. Im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe
gilt fiir die Varianz:

2
—np\ o
V (7strrs) ZNh ( N h)-h (3.6)
h

nh’
. 2 1 n 2
mit 0}, = m Z (Yni — Jun)”™

H nyp H np

mit Tsyrg = Z Z “Yhi = Z thi * Yhis

h=11i=1 h=11i=1

1 Vgl. zu diesem Abschnitt insbesondere LOHR, 1999, S. 29 ff., SARNDAL et al., 1992, S. 124 ff. aber auch
die Ausfithrungen in BRUCH, 2010.
2 Im Rahmen dieser Arbeit werden beide Schreibweisen Z y; und > y; als Summe iiber die Einheiten

i=1 €S
der Stichprobe dquivalent verwendet.
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mit wp; = Np/ny. Ein erwartungstreuer Varianzschétzer fiir (3.6) ist definiert durch:

—np\ sh
TStrRS ZNh < N, )'n7 (37)
h h
np,
it 2 — i_f 27
mit 5 = g 3 (=)

(vgl. LOHR, 1999, S.99{f.).

Bei der klassischen zweistufigen Zufallsstichprobe ist die Grundgesamtheit U aufgeteilt in
insgesamt L Priméreinheiten (Primary-Sampling-Unit(s): PSU) Uy, ..., Uy, ..., Ur. Diese
PSU setzen sich wiederum aus den Einheiten der zweiten Stufe (SSU, Secondary-Sampling-
Unit(s)) der GroBe Ny, ..., Ny, ... Ny zusammen. Bei diesem Design bilden die SSU auch
die Einheiten der letzten Stufe (USU, Ultimate-Sampling-Unit(s)). Auf der ersten Stufe
wird aus den L PSU eine einfache Zufallsauswahl von [ PSU durchgefiihrt. Aus den so
gewonnen Einheiten werden auf der zweiten Stufe ng Einheiten aus den N; SSU durch
einfache Zufallsauswahl ausgewéhlt. Die Beobachtungswerte werden mit y, bezeichnet
(vgl. auch LOHR, 1999, S.145f., SARNDAL et al., 1992, S. 144).

Die Varianz des Totalwertschitzers V (7Tys;) im Fall der zweistufigen Zufallsstichprobe
besteht aus zwei Komponenten: zum einen entsteht Variabilitdt zwischen den PSU und
zum anderen ergibt sich Variabilitdt innerhalb der PSU mit Bezug auf die SSU. Die
Varianz der zweistufigen Zufallsstichprobe resultiert damit aus der Varianz der ersten
Stufe addiert um die Varianz der zweiten Stufe (ein ausfiihrlicher Beweis zur Herleitung
der wahren Varianz des Totalwertschétzers findet sich in LOHR, 1999, S.204ff.) und es
gilt:

L—1 0'2 L L Nd — Ngq 0'2
\% L[ =—) =+ = ( >-N2-d, 3.8
(Pas1) (L) AP s Ty (3:8)
1 & 7\2
t R I
mit o 71 dz:; <Td L) ,
2 1 all 2
Oq = Nd—]_ ;(ydl_yUd) )
. L L 24N,
und Tygy = 7 ’ Z Z —. Yai = Z dez Ydi,
d=1i=1 " d=1i=1
. L Ny . . 3
mit wg; = T Dabei ist 7; der Totalwert in der PSU d, geschétzt durch:
ng
ng N
7EDY — oy
i—1 1

Der erste Term aus (3.8) ist die Varianz auf der ersten Stufe und beinhaltet o2 die Varianz
zwischen den Totalwerten der einzelnen PSU und o3 ist die Varianz zwischen den einzelnen
Einheiten in der PSU d. Der zweite Term aus (3.8), die Varianz auf der zweiten Stufe, ist
der Varianz im Fall der geschichteten Zufallsstichprobe geméafl Formel (3.6) sehr ahnlich.
Es wird jedoch die Variabilitdt innerhalb der PSU und nicht der Schichten gemessen.
AuBerdem findet eine Hochrechnung der Varianz um den Quotienten L/[ statt (vgl. LOHR,
1999, S.147).
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Als direkter Varianzschitzer kann folgender erwartungstreuer Schatzer verwendet werden:

A L—1 82 L Nd—nd 52
Vitast) = L | | - T+ = ()-NQ-", 3.9
(72s1) (L) z+zd§ N, g (3:9)
1 21\
m1ts§:Z<Ad—28t> ;
114 L
2 1 <
und s = 1 'Z(ydz Ua)~,
=1

(vgl. LOHR, 1999, S.147).

Héufig wird in der Literatur, insbesondere auch bei den spéiter noch vorzustellenden
Resampling-Methoden, bei der Varianzschéitzung nur die erste Stufe berticksichtigt. Der
Hintergrund liegt darin, dass mit den Varianzschitzern der einzelnen Stufen nicht die
korrespondierende Varianz der Stufe geschétzt wird. Wie in SARNDAL et al. (1992) und
LoHR (1999) beschrieben, wird mit dem Varianzschétzer der ersten Stufe deutlich mehr
geschitzt als die Varianz der ersten Stufe. So gilt fiir dessen Erwartungswert:

L ) Nd—nd 2 0'621
+z<1 L)Z( 7, )Nd : (3.10)

(vgl. LOHR, 1999, S.2091.).

Daher kann es ausreichen, nur die erste Stufe des Stichprobendesigns bei der Varianzschétz-
ung zu berticksichtigen. Dies gilt nur unter ganz bestimmten Bedingungen. Nach SARNDAL
et al. (1992), BRUCH (2010) und BRUCH et al. (2011) héngt dies vom Auswahlsatz auf
den verschiedenen Stufen sowie vom Varianzanteil der zweiten Stufe ab.

Der erste Bestimmungsfaktor ist der Auswahlsatz auf der ersten Stufe. Der Vergleich von
(3.10) mit der tatsdchlichen Varianz beim zweistufigen Stichprobendesign in (3.8) zeigt,
dass ein umso groflerer Anteil der Gesamtvarianz abgedeckt wird, je kleiner der Auswahl-
satz auf der ersten Stufe ist. Es ist zu sehen, dass sich Formel (3.10) von Formel (3.8)
nur um den Ausdruck (1 — /L) im zweiten Term unterscheidet, welcher die Endlich-
keitskorrektur auf der ersten Stufe beschreibt. Bei kleinem Auswahlsatz auf der ersten
Stufe néhert sich diese Grofle Eins an und der direkte Varianzschéitzer der ersten Stufe
wird fast die gesamte Varianz abdecken. Bei groflerem Auswahlsatz auf der ersten Stufe
wird er hingegen nicht so viel Varianz auf der zweiten Stufe abdecken und eine separate
Varianzschéitzung auf der zweiten Stufe ist notwendig.

Ein weiterer wichtiger Faktor ist, wie viel Varianz sich auf der zweiten Stufe befindet bzw.
inwieweit sich die Varianz zwischen den Stufen verteilt. Liegt ein groler Anteil der Varianz
auf der erste Stufe, wird durch Anwendung des direkten Varianzschétzers der ersten Stufe
auch ein grofler Anteil der gesamten Varianz geschétzt. Dies ist z.B. der Fall bei sehr
homogenen Einheiten innerhalb und sehr heterogenen Einheiten zwischen den PSU. Ein
anderes Anwendungsbeispiel ist eine sehr stark unterschiedliche PSU-Grofle. In diesen
Féllen ist die Varianz auf die ersten Stufe konzentriert. Befindet sich jedoch ein grofler
Anteil der Varianz auf der zweiten Stufe, z.B. bei sehr heterogenen Einheiten innerhalb der
PSU, muss die zweite Stufe bei der Varianzschitzung unbedingt berticksichtigt werden.
Der Varianzschatzer der ersten Stufe ist in diesem Fall nicht in der Lage, die gesamte
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Varianz zu erfassen. Eine ausschliefSliche Beriicksichtigung der ersten Stufe kann bei dieser
Konstellation zu einer drastischen Unterschatzung der Varianz fithren.

Der letzte entscheidende Bestimmungsfaktor ist der Auswahlsatz auf der zweiten Stufe.
In diesem Fall kann ceteris paribus davon ausgegangen werden, dass bei kleineren Stich-
probenumfangen auf der zweiten Stufe der Varianzanteil durch die groBlere Unsicherheit
zunimmdt.

Aufgrund bestimmter Konstellationen dieser Parameter kann es daher notwendig sein, alle
Stufen des Stichprobendesigns bei der Varianzschatzung zu berticksichtigen. Daher wird
im Rahmen dieser Arbeit auf Varianzschatzer abgestellt, welche alle Stufen des Stichpro-
bendesigns berticksichtigen.

Es wird zuséatzlich noch in dieser Arbeit eine zweistufige stratifizierte Zufallsstichprobe
verwendet. Die Schichtung liegt hier auf der ersten Stufe vor. Diese stellt lediglich eine
Kombination der zweistufigen Zufallsstichprobe mit der geschichteten Zufallsstichprobe
dar. Die Varianz und ihre Schitzung entsprechen daher denen aus (3.8) bzw. (3.9) unter
Beriicksichtigung einer Schichtung auf der ersten Stufe. Auf eine Angabe und Interpreta-
tion wird daher an dieser Stelle verzichtet.

Wie beschrieben gelten diese Varianzen und ihre Schétzer nur im Falle vollstdndiger Beob-
achtungen. Im Falle fehlender Werte und Imputation werden weitere Varianzkomponenten
auftreten. Die dargestellten Varianzschétzer konnen nicht mehr angewendet werden. Dies
wird in den Abschnitten 3.4.2 und 3.6 im Detail erlautert. Daher wird in den néchsten
Abschnitten die Annahme vollstdndiger Beobachtungen aufgelost.

3.2 Fille der Entstehung von fehlenden Werten

Bevor es zu einer ausfithrlichen Erlauterung der einzelnen Komponenten der Varianz bei
fehlenden Werten und Imputation kommen kann, miissen zunéchst Faktoren beschrieben
werden, welche den Response-Vektor z beziiglich einer Auskunft zum Untersuchungs-
merkmal y determinieren. Darunter ist ein Vektor zu verstehen, welcher eine Einheit im
Datensatz beziiglich dieses Merkmals als beobachtet (z.B. ausgedriickt durch Eins) oder
fehlend (z.B. gekennzeichnet durch Null) klassifiziert. Dieser bestimmt, ob bestimmte Va-
rianzkomponenten auftreten und wie die Varianz genau zerlegt wird. Weiterhin ist noch
von der gezogenen Stichprobe S auszugehen mit dem Vektor s, welcher eine Einheit als
fiir die Stichproben gezogen klassifiziert.

In diesem Zusammenhang werden in dieser Arbeit drei Félle unterschieden. Diese werden
dahingehend abgegrenzt, wo fehlende Werte entstehen und ob der Response-Vektor von
Simulationsdurchlauf zu Simulationsdurchlauf neu erzeugt oder einmalig festgelegt wird.
Wird zunéchst der Ort der Entstehung fehlender Werte betrachtet, ergeben sich zwei
Moglichkeiten. Zum einen ist es denkbar, dass die fehlenden Werte schon in der Grund-
gesamtheit existieren, zum anderen kénnen sie sich als Realisationen der Stichprobe er-
geben (fir letzteren Fall vgl. SARNDAL und LUNDSTROM, 2005, S. 44 ff.). Fallen fehlende
Werte in der Grundgesamtheit an, kann auch das zweite Abgrenzungskriterium herange-
zogen werden. So ist es moglich, mit einem wechselndem Response-Vektor zu arbeiten.
Hier werden fehlende Werte beziiglich des Untersuchungsmerkmals in jedem Simulations-
durchlauf immer wieder neu in die Grundgesamtheit eingebaut (vgl. z.B. HAziza, 2010,
Fay, 1991 und SHAO und STEEL, 1999). In dieser Arbeit wird in diesem Fall auch ofters
von Entstehung variabler fehlender Werten oder von einem variablen Response-Vektor
die Rede sein. Die Erzeugung fehlender Werte wird in diesem Fall als stochastisch auf-
gefasst. Zum anderen ist es denkbar, fehlende Werte bzw. den Response-Vektor einmalig
in der Grundgesamtheit zu erzeugen und daraus die Stichprobenziehung wiederholt vor-
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zunehmen. Die Einheiten der Grundgesamtheit besitzen fiir jeden Simualtionsdurchlauf
den gleichen Antwortstatus hinsichtlich y. Entweder sie sind immer antwortende Einhei-
ten oder fiir sie liegt grundsétzlich ein fehlender Wert vor. Hier wird in der Arbeit auch
von einem fixen oder festen Response-Vektor oder festen fehlenden Werte gesprochen.
Der Prozess der Erzeugung fehlender Werte ist hier deterministisch. Im Vergleich zu dem
Vorliegen eines konstanten Response-Vektor wird fiir den Fall der Moglichkeit eines vari-
ierenden Antwortstatus mehr Variation durch die wiederholte Erzeugung fehlender Werte
entstehen. Dies wird im Detail in den folgenden Abschnitten sowie in der Simulationsstu-
die gezeigt werden. Das zweite Abgrenzungskriterium ist nur fiir den Fall fehlender Werte
in der Grundgesamtheit relevant. Bei Annahme der Entstehung fehlender Werte in der
Stichprobe werden fehlende Werte nur fiir die Einheiten der Stichprobe generiert. Feh-
lende Werte konnen in diesem Fall nur variabel sein, da die Stichprobe von Simulations-
zu Simulationsdurchlauf neu gezogen wird und hierauf basierend fehlende Werte erzeugt
werden. Zusammenfassend werden die drei Falle noch einmal in den Abbildungen 3.1, 3.2
und 3.3 dargestellt. Der Fall 1 beschreibt die Erzeugung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit, der Fall 2 die Erzeugung fehlender Werte in der Stichprobe und der
Fall 3 den eines fixen Response-Vektors.

Wiederholte Response-Vektorerzeugung
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Wiederholte Stichprobenziehung

Abbildung 3.1: Fall 1: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit (vgl.
hierzu auch Pfad 2 in SHAO und STEEL, 1999, S. 255)

Beziiglich der Unterscheidung von Fall 1 und Fall 2 sprechen SHAO und STEEL (1999) von
zwei verschiedenen Antwortpfaden. Im Fall 1 existiert zunéachst eine Grundgesamtheit, in
welcher fehlende Werte vorliegen. Aus dieser Menge werden anschlieflend die Stichproben
gezogen. In der Literatur wird die Annahme dieses Falles auch héufig Reverse-Methode
oder Reverse-Framework genannt. Im Fall 2 ist es umgekehrt. Es erfolgt eine Erhebung
einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit ohne fehlende Werte, aber bestimmte Einhei-
ten antworten nach der Ziehung nicht. Die Annahme diese Pfades wird in der Literatur
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haufig unter den Begriffen Zwei-Phasen-Methode oder Zwei-Phasen-Framework verwen-
det. Fehlende Werte werden als eine Art zweite Phase der Stichprobenziehung aufgefasst
(vgl. Haziza, 2010, S.2).

Wiederholte Response-Vektorerzeugung
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Abbildung 3.2: Fall 2: Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe (vgl. hierzu auch
Pfad 1 in SHAO und STEEL, 1999, S.255)

Unterschiede beziiglich der beiden Féllen 1 und 2 koénnen sich insbesondere aus der
Abhéangigkeit der Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Werte ergeben. Ein
Beispiel wire, dass die Antwortwahrscheinlichkeit einer fiir die Stichprobe gezogenen Ein-
heit davon abhingig ist, welche anderen Einheiten sich in der Stichprobe befinden (vgl.
BERGER et al., 2004, S. 6 f.). Solche Abhéngigkeiten werden im Rahmen dieser Arbeit nicht
betrachtet. Wie in BERGER et al. (2004) wird von einer Unabhéangigkeit der Stichproben-
ziehung und der Erzeugung fehlender Werte ausgegangen. Abhéngigkeiten von fehlenden
Werten beziehen sich in dieser Arbeit haufig auf bestimmte Hilfsvariablen. Die Konse-
quenz aus der Unabhangigkeit der Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Wer-
te ist, dass die erhaltenen Stichproben- und Response-Vektoren zwischen beiden Fallen
sehr dhnlich sind.

Obwohl diese Unabhéangigkeit der Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Werte
vorausgesetzt wird, sind beide Félle innerhalb dieser Arbeit bedeutsam. Der Grund liegt
darin, dass viele Autoren zur Herleitung von Varianzen bzw. ihrer Schétzer im Falle feh-
lender Werte und Imputation insgesamt aber auch von einzelnen Komponenten auf den
Satz der totalen Varianz zurtickgreifen. Nach diesem gilt fiir die Varianz eines Schétzers

0:

V(0) = E(V(0]®)) + V(E0]D)). (3.11)

® ist in diesem Fall ein Platzhalter fiir die bedingte Grofle. Diese ergibt sich aus den bei-
den Fallen. Beim ersten Fall stellt der &uflere Vorgang die Erzeugung fehlender Werte dar.
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Der Response-Vektor wird vor der Stichprobenziehung erzeugt. Diese beschreibt den in-
neren Vorgang, d.h. die Stichprobenziehung erfolgt bedingt dem Response-Vektor z. ® ist
damit im ersten Fall z. Beim zweiten Fall ist es umgekehrt. Es erfolgt zunachst die Stich-
probenziehung und fiir die gegebene Stichprobenrealisation s wird der Response-Vektor
z generiert. Hier bezieht sich der innere Vorgang auf die fehlenden Werte konditioniert
auf die gezogene Stichprobe. Damit wird s im zweiten Fall fir ® verwendet (vgl. hierzu
auch SHAO und STEEL, 1999, S. 255). Welche Komponenten der Varianz sich fiir die drei
Falle genau ergeben und welche Konsequenzen fiir Schéatzer daraus resultieren, wird in
den folgenden Abschnitten und der Simulationsstudie detailliert erértert werden.

Einmalige Response-Vektorerzeugung
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Abbildung 3.3: Fall 3: Einmalig generierter (fixer) Response-Vektor in der
Grundgesamtheit

Welcher Fall in der Forschung modelliert wird, hdngt meist von Faktoren wie der Praferenz
des untersuchenden Wissenschaftlers und seinem Modellbildungsprozess, von der Art
des herzuleitenden Varianzschitzers oder des zu analysierenden Sachverhalts, inklusive
der Imputationsmethode, ab. So lassen sich z.B. bestimmte Varianzschitzer nur ablei-
ten, wenn fiir die Entstehung fehlender Werte bestimmte Annahmen getroffen werden.
Dies ist zum Beispiel bei den direkten Varianzschétzer in Abschnitt 3.6 ofters der Fall.
Zum anderen lassen sich einige bestehende Verfahren nur analysieren, wenn hinsichtlich
der Entstehung der fehlenden Werte bestimmte Annahmen getroffen werden kénnen. So
wird zum Beispiel zur Untersuchung der Erfassung bestimmter Komponenten der Varianz
durch Resampling-Verfahren die Annahme der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit getroffen (vgl. HAazizA, 2010 oder MASHREGHI et al., 2014). Im
Rahmen dieser Arbeit sind, wie noch zu sehen sein wird, alle Félle von Bedeutung und
miissen jeweils in Abhéngigkeit des zu analysierenden Sachverhalts herangezogen werden.
Gerade der Fall eines fixen Response-Vektors ist von besonderem Interesse. So kann es
in manchen Untersuchungen notwendig sein, den Prozess der Erzeugung fehlender Werte
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deterministisch zu modellieren. Zudem kann dieser Fall als eine Art Vorstufe zum Fall der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit betrachtet werden. Durch
die Beriicksichtigung des Falles eines fixen Response-Vektors und damit einer determi-
nistischen Betrachtungsweise konnen die Auswirkungen der Behandlung fehlender Werte
als stochastischer Prozess auf die Varianz und ihre Schatzung detailliert analysiert wer-
den. In der Simulationsstudie werden aus den genannten Griinden daher alle drei Félle
beriicksichtigt.

Welcher Fall in der Praxis am realistischsten ist, kann an dieser Stelle nicht geklart wer-
den. Alle Falle sind denkbar. Eine Person kann z.B. grundséatzlich immer die Auskunft
verweigern, ihr Antwortverhalten kann aber auch variieren oder von der konkreten Erhe-
bung abhingen.?

3.3 Varianz bei fehlenden Werten

Ziel des folgenden Abschnittes ist die allgemeinen Auswirkungen fehlender Werte auf die
Varianz des Schitzers Oyg zu untersuchen. Dabei wird auf die Ausfithrungen von SARNDAL
und LUNDSTROM (2005, S.441ff.) zuriickgegriffen. Diese gehen von der Entstehung feh-
lender Werte in der Stichprobe aus, wie in Abbildung 3.2 dargestellt.

In diesem Abschnitt wird noch nicht auf die Imputation und deren Auswirkungen auf
die Varianz eingegangen. Daher wird der Schétzer in diesem Abschnitt statt 0; mit Oxr
bezeichnet, um den Fokus der Auswirkungen fehlender Werte (Nonresponse: NR) hervor-
zuheben.

Um die Auswirkungen von fehlenden Werten auf die Varianz eines Schétzers zu verste-
hen, gilt es zunéchst, die Auswirkungen auf den entsprechenden Punktschétzer Oxr 71
betrachten. Durch das Auftreten von fehlenden Werten wird die gesamte Verzerrung, wel-
che durch die Schéitzung Oxg — 0 entsteht, bei Ausblendung der Imputation, aufgesplittet
in:

Oxg — 0 = (0 —60) + (Oxr — 0). (3.12)

6 — 0 beschreibt den Stichprobenfehler, also den Fehler, der aus der Betrachtung der
Stichprobe an der Stelle der gesamten Bevolkerung entsteht. Der zweite Term Oxg — 0
beschreibt den Nonresponse-Fehler, also jenen Fehler, der aufgrund fehlender Werte in
der Stichprobe auftritt (vgl. SARNDAL und LUNDSTROM, 2005, S. 44 ff.).

Wie beschrieben, gehen SARNDAL und LUNDSTROM (2005) von einer Generierung feh-
lender Werte in der Stichprobe aus, wie in Abbildung 3.2 dargestellt. Es werden zunéchst
alle moglichen Stichproben S gebildet, welche beziiglich eines bestimmten Stichprobende-
signs gezogen werden konnen, beschrieben durch p(S). Auf der zweiten Stufe werden alle
moglichen Response-Vektoren z berechnet, welche fiir einen gegebenen Stichprobenvektor
s fiir eine unbekannte Response-Verteilung realisiert werden kénnen, beschrieben durch
q(z|s). Die entsprechenden Erwartungswerte und Varianzen beztiglich beider Verteilungen
werden mit F, bzw. V,, und E, bzw. V, bezeichnet. Operationen, welche sich auf beide
Verteilungen gemeinsam beziehen, werden mit Index pg gekennzeichnet.

3 Vgl. zu den Ausfiihrungen in diesem Abschnitt auch die Untersuchungen im Dacseis-Projekt
(https://www.uni-trier.de/index.php?id=29730), insbesondere die Berichte von BERGER et al. (2004)
und BIHLER et al., 2004, sowie die Verdtffentlichung von BI@RNSTAD, 2007 mit dazugehoérender Diskus-
sion.
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Waihrend der Stichprobenfehler § — 6 bei geeigneter Designwahl meist Null oder Nahe
an Null ist, wird der Nonresponse-Fehler éNR —0 héaufig von Null abweichen. Der Grund
liegt darin, dass fehlende Werte in Abhéngigkeit der beschriebenen Ausfallmechanismen
zu einer gewissen Verzerrung fithren. Der bedingte erwartete Nonresponse-Fehler, also
die Nonresponse-Verzerrung bei einer gegebenen Stichprobe, geben SARNDAL und LUND-
STROM (2005) an durch:

Bxryjs = Eqy((Oxr — 0)|s) = E,(Oxgls) — 0. (3.13)

Die gesamte Nonresponse-Verzerrung wird errechnet durch Bildung des Erwartungswertes
iiber alle méglichen Stichproben:

Bxr = Ep(Bxris) = Epg(Oxr — 0) = Eyg(fxr) — E,(0). (3.14)
Der erwartete Stichprobenfehler ist weiterhin gegeben durch:
Bgan = E, (0 — 0) = E,(0) — 0. (3.15)
Die gesamte Verzerrung der interessierenden Statistik Oxr ist damit beschrieben durch:
Byy(Oxr) = Epg(Oxr — 0) = Bsau + Bur. (3.16)

Damit setzt sich die gesamte Verzerrung aus einer Stichproben- und einer Nonresponse-
Komponente zusammen.

Neben der gesamten Verzerrung ist es auch moglich die Varianz des Schétzers Oxg 70
zerlegen. Allgemein wird diese angegeben durch:

A A

V(Oxr) = Epg(Ong — Epg(Oxr))’- (3.17)

Um diese Varianz préziser darzustellen, bedienen sich SARNDAL und LUNDSTROM (2005)
der Varianzzerlegung aus Abschnitt 3.2, geméfl derer die Varianz eines Schétzers die Va-
rianz der konditionierten Erwartung plus die Erwartung der bedingten Varianz ist. Sie
nutzen hierbei aus, dass gemafl des zweiten Pfades auf die Stichprobe konditioniert wird.
Es gilt:

V(Oxr) = Vo B (Oxrls) + E,Vy(Oxrls). (3.18)

Der erste Term bezieht sich auch hier auf die Stichprobenziehung, insbesondere die da-
durch entstehende Variabilitat und der zweite Term auf die Variabilitat durch fehlende
Werte. Eine genauere Interpretation der einzelnen Komponenten wird in Zusammenhang
mit der Imputation in Abschnitt 3.4.2 gegebenen. An dieser Stelle wird eher eine formale
Auseinandersetzung stattfinden mit dem Ziel der Darstellung der Auswirkung fehlender
Werte auf die Varianz. Nach (3.13) ist E,(Axr|s) = 0 + Bygjs und damit:

V(Oxr) = Vy(0 + Bawis) + EpVy(Oxrls). (3.19)

Kann aufgrund einer bestimmten Verteilung ¢(z|s) die Annahme getroffen werden, dass
die bedingte Verzerrung durch fehlende Werte Byrjs = 0 ist, vereinfacht sich die Varianz
(3.19) zu
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V(Oxr) = V,(0) + E,Vy(Oxgls). (3.20)

Der erste Term V,(#) beschreibt in diesem Fall die Stichprobenvarianz, wie sie im Falle
vollstandiger Beobachtungen vorliegt (vgl. Abschnitt 3.1). Sie hidngt nicht von fehlenden
Werten oder der Verteilung ¢(z|s) ab. E,V,(Axr|s) beschreibt weiterhin die Varianz, welche
durch die fehlenden Werte entsteht.

Gleichung 3.20 zeigt damit, dass, selbst wenn keine Verzerrung des Punktschétzers auf-
grund der fehlenden Werte vorliegt, diese dennoch zu einer Steigerung der Varianz fithren
kann. Dies ergibt sich im Vergleich zur Varianz des Punktschétzers im Falle einer vollsténd-
igen Beobachtung wie in Abschnitt 3.1 definiert. Diese betrédgt lediglich Vp(é), wird also
nur durch die Stichprobenvarianz determiniert. Liegt jedoch eine bedingte Verzerrung

durch fehlende Werte vor, damit Bygjs # 0, gilt (3.19). Gema8 der Varianz zweier Zu-
fallsvariablen kann Vp(é + Bnrys) beschrieben werden durch:

V(0 + Bxrys) = Vi (0) + Vi (Bywys) + 2 - Covy(6, Bawys).

Fiir die Varianz des Punktschétzers V (0xg) aus (3.18) resultiert:

V(Oxr) = V,(0) + E,Vy(Oxrls)
+ V,(Bxgjs) + 2 - Cov,(, Bygs)- (3.21)

Gegentiber (3.20) ergibt sich damit noch eine zusétzliche Varianzerh6hung um den Sum-
manden V,,(Bygjs) +2-C’ovp(§, Byrys) wenn zusétzlich eine Verzerrung Bygjs # 0 aufgrund
von fehlenden Werten und einer bestimmten Verteilung ¢(z|s) vorliegt (vgl. SARNDAL
und LUNDSTROM, 2005, S.47). Es kann also festgehalten werden, dass fehlende Werte
zu einer Erhohung der Varianz eines Punktschétzers fithren. Es miissen Varianzschétzer
gefunden werden, welche die verschiedenen Komponenten abdecken. Jedoch sind die in
diesem Abschnitt beschriebenen Komponenten noch nicht ausreichend. Mafinahmen zur
Kompensation fehlender Werte besitzen ebenfalls Einfluss auf die Varianz eines Schétzers.

3.4 Varianz bei Imputation

Bisher wurde nur allgemein auf die Auswirkungen fehlender Werte auf die Varianz ei-
nes Schétzers eingegangen. Die Auswirkungen der Anwendung bestimmter Mafinahmen
zur Kompensation fehlender Werte auf die Varianz eines Schéatzers wurde bis jetzt un-
terschlagen. In diesem Abschnitt wird insbesondere untersucht, wie die Anwendung der
in Abschnitt 2.2 beschriebenen Imputationsverfahren die Varianz eines Schétzers beein-
flusst. In diesem Zusammenhang ist die Zerlegung der Gesamtvarianz in ihre einzelnen
Komponenten von Bedeutung und hier spielen u.a. die drei Félle der Entstehung fehlender
Werte eine Rolle.

3.4.1 Quellen der Unsicherheit und die dazugehdrenden
Varianzkomponenten bei Imputation hinsichtlich der
Entstehung fehlender Werte

Diese drei Félle der Entstehung fehlender Werte wurden in Abschnitt 3.2 ausfithrlich
erlautert (vgl. zu den Ausfithrungen dieses Abschnittes auch SHAO und STEEL, 1999,
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FAy, 1991, MASHREGHTI et al., 2014, HAZ1zA, 2010, CHAUVET et al., 2011, SARNDAL und
LUNDSTROM, 2005, BERGER et al., 2004, BIORNSTAD, 2007 mit dazugehorender Diskus-
sion sowie BIHLER et al., 2004). Im Rahmen der drei Félle entstehen verschiedene Quellen
der Unsicherheit, welche sich insbesondere aus dem Zusammenspiel von Stichprobenzie-
hung, dem Auftreten fehlender Werte und der Imputation ergeben. Aus diesen Quellen
der Unsicherheit resultieren die einzelnen Varianzkomponenten der Gesamtvarianz. Die
drei beschriebenen Félle der Entstehung fehlender Werte bestimmen daher sowohl das
Auftreten wie auch die Reihenfolgen des Auftretens der einzelnen Komponenten.

Fall 1: | Grundgesamtheit (GG)

f/l
NR Stochastischer Prozess NR

GG mit NR

Stichprobenziehung Vi
durch das Design

Stichprobe mit NR

Imputation 7
P Zuf. Imp. Verf. i

Imputierte Stichprobe

Abbildung 3.4: Quellen der Unsicherheit mit dazugehorenden Varianzkomponenten in Fall
1 und der Verwendung eines zufélligen Imputationsverfahrens (vgl. hierzu
auch Pfad 2 in SHAO und STEEL, 1999, S.255)

Der erste Fall wurde in Abschnitt 3.2 mit der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit bezeichnet. Der dazugehorende Prozess wird in Abbildung 3.4 dar-
gestellt. Wie in Abschnitt 3.2 erldutert, wird hier zunichst von einer Grundgesamtheit
ausgegangen, in welcher fehlende Werte entstehen. In diesem Fall wird dieser Vorgang
als stochastischer Prozess aufgefasst. Es wird damit unterstellt, dass das Antwortverhal-
ten nicht grundsétzlich festgelegt ist und sich von Fall zu Fall &ndern kann. Im Rahmen
der Simulationsstudie wird in jedem Simulationsdurchlauf die Generierung des Response-
Vektors neu durchgefiithrt. Durch diesen Vorgang entsteht die erste Quelle der Unsicherheit
bzw. Variabilitat, welche in Zusammenhang mit der Entstehung fehlender Werte steht.
Die entsprechende Varianzkomponente wird als Varianzkomponente beziiglich fehlender
Werte bezeichnet und durch VI\}R gekennzeichnet. Die Angabe im Exponent bezieht sich
auf den Fall der Entstehung von fehlenden Werten und damit hier auf den ersten Fall. Die
Tilde tber den einzelnen Varianztermen soll zum Ausdruck bringen, dass die einzelnen
Komponenten beziiglich eines zufilligen Imputationsverfahrens zu betrachten sind.*

Aufgrund des Auftretens fehlender Werte liegt nun eine Grundgesamtheit mit fehlenden
Werten vor. Aus dieser wird anschliefend eine Stichprobe nach einem bestimmten Design
gezogen. Dadurch ergibt sich die nachste Quelle der Unsicherheit und zwar diejenige die
mit der Stichprobenziehung zusammenhéngt. Diese wird als Stichprobenkomponente (der
gesamten Varianz des imputierten Schétzers) bezeichnet, angegeben durch den Term ‘~/§

4 Im Falle eines deterministischen Imputationsverfahrens werden die Varianzterme ohne Tilde angegeben.
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Die Variabilitat wird naturgeméfl insbesondere vom zugrunde liegenden Stichprobende-
sign determiniert.

Aufgrund der Stichprobenziehung resultiert eine Stichprobe mit fehlenden Werten. Wird
zur Kompensation der fehlenden Werte die Imputation gewahlt und dabei auf ein zufélliges
Imputationsverfahren zuriickgegriffen, entsteht die letzte Quelle der Unsicherheit. Wie
in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, fithren zufallige Imputationsverfahren zu gréfleren Vari-
anzen eines bestimmten Punktschétzers als deterministische Imputationsverfahren. Bei
zufilligen Methoden entsteht zusétzliche Variabilitat durch die randomisierte Auswahl
von Imputationswerten bzw. deren Komponenten, wie z.B. zufélliger Storgrofien. Die da-
durch auftretende Varianz wird als Imputationsvarianz bezeichnet. Die entsprechende
Varianzkomponente wird als Imputationskomponente der Varianz definiert und durch das
Symbol VL, ausgedriickt.

Fall 1: | Grundgesamtheit (GG)
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Abbildung 3.5: Quellen der Unsicherheit mit dazugehoérenden Varianzkomponenten in
Fall 1 und der Verwendung eines deterministischen Imputationsverfahrens
(vgl. hierzu auch Pfad 2 in SHAO und STEEL, 1999, S.255)

Die Imputationskomponente fallt nicht an, wenn ein deterministisches Imputationsverfah-
ren verwendet wird, wie in Abbildung 3.5 zu sehen ist.”

Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, dndert sich in Fall 2 der Entstehungsort fehlender Wer-
te. Diese entstehen zu einem spéteren Zeitpunkt in der Stichprobe, wie in Abbildung 3.6
dargestellt. Hierdurch dndert sich die Reihenfolge, des Auftretens der Quellen der Un-
sicherheit. Aus der Grundgesamtheit erfolgt zunéchst die Stichprobenziehung, wodurch
zunachst die Stichprobenkomponente der Varianz ‘752 betroffen ist. Fehlende Werte ent-
stehen anschliefend in der Stichprobe, wobei erst an dieser Stelle die Varianzkomponente
beziiglich fehlender Werte tangiert wird.

In Abschnitt 3.2 wurde bereits erlautert, dass der duflere Vorgang hier die Erzeugung
fehlender Werte darstellt und sich der innere Vorgang auf die Stichprobenziehung bezieht.
Bei Fall 1 ist es genau umgekehrt. Der Imputationsvorgang ist in beiden Féllen immer
der innerste Vorgang, da die Imputationen auf die fehlenden Werte in einer Stichprobe
vorgenommen werden.

5 Die Symbole der Stichprobenkomponente und der Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte be-
sitzen hier keine Tilde, da sich die beiden Varianzkomponenten, wie zuvor beschrieben, im Vergleich
zum Fall eines zufélligen Imputationsverfahren unterscheiden.
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Wie im weiteren Verlauf der Arbeit noch zu sehen sein wird, fithrt diese unterschiedliche
Reihenfolge zu einer verinderten Zusammensetzung der Gesamtvarianz des imputierten
Schéatzers. Aufgrund der in Abschnitt 3.2 getroffenen Annahme der Unabhéngigkeit der
Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Werte resultiert jedoch eine gleiche Ge-
samtvarianz. Auch dieser Sachverhalt wird im weiteren Verlauf der Arbeit zu sehen sein.

Fall 2: | Grundgesamtheit (GG)

Stichprobenziehung %
durch das Design
Stichprobe
NR Vl\?R

Stochastischer Prozess

Stichprobe mit NR

Imputation V2
P Zuf. Imp. Verf. R

Imputierte Stichprobe

Abbildung 3.6: Quellen der Unsicherheit mit dazugehérenden Varianzkomponenten in Fall
2 und der Verwendung eines zufilligen Imputationsverfahrens (vgl. hierzu
auch Pfad 1 in SHAO und STEEL, 1999, S. 255)

Der dritte und damit letzte Fall der Entstehung fehlender Werte ist in Abbildung 3.7
angegeben. Dieser Fall wurde in Abschnitt 3.2 als Fall eines fixen Response-Vektors
bezeichnet. Wie im ersten Fall wird auch hier von der Entstehung fehlender Werte in
der Grundgesamtheit ausgegangen. Jedoch wird dieser Prozess der Generierung fehlender
Werte als deterministisch aufgefasst. Damit wird den Befragten unterstellt, dass sie ein
unverdnderliches Antwortverhalten besitzen. In der Simulation wird dadurch in jedem Si-
mulationsdurchlauf mit dem gleichen Response-Vektor gearbeitet. Aus diesem Grund kann
die Variation, welche mit einem in jedem Simulationsdurchlauf neu generierten Response-
Vektor einhergeht, nicht entstehen. Die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte
Vg tritt im Vergleich zu Fall 1 hier nicht auf. Fiir die beiden anderen Komponenten
gelten jedoch die in diesem Fall getatigten Erlauterungen.

Hierdurch stellt sich die Frage, inwieweit die drei beschriebenen Quellen der Unsicherheit
in der Praxis beobachtbar sind. Das Ziel besteht darin, die dazugehoérenden Varianzkom-
ponenten iiber die Varianzschitzung zu messen. Als problematisch erweist sich hierbei
die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte dar. Wie in den Abschnitten 2.1 be-
schrieben, ist die Response-Verteilung bzw. der Ausfallmechanismus in den meisten Fallen
unbekannt (vgl. hierzu auch SARNDAL, 1992, S. 245). Informationen tiber das Antwortver-
halten sind haufig sehr begrenzt. Damit wird die Varianzkomponente beziiglich fehlender
Werte in der Praxis kaum beobachtbar sein. Eine Moglichkeit, diese Komponente mess-
bar zu machen, ist die Verwendung von Simulationen. Hier konnen Annahmen tiber den
Ausfallmechanismus bzw. das Antwortverhalten getroffen und die Auswirkungen auf die
Schéatzer untersucht werden. Es kénnen auch die Auswirkungen verschiedener Annahmen
verglichen werden. Auch im Rahmen dieser Arbeit ist es das Ziel die Varianzkomponente
beziiglich fehlender Werte tiber eine Simulationsstudie messbar zu machen (vgl. Kapitel
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5).

Fall 3: | Grundgesamtheit (GG)

NR Det. Prozess >D%<
GG mit NR

Stichprobenziehung V3
durch das Design

Stichprobe mit NR

Imputation [
P Zuf. Imp. Verf. i

Imputierte Stichprobe

Abbildung 3.7: Quellen der Unsicherheit mit dazugehorenden Varianzkomponenten in Fall
3 und der Verwendung eines zufalligen Imputationsverfahrens

Die beiden anderen Komponenten sind hingegen unkritischer. Zumindest fiir den Daten-
bereitsteller sollte klar sein, nach welchem Stichprobendesign die Ziehung vorgenommen
und nach welcher Methode die Imputation durchgefiihrt worden ist (vgl. hierzu auch
SARNDAL, 1992, S. 245). Daher werden diese beiden Komponenten in der Praxis einfacher
zu beobachten sein.

3.4.2 Formale Zerlegung der Gesamtvarianz in einzelne
Varianzkomponenten

Zur Ableitung geeigneter Varianzschétzer ist eine formale Zerlegung der Varianz notwen-
dig, d.h. die Gesamtvarianz eines Schéitzers wird in die zuvor beschriebenen Varianzkom-
ponenten zerlegt.

Die formale Betrachtungsweise erfordert zunéchst eine Untersuchung des Gesamtfehlers
Or — 0, welcher gemi CHAUVET et al. (2011) bei zufalligen Imputationsverfahren ausge-
driickt werden kann durch:

0,—0=(0—0)+ (E(0;) —0)+ (6; — E;())). (3.22)

E; bezeichnet den Erwartungswert mit Bezug auf den Imputationsmechanismus, welcher
verwendet wird um den zufélligen Term zu ziehen. Der zweite Term aus (3.22) beschreibt
den Nonresponse-Fehler und der dritte Term den Imputationsfehler. Der erste Term ist
wie zuvor der Stichprobenfehler. Im Falle deterministischer Imputationsverfahren ware
der Imputationsfehler Null (vgl. CHAUVET et al., 2011, S. 462).

Zur Zerlegung der Gesamtvarianz des Schéatzers f; sind auch bei der formalen Betrach-
tung die drei Falle von fehlenden Werte interessant. Je nachdem ob hier ein determinis-
tisches oder zufalliges Imputationsverfahren vorliegt, ob von einem festen oder variablen
Response-Vektor ausgegangen wird und nach welchen Groéflen die inneren Vorgidnge im
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Sinne von SHAO und STEEL (1999) konditioniert werden, ergeben sich verschiedene Vari-
anzzerlegungen.

Zunéchst wird der Fall deterministischer Imputationsverfahren betrachtet. MASHREGHI
et al. (2014, S.145) geben hier die Varianz des imputierten Schétzers 0; im Falle der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit an, wobei sich die Indizes
p und ¢ wieder auf das Stichprobendesign bzw. den Antwortmechanismus beziehen:

V(0r) = BV, (0:]2) + Vo E(01]2) . (3.23)

1 1
VS VNR

Die Gesamtvarianz besteht hier aus zwei Komponenten, welche wiederum bedingte Er-
wartungswerte und Varianzen beinhalten. Da hier von variablen fehlenden Werten in
der Grundgesamtheit ausgegangen wird, erfolgt eine Konditionierung auf den Response-
Vektor z. Die erste Komponente ist wie folgt zu deuten. Der innere Vorgang bezieht sich
auf das Stichprobendesign. Er beschreibt die Varianz des Schéatzers 0; iiber alle moglichen
Stichproben, welche fiir einen gegebenen Response-Vektor z gebildet werden kénnen. An-
schlieBend erfolgt die Erwartungswertbildung tiber alle moglichen Response-Vektoren z.
Entscheidend ist jedoch, dass die Varianz dieser Komponente iiber die Stichprobenzie-
hung entsteht. Daher wird diese erste Komponente im Rahmen der Arbeit, wie in Ab-
schnitt 3.4.1 erlautert, als Stichprobenkomponente (der gesamten Varianz des imputierten
Schiitzers) V& bezeichnet. Im Gegensatz hierzu wird innerhalb der zweiten Komponente
aus (3.23) die Variabilitat tiber die fehlenden Werte generiert. Hier wird zunéchst der
Erwartungswert des Schétzers 0; iber die moglichen Stichproben fiir einen gegebenen
Response-Vektor z berechnet. Die Varianz V, bezieht sich auf alle moglichen Response-
Vektoren. Daher wird dieser Term, wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, im Rahmen der
Arbeit auch als Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vg bezeichnet.

Aber auch fiir die beiden anderen Félle der Entstehung fehlender Werte kénnen die Vari-
anzen formal definiert werden. Entstehen die fehlenden Werte in der Stichprobe, gilt fiir
die Varianz eines Schétzers bei deterministischen Imputationsverfahren:

V(0;) = V,E,(B;]s) + E,V,(8;]s) . (3.24)

2 2
VS VNR

Dies ist der Formel (3.18) sehr ahnlich, wobei hier vom konkreten Fall der Imputation
ausgegangen wird.

Der innere und duflere Vorgang sind im Vergleich zum Fall variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit gegenteilig zu betrachten. Dieser Sachverhalt wurde schon in den
Abschnitten 3.2 und 3.4.1 ausfiihrlich diskutiert. Damit wird fiir die Stichprobenkompo-
nente V& zunéchst der Erwartungswert des Schétzers 0, iiber alle moglichen Response-
Vektoren gegeben einer konkreten Stichprobenrealisation berechnet. Anschlieffend erfolgt
die Varianzbildung iiber alle méglichen Stichproben. Im Rahmen der Komponente Vi3
wird zunéchst die Varianz des Schitzers 6; iiber alle moglichen Response-Vektoren fiir die
Stichprobenrealisation s kalkuliert. Anschliefend erfolgt die Erwartungswertbildung iiber
alle moglichen Stichproben.

Bei fixierten fehlenden Werten in der Grundgesamtheit tritt die Varianzkomponente beziig-
lich fehlender Werte nicht auf, da die Erzeugung des Response-Vektors z einmalig erfolgt.
Dieser Prozess ist deterministisch. Der Vektor z stellt in diesem Fall keine Zufallsvariable,
sondern eine Konstante dar. Der dulere Vorgang der Erwartungswertbildung beziiglich
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des Antwortmechanismus E, muss damit nicht betrachtet werden. Nur die Variabilitat
des Schétzers 6; beziiglich der Stichprobenziehung fiir den gegebenen Response-Vektor z
tritt damit in Erscheinung. Daher wird (3.23) modifiziert zu:

V(0;) =V, (0;]2). (3.25)

Fiir zuféllige Imputationsverfahren geben MASHREGHI et al. (2014, S.145) die Varianz
eines Schétzers bei variablen fehlenden Werten in der Grundgesamtheit an durch:

V(0;) = E,V,E((0;s, 2) + V,E,E;(01]s, 2) + E,E,Vi(0]s, 2) . (3.26)
VS} ‘71\11 R Vllm P

Entstehen fehlende Werte hingegen in der Stichprobe kann (3.26) umgeformt werden zu:

V(0;) = V,E,E(0;|s, 2) + E,V,E;(0y]s, 2) + E,E,V;i(0;]s, 2), (3.27)
‘75g VI\2T R VIQm 5

(vgl. CHAUVET et al., 2011).

Sind die fehlenden Werte in der Grundgesamtheit fixiert, ist die Varianz iiber die ver-
schiedenen Response-Vektoren V, null und der mittlere Term aus (3.26) entfillt. Da z
in diesem Fall eine Konstante darstellt, braucht auch hier der Erwartungswert F, nicht
betrachtet zu werden. Es resultiert:

V(0;) = V,E;(0;]s,2) + E,Vi(0]s, 2) . (3.28)
‘753’ ‘7]3771 p

Bei zufalligen Imputationsverfahren kommt eine dritte Varianzkomponente hinzu, welche
aus der Zufélligkeit der Auswahl von Imputationswerten resultiert. Der letzte Term in
allen drei Gleichungen stellt diese Varianzkomponente dar.® Sie wird, wie in Abschnitt
3.4.1 dargelegt, als Imputationskomponente bezeichnet, abgekiirzt durch \N/j‘;np, wobei *
den jeweiligen Fall fehlender Werte bezeichnet. V; beschreibt die Varianz, welche in Zu-
sammenhang mit der Imputation steht. Diese Erwartunswert- bzw. Varianzberechnung
beziiglich der Imputation bildet in allen Komponenten der Varianz den innersten Vor-
gang, unabhéngig, welcher der Fille (3.26),(3.27) oder (3.28) vorliegt. Wie in Abschnitt
3.4.1 erlautert, liegt der Grund darin, dass die Berechnung der Imputationswerte auf Basis
der Stichprobenziehung und des Response-Vektors erfolgt. Imputationswerte konnen na-
turgemaf erst dann berechnet werden, wenn klar ist, fiir welche Einheiten fehlende Werte
vorliegen bzw. welche Einheiten tiberhaupt in die Stichprobe gelangen. E1(§I|s,z) und
\/1(91|s, z) sind dahingehend so zu interpretieren, dass fir eine gegebene Stichprobenreali-
sation s und einen Response-Vektor z die Erwartungswert- und Varianzbildung beziiglich
des Schitzers 6; iiber alle mdglichen Imputationswerte erfolgt. Die Erwartungswerte und

6 Es wird hier grundsitzlich von der dritten Komponente gesprochen, auch wenn im Fall eines fixen
Response-Vektors nur zwei Komponenten vorhanden sind. Dies geschieht aus Grinden der Einheitlich-
keit. Die Komponente beziiglich fehlender Werte stellt die zweite Komponente dar und wird in diesem
Fall als nicht auftretend und damit null interpretiert.
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Varianzen E,, V,, £, und V, sind anschlieBend in Abhéangigkeit des Falls an fehlenden
Werten und der zu berechneten Komponente iiber diesen innersten Vorgang zu bilden.
Die Gleichung (3.26) lasst sich einfach zur Gleichung (3.23) tberfithren. Im determinis-
tischen Fall ist Vl(éﬂs, z) gleich Null und damit der gesamte dritte Term, die Imputa-
tionskomponente. Gegeben s und z ergibt sich bei deterministischen Imputationsverfahren
eine einzig mogliche Realisation an Imputationswerten. Daher braucht hier die Erwar-
tungswertbildung E; nicht betrachtet zu werden. Gleiche Erlduterungen koénnen fir die
beiden anderen Falle von fehlenden Werten vollzogen werden.

3.4.3 Beitrag der einzelnen Komponenten zur Gesamtvarianz

Nach HAziza (2010) und MASHREGHI et al. (2014) tragen die einzelnen Varianzkompo-
nenten in Abhéngigkeit bestimmter Parameter in einem unterschiedlichen Ausmaf} zur
Gesamtvarianz eines Schétzers bei. Dies wird erortert unter der Annahme der Entstehung
fehlender Werte in der Grundgesamheit. HAZ1zA (2010) und MASHREGHI et al. (2014) ge-
ben die Ordnung des ersten Terms aus (3.23), die Stichprobenkomponente V4, mit O(1/n)
an. Die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vg ist jedoch nur von Ordnung
O(1/N). Der Beitrag zur gesamten Varianz des zweiten Terms beziffern sie mit O(n/N)

n
und ist nur signifikant bei einem grofien Gesamtauswahlsatz f = —. Intuitiv kann dies

damit erklart werden, dass bei grofler werdendem Stichprobenumfang n die Variabilitét
durch die Stichprobenziehung geringer wird. Die Vernachlassigbarkeit von Vg steht nach
MASHREGHI et al. (2014, S. 145) z.B. auch bei der geschichteten Zufallsstichprobe im Zu-
sammenhang mit dem Gesamtauswahlsatz f. Die Auswahlsatze in den einzelnen Schichten
frn missen hier nicht geringfiigig sein.

Die beschriebene Abhéngigkeit der Varianzkomponenten in ihrer absoluten Hohe wie auch
ihres relativen Beitrags zur Gesamtvarianz von bestimmten Parametern wird im Folgenden
an zwei konkreten Imputationsmethoden demonstriert. Zunéchst erfolgt die Betrachtung
der Mittelwertimputation bei Verwendung der einfachen Zufallsstichprobe und des Mittel-
wertschétzers. Nach MASHREGHI et al. (2014, S. 150) kann unter bestimmten Annahmen,
wie dem uniformen Antwortmechanismus und wie erértert fiir den Fall der Entstehung
fehlender Werte in der Grundgesamtheit, die Varianz unter Aufsplittung der beiden Kom-
ponenten, approximiert werden durch:

L=/ 1 5 = l—pr 1 & _
ey Eb AP BB e b - RD DIVES T (3.20)
=1

Vg + Vi &

wobei pr die Antwortwahrscheinlichkeiten darstellen.
Die beiden Komponenten lassen sich auch beschreiben durch:

1—f
Vi = € 3.30
S DR - f ( )
bzw.
Vi 1 —pr
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1
mit € = el SN (yi — Up)?. Die Beitriige der einzelnen Varianzkomponenten sind da-
1-— 1—
her abhingig von den beiden Groflen ng = / PR

und nng =

. Bei Annahme der

Unverzerrtheit der Schiatzung von pr = r/n fir pg und damit unter uniformem Antwort-
mechanismus und f = n/N konnen diese Terme umgeformt werden zu:

fls = ~—" (3.32)

bzw.

T}NR g g
r

(n=r) _m (3.33)
r
Es ist zu sehen, dass (3.32) bei kleinem Stichprobenumfang n bzw. groBer Grundgesamt-
heit N groff wird und folglich auch der Term V¢. In diesen Fillen liegt ein kleiner Ge-
samtauswahlsatz f vor. Die Komponente Vi ist insbesondere abhingig vom Verhéltnis
fehlender Werte zu den beobachten Einheiten. Bleibt dieses Verhéltnis bei steigendem f
(entweder durch Sinken von N oder grofler werdendem n) konstant, gewinnt die Kom-
ponente Vi; einen groBeren Anteil, da sie unverinderlich bleibt, die Stichprobenkom-
ponente aber abnimmt. Bei kleinem n jedoch wird die gesamte Varianz hauptséchlich
von der Stichprobenkomponente V§ bestimmt. Die Komponente Vi spielt damit nur bei
groflen Stichprobenumfiangen eine Rolle. Auflerdem gewinnt sie an Bedeutung bei grofier
werdendem Verhaltnis fehlender Werte zu beobachteter Werte, wobei eine Schiatzung ge-
rade dieser Varianzkomponente sehr schwierig wird, wenn das Verhéltnis zu Gunsten der
fehlenden Werten sehr stark zunimmt. Weiterhin ist zu sehen, dass auch die Stichproben-
komponente V& von der Anzahl der beobachteten Werte abhéngig ist. Dies liegt daran,
dass diese Komponente die Variabilitat beziiglich der Stichprobenziehung konditioniert
auf den Response-Vektor enthélt. Nimmt r ab, so unterliegt auch die Berechnung der
Komponente V4 einer groBeren Anzahl an fehlenden Werten und einer héheren Anzahl
an notwendigen Imputationen. Sie nimmt dadurch zu.
Im Falle zufélliger Imputationsverfahren kommt zu den beiden beschriebenen Kompo-
nenten noch die Imputationskomponente hinzu. In (3.26) ist dies die dritte Komponente,
bezeichnet als f/]lmp. Nach MASHREGHI et al. (2014, S. 145) entspricht die Ordnung die-
ser Komponenten die der ersten Komponenten V& mit O(1/n). Die Ordnung der zweiten
Komponenten ViZ; bleibt bei O(1/N). Damit spiclen bei einem kleinen Auswahlsatz nur
die Komponente V4 und V7, eine Rolle. Der Term Vi, gewinnt weiterhin erst bei ei-
nem groffen Auswahlsatz an Bedeutung und ist vorher vernachldssigbar (vgl. MASHREGHI
et al., 2014, S. 145).
Auch dieser Sachverhalt lésst sich an einem Beispiel verdeutlichen. Bei der (gewichteten)
Hot-Deck-Random-Imputation” kommt unter den beschriebenen Annahmen gegeniiber
(3.29) der Term f/flmp hinzu, definiert durch:

Vi o= TR (3.34)

(vgl. MASHREGHI et al., 2014, S. 151).

7 MASHREGHTI et al. (2014) gehen von einer gewichteten Hot-Deck-Random-Imputation aus. Zur Berech-
nung der Gewichte vgl. MASHREGHI et al., 2014, S. 145.
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(1—pr) N

Unter den bisher getatigten Annahmen kann der Term 7y, = umgeformt
werden zu:

R m- N

Nimp = n2 . (335)

Die Imputationskomponente der Varianz f/[lmp nimmt absolut gesehen zu bei einem klei-
nem Stichprobenumfang und einer grofen Anzahl an fehlenden Werten. Hier fallen mehr
Imputationen an. Bei groflem Stichprobenumfang nimmt sie hingegen deutlich ab. Da sich
gegeniiber der Mittelwertimputation an den beiden anderen Komponenten nichts gedndert
hat, gelten hier die zuvor getéatigten Erlduterungen. Gegeniiber Komponenten VI\}R wird
die Imputationskomponente besonders bei kleinem Auswahlsatz an Bedeutung gewinnen.
Um noch detailliertere Informationen tiber die einzelnen Komponenten zu erhalten, wird
im Rahmen der Simulationsstudie eine Monte-Carlo-Varianzzerlegung durchgefithrt. Hier
sei auf die Ergebnisse in Abschnitt 5.3 verwiesen.

3.5 Varianz bei bestimmen Imputationsmethoden

Im vorherigen Abschnitt wurde schon kurz auf die theoretische Varianz fiir Mittelwert-
imputation und Hot-Deck-Random-Imputation eingegangen. In der Literatur finden sich
verschiedene Beispiele, wie sich die Varianzen fiir verschiedene Imputationsmethoden theo-
retisch aufschreiben lassen. Wie schon der vorherige Abschnitt hat erkennen lassen, sind
hierfiir jedoch mehr oder weniger starke Annahmen notwendig. Der Grund liegt zum einen
darin, dass sich die theoretischen Varianzen ansonsten schwierig oder gar nicht herleiten
lassen. Zum anderen sind einige Parameter, z.B. der Antwortmechanismus ¢, in Praxis oft
nicht bekannt. Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Uberblick iiber die Varianzen weiterer
Imputationsmethoden.

So finden sich in der Literatur in Abhéngigkeit der getdtigten Annahmen beziiglich Re-
gressionsimputation verschiedene Ausdrucksweisen bei Verwendung des Mittelwertes als
interessierende Statistik. Es wird von einer Hilfsvariablen x ausgegangen.

Zum Beispiel geben MASHREGHI et al. (2014) im Rahmen der einfachen Zufallsstichpro-
be, der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit und uniformem
Antwortmechanismus die Varianz fiir Regressionsimputation an durch:

0.2

V(Upeg) = [ —pr- f— (1 —pR)- Cor?] - —— (3.36)

wobei Cor den Korrelationskoeffizient zwischen y und = beschreibt.

KM und SHAO (2014, S.60) bzw. KiMm (2001) interpretieren den Mittelwertschatzer bei
Anwendung von Regressionsimputation gemé8 (2.9) als Regressionsschétzer im Sinne von
COCHRAN (1977, S. 339). Dementsprechend geben sie die Varianz an durch:

- 1 1 1 o2 r
V({Upes) = — 0+ (-—=)-02=—-(1—(1—~)-Cor® 3.37
(yReg> n 0"+ (T' n) Oy r ( ( n) or )7 ( )
wobei 02 = (1 — Cor®) - ¢% die Varianz der Stérterme ist. Unterschiede zwischen (3.36)
und (3.37) konnen aus verschiedenen Herleitungen und Annahmen resultieren. Statt tiber



Kapitel 3. Varianzschétzung unter fehlenden Werten und Imputation 45

den Weg des Regressionsschétzers verwenden MASHREGHI et al. (2014) die Linearisierung
von DEMNATI und RAO (2004) zur Herleitung der Varianz aus (3.36).

Fiir stochastische Regressionsimputation muss nach KiM und SHAO (2014, S.60) bzw.
KiM (2001) zur Abdeckung der Imputationskomponente (3.37) um den Term m/n? - o2
erweitert werden:

1 1 1
o2 mo 9

V(?StochReg) - — + (; - E) ’ O-Z + E "0y (338)

Auf dhnlichem Weg kénnte sich auch die Varianz fir den Mittelwertschéitzer bei Verhéltnis-
imputation herleiten lassen. Formel (2.7) zeigt, dass hier ein einfacher Verhéltnisschétzer
vorliegt, fir den in der Literatur theoretische Varianzen existieren (vgl. z.B. COCHRAN,
1977, S. 334).

In CHEN und SHAO (2000, S.121) wird die Varianz bei Nearest-Neighbour-Imputation
angegeben durch:

Viinw) = g B ) Vigle)] + VIS (1 +d) )], (339
n i€R " iR

wobei d; die Anzahl der Inanspruchnahme einer Einheit als Spender beschreibt. Sie gehen
weiterhin von einer bestimmten unbekannten und nicht spezifizierten Funktion £(z) =
E(y|z) aus. Diese kann linear sein, z.B. in der Form &£(z) = E(y|z) = a+ 3 - x oder
vollstdndig unbekannt im Sinne einer nicht parametrischen Variante. Im letzteren Fall
wird kein Modell benétigt (vgl. CHEN und SHAO, 2000, S. 116 ff.).
Die Varianz eines Schatzers fiir den Fall von Fractional-Hot-Deck-Imputation auf Grund-
lage einer Superpopulation wird in KiM und FULLER (2004) erortert. Hier erfolgt eine
Unterteilung in O Klassen. Grundséatzlich erfolgt die Unterstellung, dass die Beobach-
tungswerte Realisationen von Zufallsvariablen innerhalb einer Imputationsklasse x sind,
damit gilt y; ~ (pts, 02). Des Weiteren nehmen sie zusétzlich an, dass diese Realisationen
unabhéngig von der Stichprobenziehung, wie auch dem Antwortmechanismus, jedoch ge-
geben der Imputationsklasse betrachtet werden konnen. Das beschriebene Modell bezieht
sich sowohl auf Einheiten mit beobachtetem, wie fehlendem Wert. Damit gilt ebenfalls:
yil(s, R) ~ (1, 0%). Es wird von noch einigen weiteren Annahmen ausgegangen, wie z.B.
dass der Imputationsmechanismus unabhéngig von y ist und nur von der Anzahl der
Elemente nq,no ...no und der Anzahl der antwortenden Einheiten 71,75 ... 7o in den ein-
zelnen Klassen abhéngt (vgl. im Detail Theorem 1 in KiM und FULLER, 2004, S.562).
Zudem muss die Wahrscheinlichkeit, dass Element ¢ mindestens einmal als Spender fiir j
verwendet wird, grofer als null sein, wobei sich beide Elemente in der gleichen Imputa-
tionsklasse befinden. Auch Bedingung (2.15) muss erfiillt sein und w; muss proportional
zu {p(i € S)} " sein. Dann gilt fiir die Varianz des Schétzers  qc:

V(éFrac> = V(Z sz : ,U/n) + E(Z Z p12 ' ‘72) (34())

rk=11ieS rk=1i€R,

R, ist die Menge der antwortenden Einheiten in Klasse x und p; definiert nach (2.18).
Der Erwartungswert E bezieht sich auf die gemeinsame Verteilung aus Superpopulations-
modell, Stichprobendesign, Nonresponse- und Imputationsmechanismus. Entsprechendes
gilt fir die Varianz (vgl. Kim und FULLER, 2004, S.562) .

Die Erlduterungen dieses und des vorherigen Abschnittes zeigen, dass es schwierig ist,
im Falle von fehlenden Werten und Imputation die Varianz in verallgemeinerte Form
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wie bei vollstdndigen Beobachtungen aufzuschreiben. Hier ist das Treffen von Annahmen
unumganglich, was die Angabe einer allgemeingiiltigen theoretischen Varianz fiir eine be-
stimmte Imputationsmethode erschwert bzw. unméoglich macht. Dennoch dienen sie zum
Teil als Basis fiir die Herleitung direkter Varianzschéatzer. Die Varianz muss geschétzt
werden, da die beschriebenen theoretischen Varianzen auf Parameter beziiglich der ge-
samten Bevolkerung basieren, welche in der Praxis jedoch unbekannt sind. Hier liegt nur
die konkrete Stichprobe vor. Die nichsten Abschnitte beschéaftigen sich daher mit der
konkreten Schétzung der einzelnen Varianzen. Begonnen wird im néchsten Abschnitt mit
den direkten Varianzschatzmethoden.

3.6 Direkte Varianzschitzung

Es ist von groflem Vorteil, wenn die Varianz eines Schéatzers unter Voraussetzung eines be-
stimmten Stichprobendesigns direkt durch eine Formel wiedergegeben werden kann. Dies
ist meist mit geringem computertechnischen Aufwand und Laufzeiten verbunden. Jedoch
sind solche Formeln fiir bestimmte Stichprobendesigns, Schatzstatistiken oder sonstigen
gegebenen Bedingungen tiberhaupt nicht oder nur sehr schwierig herleitbar. Und so verhélt
es sich auch beim Vorliegen von fehlenden Werten und Imputation.

In Abschnitt 3.4.2 wurde die Zusammensetzung der Varianz eines Schétzers fiir solch
einen Fall erlautert. Eine Moglichkeit wére die einfache Anwendung des Standardvari-
anzschatzers Vp@) aus 3.1 auf den imputierten Datensatz. Dies kann aber zu deutlichen
Unterschatzungen der Varianz fithren. Der Grund liegt darin, dass dieser sich nur auf die
Stichprobenvarianz konzentriert und die Variabilitat, welche durch fehlende Werte bzw.
Imputation entsteht, nicht erfasst wird (vgl. SHAO und SITTER, 1996, S.1279, SAIGO
et al., 2001, S.189, RAO und SHAO, 1992, S.811). Zum anderen hat auch die gewéhlte
Imputationsmethode, insbesondere die deterministischen Verfahren und der Ausfallme-
chanismus, durchaus negative Effekte auf die Schatzung der Stichprobenvarianz. Damit
kann im Normalfall auch eine valide Schiatzung der Stichprobenvarianz nicht gewéhrleistet
werden (vgl. RAO und SHAO, 1992, S. 811, LITTLE und RUBIN, 2002, S.61). Daher sollte
auf die Anwendung von Standardvarianzschatzer auf imputierte Daten verzichtet werden.
In der Literatur finden sich einige Vorschldge wie eine direkte Varianzschatzung gestaltet
werden kann, welche die verschiedenen Komponenten der Varianz berticksichtigt. Haufig
werden hierzu, wie bereits im vorherigen Abschnitt beschrieben, bestimmte Annahmen
getroffen, welche ihre Anwendung in der Praxis erschweren konnen. Einige solcher direk-
ten Varianzschétzer werden im Folgenden kurz vorgestellt und einer kritischen Betrach-
tung unterzogen. Sie hangen insbesondere von der gewéhlten Imputationsmethode ab.
Die direkten Varianzschéatzer in diesem Abschnitt werden fiir den Fall der einfachen Zu-
fallsstichprobe angegeben. Der Grund liegt darin, dass ein grofler Anteil dieser Verfahren
fiir dieses Stichprobendesign hergeleitet worden sind. Dies wird entsprechend bei der Be-
schreibung der Annahmen der einzelnen Verfahren gekennzeichnet. Ihre Ubertragbarkeit
auf komplexere Stichprobendesigns bzw. Antwortmechanismen ist haufig nicht gegeben
oder fithrt zu nicht zufriedenstellenden Ergebnissen.

3.6.1 Mittelwertimputation

Ein direkter Varianzschétzer fiir Mittelwertimputation wird in SARNDAL und LUND-
STROM (2005, S.171) hergeleitet. Dieser basiert auf der einfachen Zufallsstichprobe. Er
leitet diesen Schétzer unter der Annahme der Entstehung fehlender Werte in der Stich-
probe ab. Wie in (3.21) kommt es zu einer separaten Ausweisung der Stichprobenkompo-
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nente ohne Konditionierung. In diesem Fall gilt nicht die Varianzzerlegung aus Abschnitt
3.4.2. Aber auch hier resultieren zwei Komponenten. Zur Ableitung eines Schétzers fir
die einzelnen Komponenten greift SARNDAL und LUNDSTROM (2005) auf die von ihm
bezeichnete Composite-Method zuriick. Fiir diese beiden Schétzer gilt:

Voan = (1 — —) - & A1

Vsan = (1= =) -~ (3.41)
und

. 1 1.,

Var = (0= =) - 5y, (3.42)

Durch Summierung der beiden Komponenten fiithrt zum Schétzer fiir die Gesamtvarianz:

NN ~ ~ 1 1
V(Uuw) = Vsamr + Var = (; - N) LS (3.43)

1
mit szR =1 Sier(Yi — Yr)? und Yy ist der Mittelwert der beobachteten Einheiten

(vgl. SARNDAL und LUNDSTROM, 2005, S.171).

Der Varianzschétzer in (3.43) deckt im Gegensatz zum Standard Varianzschatzer die
vollstdndige Varianz ab. Es wird jedoch auch hier die Annahme getroffen, dass der Aus-
fallmechanismus MCAR ist. Nur in diesem Fall ist nach LITTLE und RUBIN (2002, S. 66 f.)

der Schatzer ng ein unverzerrter Schatzer fiir die tatsachliche Varianz.

Auch Haziza (2010, S.4) leitet den Varianzschétzer aus (3.43) her. Jedoch nimmt er
fehlende Werte in der Grundgesamtheit an und es gilt die Varianzzerlegung aus (3.23).
Die einzelnen Komponenten bilden hier die Schéitzungen fiir die Varianzen V& und Vilg
aus Abschnitt 3.4.3. Hier gilt:

Vi=(1— 2y 2m (3.44)

und

. (3.45)

Die Summe dieser beiden Komponenten ergibt den Varianzschétzer aus (3.43).

3.6.2 Hot-Deck-Random-Imputation

Ein direkter Varianzschétzer fiir Hot-Deck-Random-Imputation wird in MASHREGHI et al.
(2014, S.164) angegeben:

2
. R A A s

VUuprr) = [1—pR‘f‘|‘pR'(1_pR)]'%
r
N

mit pr = r/n. Auch hier gelten die Annahmen des uniformen Antwortmechanismus.

—[1— +%.(1_f)].ﬁ (3.46)

n r
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3.6.3 Verhiltnisimputation

Ein Varianzschatzer fiir Verhéltnisimputation wird in RAO (1990) gegeben. Basierend
auf dem Konzept der zwei Phasen Stichproben schligt er den folgenden direkten Vari-
anzschétzer vor:

. 11 1 1
Vimd) = (-~ ) st (=) o (347

r n

mit 52, = Y;cpe;/(r — 1), wobei e; die Imputationsresiduen der antwortenden Einheiten

A

Sind, mit € = Y; — 6 - Ty
Ein weiterer direkter Varianzschétzer beschrieben durch RA0 (1990) ist:

NN 1 1 A 1 1 -
V(yRat):(n_N>'52'89265+2'(n_N)'5'8336R

1 1 9
+ (r n) g (3.48)
mit 3 = SicrYi/ Yicr Ti aus Abschnitt 2.2.3, sowie Sz, = Yicpei - ;/(r — 1) und
2, = Yiesles — 1) (n—1).

Beide Varianzschéatzer sind im Falle grofler Stichprobenumfinge unverzerrt. Auflerdem
basieren sie auf der Annahme, dass der Antwortmechanismus uniform ist. Ist dies nicht
der Fall, konnen starke Verzerrungen resultieren. (vgl. LEE et al., 1994, S. 233).

Ein weiterer direkter Varianzschéatzer fiir Verhéltnisimputation wird in SHAO und STEEL
(1999) gegeben und geméf der reversierten Methode hergeleitet. Dieser Schatzer geht von
der Annahme aus, dass die fehlenden Werte in der Grundgesamtheit entstehen. Sie nutzen
die Tatsache aus, dass sich der innere Vorgang aus (3.23) auf den Stichprobenprozess
bezieht. Mittels Taylor Entwicklung und partieller Differentiation leiten sie den folgenden
Varianzschétzer fiir den Totalwert her:

2
N €T T S
V(#rat) = N - (=) - (1 — —)- =
() = V* - (2 (1= 1)
Lo N (1= B e
N TR n
5’2-32
N2 (1— 2y 2 fes 3.49

mit s7 = ril (Cienyi = F-a)? und spe = (Sienwi- (yi— B-x1).

Der Vorteil dieses Schétzers liegt darin, dass er auch bei MAR geeignet ist und sich gut auf
geschichtete Designs iibertragen lasst. Dies wird noch in der Simulationsstudie zu sehen
sein.

Ein letzter Varianzschétzer fiir Verhédltnisimputation wird in SARNDAL (1992), LEE et al.
(1994) bzw. DEVILLE und SARNDAL (1994) beschrieben. Dieser Schétzer ist den sog.
modellassistierenden Varianzschatzmethoden zuzurechnen. Diese Verfahren basieren auf
allgemeinen Regressionsmodellen und deren klassischen Annahmen. Auflerdem wurden
sie fiir den Fall der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe hergeleitet. Fiir den
Varianzschétzer fiir die modellassistierenden Verfahren fiir den Totalwert gilt:
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: 1 1
V (TRat)mod 2 (TI, N) |:3 I + CO
1 1
+ N7 ( _ ) Cy -6, (3.50)
ron
mit Coz <Z T — ZEMx +1_ZieMﬂL‘i'ZieS%)7
ieM dlierTi N Y icr Ti

C. — Ts - Tm
1 ER )
s Sierdftr=1)

“ T Fn- [L— (sonf/TR) /7]

Ty beschreibt dabei den Mittelwert der Hilfsvariable der beziiglich y nicht antwortenden
Einheiten definiert durch }-,c5; ;/m. Tg und T sind die entsprechenden Mittelwerte fiir
die antwortenden Einheiten und die Stichprobe. e; sind die Residuen mit e; = y; — B T
ist die Standardabweichung der Hilfsvariable der antwortenden Einheiten. si, ist die

Sz

S
Varianz der imputierten Werte der Stichprobe (vgl. LEE et al., 1994, S. 233, SARNDAL,
1992, S.2481t.).

3.6.4 Regressionsimputation

Ein Schétzer fir die Varianz aus (3.36) fiir den Mittelwertschétzer unter Regressions-
imputation wird in MASHREGHI et al. (2014) gegeben. Auch hier wird vom uniformen
Antwortmechanismus ausgegangen. Der Schéitzer ist definiert als:

A A — 2 S
V(?Reg) = (1 - ﬁR f (1 _pR) COIR) ’ %
2
r r —— 2 S

wobei (/Jgr; die Korrelation des Untersuchungsmerkmals y und der Hilfsvariable = der
antwortenden Einheiten der Stichprobe bezeichnet (vgl. MASHREGHI et al., 2014, S. 160).
Kim (2001) nimmt hingegen als Varianzschatzer im Falle der Regressionsimputation die
geschatzte Varianz des klassischen Regressionsschétzers, da auch die entsprechende Vari-
anz aus (3.37) zugrunde liegt. Daher gilt fir diesen Schétzer:

n 1 .
Z T =2 > (v = 9:)° (3.52)

1€ER

A,

Vv (@Reg)

wobei ¢; die prognostizierten Werte aus dem Regressionsmodell sind und 7, definiert ist

durchy, =1/n- i ;. Der Schétzer aus (3.52) kann nach KiM (2001) umgeformt werden
i=1
Zu

A

V(Urey) =

znj , (3.53)

n- n—l =

mit
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gia Z € M>
Y, = (3.54)
i+c - (yi—0i), 1€R,

sowie

¢ = [%] 1/2. (3.55)

Die Anwendung der Schétzer aus (3.52) bzw. (3.53) erfordert einen starken Regres-
sionszusammenhang. Damit ist zum einen gemeint, dass eine hohe Korrelation zwischen
y und x vorhanden sein muss. Auflerdem sollte der Ausfallmechanismus MAR sein. Fir
MCAR kann es sein, dass der angenommene Zusammenhang den Ausfallmechanismus
nicht richtig widerspiegelt. Die Anwendbarkeit der beiden Schétzer in (3.51) und (3.52) in
Abhéngigkeit des Ausfallmechanismus und der Korrelation zwischen y und x werden im
Rahmen einer Simulation verglichen. Die Ergebnisse finden sich in Anhang A in Abschnitt
A.3.2.

Im Falle von stochastischer Regressionsimputation bei zufilliger Ziehung der Residuen
des Regressionsmodells aus den antwortenden Einheiten schlagt Kim (2001) eine Modifi-
kation der beiden Schétzer vor. Es wird von zwei zu schitzenden Koeffizienten o und [
ausgegangen. So erfolgt eine Modifikation von (3.52) zu

R 1 noo
V (Ustochreg) = m : Z(yi —7;)

1
rt4+n?-m

> (g — i) (3.56)

Bei Varianzschatzer (3.53) wird (3.55) zu

(n—1)(rY+n-2.m)"?
o |" (n )r(iQ—l—n m) (3.57)

modifiziert (vgl. Kim, 2001, S.76f.).

3.6.5 Nearest-Neighbour-Imputation

Ein Varianzschétzer fiir die Varianz aus (3.39) im Falle von Nearest-Neighbour-Imputation
und eines Mittelwertschitzers wird in CHEN und SHAO (2000) gegeben. Die dort beschrie-
bene Beziehung & = E(y|z) wird iiber ein Modell erfasst. Der Schétzer € wird entsprechend
iiber dessen Schétzung gewonnen.

Im Falle der einfachen Zufallsstichprobe und einer Imputationsklasse resultiert der fol-
genden Schétzer:

> (3.58)
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(vgl. CHEN und SHAO, 2000, S.123).

Problematisch ist die Anwendung dieses Schétzer, wenn ein Modell fir é’ nicht bestimmt
werden kann oder falsch spezifiziert ist. Dies kann zu deutlichen Verzerrungen fithren.
Gerade bei Anwendungen auf realen Daten ist es oft schwierig, diese Beziehung zu schéitzen
bzw. ein geeignetes Modell aufzustellen. Des Weiteren ist nach BEAUMONT und Bocci
(2009) zu beachten, dass der Varianzschétzer keine Endlichkeitskorrektur berticksichtigt.
Daher kann er im Falle von groflen Auswahlsitzen beim Ziehen ohne Zuriicklegen zu
grofen Uberschétzungen der Varianz fithren. BEAUMONT und Boccr (2009) schlagen
daher noch einen weiteren Varianzschatzer im Zusammenhang mit Nereast-Neighbour-
Imputation vor, welcher jedoch eher auf die Anwendung von Schétzern fiir bestimmte
Doménen abstellt (vgl. hierzu im Detail BEAUMONT und Bocct, 2009, S. 403 {F.).

3.6.6 Kritische Bewertung der direkten Varianzschétzer

Auf die Vorteile direkter Varianzschétzer wurde schon eingegangen. Jedoch existieren sol-
che direkte Schéatzer nicht fiir alle Imputationsmethoden. Insbesondere wenn die Imputa-
tionsmethode sehr komplex ist oder eine Kombination verschiedener Imputationsmetho-
den vorliegen, kann eine Herleitung schwierig werden. Aber auch komplexe Stichprobende-
signs konnen fiir einige dieser Schéitzer Probleme bereiten. Dies gilt insbesondere dann,
wenn sie auf Basis der einfachen Zufallsstichprobe hergeleitet worden sind, sich aber die
iibergeordneten Einheiten des Stichprobendesign, z.B. die Schichten, von den Imputa-
tionsklassen unterscheiden. In diesem Fall kann keine Aussage getroffen werden, ob ihre
Anwendung innerhalb der Schicht oder der Imputationsklasse zu erfolgen hat, um den
Anforderungen des Designs oder der Imputation gerecht zu werden. Dieser Sachverhalt
gilt besonders dann, wenn die Imputationsklassen zur Gewéhrleistung des uniformen Ant-
wortmechanismus dienen und dadurch eine Verletzung dieser Annahme auftritt. Dadurch
ergibt sich der nachste Nachteil. Die direkten Varianzschatzer basieren haufig auf streng-
en Annahmen oder auch Modellen. Diese kénnen héufig in der Praxis nicht gegeben sein,
wodurch sie nicht mehr oder nur sehr eingeschrankt angewendet werden kénnen. Die Simu-
lationsstudie und Beispiele im Anhang werden dies zeigen. Aufgrund dieser Nachteile sind
haufig Alternativen notwendig, welche in den nachfolgenden Kapiteln und Abschnitten
beschrieben werden sollen.

Zur Begegnung der Nachteile der direkten und modellassistierenden Varianzschéatzer, wel-
che sich auf ihre Anwendung bei komplexen Stichprobendesigns und Imputationsmetho-
den, der unterschiedlichen Herleitung von Varianzschétzern beziiglich verschiedener Im-
putationsmethoden und ihrer starken Annahmen konzentrieren, kénnen sog. Resampling-
Verfahren eingesetzt werden. Hier existieren eine ganze Reihe unterschiedlicher Methoden,
welche im Fokus dieser Arbeit stehen. Aus diesem Grund wird ihnen ein eigenes Kapitel
gewidmet, welches nachfolgend behandelt wird.



4 Resampling-Verfahren

4.1 Anwendung der Resampling-Verfahren zur
Schitzung der Varianz

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Anwendung von Resampling-Verfahren zur Schétz-
ung der Varianz bei komplexen Stichprobendesigns, insbesondere im Falle des Auftretens
fehlender Werte und Anwendung von Imputation. Einen allgemeinen Uberblick dieser
Verfahren geben BRUCH (2010), BRUCH et al. (2011), WOLTER (2007), MUNNICH (2008),
SHAO und TU (1995), SHAO (2002), EUROSTAT (2013), DAVISON und SARDY (2004a)
sowie DAVISON und SARDY (2007). Dabei wird im néchsten Abschnitt zunichst deren
allgemeine Vorgehensweise prasentiert.

4.1.1 Allgemeine Vorgehensweise

Gemeinsam ist allen Resampling-Verfahren, dass aus der vorhandenen Stichprobe Sub-
stichproben gezogen werden. Diese werden auch Replikationen genannt. Die verschiedenen
Verfahren unterscheiden sich insbesondere dadurch, wie die Substichproben gezogen wer-
den. Fir jede dieser Substichproben a wird die interessierende Statistik 0, berechnet.
Dies geschieht auf Basis der fiir die Substichprobe gezogenen Werte v, welche durch
das fir die Resampling-Methode charakterisierende Vorgehen ausgewéhlt werden. Die-
se Realisationen werden zusammengefasst zum Vektor y*. Entsprechend miissen fiir die
meisten Methoden Anpassungen der Designgewichte w; stattfinden. Dies ist notwendig,
da héufig die Substichprobengrofie nicht der urspriinglichen Stichprobengrdéfie entspricht
oder Endlichkeitskorrekturen fiir den Fall des Ziehens ohne Zurticklegen einkalkuliert wer-
den miissen. Es resultieren die nach der Resampling-Methode angepassten Designgewichte
wy, zusammengefasst durch den Vektor w*. Damit gilt:

A

0, =T(y",w"). (4.1)

Ziel dieses grundsétzlichen Vorgehens ist die Verteilung der interessierenden Statistik zu
reproduzieren. Um Informationen iiber die Varianz zu erhalten, wird die Variation dieser
Schétzwerte 6, der einzelnen Substichproben herangezogen. Die Varianz wird demnach
geschatzt durch:

Qb>‘

Q
V(@) = é ' Z(ga - a)27 (42)
a=1

wobei €2 die Anzahl der gezogenen Substichproben beschreibt.

Dieses beschriebene Vorgehen gilt fiir den Fall vollstandiger Beobachtungen. Treten feh-
lende Werte auf und findet als deren Kompensation die Imputation statt, miissen diese
Vorgénge in die Resampling-Methode integriert werden. Zwei solche Ansétze werden im
nachsten Abschnitt vorgestellt.
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4.1.2 Resampling-Verfahren bei fehlenden Werten und
Imputation

Die entscheidende Frage in diesem Punkt ist, wie die Gesamtvarianz, welche durch das
Stichprobendesign, die fehlenden Werte bzw. die Imputation entsteht, durch die Resamp-
ling-Verfahren geschétzt werden kann. Des Weiteren ist es wichtig zu wissen, was die
Vorteile von Resampling-Verfahren gegeniiber den zuvor erlauterten Verfahren sind.
Auch im Zusammenhang mit Resampling-Methoden sind bei der Beriicksichtigung von
fehlenden Werten einige Annahmen zu berticksichtigen. So gehen viele Arbeiten (vgl.
z.B. SHAO und SITTER, 1996, S.114, RAO und SHAO, 1992, S.813, SHAO et al., 1998,
S.821), welche im Zusammenhang mit der Anwendung dieser Verfahren stehen, von ei-
nem uniformen Antwortmechanismus aus, wie er im Abschnitt 2.1 beschrieben wurde.
Zumindest sollten die Antwortwahrscheinlichkeiten innerhalb der gebildeten Imputations-
klassen die gleichen sein (vgl. z.B. SHAO und SITTER, 1996, S. 114). Diese Annahme steht
haufig im Zusammenhang mit der Gewahrleistung der unverzerrten Schatzung des im-
putierten Punktschéitzers und der imputierten Stichprobenvarianz (vgl. RAO und SHAO,
1992, S.813). Die Simulationsstudie wird jedoch zeigen, dass Resampling-Verfahren bei
bestimmten Imputationsmethoden und Verwendung geeigneter Hilfsvariablen deutlich ro-
buster gegeniiber der Verletzung der Annahme des uniformen Antwortmechanismus sind,
gerade im Vergleich zu den direkten Varianzschétzer.

Eine zweite wichtige Annahme ist das Vorliegen sogenannte Identifikatoren von fehlenden
Werten (vgl. SHAO und SITTER, 1996, RAO und SHAO, 1992, SHAO et al., 1998). Die
nachfolgenden Ansétze zur Beriicksichtigung von fehlenden Werten basieren darauf, dass
in der Stichprobe gekennzeichnet ist, ob es sich bei einem Wert um einen tatséchlich
beobachteten Wert handelt oder ob dieser Wert imputiert wurde. Dies kann in der Praxis
durchaus problematisch sein, wenn Anwendern Datensétze vorliegen, bei welchen diese
Unterscheidung nicht mehr ersichtlich ist.

Eine dritte Annahme, welche fiir die zunéchst beschriebenen Resampling-Verfahren getrof-
fen werden soll, ist die Vernachlassigbarkeit der Varianzkomponenten beziiglich fehlender
Werte Vitg bzw. Vg aus (3.23) respektive (3.26). Wie in Abschnitt 3.4.2 beschrieben,
ist dies entweder bei einem geringen Auswahlsatz oder einem fixen Response-Vektor z
der Fall. Damit ist zunéchst nur die Stichproben- und Imputationskomponente der Va-
rianz von Bedeutung. Bei Anwendung zufélliger Imputationsverfahren werden im Fall
grofler Auswahlsidtze weitere Korrekturen im Zusammmenhang mit der Komponenten
‘7[17711) notwendig. Dieser Sachverhalt wie auch der Einbezug der Komponenten Vi; bzw.
Vg werden in Abschnitt 4.7 néher erliutert. Beide Problematiken werden in den folgen-
den Ausfithrungen zunéchst ausgeklammert. Weiterhin wird wie zuvor unterstellt, dass in
den verwendeten Hilfsvariablen keine fehlenden Werte vorliegen.

Nach SHAO (2002) konnen Resampling-Verfahren, wie in Abschnitt 4.1.1 beschrieben, un-
ter den getroffenen Annahmen mittels zweier Anséitze auf den Fall fehlender Werte und
Imputation tibertragen werden (vgl. im Folgenden SHAO, 2002, S.303ff.). Bei der ersten
Méglichkeit spricht SHAO (2002) von Reimputation. Hier werden die fehlenden und zuvor
imputierten Werte einer Substichprobe y; € M* gemafl dem gleichen Verfahren imputiert,
welches bei der urspriinglichen Stichprobe angewandt wurde. Dies geschieht auf Basis der
beobachteten Werte der Substichprobe y; € R* und evtl. vorliegender Hilfsvariablen der
Substichprobe. Neben der gleichen Imputationsmethode und den gleichen Hilfsvariablen
muss auch berticksichtigt werden, wo die Imputationen der urspriinglichen Stichprobe
stattgefunden haben. Wurden diese in Imputationsklassen oder Schichten durchgefiihrt,
so muss dies auch in der Substichprobe geschehen. Die daraus resultierende imputier-
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te Variable wird y* ¢ bezeichnet. Hierauf wird wiederum die interessierende Statistik
greimp — T (y*reimp_yy*) und die Varianz nach (4.2) berechnet.

Wird dies iiber alle Substichproben hinweg durchgefiihrt, kann neben der Stichprobenzie-
hung auch der Imputationsprozess reproduziert und damit einhergehende Variation abge-
deckt werden. Bei zufilligen Imputationsmethoden kénnen sich jedoch Nachteile ergeben.
Werden bei der Reimputation der fehlenden Werte iiber die €2 Replikationen hinweg un-
abhingige Zufallsterme benutzt, kann dies zu einer Uberschitzung der Varianz fithren.
Durch die Verwendung unabhéngiger Zufallsterme wird nach SHAO (2002) iiberméfig
viel Variation kreiert.! Dies gilt, wenn die Grofle der Substichprobe kleiner ist als der
urspriingliche Stichprobenumfang.

Die zweite Moglichkeit, die Varianz durch fehlende Werte bzw. Imputation nach SHAO
(2002) zu beriicksichtigen, ist die Adjustierung der imputierten Werte in jeder Repli-
kation. Hier werden die imputierten Werte ¢,; der urspriinglichen Stichprobe in jeder
Substichprobe geméaf§ der folgenden Formel angepasst:

gmj + E* (gfej) - E(gﬁj)' (43)

E*(9yx;) beschreibt den Erwartungswert des imputierten Wertes, wenn die Imputation
auf Basis der Substichprobe stattfindet. E(g,;) ist der Erwartungswert des imputier-
ten Wertes, wenn die Imputation auf Basis der urspriinglichen Stichprobe erfolgt (vgl.
SHAO, 2002, S.307). Der Index x beschreibt in diesem Abschnitt, wo genau die Impu-
tationen stattfinden. Dies sind héufig aufgrund der schon beschriebenen Annahmen die
Imputationsklassen, es konnen z.B. aber auch die Schichten des Designs sein. In diesem
Abschnitt ist dieser Index damit sehr allgemein gehalten. Die auf diesem Wege adjustier-
te interessierende Variable wird mit y**¥ bezeichnet und es erfolgt die Schitzung von
o4 = T(yy*% w*) bzw. der Varianz nach (4.2).

Die Berechnungen von E*(g.;) und E(y,;) héngen sehr stark vom gewéhlten Impu-
tationsverfahren ab. Fiir deterministische Imputationsverfahren ist E(g.;) = .; und
E*(§x;) = Ur;, wobei g:; der imputierte Wert fiir den fehlenden Wert ist, wenn die
Imputation auf Basis der Substichprobe durchgefithrt wird. Da sich in diesem Fall der
erste und dritte Term aus (4.3) zu Null subtrahieren, beschreibt (4.3) fiir deterministi-
sche Imputationsverfahren nichts anderes als die Anwendung des Imputationsverfahrens
der urspriinglichen Stichprobe auf die Werte der Substichprobe. Dies entspricht dem Vor-
gehen der Reimputation. Wird dies fiir jede Substichprobe vorgenommen, kann auch hier
der Stichproben- und Imputationsprozess reproduziert werden und die daraus entstehende
Varianz abgedeckt werden (vgl. hierzu auch SHAO et al., 1998). Im Falle deterministischer
Imputationsverfahren besteht zwischen der Reimputation und der Adjustierung der im-
putierten Werte kein Unterschied und beide kénnen benutzt werden.

Fiir zufallige Imputationsverfahren ergeben sich jedoch Unterschiede zwischen den Ver-
fahren. Fiir eine einfache Hot-Deck-Random-Imputation stellt £(g,;) den Mittelwert der
beobachtbaren Werte der urspriinglichen Stichprobe in der jeweiligen Kategorie « dar.
E*(9y;) ist der Mittelwert der beobachtbaren Werte der Substichprobe in der jeweiligen
Kategorie k. Gleiches gilt fiir Fractional-Imputation, falls die dem Spender einer Ka-
tegorie zugeordneten Gewichte gleich grofl sind. Falls dies nicht der Fall ist, wird die
Berechnung der beiden Groflen deutlich komplexer und héngt im wesentlichen davon ab
wie die Gewichte bzw. Fractions genau berechnet werden. Diese Vorgehensweise muss bei

! Die zweite von SHAO (2002) vorgeschlagene Methode zur Reimputation, die Verwendung gleicher Zu-
fallsterme in der urspriinglichen Imputation, wird bei den Imputationsmethoden dieser Arbeit nicht
beriticksichtigt.
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Imputationsmethode E*(G;) | E(Uss)
Deterministisch Urj Unj
HDRI UR. Ur,
Stochastische Regressionsimputation | vgl. (4.5) | vgl. (4.4)
Fractional Imputation YR, Yr,

Tabelle 4.1: Adjustierung imputierter Werte

der Berechnung des jeweiligen Mittelwertes berticksichtigt werden. Fiir stochastische Re-
gressionsimputation setzen sich E(7,;) und E*(g,;) aus zufilligen und deterministischen
Komponenten zusammen. Es ergibt sich:

E(gnj) = gfij,reg + 1/7”5 : Z (ym‘ - gm‘,reg) (4'4)
1€ER,
und
E*(gﬁj) = g:j,reg + ]./’l": ’ Z (y:z - g:i,reg)7 (45)
1€ER

wobei ¥y req den imputierten Wert fiir die urspriingliche Stichprobe darstellt, wenn Re-
gressionsimputation verwendet wurde und gy, .., den jeweilige Wert fiir die Substichprobe.
1, ist die Anzahl der beobachteten Einheiten in Kategorie x und 1/7% die Anzahl beobacht-
barer Einheiten in Kategorie x in der Substichprobe. 1/r, - %(ym- — §xi) beschreibt den
Mittelwert der Residuen der beobachtbaren Werte wenn Rleegressionsimputation durch-
gefithrt wurde und 1/77 - %(y,";l — g*,) den entsprechenden Wert fiir die Substichprobe.
1€

Sie decken die zuféllige Komponente ab. Eine Ubersicht iiber die jeweiligen Werte fiir
E*(§.;) und E(y,;) mit Bezug auf die in dieser Arbeit verwendeten Imputationsmetho-
den wird in Tabelle 4.1 gegeben.

Im Falle zufélliger Imputationsverfahren fithren die Adjustierung der imputierten Werte
und die Reimputation zu unterschiedlichen Ergebnissen. Bei der Reimputation werden
fehlende Werte der Substichprobe zuféllig mit beobachtbaren Werten der Substichprobe
bzw. deren Komponenten, wie Residuen, imputiert. Diese unabhéngige Verwendung von
Zufallstermen tber die © Replikationen hinweg liefert nach SHAO (2002), wie erlautert,
bei Substichprobengréfien kleiner als die urspriingliche Stichprobengréfie Uberschitzungen
der Varianz. Bei der Adjustierung wird diesem Umstand Rechnung getragen, indem im-
putierte Werte in Richtung des Erwartungswertes £*(7,;) angepasst werden. Dies ist so
zu verstehen, dass ein imputierter Wert in der Substichprobe erhéht bzw. verringert wird,
wenn dessen Erwartungswert in der Substichprobe grofler bzw. kleiner ist als der analoge
Wert in der urspriinglichen Stichprobe.

Der imputierte Wert g,; ist tiber die 2 Replikationen gegeben, falls der entsprechende
fehlende Wert in die Substichprobe gelangt. Auch der Erwartungswert E(g,;) ist iiber die
Replikationen unverdanderlich. Die einzige Grofe, die damit umfassenderen Schwankungen
unterliegt, ist der Erwartungswert £*(g,;). Der zuféllige Anteil dieser Gréfie ist jedoch fur
fehlende Einheiten einer Replikation in einer bestimmten Kategorie x durch die Mittel-
wertbildung immer der Gleiche. Durch die Anpassung der imputierten Werte in Richtung
dieses Erwartungswertes der Substichprobe entsteht weniger Variation. Dies gilt im Ver-
gleich dazu, dass beziiglich verschiedener fehlender Werte sowie fiir gleiche fehlende Werte
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iiber die Replikationen hinweg, mit wechselnden zufélligen Termen reimputiert wird. Die
Varianz wird dadurch nicht iiberschatzt.

Die Reimputation besitzt hingegen Vorteile beziiglich ihrer einfacheren Implementierbar-
keit. Das origindre Imputationsschema der urspriinglichen Stichprobe kann direkt auf die
Daten der Substichprobe angewendet werden. Die beiden Erwartungswerte kénnen unter
Umstanden schwierig oder gar nicht zu bestimmen sein. Zudem kann im Falle einer zu
imputierenden kategorialen Variable Formel (4.3) nicht angewendet werden.

Ein in der Praxis sehr interessanter Bereich der Anwendung von Resampling-Verfahren
ist die Kombination von Imputationsverfahren. Damit ist gemeint, dass in unterschied-
lichen Imputationsklassen verschiedene Imputationsmethoden angewendet werden. Fiir
Resampling-Verfahren bedeutet dies, dass auch die zum Imputationsverfahren gehérende
Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte in der entsprechenden Impu-
tationsklasse in der Substichprobe angewendet wird. Wird z.B. in bestimmten Imputa-
tionsklassen die Mittelwertimputation vorgenommen, kann in diesen Klassen eine Reim-
putation mittels dieser Methode stattfinden. Wird in den anderen Klassen hingegen Hot-
Deck-Random-Imputation durchgefiihrt, so muss in diesen Klassen eine Adjustierung der
imputierten Werte geméB (4.3) mit den entsprechenden Erwartungswerten aus Tabelle
4.1 vollzogen werden. So kommt es zu einer kombinierten Anwendung von Reimputation
und Adjustierung.

Die bis jetzt beschriebenen Verfahren gehen von einem einstufigen Design aus. Im Falle
zusétzlicher Stufen gilt es, diese Ansétze entsprechend anzupassen.

4.1.3 Resampling-Verfahren bei mehrstufigen
Stichprobendesigns

Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, kann es fiir Varianzschétzer unabdingbar sein, alle
Stufen eines mehrstufigen Stichprobendesigns zu berticksichtigen. Der zentrale Punkt in
diesem Zusammenhang ist ein grofler Varianzanteil auf der zweiten bzw. noch tiefer lie-
gender Stufen des Stichprobendesigns. In solchen Féllen miissen die Varianzschéatzer die
entstehende Varianz aller Stufen abdecken.

Dies gilt auch fiir Resampling-Methoden. Eine Méglichkeit zur Umsetzung dieser Verfah-
ren und einer Gewéhrleistung eines Varianzschéatzers, welcher alle Stufen eines Stichpro-
bendesigns abdeckt, ist es die Resampling-Methode separat auf allen Stufen anzuwenden
(vgl. im Folgenden auch BRUCH, 2010 oder BRUCH et al., 2011). Im Falle eines zweistu-
figen Stichprobendesigns ohne Schichtung und einer linearen Statistik 6 gilt:

\A/vmult (é25t) - (1 - fl) ’ Zl (Aa - Szll . Zl év) (46)

a=1

L Q1 Qo [ 1 Qp 2
+l'Z(l_fZ,d>'Z(Qd,O_QQZQd,]) ;

a=1 o=1

mit fi = I/L, foq = ng/Ng und 0, = T(yt,w?), mit wf = w’ - wg. y; stellt die Be-
obachtungen der interessierenden Variablen fiir Elemente der letzten Stufe dar, welche
aber iiber das Resampling von Elementen der ersten Stufe gewonnen wurden. w} sind
die nach der Resampling-Methode angepassten Designgewichte der ersten Stufe. wy; sind
die nicht angepassten Gewichte der zweiten Stufe, da auf der ersten Stufe alle Einhei-
ten einer gezogenen PSU beriicksichtigt werden. Weiterhin gilt éd,o = T(ys,wh). y5 sind
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die Realisation von Elementen der letzten Stufe, welche auch tiber das Resampling von
Elementen der letzten Stufe erhalten wurden. w}; sind die nach der Resampling-Methode
angepassten Designgewichte der zweiten Stufe. {2y beschreibt die Anzahl der Replikatio-
nen auf der ersten und {25 die Anzahl der Replikationen auf der zweiten Stufe. Es ist
denkbar, €y zwischen den PSU zu variieren. Zur besseren Vergleichbarkeit wird hier auf
eine gleichbleibende Anzahl an Replikationen iiber die PSU hinweg abgestellt.

Die Anwendung von Formel (4.6) setzt voraus, dass Resampling-Verfahren z.B. sinnvoll
innerhalb der PSU angewendet werden kénnen. Dies muss aber nicht unbedingt so sein.
Vielmehr kann es notwendig werden, den Punktschitzer der Resampling-Methode auf
der zweiten Stufe 6, iiber die PSU hinweg zu berechnen, wobei die Ziehung der Sub-
stichproben weiterhin innerhalb der PSU erfolgt. Dieses Vorgehen setzt voraus, dass die
Endlichkeitskorrekturen 1 — f; und 1 — f;4 in die Berechnung der Punktschétzer der
Resampling-Methode integriert werden kénnen. Dies gilt insbesondere fiir die Endlich-
keitskorrektur der zweiten Stufe.? Im einfachsten Fall konstanter Auswahlsétze innerhalb
der PSU kann sie iiber ihre Wurzel in die Gewichtsberechung miteinkalkuliert werden
(vgl. hierzu auch die Erlduterungen in RAO und SHAO, 1996, MCCARTHY, 1966 und
VALLIANT, 1987). Bei unterschiedlichen Auswahlsitzen werden die Gewichtsanpassungen
aufwendiger, wie es z.B. in Abschnitt 4.6.3 beschrieben wird.

Gemaf dieses Vorgehens modifiziert sich Formel (4.6) zu:

. R 1951 R 1 Q1 2
Vit (0237&) = Z (ea - Qil : Z ev) (47)

a=1 v=1
2
L & /(. 1 &
+ = —=>6;] .
! o=1 QQ J=1

Liegt auf der ersten Stufe eine Schichtung vor, kann der Term Ly, /1, nur im Falle konstan-
ter Auswahlsitze der PSU iiber die Schichten hinweg, z.B. im Falle einer proportionalen
Allokation, vor die Summe gezogen werden. Ansonsten ist dieses Vorgehen nicht anwend-
bar.

Die bisherigen Ausfithrungen zu den Resampling-Methoden bei mehrstufigen Stichpro-
bendesigns gelten ausschlielich fiir vollstidndige Beobachtungen. Bei Auftreten fehlender
Werte muss wieder auf die im vorherigen Abschnitt beschriebenen Verfahren der Reim-
putation und Adjustierung der imputierten Werte zurtickgegriffen werden. Diese beiden
Methoden miissen entsprechend der Formeln (4.6) und (4.7) innerhalb der Resampling-
Methode auf allen Stufen des Stichprobendesigns durchgefiihrt werden. Wird ein kleiner
Auswahlsatz und ein deterministisches Imputationsverfahren angenommen, so ist in den
folgenden Erliuterungen nur die Stichprobenkomponente V& von Bedeutung. In diesem
Zusammenhang ist entscheidend, dass selbst bei ausschlieSlicher Vornahme der Imputa-
tion auf der letzten Stufe des Stichprobendesigns auch die Varianzen tibergeordneter Stu-
fen beeinflusst werden. So werden z.B. im zweistufigen Design® bei der Berechnung von
Totalwerten die imputierten Einheiten der letzten Stufen zu Gesamtwerten der einzelnen

2 Fiir die Endlichkeitskorrektur der ersten Stufe gilt diese Aussage z.B. im Falle des Vorliegens einer
Schichtung auf der ersten Stufe. Da in (4.7) keine Schichtung vorliegt, kénnte die Varianz der ersten
Stufe wie in (4.6) angegeben werden. Aus Griinden der Einheitlichkeit und da der Schétzer (4.7) im
spateren Verlauf im Rahmen einer Schichtung auf der ersten Stufe relevant ist, wird hier auf eine
Einberechnung in den Punktschitzer abgestellt.

3 vgl. hierzu auch die Ausfithrungen zum mehrstufigen Stichprobendesign bei vollstéindigen Beobachtun-
gen in Abschnitt 3.1.
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PSU aufsummiert. Durch diesen Vorgang ist die Varianz dieser Stufe von den Imputa-
tionen betroffen, sogar dann, wenn auf der Stufe selbst keine Imputationen vorgenommen
worden sind. Daher miissen bei separater Anwendung von Resampling-Verfahren auf den
einzelnen Stufen Reimputationen und Adjustierungen der imputierten Werte nicht nur
auf der zweiten Stufe, sondern auch auf der ersten Stufe durchgefithrt werden. Nur auf
diesem Wege ist es moglich, die Varianz korrekt abzudecken.

Aus diesem Grund miissen 6, und 8y, bzw. §, in (4.6) und (4.7) durch g, 5", greimp
bzw. égdj, égjf{, 9§dj ersetzt werden. Diese beschreiben die korrespondierenden reimputier-
ten bzw. adjustierten Schatzer.

Nachteilig kann sich bei diesen Verfahren der groflere Aufwand auswirken, der sowohl hin-
sichtlich der Programmierung, wie auch durch léngere Laufzeiten entsteht. Der Haupt-
grund liegt darin, dass die einzelnen Resampling-Verfahren auf allen Stufen des Stich-
probendesigns nach Formel (4.6) bzw. (4.7) separat angewendet werden miissen. Dies
gilt ebenfalls fiir die Verfahren zur Beriicksichtigung der Imputation aus dem vorherigen
Abschnitt. Im Rahmen dieser Arbeit wird lediglich die Methode des Balanced-Repeated-
Replication, welche in Abschnitt 4.6 erldutert wird, nach diesem Prinzip bei mehrstufigen
Stichprobendesigns angewendet.

Zudem wird noch eine weitere Resampling-Methode im Falle eines mehrstufigen Designs
beriicksichtigt, welche alle Stufen des Stichprobendesigns innerhalb der Berechnung des
Punktschétzers integriert. Dadurch muss das Verfahren nicht auf allen Stufen des Stich-
probendesigns separat angewendet werden. Hierbei handelt es sich um den Rescaling-
Bootstrap ohne Zuriicklegen, welcher in Abschnitt 4.5 dargestellt wird. Weitere in die-
ser Arbeit vorgestellte Resampling-Verfahren werden im Falle mehrstufiger Designs nicht
beriicksichtigt. Der Grund liegt in ihren erzielten Resultaten fiir das einstufige Stichpro-
bendesign im Rahmen der Simulationsstudie in Abschnitt 5.2, aber auch in Voruntersu-
chungen beziiglich ihrer Anwendung bei mehrstufigen Stichprobendesigns.

4.1.4 Vor- und Nachteile von Resampling-Verfahren

Die groflen Vorteile von Resampling-Verfahren gegeniiber den zuvor erlduterten Vari-
anzschatzmethoden werden in SHAO (2002, S.303) erldutert. So ist ein zentraler Vorteil,
dass im Vergleich zu den direkten oder modellassistierenden Methoden nicht fiir jedes Pro-
blem eine neue theoretische Formel hergeleitet werden muss. Das grundlegende Vorgehen
wird beibehalten. Fiir Anderungen der interessierenden Statistik oder der Imputations-
methode sind haufig nur geringe Anpassungen notwendig. Wie zuvor erlautert, ergeben
sich dadurch bei den Imputationsmethoden groflie Vorteile. Durch ihr unkompliziertes
Vorgehen kann auch die Behandlung von komplexen Problemen, wie z.B. das Vorlie-
gen mehrstufiger Stichprobendesigns oder die Kombination von Imputationsverfahren auf
einfachem Wege gelost werden. Gegentiber den modellassistierenden Methoden sind die
Verfahren auch bei Abweichung vom Modell robust. Des Weiteren sind die getroffen An-
nahmen bei Auftreten fehlender Werte meist nicht so streng wie im Falle der direkten
Varianzschétzung.

Dem gegeniiber stehen insbesondere der computertechnische Aufwand, insbesondere in
Form lédngerer Rechenzeiten (vgl. z.B. MUNNICH, 2008, S.327). Diese hdngen von der
Anzahl der Replikationen ab. Haufig ist ein Konflikt zwischen den langeren Berechnungs-
zeiten und der Genauigkeit der Messung gegeben. Diese steigt mit der Zunahme an Repli-
kationen. Aufgrund immer leistungsstarkerer Computer muss dieser Kritikpunkt zuneh-
mend relativiert werden. Aber auch ihre Implementierung ist aufwendiger im Vergleich
zu direkten Varianzschatzern oder modellassistierenden Methoden. Diese lassen sich zu-
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mindest fiir einfache Imputationsmethoden haufig durch eine einfache Formel ausdriicken.
Fiir Resampling-Verfahren ist der Programmieraufwand deutlich hoher.
In den nachfolgenden Abschnitten werden verschiedene Resampling-Verfahren vorgestellt.
Die erste vorzustellende Methode wird als Random-Groups bezeichnet.

4.2 Random-Groups

Dieses Verfahren wird insbesondere in WOLTER (2007) erlautert und stellt die einfachste
Form eines Resampling-Verfahrens dar. Dabei ergibt sich das folgende Vorgehen (vgl. im
Folgenden SHAO und TANG, 2011): Es werden zufillig G Gruppen von ungefihr gleicher
Grofle gebildet. Jede dieser Gruppen bildet eine Substichprobe mit dem dazugehorenden
Vektor der interessierenden Variable y,. Es ergeben sich dadurch G Replikationen. Die
Designgewichte w; 4, der sich in einer Gruppe bzw. Replikation befindlichen Einheiten,
werden bestimmt durch w;, = w; - G, zusammengefasst zum Gewichtevektor w,. An-
schlieBend wird der Punktschitzer jeder Substichprobe durch 8, = T'(y,, w,) berechnet.
Fiir den Varianzschétzer gilt:

Vo) = g3 (1o 3201) m

(vgl. SHAO und TANG, 2011, S.509).

Nach WOLTER (2007) sowie SHAO und TANG (2011) muss das verwendete Stichproben-
design innerhalb der Gruppen widergespiegelt werden. Damit ist zum Beispiel gemeint,
dass im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe eine Gruppe alle H Schichten beinhalten
sollte. Die Gruppen werden in diesem Fall iiber die Schichten hinweg gebildet. Dieses Vor-
gehen macht den Einbezug von Endlichkeitskorrekturen zur Beriicksichtigung des Ziehens
ohne Zuricklegen schwierig. Dies gilt insbesondere wenn die Auswahlsitze z.B. zwischen
den Schichten variieren. Der in SHAO und TANG (2011) dargestellte Schétzer geht daher
von kleinen Auswahlsédtzen bzw. vernachlassigbaren Endlichkeitskorrekturen aus.

Zur Berticksichtigung fehlender Werte und Imputation stellen SHAO und TANG (2011)
insbesondere auf die Reimputation ab. Bei Anwendung dieses Ansatzes auf den Vektor
Yyg, unter Riickgriff evtl. vorliegender Hilfsvariablen oder Imputationsklassen, resultiert
fir jede Gruppe und damit jede Substichprobe der reimputierte Vektor y, ,eimp. Fir den
Punktschatzer gilt:

ég = T'(Yg,reimp> Wg)- (4.9)

Die Varianz wird weiterhin nach (4.8) berechnet. Im Falle zufélliger Imputationsverfahren
sollte jedoch auf die Adjustierung der imputierten Werte abgestellt werden. Dadurch
ergibt sich der adjustierte Vektor vy, qgjust- Der Punktschatzer wird berechnet durch:

A

0y = T(Yg,adjust, Wq)- (4.10)

Die Methode der Random-Groups zeigt gegeniiber den anderen Resampling-Methoden
einen groflen Nachteil. Da fiir jede Substichprobe immer nur eine Gruppe verwendet wird,
konnen die Schatzungen in jeder Replikationen nur auf sehr wenigen Einheiten basieren,
welche entsprechend hochgewichtet werden. Dies gilt insbesondere, wenn viele Gruppen
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mit wenigen Elementen gebildet werden. Varianzschatzungen koénnen hier sehr instabil
sein, da die geringe Anzahl an Elementen keine valide Grundlage mehr bildet. Treten
zusétzlich noch fehlende Werte auf, welche zu imputieren sind, kann die Schatzung sehr
ungenau werden. Daher wéren eher grofiere wenige Gruppen sinnvoll. Jedoch gehen wenige
Gruppen mit einer geringen Anzahl von Substichproben einher, worunter auch wieder
die Qualitat der Schétzung leiden kann. Um diesem Nachteil zu begegnen und stabilere
Gruppen zu erhalten, gehen die Resampling-Methoden, welche im néchsten Abschnitt
behandelt werden, bei der Substichprobenbildung von einer Loschung einzelner Einheiten
bzw. Gruppen aus. Diese Methoden werden unter dem Begriff Jackknife subsumiert.

4.3 Jackknife

Grundlegend ist der Methode des Jackknife, dass eine Substichprobe dadurch gebildet
wird, indem Elemente der urspriinglichen Stichprobe fiir die Replikation geloscht werden.
So wird beim Delete-1-Jackknife im Falle einer einfachen Zufallsstichprobe immer ein
Element der urspriinglichen Stichprobe geloscht, bis alle Elemente einmal ausgelassen
wurden. Dadurch ergeben sich n Replikationen. Der Vektor der interessierenden Variable
nach Loschung eines Elementes wird als y_; bezeichnet. Es wird hier davon ausgegangen,
dass die Elemente direkt geloscht werden und nicht mit einer Gewichtszuweisung von Null
gearbeitet wird.

Zur Kalkulation der Statistik in jeder Substichprobe muss der Tatsache Rechnung ge-
tragen werden, dass sie nicht auf Basis der vollstandigen Stichprobengréfie n sondern
auf n — 1 Einheiten geschéatzt wird. Dies geschieht iiber die Adjustierung der Designge-
wichte. Demnach werden die Gewichte der nicht geloschten Einheiten angepasst durch
w;—1 = w; -n/(n — 1). Die Gewichte werden durch den Gewichtevektor w_; zusammen-
gefasst.

Die interessierende Statistik wird anschliefend berechnet durch é,i = T(y_1,w_q). 9:1-
stellt damit die interessierende Statistik dar, welche auf Basis der Replikation unter Aus-
lassung von Element ¢ berechnet wurde. Die Varianz wird anschlieBend berechnet durch:

2
Vaur (8) = . L > (91- L Zej) , (4.11)
(vgl. SHAO und Twu, 1995, S.4ff.).

Auch auf stratifizierte Stichprobendesigns kann der Delete-1-Jackknife einfach angewendet
werden. Hier existieren zwei Moglichkeiten. So kann der Delete-1-Jackknife-Punktschétzer
iiber die Schichten hinweg berechnet werden. In diesem Fall wird bei Loschung des Ele-
mentes ¢ in Schicht h die Gewichte des Elementes 7 in Schicht ¢ wie folgt adjustiert:

(hi) ._ { Wyj, wenn t # h, (4.12)
by wpj-np/ (np— 1), wenn ¢t = h,j #1, '

(vgl. DAVISON und SARDY, 2004a, S.14). Problematisch stellt sich bei diesem Vorge-
hen die Integration der schichtspezifischen Endlichkeitskorrektur 1 — f;, dar. Im Falle
eines konstanten Auswahlsatzes tiber Schichten hinweg konnte diese Korrektur tiber ihre
Wurzel in die Punktschiatzung integriert werden. Andernfalls kénnen beim Modell ohne
Zuriicklegen Uberschitzungen auftreten. Fiir lineare Statistiken ist es auch moglich, den
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Delete-1-Jackknife innerhalb der einzelnen Schicht anzuwenden, d.h. die Elemente wer-
den nacheinander in jeder Schicht geloscht und die einzelnen Punktschétzer innerhalb der
Schichten berechnet. Dann wird der Delete-1-Jackknife-Varianzschétzer wie folgt berech-
net:

Varsx strat (§> = zH: A= fa) (= 1) i (éh,—i - éh>2 - (4.13)
h=1

Ny i=1

éh’_i entspricht in diesem Fall der interessierenden Grofle in Schicht h unter Auslassung des

Elementes 7. 0, ist der Mittelwert dieser Statistik iiber die verschiedenen Replikationen in
Schicht h und f}, wie zuvor der Auswahlsatz in der entsprechenden Schicht A (vgl. DAVISON
und SARDY, 2004a, S.14, MUNNICH, 2008, S.326). Ein Vorteil dieses Vorgehens ist die
einfache Berticksichtigung der Endlichkeitskorrektur 1 — f;,, wobei hier der Auswahlsatz
zwischen den Schichten variieren kann. In diesem Fall sind nur die Gewichte der Einheiten
der betrachteten Schicht h von Interesse. Diese werden wie in (4.12) angepasst durch:

Whj,—1 = Why * nh/ (nh — 1) . (414)

Die einzelnen Gewichte werden wieder zum Vektor wj, _ zusammengefasst. Fir éh,_i gilt
éh,_i = T(Yn,—1,wn,—1), wobei y;, 1 der Vektor der interessierenden Variable in Schicht h
unter Auslassung eines Elementes darstellt.

Der Delete-1-Jackknife besitzt grundsétzlich zwei groffere Nachteile. Zum einen setzt er
glatte Statistiken voraus (vgl. MUNNICH, 2008, S. 326). Im Falle nicht linearer Statistiken
konnen Inkonsistenzen resultieren (vgl. SHAO und Wu, 1989, S.1176). Das bekannteste
Beispiel hierfiir ist der Median und wird in EFRON (1982) néiher erlautert.

Zudem kann bei groflen Stichprobengrofien n der Rechenaufwand erheblich ansteigen,
da hier eine grofle Anzahl an Replikationen resultiert. Dies kann ihn insbesondere fiir
Erhebungen in der Amtlichen Statistik unpraktikabel machen. Auch im Rahmen der Si-
mulationsstudie dieser Arbeit kann der Delete-1-Jackknife aufgrund dieses hohen Rechen-
aufwandes nicht berticksichtigt werden.

4.3.1 Delete-a-Group-Jackknife

Eine Moglichkeit den Aufwand von n Replikationen zu reduzieren, ist, in einer Substich-
probe mehr als ein Element zu l6schen. Auf diesem Wege sind weniger Replikationen
notwendig um alle Elemente einmal auszulassen. Ein solches Vorgehen wird z.B. mit dem
Delete-a-Group-Jackknife erreicht. Diese Modifikation des Delete-1-Jackknife wird z.B. in
KotT (1998) oder KOoTT (2001) beschrieben. Statt eines Elementes werden hier Grup-
pen von Elementen in einer Substichprobe geléscht. Die verbliebenen Werte der interes-
sierenden Variable werden als y_, bezeichnet. Zur Gruppenbildung wird in dieser Arbeit
eine zufillige Einteilung durchgefiithrt. Wichtig ist, dass die Gruppen ungefahr die gleiche
GroBe besitzen und ein Element nicht in mehreren Gruppen auftaucht (vgl. BIENAS et al.,
2003, S.539).

Wie zuvor beim Delete-1-Jackknife miissen auch hier die Designgewichte der nicht gelosch-
ten Einheiten zur Berechnung des Delete-a-Group-Jackknife-Punktschétzers angepasst
werden. Hier muss jedoch der Tatsache Rechnung getragen werden, dass die Loschung
einer ganzen Gruppe stattfindet. Es gilt:
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Wj—g = wj - n/ (n—mng), (4.15)

wobei n, die Anzahl der Elemente ist, welche sich in Gruppe ¢ befinden (vgl. KoTT, 2001,
S.522). Die Gewichte werden zum Gewichtevektor w_, zusammengefasst. Wiederum wird
anschlielend die interessierende Statistik berechnet durch é,g =T (y_g,w_yg). é,g ist damit
die interessierende Statistik, welche ohne die Elemente der Gruppe g berechnet wurden.

Fir die geschétzte Varianz mittels des Delete-a-Group-Jackknife gilt:

2

~ L G-1 & /. 1 & .
VngK (7'> = ? : Z 9_g — 5 . ZG_Z , (4.16)
g=1 =

=1
wobei G die Anzahl der gebildeten Gruppen (vgl. SHAO und T'u, 1995, S.195) ist.
Bei geschichteten Designs kann entsprechend der beiden Moglichkeiten des Delete-1-
Jackknife vorgegangen werden, wobei einzelne Gruppen in den Schichten gel6scht werden
und eine entsprechende Gewichtsanpassung erfolgt. Im Rahmen der Simulationsstudie
wird die Erweiterung von (4.13) auf den Delete-a-Group-Jackknife verwendet werden. Die
Varianz wird hier geschétzt durch:

3 A A 1-— : G —1 Gn A =\ 2
VngK,strat (9) = Z ( fh) ( h ) Z <9h,g - 9h> s (417)
h=1 Gh g=1

mit éh—g = T(Yyn—g, Wh—g)- Yn—g4 ist der Vektor der Untersuchungsvariable in Schicht h
ohne die Elemente der Gruppe g dieser Schicht. wy, 4 ist ein Vektor, welcher die Gewichte
wy,; enthalt. Hinsichtlich der Bestimmung dieser Gewichte gilt fiir Element j bei Loschung
der Gruppe ¢ in Schicht h:

Whj = Why - T/ (Mo — Ting) (4.18)

npg ist die Anzahl der Elemente in Schicht h, welche sich in der geléschten Gruppe g
befinden. GG}, ist die Anzahl der gebildeten Gruppen in Schicht h.

Wie beschrieben besteht der grofie Vorteil des Delete-a-Group-Jackknife in dem redu-
zierten Aufwand und den schnelleren Laufzeiten, insbesondere gegeniiber dem Delete-1-
Jackknife. Die Qualitit des Verfahrens hangt entscheidend von der Anzahl der gebildeten
Gruppen ab, welche die Anzahl der Replikationen bestimmen. Eine kleine Gruppenanzahl
fithrt zu schnelleren Laufzeiten, aber auch zu einer gréfleren Variabilitdt der Schatzung.
Bei vielen Anwendungen ist es haufig nicht so einfach, die optimale Anzahl an Grup-
pen zu bestimmen. Des Weiteren kann die Qualitat der Methode leiden, wenn die Daten
Klumpenstrukturen aufweisen. Werden ganze Cluster geloscht und unterscheiden sich die-
se sehr stark, kann die Varianzschatzung mittels dieser Methode sehr variabel werden. Als
Beispiel konnen Einheiten tibergeordneter Stufen bei mehrstufigen Stichprobendesigns ge-
nannt werden.

4.3.2 Jackknife bei fehlenden Werten und Imputation

Ein bekannter Artikel, welcher sich mit der Anwendung des Delete-1-Jackknife im Falle
fehlender Werte und Imputation beschéftigt, ist derjenige von RAO und SHAO (1992).
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Im Rahmen von Nearest-Neighbour-Imputation sind fiir diese Resampling-Methode Be-
sonderheiten gegeben. Diese werden in CHEN und SHAO (2001) néher erldutert und hier
werden auch Modifikationen des Delete-1-Jackknife speziell fiir diese Imputationsmethode
prasentiert. Im Rahmen der Simulationsstudie dieser Arbeit wird der Delete-1-Jackknife
aufgrund seines hohen Aufwandes bei groflen Stichprobenumfingen nicht beriicksichtigt.
Fiir detaillierte Erlauterungen wird daher auf diesen Artikel verwiesen.

Dieser Abschnitt stellt insbesondere auf den Delete-a-Group-Jackknife ab. Die Erkennt-
nisse aus RAO und SHAO (1992) und SHAO (2002) fir den Delete-1-Jackknife konnen
aber auch auf diese Methode tibertragen werden. Auch fiir den Delete-a-Group-Jackknife
gilt, dass durch die Loschung ganzer Gruppen, die Substichprobengrofie kleiner als die
urspriingliche Stichprobengrofie ist. Eine einfache Reimputation der imputierten Werte
wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben, wiirde im Falle von zufélligen Imputationsverfahren
zu einer Uberschitzung der Varianz fithren. In diesem Fall miissen die imputierten Werte
in jeder Substichprobe, also die Stichprobenwerte ohne die geloschten Elemente, wieder
durch Formel (4.3) adjustiert werden. Grundlage dieser Adjustierungen ist der imputierte
um die Gruppe ¢ reduzierte Vektor ! g bzw. y{h_g, wobei bei letzterem beachtet werden
muss, dass die Schichten nicht unbedingt die Imputationsklassen darstellen miissen. Aus
Grinden der Ubersichtlichkeit wird die Anwendungen nachfolgend am Vektor y_g de-
monstriert. Nach der Anwendung von (4.3) ergibt sich die adjustierte imputierte Variable
Y_g.adjust- Fir den Punktschétzer in jeder Replikation fiir den Delete-a Group-Jackknife
gilt:

é—g = T(y—g,adjusta w—g)‘ (419)

Die Varianzschatzung erfolgt anschliefend wie im Falle vollstandiger Beobachtungen nach
(4.16). Im stratifizierten Fall wiirde entsprechend auf (4.17) zurtickgegriffen werden.

Im Falle deterministischer Imputationsverfahren kénnen sowohl die Adjustierung impu-
tierter Werte wie auch die Reimputation angewendet werden. Beide fithren dann zu glei-
chen Ergebnissen. Bei Anwendung der Reimputation wiirde die reimputierte Variable
Y_g.reimp Tesultieren und entsprechend verwendet werden:

0—9 = T<y—g,reimp7 w—g>' (420)

Auch hier erfolgt die Varianzschatzung nach (4.16).

4.4 Bootstrap

Die géingigste Variante eines Bootstrap ist der Monte-Carlo-Bootstrap. Im Falle einer ein-
fachen Zufallsstichprobe werden aus der urspriinglichen Stichprobe n Einheiten y7, v5 . ..y
in Hohe der Stichprobengréfie nach dem Modell mit Zuriicklegen gezogen. Die dazu-
gehorenden Realisationen der entsprechenden Untersuchungsvariable y* wird Bootstrap-
Stichprobe genannt. Dieser Vorgang der Substichprobenziehung wird B mal wiederholt
und fiir jede Substichprobe die interessierende Statistik é}j berechnet. Die Varianz wird
berechnet durch

. ~ B 1 E.
Vboot,MC (0) = ﬁ ' Z (9* - E : Z@z) ) (421)
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mit é;‘ = T(y*, Wi )- Wio stellt die Designgewichte der urspriinglichen Stichprobe der in
die Bootstrap-Stichprobe gelangten Elemente dar (vgl. z.B. MUNNICH, 2008, S. 326, vgl.
SHAO und Tu, 1995, S. 111f.).

Fiir geschichtete Stichprobendesigns erfolgt die Substichprobenziehung unabhéngig in je-
der Schicht (vgl. DAVISON und SARDY, 2004a, S. 21, DAVISON und SARDY, 2007, S. 374).

4.4.1 Monte-Carlo-Bootstrap bei fehlenden Werten und
Imputation

Die wohl bekannteste Variante eines Monte-Carlo-Bootstrap bei fehlenden Werten bzw.
Imputation ist der Bootstrap von SHAO und SITTER (1996). Wie beim Bootstrap iiblich,
werden hier n Einheiten mit Zuriicklegen aus der imputierten Stichprobe mit den Werten
der interessierenden Variable y! gezogen. Es resultiert wieder die Bootstrap-Stichprobe mit
y’* mit den dazugehérenden Hilfsinformationen. Die Gréfie der Substichprobe entspricht
der urspriinglichen Stichprobengrofle. Zur Reproduktion des urspringlichen Imputations-
prozesses kann sowohl eine Reimputation, wie auch die Adjustierung der imputierten
Werte in jeder Substichprobe erfolgen. Dies gilt auch fiir zufallige Imputationsverfahren.
SHAO und SITTER (1996) benutzen in ihrem Artikel die Reimputation innerhalb jeder
Substichprobe, gemafl dem folgenden Vorgehen:

Es wird davon ausgegangen dass z; den entsprechen Response-Indikator fiir die Bootstrap-
Stichprobe beschreibt, mit 27 = 0, falls die Einheit ¢ der Bootstrap-Stichprobe einen feh-
lenden Wert besitzt und zuvor imputiert wurde (y3, = y; € M*) und 1, wenn dieser
beobachtet worden ist (y5, = vy;;, € R*). Um die Imputation bei der Varianzschatzung
zu berticksichtigen, werden die fehlenden Werte 3, der Bootstrap-Stichprobe in jeder
Substichprobe auf Basis der beobachtbaren Werte y7 reimputiert. Um y;;,., zu ge-
nerieren, wird das gleiche Imputationsverfahren benutzt, welches fiir die urspriingliche
Stichprobe verwendet wurde. Die interessierende Statistik wird anschlieend durch é}f =
T (Y eimps Whoot) berechnet und die Varianzschitzung erfolgt nach (4.21). Nach SHA0 (2002,
S.309) ist eine Anpassung der imputierten Werte nach (4.3) aus den genannten Griinden
nicht notwendig.

Anders verhilt es sich, wenn geschichtete Designs vorliegen. Nach RAO und Wu (1988)
miissen bei kleinen Stichprobenumfangen statt nj, n;, — 1 Einheiten mit Zuriicklegen un-
abhéngig in jeder Schicht aus der urspriinglichen Stichprobe gezogen werden. Damit ent-
spricht die Substichprobegrofie bei geschichteten Designs nicht mehr derjenigen der ur-
spriinglichen Stichprobe. Im Falle zufélliger Imputationsverfahren kénnen daher bei einer
einfachen Reimputation in jeder Substichprobe deutliche Uberschéitzungen der Varianz
auftreten. Die Adjustierung der imputierten Werte nach (4.3) ist hier sinnvoll (vgl. SHAO,
2002, S.310). Im Rahmen des Shao und Sitter-Bootstrap ist damit das Stichprobendesign
von entscheidender Bedeutung, ob eine Reimputation oder Adjustierung der imputier-
ten Werte angewendet werden kann. Wie zuvor beschrieben, spielt es bei einer einfachen
Zufallsstichprobe keine Rolle, welche der beiden Methoden verwendet wird. Liegen hinge-
gen stratifizierte Designs oder Strukturen vor, wie z.B. auf der zweiten Stufe oder darauf
folgenden Stufen eines mehrstufigen Stichprobendesigns, muss die Adjustierung der im-
putierten Werte innerhalb jeder Substichprobe des Shao und Sitter-Bootstrap erfolgen.
Der Shao und Sitter-Bootstrap weist einige Nachteile auf. Zum einen kann er auch mit
deutlichen Uberschitzungen der Varianz einhergehen. Der Monte-Carlo-Bootstrap im
Allgemeinen berticksichtigt keine Endlichkeitskorrektur fiir den Fall des Ziehens ohne
Zuriicklegen. Diese ist bei groflen Auswahlsétzen relevant. Daher kann auch der Shao und
Sitter-Bootstrap in solchen Fallen zu deutlichen Verzerrungen fithren. Hier miissen alter-
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native Bootstrap-Varianten gefunden werden. Zum anderen kann er nach SAIGO et al.
(2001) zu deutlichen Unterschatzungen der Varianz fithren, im Falle kleiner Stichpro-
benumfénge innerhalb der Schichten. Der Grund liegt auch hier darin, dass die Grofle der
Substichprobe in den verschiedenen Schichten in Héhe von n; — 1 nicht mit der Grofle
der urspriinglichen Stichprobe tibereinstimmt. Aus diesem Grund schlagen sie eine weitere
Modifikation des Bootstrap vor, welche sie Repeated-Half-Sample-Bootstrap nennen.

4.4.2 Repeated-Half-Sample-Bootstrap

Hier werden bei Annahme einer gerade Anzahl von Einheiten in den Schichten anstelle
von ny, — 1 Einheiten n} = ny,/2 fiir die Substichprobe gezogen, allerdings im Modell ohne
Zurtcklegen. Anschlieflend werden diese Einheiten verdoppelt, wodurch eine Substichpro-
bengrofie von ny, erreicht wird (vgl. SAIGO et al., 2001, S. 191 f.). Im Falle einer ungeraden
Stichprobengrofie in den Schichten schlagen SAIGO et al. (2001) eine modifizierte Version
dieses Bootstrap vor.

In diesem Zusammenhang gehen sie von zwei Uberlegungen aus:

1. Werden nj, = (n,, — 1)/2 ohne Zurticklegen gezogen und alle Einheiten verdoppelt,
resultieren nur nj, — 1 Einheiten. Wird nun zuféllig von diesen Einheiten eine weitere
gezogen, um die gewiinschte Stichprobengrofie zu erhalten, wird mit dem Repeated-
Half-Sample-Bootstrap eine Varianz bei Vorliegen eines Totalwertschéatzers geschatzt,
welche V*(7) = X1 (ny, + 3) - s /n? betrigt.

2. Werden hingegen nj 4+ 1 Einheiten gezogen und repliziert, resultieren n, + 1 Einhei-
ten. Wird davon eine zufillig geloscht, liegt die Varianz bei V*(7) = S1 (n, + 1) -

Nach SAIGO et al. (2001) wird ein unverzerrter Varianzschitzer dann erreicht, wenn die
erste Methode mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/4 und die zweite Methode mit einer
Wahrscheinlichkeit von 3/4 benutzt wird. Das weitere Vorgehen entspricht dem Shao
und Sitter-Bootstrap (vgl. SAIGO et al., 2001, S.191f.). Wie in SAIGO et al. (2001) be-
schrieben, wird dadurch ein approximativ unverzerrter Bootstrap mit Substichproben-
grofe in Hohe der urspriinglichen Stichprobengrofie erreicht. Dadurch ist es bei dieser
Version des Bootstrap auch im Falle eines zufélligen Imputationsverfahrens moglich, ei-
ne Reimputation in jeder Substichprobe durchzufithren, ohne dass Uberschéatzungen der
Varianz auftreten. Hier spielt es keine Rolle, ob die Reimputation oder die Adjustier-
ung der imputierten Werte in jeder Substichprobe zur Berticksichtigung der durch die
Imputation entstehende Varianz gewahlt wird. Es konnen damit die Vorteile der Reim-
putation wie z.B. die einfachere Umsetzbarkeit ausgenutzt werden. Wird diese gewéhlt,
resultiert die reimputierte nach dem Vorgehen des Repeated-Half-Sample-Bootstrap er-
haltene interessierende Variable y, cqr  eimp mit dem dazu gehorenden Gewichtevektor
Wy epear- Dieser beinhaltet die Designgewichte der urspriinglichen Stichprobe dieser Ein-
heiten. Hier muss keine Anpassung der Gewichte erfolgen, da die Substichprobengrofie
mit der urspriinglichen Stichprobengrofle ibereinstimmt. Der Punktschéatzer wird berech-
net durch ég = T (Ypepeat reimp> Wrepear)- Das weitere Vorgehen ist mit dem des Shao und
Sitter-Bootstrap identisch und die Varianzschatzung erfolgt nach (4.21).

Aber auch der Repeated-Half-Sample-Bootstrap besitzt einen entscheidenden Nachteil.
Wie der Shao und Sitter-Bootstrap beriicksichtigt diese Version des Bootstrap keine
Endlichkeitskorrektur. Dies kann im Falle grofler Ausfallsédtze innerhalb der Schichten
frn = np /Ny, zu deutlichen Uberschéitzungen der Varianz fithren. Diese Problematik trat
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auch schon fir die Random-Group-Methode sowie den Delete-a-Group-Jackknife auf.
Wie beschrieben wird diese Integration komplexer, wenn z.B. bei stratifizierten Designs
unterschiedliche Auswahlsétze in den Schichten vorliegen. Zwei solche Methoden, wel-
che in der Lage sind, Endlichkeitskorrekturen auch bei variierenden Auswahlsidtzen zu
berticksichtigen, sind der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen und die Methode des
Balanced-Repeated-Replication. Diese werden in den nachfolgenden Abschnitten néher
erldutert.

4.5 Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen

Eine Moglichkeit zur Behebung des beschriebenen Problems der Berticksichtigung der
Endlichkeitskorrektur ist eine weitere Version des Bootstrap, der Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zuricklegen, welcher von CHIPPERFIELD und PRESTON (2007, S.169f.) entwickelt
wurde. Dieses Verfahren stellt eine Weiterentwicklung des von RA0 und WU (1988) vorge-
schlagenen Rescaling-Bootstrap dar, welcher zunachst in Abschnitt 4.5.1 kurz beschrieben
wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch grofiten Teils auf die Weiterentwicklung von
CHIPPERFIELD und PRESTON (2007) abgestellt. Seine Ubertragung auf mehrstufige Stich-
probendesigns wird in PRESTON (2009, p. 228 ff.) gegeben. Sowohl die ein- wie auch die
mehrstufige Variante des Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen werden in den néchsten
Abschnitten vorgestellt. Beide Varianten gehen von vollstdndigen Beobachtungen aus.
Anschlielend wird in dieser Arbeit ein Ansatz vorgeschlagen, wie diese beiden Varian-
ten auf Falle des Vorliegens fehlender Werte und ihrer Kompensation iiber Imputation
iibertragen werden kénnen.

4.5.1 Urspriingliche Version nach Rao und Wu

In seiner urspriinglichsten Version stellt der Rescaling-Bootstrap eine Resampling-Methode
dar, welche noch auf dem Modell mit Zuriicklegen basiert. Genauer gesagt, werden im Fal-
le einer geschichteten Zufallsstichprobe eine bestimmte Anzahl von n} Einheiten aus der
urspriinglichen Stichprobe mit Zuriicklegen gezogen. RAO und WU (1988) schlagen hier
die Verwendung von

e | (L= fu) - (nn = 2)°
=2 ) (=)

vor. Anschlieend erfolgt eine Anpassung der fiir die Substichprobe gezogenen Werte y;;
durch:

(4.22)

Uni = Un + Whi — Un) - VG, (4.23)

£ (1 —
mit Ch = —nh ( fh)

(np — 1)
wobei 7, den Schichtmittelwert darstellt. Die Designgewichte werden berechnet durch
wy;, = Np/nj. Fiir die interessierende Statistik ergibt sich 6; = T'(y;, w},), wobei y; und
wyj, die entsprechenden Vektoren von y;, und wj, sind (vgl. RAo und Wu, 1988, S.232,
DAvVISON und SARDY, 2004a, S.22, MASHREGHI et al., 2014, S. 147).
Dieser urspriingliche Rescaling-Bootstrap besitzt eine Reihe von Nachteilen. Das grofite

Problem liegt in der Bestimmung der Substichprobengréfle. So kritisieren DAVISON und

Y
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SARDY (2004a), dass deren Bestimmung nach (4.22) unter bestimmten Parameterkon-
stellationen zu nj > mny, fithren kann. Dadurch kann die Berechnung des Rescaling-
Punktschatzers nicht mehr moglich sein. MASHREGHI et al. (2014) schlagen als Alter-
native die Verwendung von n;, — 3 vor. Aber auch diese Wahl kann Probleme mit sich
bringen, wie die Simulationsstudie in Abschnitt 5.2 zeigen wird. PRESTON (2009) kritisiert
zudem, dass die Reskalierung auf die Beobachtungswerte durchgefithrt wird. Dadurch ist
seine Anwendung nur bei glatten Statistiken moglich. Ein letzter Kritikpunkt wird in
SAIGO et al. (2001) gegeben. Nach ihrer Auffassung liefert die urspriingliche Version des
Rescaling-Bootstrap keine korrekten Schatzer im Falle von imputierten Daten.

RAO et al. (1992) modifizierten diese Methode und fiihrten die Reskalierungen auf die
Designgewichte und nicht mehr auf die Beobachtungswerte durch. Im Rahmen dieser Ar-
beit wird wie bereits erlautert zu einem tiberwiegenden Teil auf eine weitere Modifikation
des Rescaling-Bootstrap abgestellt, welcher in CHIPPERFIELD und PRESTON (2007) vor-
geschlagen wird und den beschriebenen Nachteilen begegnen soll. Zuséatzlich besitzt diese
Methode groie Vorteile bei der Anwendung mehrstufiger Stichprobendesigns. Der grofie
Unterschied im Vergleich zu der beschriebenen originéren Version des Rescaling-Bootstrap
ist jedoch die Verwendung des Modells ohne Zurticklegen fiir die Substichprobenziehung.
Daher wird diese Version im Folgenden auch oft als Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen
bezeichnet.

4.5.2 Allgemeines Vorgehen

Auch beim Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen wird eine Substichprobe nicht in Hoéhe
der urspriinglichen Stichprobengrofie gezogen. Im Falle der einfachen Zufallsstichprobe
werden von den n Elementen der betrachteten Stichprobe n* = |n/2| Elemente gezo-
gen, aber nicht im Modell mit Zuriicklegen sondern im Modell ohne Zuriicklegen (vgl.
hierzu und im Folgenden CHIPPERFIELD und PRESTON, 2007, S.169f.). Bei vorausge-
hender Schichtung erfolgt dieser Vorgang unabhéngig in jeder Schicht. Im Gegensatz z.B.
zum Repeated-Half-Sample-Bootstrap werden diese gezogenen Einheiten aber nicht ver-
doppelt. Beim Rescaling-Bootstrap erfolgt im Falle der einfachen Zufallsstichprobe eine
Adjustierung der Gewichte aller Einheiten der urspriinglichen Stichprobe durch:

w;:(1—A+A-’Z-5i>-wi, (4.24)
n

mit dem Gewichtevektor wi,,,. aller Beobachtungen, wobei d; den Wert 1 annimmt, wenn
das betrachtete Element fiir die Substichprobe gezogen wurde und ansonsten den Wert 0.
(1—17)

(n —n*

Rescaling-Gewichtes die Endlichkeitskorrektur (1 — f) berticksichtigt. Dadurch kann eine
Uberschitzung der Varianz bei einem groBen Auswahlsatz vermieden werden. Und dies
ist der grofle Vorteil gegeniiber den zuvor vorgestellten Bootstrap-Verfahren wie des Shao
und Sitter-Bootstrap und des Repeated-Half-Sample-Bootstrap, wie sich spédter noch bei
der Simulationsstudie zeigen wird.

Zur Berechnung des Bootstrap-Punktschatzers werden anschlieflend die Gewichte w; ver-
wendet. Hier gilt 0 = T(yg, wh,..). Wichtig ist an dieser Stelle noch einmal hervorzu-
heben, dass bei dieser Variante des Bootstrap alle Elemente der urspriinglichen Stich-
probe ys bei Berechnung der einzelnen fiir die Varianzschatzung relevanten Bootstrap-
Punktschéatzer berticksichtigt werden. Die in der Substichprobe enthaltenen Elemente, fiir
welche §; = 1 gilt, bekommen jedoch ein hoheres Gewicht. Dies wird deutlich, wenn in

A ist definiert durch A = {/n* - . Wie zu sehen ist, wird bei der Berechnung des
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Formel (4.24) §; auf 0 bzw. 1 gesetzt wird. Dabei erhéht sich das Gewicht der gezogenen
Elemente gegeniiber den nicht gezogenen Elementen um den Term A - E* Dies resultiert

aus der Tatsache, dass n,n* und A\ nur positive Werte annehmen koénnen. Die fiir die
Substichprobe gezogenen Elemente (§; = 1) besitzen in diesem Zusammenhang im Ver-
gleich zu den nicht gezogenen ein umso gréfleres Gewicht, je kleiner der Auswahlsatz f
ist. Jedoch gewinnen die nicht gezogenen Elementen mit grofler werdendem Auswahlsatz
immer mehr an Bedeutung. Wird angenommen, dass der Schichtumfang n gerade ist und

damit n* = n/2, gilt fir den zusétzlichen Term A- ﬁ* =2-,/(1 = f). Mit grolem f nahert
n

sich dieser Term Null und die Gewichte w; nach (4.24) unterscheiden sich kaum noch.
Wie zuvor erfolgt die Varianzschatzung auf Basis der einzelnen aus den B Wiederholungen
resultierenden Bootstrap-Punktschétzer nach Formel (4.21).

Im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe &ndert sich (4.24) zu:

W = (1 — At A @ : 5m’> * Whi, (4.25)
Ny,
1—
mit dem Gewichtevektor \;, = |/n} - ((fh*) aller Beobachtungen. d; nimmt auch

hier den Wert 1 an wenn eine Einheit ¢ der Schicht h fiir die Substichprobe gezogen
wurde und ansonsten 0 (vgl. CHIPPERFIELD und PRESTON, 2007, S.169f.). Beziiglich
der Einflussnahme fiir die Substichprobe gezogener und nicht gezogener Einheiten gelten
die Erlauterungen aus dem Fall der einfachen Zufallsstichprobe. Die Einflussnahme der
nicht fiir die Substichprobe gezogenen Einheiten wéchst mit steigendem fj,.

4.5.3 Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen bei mehrstufigen
Stichprobendesigns

Neben seiner Vorteile bei hoheren Auswahlsétzen durch die Berticksichtigung der Endlich-
keitskorrektur bei der Berechnung der Rescaling-Gewichte besitzt der Rescaling-Bootstrap
einen weiteren Vorteil. Im Falle des Vorliegens mehrstufiger Stichprobendesigns kann die
Methode unkompliziert auf mehrere Stufen erweitert werden. Dies geschieht iiber die Ad-
justierung der Designgewichte auf der entsprechenden Stufe.

Diese Erweiterung des Rescaling-Bootstrap auf mehrstufige Stichprobendesigns wird in
PRESTON (2009) beschrieben, wobei dieser ein dreistufiges Design mit einer stratifizierten
ersten Stufe verwendet. Im Rahmen dieses Abschnittes wird auf ein zweistufiges Stich-
probendesign abgestellt werden, ebenfalls mit einer Schichtung auf der ersten Stufe. Das
grundsatzliche Vorgehen des Rescaling-Bootstrap besteht im mehrstufigen Fall darin, auf
jeder Stufe fiir die Substichprobe die Hélfte der Einheiten ohne Zuriicklegen zu ziehen und
die Designgewichte dementsprechend anzupassen. Im Detail wird der Rescaling-Bootstrap
ohne Zuriicklegen wie folgt umgesetzt. Zunéchst werden im Rahmen der Substichpro-
benbildung aus den I, PSU der betrachteten Stichprobe [} = |l;/2] PSU zuféllig ohne
Zuriicklegen ausgewahlt. Es erfolgt eine Berechnung der Rescaling-Gewichte wj; auf dieser
Stufe gemas:

l
Why = (1 — At A lfi : 5hd> " Wha- (4.26)
h
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Fir A, gilt A\, = (/1 - Ellh—fl}:; und 4 ist eine Indikatorvariable, welche den Wert 1
annimmt, wenn PSU d in Schight h gezogen wird und ansonsten gilt 9,4 = 0.

Auf der zweiten Stufe wird dieser Vorgang entsprechend durchgefiihrt. Demnach werden
von den npg USU in der d-ten PSU der urspriinglichen Stichprobe n;,; = |nsq/2] USU
zufillig ohne Zuriicklegen ausgewéhlt. Dieser Vorgang wird unabhéngig von der Substich-
probenziehung der ersten Stufe gemacht, d.h. die Substichprobenziehung der zweiten Stufe
findet aus allen [}, PSU der urspriinglichen Stichprobe statt und nicht aus den [}, Einheiten
der Substichprobe.

Die Rescaling-Gewichte auf dieser Stufe sind definiert durch:

. w l [l
whdi:whdi'wid'(1_Ah+Ah'£'5hd_Ahd' l%'éhd
h

hd I
l

+ Mg - *i: Ohd - nZd - Ondi), (4.27)
I Nha

1 _
wobei A4 definiert ist durch A\,; = \/ g fn- m
hd = "Phqd

wenn die USU ¢ in PSU d in Schicht h gezogen wird und ansonsten 0.
Die neuen Gewichte errechnen sich aus:

und 4 besitzt den Wert 1

Wi = Wy Whajs (4.28)

mit dem Gewichtevektor wj,,. (vgl. PRESTON, 2009, S.228f.).

Auch hier gilt tendenziell die Aussage, dass bei geringen Auswahlsédtzen auf den jeweiligen
Stufen die Gewichte der fiir die Substichprobe gezogenen Einheiten im Vergleich zu den
nicht gezogenen Einheiten deutlich gréfler sind als im Fall von groflen Auswahlsétzen. Hier
nimmt der Einfluss der nicht gezogenen Einheiten deutlich zu. Im Vergleich zum einstu-
figen Design konnen hier jedoch weniger eindeutige Aussagen getroffen werden, da mehr
Parameter eine Einflussnahme auf die Gewichtsanpassung besitzen. So beeinflussen zum
Beispiel die Auswahlsétze der ersten Stufe auch die Gewichtsanpassung auf der zweiten
Stufe. Dies muss bei der folgenden Interpretation beachtet werden.

Fiir die Gewichte aus (4.26) gelten die getatigten Erlduterungen aus dem einstufigen
Design, aber beziiglich der PSU als relevante Einheit. Bei kleinen Auswahlsidtzen von
PSU innerhalb der Schichten f; sind die angepassten Gewichte der fiir die Substichprobe
gezogenen Einheiten (54 = 1) deutlich grofler. Es kommt jedoch zu einer Anndherung
der Gewichte mit steigendem f;. Auf der zweiten Stufe wird die Analyse der Gewichte
komplexer, da hier wie beschrieben auch die erste Stufe Einfluss besitzt. Bei einer geraden
Anzahl an Stichprobenumfingen auf den Stufen kann (4.27) umgeformt werden zu:

deizwhdi'Zgj'(1—\/(1—fh)+2’\/(1—fh)'5hd

Foo (L= foa) - Ona+2-V2-\/fu- (1= fra) - Ona - Onas)- (4.29)

Hierbei wird beriicksichtigt, ob eine Einheit tiber ihre PSU auf der ersten Stufe fiir die
Substichprobe gezogen worden ist (04 = 1). Wird eine Einheit auch auf der zweiten
Stufe gezogen (Opa; = 1), so kommt bei der Gewichtsadjustierung zusétzlich der Term
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2-v2-\/fi- (1 = fra) - Ona - Ongs hinzu. Bei gegebenen f;, ist auch hier das Gewicht der fiir
die Substichprobe gezogenen Einheiten (d,4 = 1 und 54 = 1) bei kleinen Auswahlsétzen
fra deutlich grofier. Bei groflen Auswahlsidtzen nimmt der Einfluss der auf der ersten aber
nicht auf der zweiten Stufe gezogenen Einheiten (6,4 = 1 und dp4; = 0) zu. An dem Term

2-v/2\/ fn - (1 = fna)-Ona-Ona; lasst sich des Weiteren auch der folgende Sachverhalt deuten.
Werden Einheiten auf der ersten Stufe nicht fiir die Substichprobe gezogen, jedoch auf
der zweiten Stufe (054 = 0 und x4 = 1), so erfolgt eine Anpassung der Designgewichte
dieser Einheiten um den gleichen Term, wie fiir Einheiten, welche auf keiner der beiden
Stufen gezogen werden (9,4 = 0 und dpg; = 0). Der Indikator d4; taucht in (4.27) bzw.
(4.29) nur in diesem Term auf, welcher verschwindet im Fall von d,4 = 0. Damit kann der
Fall 0,4 = 0 und d,4; = 1 auch als nicht fur die Substichprobe gezogen betrachtet werden.
Sowohl der Fall 4,4 = 0 und 6,4 = 1 wie auch der Fall 6,4 = 0 und d,4; = 0 konnen
mit groflen f,; an Bedeutung gewinnen. Bei gegebenen f;, und immer grofler werdender
fra konvergieren die beiden letzten Terme aus (4.29) gegen Null. Liegen zusétzlich grofie

Auswahlsitze in den Schichten fj, vor, wird auch der Term 2 - /(1 — f3,) - 0pq kleiner. Die
Gewichtsanpassungen der fiir die Substichprobe gezogenen Einheiten auf der zweiten Stufe
konnen sich unter diesen Umsténden denjenigen der nicht gezogenen Einheiten annéhern.

Diese betragt w—id (1 —=4/(1 = fn)). Auf der ersten Stufe wurde schon erldutert, dass die
w

Unterschiede zwischen den Gewichten bei groflen f, geringer sind.

Die auf diesem Wege errechneten Gewichte werden beim Bootstrap-Punktschéitzer in
(4.21) verwendet. Es gilt: 0f = T(y,, wh,,.). Wie im einstufigen Fall werden fiir die
Berechnung des Punktschétzers in der Substichprobe alle Einheiten der urspriinglichen
Stichprobe y, benutzt.

Die Wahl von I} = [l,/2],und n}, = |nna/2] ist nach PRESTON (2009, S. 229) die optima-
le Substichprobengréfie. Dies hat zudem den Vorteil, dass negative Gewichte vermieden
werden (vgl. PRESTON, 2009, S.229).

Das beschriebene Vorgehen des Rescaling Bootstrap wird auch bei mehr als zwei Stufen
beibehalten. Die Gewichtsanpassung auf folgenden Stufen wird rekursiv fortgesetzt (vgl.
hierzu PRESTON, 2009, S. 229, insbesondere die auf dieser Seite angegebene Formel zur
Erweiterung des Rescaling-Bootstrap auf zusatzliche Stufen).

Und dies ist ein weiterer grofler Vorteil dieses Verfahrens. Es muss nicht auf jeder Stu-
fe ein neuer Varianzschétzer, wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben, konzipiert werden. Auf
jeder Stufe miissen nur die Gewichte angepasst werden, um die Varianz auf den verschie-
denen Stufen zu berticksichtigen. Damit erfolgt die Beriicksichtigung der verschiedenen
Stufen schon bei der Berechnung des Rescaling-Punktschétzers. Dadurch ist der Rescaling-
Bootstrap auch bei Stichprobendesigns mit deutlich mehr als drei Stufen unkompliziert
und programmiertechnisch einfach anwendbar. Zudem koénnen die Laufzeiten fiir solche
Stichprobendesigns im Vergleich zu anderen Resampling-Methoden deutlich geringer sein.
Die Gewichtsberechnung kann zwar sehr aufwendig werden. Im Falle von zwei Stufen ist
sie noch tibersichtlich, aber bei deutlich mehr als zwei Stufen kann sich dies schnell &ndern.
Aber dadurch, dass der Rescaling-Bootstrap nicht auf jeder Stufe vollstindig und sepa-
rat angewendet wird, sondern die einzelnen Stufen in der Berechnung des Punktschétzers
beriicksichtigt werden, konnen Laufzeiten reduziert werden.
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4.5.4 Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen bei fehlenden
Werten und Imputation

Der zuvor beschriebene Rescaling-Bootstrap basiert sowohl im einstufigen wie auch im
mehrstufigen Design auf vollstdndigen Daten. Ein Ziel dieser Arbeit und insbesondere
dieses und des néchsten Abschnittes ist es, diese Methode auf den Fall fehlender Wer-
te und Imputation hin zu modifizieren. Die Ansétze zur Ubertragung von klassischen
Resampling-Methoden auf den Fall von Imputation, wie sie in der Literatur angewandt
werden, sind hier, wie noch zu sehen sein wird, nur begrenzt iibertraghar, da sich der
Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen von den klassischen Methoden unterscheidet. Hier
muss ein neuer Ansatz entwickelt werden, welcher in den folgenden Ausfithrungen sowohl
fiir das ein- wie auch mehrstufige Design theoretisch hergeleitet wird. Zunéchst wird das
einstufige Design betrachtet. In diesem Abschnitt wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit
von der einfachen Zufallsstichprobe ausgegangen. Das Verfahren kann jedoch auch fiir die
geschichtete Zufallsstichprobe angewendet werden, wie die Simulationsstudie zeigen wird.
Um die Imputation zu beriicksichtigen, muss zunéachst geméaf den Ausfithrungen in Ab-
schnitt 4.1.2 iiberlegt werden, ob in der Substichprobe eine Reimputation fehlender Werte
moglich ist oder eine Adjustierung der imputierten Werte geméf (4.3) stattfinden muss.
Und hier ist entscheidend, dass fiir jede Replikation [n/2] Einheiten und nicht n Einhei-
ten gezogen werden. Dadurch wiirde eine einfache Reimputationen bei zufilligen Imputa-
tionsverfahren zu Uberschétzungen der Varianz fithren. Daher wiére es hier sinnvoll, die
Adjustierung der imputierten Werte in jeder Replikation geméfl Formel (4.3) zu verwen-
den. Die Simulationsstudie wird spéater noch zeigen, dass dies bei zufalligen Imputations-
verfahren das richtige Vorgehen ist. Bei deterministischen Imputationsverfahren fiihren
beide Methoden zu gleichen Ergebnissen und auch eine Reimputation kann hier angewen-
det werden.

Problematisch stellt sich fiir den Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen dar, dass im Ver-
gleich zu anderen klassischen Resampling-Verfahren zwar nur die Hélfte der Einheiten
gezogen werden, jedoch zur Berechnung des Punktschétzers alle Einheiten eingehen. Uber
die Gewichtung in (4.24) wird jedoch ein groBerer Einfluss der Einheiten, welche fur die
Substichprobe ausgewihlt wurden (6; = 1), zumindest bei einem kleinen Auswahlsatz,
gewihrleistet. Hier bekommen Einheiten, welche nicht gezogen wurden (§; = 0) ein deut-
lich kleineres Gewicht. Mit zunehmendem Auswahlsatz wird das Gewicht dieser nicht
gezogenen Kinheiten im Vergleich zu den gezogen Einheiten immer grofler und sie besit-
zen einen grofferen Einfluss bei der Berechnung des Punktschétzers. Und fiir solche Félle
ist es wichtig zu wissen, wie eine Reimputation bzw. eine Adjustierung der imputierten
Werte durchgefiihrt werden kann.

Hier wire eine erste Uberlegung, die Reimputation bzw. Adjustierung in jeder Substich-
probe auf alle imputierten Werte, unabhéngig ihrer Ziehung fiir die Substichprobe, durch-
zufithren. Der Hintergrund fiir dieses Vorgehen besteht darin, dass fiir die Berechnung
des Rescaling-Punktschétzers alle Einheiten der urspriinglichen Stichprobe beriicksichtigt
werden. Bei deterministischen Imputationsverfahren wiirden in jeder Substichprobe exakt
die gleichen Imputationswerte wie die der urspriinglichen Stichprobe resultieren und iiber
die Substichproben hinweg wiirde keine Variation entstehen. Dieses Vorgehen wére nicht
geeignet.

Im Rahmen dieser Arbeit werden daher zwei Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ohne
Zuriicklegen vorgeschlagen.

e Modifikation 1: Bei der ersten Modifikation werden nur die imputierten Werte der
fiir die Substichprobe gezogenen Einheiten, also die Einheiten bei denen 9; den Wert
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1 annimmt und ¢ € M | reimputiert bzw. adjustiert. Dieser Vorgang geschieht auf
Basis der fur die Substichprobe gezogenen beobachteten Einheiten (6; = 1 und
i € R). Dies wiirde den Gedanken eines einfachen Shao und Sitter-Bootstrap wider-
spiegeln. Durch diese Vorgehensweise wird moglicherweise die Varianz nicht rich-
tig erfasst. Der Grund liegt darin, dass zur Berechnung des Punktschatzers des
Rescaling-Bootstrap zum einen imputierte Werte eingehen, welche auf Basis der
fiir die Substichprobe gezogenen beobachteten Einheiten reimputiert oder adjus-
tiert worden sind. Hierbei handelt es sich um die Einheiten mit fehlendem Wert
und §; = 1. Wurden die Einheiten fir die Substichprobe nicht gezogen und §; = 0,
gehen in dieser Modifikation fiir fehlende Werte jene Imputationswerte ein, welche
auf Basis der urspriinglichen Stichprobe imputiert worden sind. Bei Betrachtung
aller Substichproben wird eine fehlende Einheit in manchen Substichproben mit
dem Imputationswert der urspriinglichen Stichprobe, in anderen Substichproben mit
dem reimputierten bzw. adjustierten Wert eingehen, also Werte deren Berechnungen
auf unterschiedlichen Datengrundlagen basieren. Uber die Substichproben hinweg
entsteht dadurch zu viel Variation, welche in dieser Form im urspriinglichen Im-
putationsprozess nicht entstanden ist. Dadurch koénnen sich Uberschéitzungen der
Gesamtvarianz ergeben und damit Verzerrungen auftreten. Resampling-Verfahren
sollen das urspriingliche Stichproben- und Imputationsschema moglichst gut wider-
spiegeln, was hier dann nicht der Fall wéare. Im origindren Imputationsprozess gab
es die beiden verschiedenen Datengrundlagen zur Imputation in dieser Form nicht.

e Modifikation 2: Daher wird noch eine weitere Modifikation vorgeschlagen, bei der
zusétzlich auch die Imputationswerte der nicht fiir die Substichprobe gezogenen Ein-
heiten, also mit §; = 0 reimputiert bzw. nach (4.3) adjustiert werden. Damit gehen
Einheiten mit fehlendem Wert {iber die Substichproben hinweg immer mit dem reim-
putierten bzw. adjustierten Wert ein. Imputationswerte der urspriinglichen Stichpro-
be kommen in den Substichproben nicht mehr vor. Dadurch wird die beschriebene
ungewiinschte Variation vermieden, welche im urspriinglichen Imputationsprozess
nicht aufgetreten ist.

Die getétigten Ausfithrungen spielen jedoch, wie erldutert, nur bei einem groffen Aus-
wahlsatz ein Rolle. Bei einem kleinen Auswahlsatz besitzen die Elemente mit §; = 0 kaum
Einfluss bei der Berechnung des Punktschétzers des Rescaling-Botstrap und zwischen den
Modifikationen bestehen kaum Unterschiede. In diesem Fall fallen bei der Berechnung der
Punktschétzer der Substichproben hauptséchlich die Elemente mit §; = 1 ins Gewicht.
Die Reimputationen bzw. Adjustierungen mit grofem Einfluss auf die Varianzschiatzung
sind bei beiden Modifikationen damit hier bei den fehlenden Werten mit §; = 1 geben.
Zur Umsetzung der beiden Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ergibt sich zusam-
menfassend das folgende Vorgehen:

Bei beiden Modifikation werden in jeder Substichprobe die fiir die Substichprobe gezo-
genen fehlenden Werte betrachtet, also die Einheiten ¢ € M bei denen §; den Wert 1
annimmt. Bei der Adjustierung der imputierten Werte werden die beiden Erwartungswer-
te aus (4.3) auf Basis der entsprechenden beobachteten Werte i € R mit §; = 1 berechnet.
Bei der Reimputation sind diese Einheiten die Grundlage zur Wiederholung des Impu-
tationsschemas der urspriinglichen Stichprobe. Im Rahmen der zweiten vorgeschlagenen
Modifikation werden zusatzlich die imputierten Werte der nicht gezogenen Einheiten, die
sich durch ein ¢; = 0 mit i € M auszeichnen, nach Formel (4.3) adjustiert bzw. reimpu-
tiert. Die Erwartungswertberechnung bzw. die Wiederholung des urspriinglichen Imputa-
tionsschemas geschieht auf Basis der entsprechenden beobachtbaren Werte mit ; = 0 und
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it € R. Der auf Grundlage der Adjustierung gewonnene Vektor wird fiir Modifikation 1 als
Yt adjuse Ud fiir Modifikation 2 als yargaqjust bezeichnet. Entsprechend resultieren bei
Anwendung der Reimputation die Vektoren yasi yeimp Und Yaroreimp. Der Punktschatzer
des Rescaling-Bootstrap wird in Abhéngigkeit der Modifikation und ob die Reimputa-
tion oder Adjustierung zugrunde liegt, berechnet durch égwesd’adjust = T(Ym1,adjust Whese)»

N _ ) * N _ ) * N _
0b,7’6302,adjust - T(yMQﬂdJUSt’wResc)? eb,rescl,reimp - T(yMlyTEZmp’wResc) bzw. 0b,7’6502,reimp -
T (Yrr2,reimps Whese)-* Die Varianzschitzung erfolgt wie beim Bootstrap iiblich nach (4.21).

4.5.5 Rescaling-Bootstrap bei fehlenden Werten fiir mehrstufige
Stichprobendesigns

Auch der in 4.5.3 beschriebene Rescaling-Bootstrap im Falle mehrstufiger Stichprobende-
signs basiert auf dem Fall vollstdndiger Beobachtungen. Daher wird in diesem Abschnitt
ein Ansatz entwickelt, wie das Verfahren auf den Fall fehlender Werte bzw. Imputation
iibertragen werden kann. Auch hier gilt es, die Varianz abzudecken, wie sie durch den
urspriinglichen Ziehungs- und Imputationsprozess entstanden ist. Die Varianzen auf den
einzelnen Stufen miissen richtig erfasst werden. Beziiglich der Beriicksichtigung der Im-
putation beim Rescaling-Bootstrap miissen die im Rahmen des einstufigen Stichproben-
designs getéatigten Aussagen auf das mehrstufige Design tibertragen werden. Dabei ist die
folgende Uberlegung zu tétigen, wobei auch in diesem Abschnitt grundsétzlich auf ein
zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ersten Stufe abgestellt wird.
Ausgehend von dem in Abschnitt 4.5.3 beschriebenen Verfahren ist es denkbar, dass eine
bestimmte Einheit auf der letzten Stufe durch Ziehung ihrer PSU (6,4 = 1) auf der ersten
Stufe oder iiber die zweite Stufe (dn4; = 1) in die Substichprobe gelangt. Denkbar wire
es auch, dass sie auf beiden Stufe gezogen wird (9,4 = 1 oder 4 = 1) oder iiberhaupt
nicht (0p4 = 0 oder dpq; = 0). Dadurch ergeben sich vier Kategorien:

e K1: Eine Einheit gelangt nur iiber ihre PSU auf der ersten Stufe in die Substichprobe
((5;“1 =1 und 5hdi == 0)

e K2: Eine Einheit gelangt nur auf der zweiten Stufe in die Substichprobe (d,4 = 0
und 5hdi = 1)

e K3: Eine Einheit gelangt auf beiden Stufen in die Substichprobe (4,4 = 1 und
Onai = 1)

e K4: Eine Einheit gelangt auf keiner der Stufen in die Substichprobe (d5s = 0 und
Onai = 0)

Auch beim mehrstufigen Design gilt die Aussage des einstufigen Designs aus Abschnitt
4.5.4: Die Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte muss in jeder Sub-
stichprobe getrennt innerhalb der fiir die Substichprobe gezogenen wie auch der nicht
gezogenen Elemente vollzogen werden. Werden die nicht fiir die Substichprobe gezoge-
nen Imputationswerte aufler Acht gelassen, geht je nachdem, ob eine Einheit ausgewahlt
worden ist oder nicht, einmal der reimputierte bzw. adjustierte Werte ein oder der Impu-
tationswert der urspriinglichen Stichprobe. Dadurch kann tiber die Substichprobe hinweg
zu viel Variation entstehen, welche auf diese Art im urspriinglichen Imputationsprozess
nicht aufgetreten ist. Daher kann die Varianz iiberschéitzt werden. Dies trifft jedoch nur

4 Fiir die detaillierte Berechnung von w, . siehe Abschnitt 4.5.2.
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bei grofien Auswahlsidtzen zu, wenn auch die nicht fiir die Substichprobe gezogenen Ele-
mente ein groferes Gewicht besitzen. Eine Reimputation bzw. Adjustierung der imputier-
ten Werte auf die gesamte Stichprobe wiirde wie im einstufigen Fall bei deterministischen
Imputationsverfahren in jeder Substichprobe zu den originaren Imputationswerten der ur-
spriinglichen Stichproben fithren. Dadurch wiirde iiber die Substichproben hinweg keine
Variation entstehen und die Varianz wird unterschétzt.

Aber auch die Trennung in fiir die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Einhei-
ten, wie sie im einstufigen Fall verwendet worden ist, reicht hier nicht aus. Dafiir existiert
ein wichtiger Grund.

Unter denen am Anfang diese Kapitels getatigten Annahmen der kleinen Auswahlsitze
oder des fixen Response-Vektors miissen nur die Stichprobenkomponente und bei den
zufilligen Imputationsverfahren zusétzlich die Imputationskomponente der Varianz be-
riicksichtigt werden. Des Weiteren wird der Fall betrachtet, dass fehlende Werte auf der
letzten Stufe entstehen. Selbst in diesem Fall reicht eine Durchfiihrung der Reimputa-
tion bzw. Adjustierung der imputierten Werte ausschlieBlich auf der letzten Stufe nicht
aus. Wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben wurde, muss dem Umstand Rechnung getragen
werden, dass Imputationen, selbst wenn sie nur auf Einheiten der letzten Stufe vollzogen
worden sind, auch die Varianz {ibergeordneter Stufen beeinflussen. So gehen z.B. beim
zweistufigen Design die imputierten Werte in die Berechnung der Totalwerte der einzel-
nen PSU ein und beeinflussen die Varianz dieser Stufe. Daher muss hier eine Reimputation
bzw. Adjustierung der imputierten Werte in der Substichprobe sowohl auf der ersten als
auch zweiten Stufe vorgenommen werden.

Aus diesen Griinden muss einerseits eine Trennung zwischen fiir die Substichprobe gezo-
genen und nicht gezogenen Elementen vollzogen werden und andererseits zwischen den
verschieden Stufen. Und dies fiihrt fiir ein zweistufiges Stichprobendesign zu den am An-
fang dieses Abschnittes beschriebenen vier Kategorien. Die logische Konsequenz wére
damit, die Reimputation bzw. Adjustierung in jeder Substichprobe getrennt in allen vier
Kategorien K1 bis K4 vorzunehmen. Jedoch gilt es zu beachten, dass die Einheiten in K2,
wie in Abschnitt 4.5.3 beschrieben, beim Rescaling-Bootstrap den gleichen Gewichtsan-
passungen unterliegen wie die auf keiner Stufe fiir die Substichprobe gezogenen Einheiten.
Sie werden damit behandelt wie nicht fiir die Substichprobe gezogen. Um z.B. die Stich-
probenkomponente korrekt zu erfassen, konnte es sinnvoll sein, dass die Reimputationen
bzw. Adjustierungen der imputierten Werte mit dem Substichprobenbildungsprozess in
Verbindung stehen. Die Konsequenz wére die Zusammenlegung der Kategorien K2 und
K4. Reimputationen bzw. Adjustierungen wiirden separat innerhalb der Kategorien K1,
K3 sowie in dieser zusammengelegten Kategorie durchgefiithrt werden. Fiir eine Anwen-
dung der Reimputation bzw. Adjustierungen separat in den Kategorien K1 bis K4 oh-
ne Zusammenlegung kénnte hingegen eine stabilere Varianzschitzung aufgrund gleicher
Gruppengrofen sprechen. Durch die Zusammenlegung entsteht eine groflere und zwei klei-
nere Kategorien. Um dies zu tiberpriifen, werden beide in dieser Arbeit vorgeschlagenen
Varianten zur Kategorienbildung gegeniiber anderen Méglichkeiten der Kategorienabgren-
zung zur Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte in der Simulationsstudie
verglichen.

Zusammenfassend ergibt sich fiir die beiden Varianten das folgende allgemeine Vorge-
hen. Es werden Kategorien K, gebildet, welche die zuvor beschriebene Trennung von fiir
die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Elementen und den verschiedenen Stu-
fen beriicksichtigen. Die Reimputation bzw. Adjustierung eines imputierten Wertes eines
fehlenden Wertes in der Substichprobe innerhalb einer Kategorie ¢ € My _ werden auf Ba-
sis der entsprechenden beobachtbaren Werte ¢ € Ry der Kategorie vorgenommen. Dies
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erfolgt unter Umstdnden unter Riickgriff auf Hilfsvariablen. Liegen Imputationsklassen
vor, so erfolgen die Reimputationen und Adjustierungen der imputierten Werte innerhalb
einer Kategorie zusatzlich innerhalb dieser Klassen. Es resultiert wie zuvor das reimpu-
tierte bzw. adjustierte Untersuchungsmerkmal mit dem Vektor yx, reimp DZW. Yk, adjust-
Der Rescaling-Bootstrap-Punktschatzer wird berechnet durch HAZ"TGSC =T (YK, reimp> Whese)

bzw. é;mesc = T(YK. adjust> Whese) Und die Varianz geschitzt durch (4.21).

Durch dieses Vorgehen ist es auch beim Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen im Fall
des mehrstufigen Stichprobendesigns moglich, fehlende Werte und Imputationen zu be-
riicksichtigen.

4.6 Balanced-Repeated-Replication

4.6.1 Allgemeine Beschreibung

Die letzte in dieser Arbeit verwendete Resampling-Methode ist Balanced-Repeated-Repli-
cation (BRR). Die Anfiange dieses Verfahrens gehen zuriick auf MCCARTHY (1966) bzw.
McCARTHY (1969). Fiir den BRR sind geschichtete Stichprobendesigns Anwendungs-
voraussetzung. In ihrer Basisversion geht die Methode von zwei Einheiten pro Schicht
aus. Fir die Substichprobe wird eine dieser Einheiten gezogen. Es wird von einem Half-
Sample gesprochen. Wiirden die Substichproben tiber alle moglichen Kombinationen von
Half-Samples gebildet werden, gilt 2 = 2. Bei einer groen Anzahl von Schichten wiirde
dies zu einem erheblichen Aufwand fiihren. Um die Komplexitdt zu reduzieren, kommt
es zu einer ausbalancierten Auswahl von © Half-Samples mit Q < 27 (vgl. SHAO et al.,
1998, S. 822, MUNNICH, 2008, S.325f., WOLTER, 2007, S. 107 ff., DAVISON und SARDY,
2004a, S. 18, BRUCH et al., 2011, S. 19).

Wird fiir diese Auswahl eine € x H Matrix benutzt, mit dem (a,h)-ten Eintrag d,;, = +1
oder -1, in Abhéngigkeit davon ob das erste oder das zweite Element in der jeweiligen
Schicht ausgewahlt wird, dann wird von einer ausbalancierten Auswahl gesprochen, wenn
gilt:

Q
S 0andyy =0  Vh#EW, (4.30)

a=1

(vgl. SHAO et al., 1998, S. 822, MUNNICH, 2008, S.325f., WOLTER, 2007, S. 107 ff., DA-
VISON und SARDY, 2004a, S. 18, BRUCH et al., 2011, S. 19).

Dies wird beim BRR héufig mittels einer Hadamard-Matrix realisiert. Deren Zeilen stehen
fiir das jeweilige Half-Sample und die Spalten fiir die jeweilige Schicht. Die Anzahl der
Replikationen ist festgelegt durch H +1 < < H + 4. Die Zeilen und Spalten einer
Hadamard-Matrix sind orthogonal. Damit werden die Half-Sample unabhangig realisiert
und die Erfilllung der Bedingung (4.30) ist gegeben (vgl. DAVISON und SARDY, 2004a,
S. 18, MUNNICH, 2008, S.325f., SHAO et al., 1998, S. 822 und BRUCH et al., 2011, S.
19). Da genau die Hélfte der Einheiten fir die Substichprobe gezogen wird, mussen die
Designgewichte zur Berechnung von 0, mit zwei multipliziert werden (vgl. DAVISON und
SARDY, 2004a, S.17).

In der Praxis bestehen Schichten selten nur aus zwei Einheiten. Ist die Anzahl der Elemen-
te grofler als zwei, werden die Einheiten einer Schicht zuféllig in zwei Gruppen eingeteilt.
Diese besitzen die Grofie n = |ny,/2] und nj, — nj. Fir das Half-Sample wird anstelle

® Fiir die detaillierte Berechnung von wj,,. siche Abschnitt 4.5.3.
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eines Elementes eine dieser Gruppen nach dem zuvor beschriebenen Vorgehen gezogen
(vgl. WOLTER, 2007, S.128ff., DAVISON und SARDY, 2004a, S.17ff. RAO und SHAO,
1996, S. 343 f., RA0 und SHAO, 1996, MUNNICH, 2008, S. 326, SHAO et al., 1998, S.824).
Auch in diesem Fall muss eine Anpassung der Designgewichte erfolgen, welche zudem
auch der Tatsache Rechnung tragen miissen, dass Stichproben in der Realitidt héaufig
ohne Zuriicklegen gezogen werden. Damit gilt es auch hier, die Endlichkeitskorrektur
zu beriicksichtigen. Ein solcher Ansatz zur Gewichtsanpassung beim BRR basierend auf
dieser Gruppenstruktur und Beriicksichtigung der Endlichkeitskorrektur wird in DAVISON
und SARDY (2004a, S.18f.) gegeben. Demnach werden die Gewichte angepasst durch:

*

- [ { i) 0 —fh>}”2] R

ny,
wh ;= ) (4.31)
r (1 _ 1/2
wns 1_{nh<1fh>} ] o = 1.
np — nj,

In (4.31) ist zu sehen, dass eine Einbeziechung der Endlichkeitskorrektur (1 — f;) in die
Gewichtsberechnung erfolgt. Damit wird dem Ziehungsmodell ohne Zuriicklegen Rech-
nung getragen. Die angepassten Gewichte der einzelnen Einheiten werden zu dem Ge-
wichtevektor wgrr zusammengefasst. Diese Vorgehen umfasst wieder alle Einheiten der
Stichprobe, wobei die fiir die Substichprobe gezogenen Elemente nach (4.31) zumindest
bei kleineren Auswahlsétzen ein deutlich grofleres Gewicht besitzen. Die nicht gezogenen
Elemente gewinnen aber auch hier mit groflerem Auswahlsatz immer mehr an Bedeu-
tung. Zur Berechnung des Punktschatzers in der Substichprobe wird daher der Vektor
der Beobachtungsvariable in Hohe der Stichprobengrofie yg verwendet. Es gilt:

éBRRﬂ = T(ys, wBRR)- (4-32)

Fiir den Varianzschétzer gilt unter Verwendung von (4.2):

. « 1 o —= 2
VBRR (0) = 5 : Z (HBRR,a - GBRR) ) (433)

a=1

mit Oppr = 1/Q- X, Oprpa-

Dieses Vorgehen kann zu einem sehr variablen BRR-Varianzschéatzer fithren. Dies gilt
insbesondere fiir eine kleine Schichtanzahl. Daraus resultiert eine geringe Anzahl an Re-
plikationen. Um dieser Variabilitdt zu begegnen, besteht eine Mdoglichkeit darin, in jeder
Replikation die Gruppierung der Einheiten ¥ mal zu wiederholen und den Varianzschétzer
W Mal zu berechnen. Anschliefend erfolgt die Durchschnittsbildung iiber die einzelnen
Varianzschétzer einer Replikation (vgl. RAO und SHAO, 1996, S. 344).

4.6.2 Vergleich zwischen BRR und Rescaling-Bootstrap

Zwischen den Methoden, welche unter der Kategorie Bootstrap fallen, und dem BRR
existieren normalerweise grofle Unterschiede, insbesondere beziiglich der Substichproben-
ziehung. Jedoch zeigen sich hinsichtlich des Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen und
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des BRR in der Variante von DAVISON und SARDY (2004a) einige Gemeinsamkeiten. Die-
se sind herauszustellen, da sie beziiglich der Anwendung des BRR in dieser Arbeit unter
fehlenden Werten und Imputation von Bedeutung sind.

So wird bei beiden Methoden als Substichprobe die Hélfte der urspriinglichen Stichproben-
grofe gezogen, wenn diese gerade sein sollte. Das Ziehungsmodell ist bei beiden Verfahren
ohne Zuricklegen und zur Integration der Endlichkeitskorrektur werden alle Einheiten
der urspriinglichen Stichprobe fiir die Berechnung des Punktschétzers berticksichtigt. Die
Gewichtsanpassungen nach (4.25) und (4.31) sind im Falle eines einstufigen stratifizierten
Designs identisch.

Wird z.B. beim Rescaling-Bootstrap eine Einheit nicht gezogen und damit ¢,; = 0, entfallt
der letzte Term in (4.25) und bei Einsetzen von A, resultiert:

Dies entspricht der Gewichtsanpassung fiir Einheiten des BRR von DAVISON und SARDY
(2004a) in (4.31), welche nicht fir das Half-Sample gezogen worden sind. Wird hingegen
cine Einheit ausgewdhlt (d,; = 1) ergibt sich bei Einsetzen von Ay, in (4.25):

(4.34)

wzi:whi.[1_\/(1—fh)-MJFZ%‘-\/(I—#).M}

= Wp * 1—(\/(1—fh)'M'(1—Z£))]
N PR et N PRI S
I Ju-m- ]
= W - 1+nh_*nz‘\/(1—fh)'(n;*]
: n; ny —nj)
:WV1+¢Q<M.W:%}
L np,

Die letzte Zeile entspricht damit der Gewichtsanpassung derjenigen Elemente des BRR
in (4.31), welche fiir das Half-Sample gezogen worden sind.

Wie aber auch erwahnt, gibt es wichtige Unterscheide zwischen beiden Methoden. Beim
Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen erfolgt die Auswahl der Elemente mittels einer Zu-
fallsauswahl. Es wird eine individuell festgelegte Anzahl von B Substichproben gezogen
und die Varianz wie beim Bootstrap tiblich auf Basis der Monte-Carlo-Approximation
berechnet. Beim BRR hingegen werden Gruppen gebildet und z.B. mittels Hadarmard-
Matrizen ausgewahlt. Ziel ist die Gewéhrleistung einer ausbalancierten Auswahl. Dadurch
konnen gerade Ausreifler bei ihrer Ziehung fiir die Substichprobe nicht so stark ins Ge-
wicht fallen wie bei der einfachen Zufallsauswahl. Die Zahl der Replikationen kann ohne
wiederholte Gruppierung nicht individuell festgelegt werden, sondern ist durch die An-
zahl der Schichten determiniert. Auch sprechen beide Verfahren in ihrer grundsitzlichen
Ausrichtung andere Stichprobendesigns an. Der Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen
wurde u.a. speziell fiir mehrstufige Stichprobendesigns entwickelt. Aus den in Abschnitt
4.5.3 genannten Griinden entfaltet er gerade hier seine Vorteile. Er kann aber natiirlich
auch im Falle von einstufigen stratifizierten Designs angewendet werden. Der BRR stellt
besonders auf diese Designs ab. Seine Ubertagung auf mehrstufige Stichprobendesigns
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kann geméf des in Abschnitt 4.1.3 erlauterten zweiten Vorgehens vorgenommen werden.
Jedoch ist diese Anwendung beim mehrstufigen Design deutlich komplizierter und rechen-
intensiver wie fiir den Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen. Zur Erfassung der Varianz
aller Stufen muss der BRR auf allen Stufen separat angewendet werden. Wird zum Bei-
spiel ein stratifiziertes zweistufiges Design betrachtet, so werden auf der ersten Stufe die
PSU in den einzelnen Schichten zu Gruppen zusammengefasst. Diese Gruppierung von
PSU kann unter Umsténden negative Effekte mit sich bringen, bei sehr homogenen PSU.
Auf der zweiten Stufen konnen die PSU als Schichten behandelt werden. Dadurch ist
die Durchfithrung des BRR moglich. Durch diese Anwendung des BRR auf allen Stu-
fen kann seine Berechnung sehr aufwendig werden, gerade wenn das Stichprobendesign
viele Stufen beinhaltet. Beim Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen erfolgt eine andere
Vorgehensweise. Hier werden alle Stufen des Designs iiber die Gewichtung innerhalb der
Berechnung des Punktschétzers integriert, wodurch der Varianzschétzer nicht separat auf
beiden Stufen berechnet werden muss.

4.6.3 BRR bei fehlenden Werten und Imputation

Die grundlegende Behandlung des BRR unter fehlenden Werten und Imputation wird in
SHAO et al. (1998) gezeigt. Dort wird jedoch von einer vernachléssigbaren Endlichkeits-
korrektur ausgegangen. Wird stattdessen zur Integration dieser Korrektur der Ansatz
tiber (4.31) gewéhlt, muss auf anderem Wege vorgegangen werden. Hier stellt sich wieder
das bekannte Problem, dass durch die Gewichtsanpassung in (4.31) auch die Einheiten
in die Berechnung des Punktschéitzers mit eingehen, welche fiir die Substichprobe, in die-
sem Fall das Half-Sample, nicht gezogen wurden. Diese Einheiten bekommen mit gréfieren
Auswahlsétzen ein immer grofleres Gewicht, da wie in Abschnitt 4.6.2 beschrieben, die Ge-
wichtsanpassung im einstufigen stratifizierten Design derjenigen des Rescaling-Bootstrap
ohne Zurticklegen entspricht. Es ergibt sich damit die gleiche Problematik wie bei dieser
Methode. Daher wird im einstufigen Design zur Beriicksichtigung von fehlenden Werten
und Imputation vorgeschlagen, auch hier die in 4.5.4 beschriebene zweite Modifikation
anzuwenden.

Damit wird eine separate Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte zwi-
schen den fiir die Substichprobe gezogenen (d,;, = 1) bzw. nicht gezogenen Elemente (., =
—1) vorgenommen. Da auch hier die Substichprobengrofie der Hélfte der urspriinglichen
Stichprobengrofe entspricht, gelten die Erlauterungen des Rescaling-Bootstrap ohne Zu-
riicklegen (vgl. hierzu auch SHAO, 2002). Bei deterministischen Imputationsverfahren
konnen sowohl die Reimputation wie auch die Adjustierung angewendet werden, bei
zufélligen Imputationsverfahren nur die Adjustierung. In Anderung zu (4.32) gilt damit:

éBRR,a = T(yMZ,adjusta wBRR) (4-35)

bzw.

éBRR,a = T(yMZ,reimpa wBRR)- (4-36)

Es wird nur die zweite Modifikation berticksichtigt. Der Grund hierfiir stellen die in Ab-
schnitt 4.5.4 erlduterten Nachteile der Modifikation 1 dar. Die iiber Modifikation 2 adjus-
tierten bzw. reimputierten Vektoren des Untersuchungsmerkmals werden durch yas2 adjust

respektive yaro reimp gekennzeichnet. Die Varianzschatzung erfolgt weiterhin tiber Formel
(4.33).
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Im mehrstufigen Stichprobendesign existieren die in Abschnitt 4.6.2 beschriebenen Unter-
schiede zwischen Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen und dem BRR. Letztere Methode
wird im Rahmen dieser Arbeit beim mehrstufigen Design geméfl (4.7) bzw. dem in Ab-
schnitt 4.6.2 beschriebenen Anwendung durchgefithrt. Es muss daher das Vorgehen des
Rescaling-Bootstrap in 4.5.5 auf die separate Anwendung des BRR auf den verschiede-
nen Stufen iibertragen werden. Auch hier gilt es zu beachten, dass sich die Imputation
niedriger Stufen auf die Varianz tibergeordneter Stufen auswirkt. Damit muss die Reimpu-
tation bzw. Adjustierung bei der separaten Anwendung des BRR auf den einzelnen Stufen
immer mit durchgefiihrt werden. Auf jeder Stufe muss auch hier eine Trennung von fir die
Substichprobe gezogen und nicht gezogenen Elementen vollzogen werden. Wird von ei-
nem zweistufigen Design ausgegangen, resultieren auf der ersten Stufe der Punktschéatzer
GBRRa = T(yYm2,adjust,1, WBRR,1) DZW. HBRR o = T(Ymzreimp1, WBRR1)- YM2,adjust,i DZW.
Ynmz,reimp stellt die reimputierte bzw. adjustierten Vektor des Untersuchungsmerkmals
dar. Die Reimputation bzw. Adjustierung wird getrennt fiir fehlende Werte auf der letz-
ten Stufe durchgefiihrt, je nachdem ob ihre PSU fiir die Substichprobe gezogen wurde oder
nicht. Der Gewichtevektor wprr 1 beinhaltet die beziiglich der Einheiten der ersten Stufe
nach (4.31) angepassten Designgewichte der Einheiten der letzten Stufe w;, = w} ;- wha-
Es gilt:

| =10 (1
Wha - |1+ { Uity
Wiy = (4.37)

r . 1/2
P P (1—/n)
=1

Auf der zweiten Stufe wird hingegen mittels des BRR auf die Punktschétzer éBRR,O =
T (Yrr2,adjust,2s WBRR,2) bZW. T(Yrr2,adjust,2; WBRR,2) abgestellt. yara agjust,2 DZW. Ynra reimp.2
stellen auch hier den reimputierten bzw. adjustierten Vektor des Beobachtungsmerkmals
dar. Die Reimputation bzw. Adjustierung findet hier jedoch separat zwischen Imputations-
werten statt, die auf der letzten Stufe fiir die Substichprobe gezogen bzw. nicht gezogen
wurden. wpgro ist dementsprechend der Vektor der Gewichte wyy; 5, welche berechnet
werden durch:

; dahd = —1.

(1 — 1/2
Whai - 1+{(nhd nhd) ( fhd)} ]’ 5ahdi:1’

i 0%
Whaio = ) o (4.38)
x (1 _
Whai |1 — {M} ; Oandi = —1.
i Thd — Mhg

npq stellt weiterhin die Anzahl der Elemente in der PSU d dar und des Weiteren gilt
Ny = [nha/2].

Wird des weiterhin davon ausgegangen, dass Ly, /I, tiber die Schichten konstant ist, z.B.
im Falle einer proportionalen Allokation oder einer gleichen PSU-Gréfle in der Grundge-
samtheit und Stichprobe auf der ersten Stufe, kann die Varianz unter Riickgriff auf (4.7)
geschéatzt werden durch:
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A

. Q . 1 N 2
Vit (92St) =Y (HBRR,a o > QBRR,U) (4.39)
a=1 v=1

2
Lh 2 A 1 &2 A~
+ T Z (QBRR,O N Z QBRR,J‘) .
o o=1 2 j=1

Die Anwendung von Schétzer (4.6) ist nicht zu empfehlen. Dies wiirde bedeuten, dass
der BRR auf der zweiten Stufe innerhalb einer PSU angewendet werden muss. Ohne
Schichtung innerhalb der PSU entspreche dies einer Anwendung des BRR, welche dem Fall
des Vorliegens einer Schicht gleichkédme. In diesem Fall wéire der Schéatzer sehr variabel.
Aber auch das Vorgehen aus (4.39) kann Probleme mit sich bringen. Die Problematik
der Gruppierung sehr homogener PSU wurde schon in Abschnitt 4.6.2 beschrieben. Des
Weiteren kann dieses Vorgehen nicht mehr im Falle eines iiber die Schichten variierenden
Terms Ly /l;, angewendet werden.

4.7 Resampling-Verfahren unter Beriicksichtigung
der Varianzkomponente beziiglich fehlender
Werte

4.7.1 Allgemeine Problematik

Die bisher beschriebenen Resampling-Verfahren gehen von einer vernachléssigharen Vari-
anzkomponente beziiglich fehlender Werte der Varianz aus. Damit ist die zweite Kompo-
nente Vg bzw. Vg in (3.23) respektive (3.26) gemeint. Diese Komponente kann in Féllen
aufler Acht gelassen werden, wenn entweder die fehlenden Werte in der Grundgesamtheit
nur einmalig erzeugt werden oder der Gesamtauswahlsatz klein ist. Liegt jedoch ein grofler
Gesamtauswahlsatz vor und sind fehlende Werte in der Grundgesamtheit bzw. der Stich-
probe variabel, fithren die beschriebenen Methoden zu einer deutlichen Unterschiatzung
der Varianz. Der Grund liegt darin, dass die Resampling-Verfahren tiber die Substichpro-
ben hinweg mit dem gegebenen Response-Vektor arbeiten. Jede Einheit ist als beobachtet
oder fehlend eindeutig festgelegt. Der Response-Vektor wird vor der Reimputation bzw.
Adjustierung in jeder Substichprobe nicht neu erzeugt. Damit kann die Variation, welche
durch die wiederholte Erzeugung des Response-Vektors in jedem Simulationsdurchlauf
resultiert, entweder in der Grundgesamtheit oder der Stichprobe, nicht beriicksichtigt
werden.

Dieser Sachverhalt lasst sich am besten fiir den Fall der Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit zeigen (vgl. hierzu und im Folgenden auch die Erlau-
terungen in MASHREGHI et al., 2014 bzw. HAz1zA, 2010). Der Grund liegt darin, dass
Resampling-Verfahren im Falle des Vorliegens fehlender Werte und deren Kompensation
iiber Imputation eher beziiglich dieses Vorgehens analysiert werden konnen gegeniiber
dem Auftreten fehlender Werte in der Stichprobe. Dies betrifft insbesondere die Ausrich-
tung des dufleren Vorganges auf den Ausfallmechanismus und den inneren Vorgang auf
das Stichprobendesign. Die Grundlage bilden die beiden Formeln aus (3.23) bzw. (3.26).
Werden zunéchst die deterministischen Imputationsverfahren herangezogen, entfillt die
Komponente V}! und es werden die beiden Komponenten V} = E,V,(07]2) und Vil =

V,E,(8")2) aus (3.23) betrachtet. Nach MASHREGHI et al. (2014, S.146) muss ein valider
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Schitzer fiir V& die Stichprobenvariabilitit des imputierten Schétzers konditioniert auf
den Response-Vektor z erfassen. Und genau diesen Vorgang decken Resampling-Verfahren
ab. Sie reproduzieren fiir einen gegebenen Response-Vektor z iiber die Selektion von Sub-
stichproben die beschriebene Variation des Schétzers durch die Stichprobenziehung. Wie
anfangs erldutert geschieht dies nur fiir einen konkreten Response-Vektor. Die zweite
Komponente Vily = V,E,(#"|z), welche die Variation iiber die verschiedenen Response-
Vektoren beschreibt, wird dadurch nicht abgedeckt (vgl. MASHREGHI et al., 2014, S. 146).
Diese Analyse kann fiir den Fall der Entstehung fehlender Werte in der Grundgesamtheit
leicht vollzogen werden, da auch fiir Resampling-Verfahren die einmalige Generierung
des Response-Vektors zeitlich vor der Substichprobenziehung liegt. Fiir den Fall der Ent-
stehung fehlender Werte in der Stichprobe lasst sich die Abdeckung des Anteils an der
Gesamtvarianz der Resampling-Verfahren nicht so einfach demonstrieren. Denn hier sind
die einzelnen Varianzkomponenten anders definiert. Nach (3.24) stellt der dufiere Vorgang
die Stichprobenziehung dar und der innere Vorgang bezieht sich auf den Antwortmecha-
nismus. Damit erfolgt hier die Stichprobenziehung vor der Generierung des Response-
Vektors. Wie beschrieben, ist es bei Resampling-Verfahren gegenteilig zu betrachten. Die
Simulationsstudie wird spéter zeigen, dass die erste Komponente ‘752 bei dieser Zerlegung
nicht mit dem durch die Resampling-Methoden abgedeckten Anteil iibereinstimmt.

Nach der Varianzzerlegung in (3.26) sind fiir zufillige Imputationsverfahren drei Terme
zu berticksichtigen. Zusétzlich kommt die Imputationskomponente f/llmp hinzu. Der zweite

Term aus (3.26) Vig = V,E,E;(']s, z), die Varianzkomponente durch fehlende Werte,
wird durch die klassischen Resampling-Verfahren auch hier nicht erfasst. Nach MASH-
REGHI et al. (2014, S. 146) werden die erste und dritte Komponente V& = E,V, E (6], z)
bzw. \711mp = EquVI(él s, z) fiir kleine Auswahlsétze erfasst. Bei grofen Auswahlsitzen
zeigen sich aber auch hier Probleme. So liegt nach den Autoren fiir bestimmte Resampling-
Verfahren eine schlechte Approximationsgiite der gemeinsamen Verteilung aus Stichpro-
ben und Donoren vor. Dies gilt fiir Resampling-Methoden, welche Endlichkeitskorrekturen
beim Modell ohne Zuriicklegen tiber Reskalierungen berticksichtigen (vgl. MASHREGHI
et al., 2014, S.146). Damit ist z.B. der Rescaling-Bootstrap aus Abschnitt 4.5.2 und der
BRR aus Abschnitt 4.6 betroffen. Auch hier kénnen Unterschéitzungen der Varianz die
Folge sein.

So wird nach MASHREGHI et al. (2014) zum Beispiel bei der urspriinglichen Version des
Rescaling-Bootstrap aus 4.5.1 bei (gewichteter) Hot-Deck-Random-Imputation im Fal-
le der einfachen Zufallsstichprobe und uniformer Ausfallmechanismus die Varianz ‘753 +
(1—f)- Vllmp abgedeckt. Der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen aus Abschnitt 4.5.2
deckt die gleiche Quantitat ab. Dies werden die Simulationsergebnisse aus Abschnitt 5.3.5
zeigen. Der BRR aus 4.31 verwendet, wie in Abschnitt 4.6.2 beschrieben, die gleichen
Reskalierungen wie der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen, welche fiir die schlechte
Approximationsgiite verantwortlich sind. Nicht erfasst werden in diesem Fall die Kompo-
nenten Vi + f - Vlmp Damit fithren die Verfahren bei einem kleinen Auswahlsatz f zu un-
verzerrten Schatzern, jedoch auch hier bei einem grofien Auswahlsatz zu Unterschétzungen
der Varianz (vgl. MASHREGHI et al., 2014, S. 146).

Und genau dieser letzte Punkt muss noch einmal herausgestellt werden. Die bisher erlau-
terten Resampling-Verfahren konnen bei kleinen Auswahlsdtzen ohne Probleme angewen-
det werden, um die Varianz bei Auftreten von fehlenden Werten und der Durchfithrung
von Imputationen zu schatzen. In diesem Fall ist wie in 3.4.3 erlautert die Varianzkom-
ponente durch fehlende Werte Vg bzw. ‘71\%1% vernachlassigbar klein. Liegen jedoch grofie
Auswahlsétze vor, insbesondere ein grofler Gesamtauswahlsatz f, miissen die Resampling-
Verfahren angepasst werden. Und hier werden in HAZ1zA (2010) und MASHREGHI et al.
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(2014) verschiedene Ansétze gegeben, welche im néchsten Abschnitt néher erldutert wer-
den.

4.7.2 Verfahren zur Beriicksichtigung der Varianzkomponente
beziiglich fehlender Werte

Alle diese Ansétze gehen von der strengen Annahme des uniformen Antwortmechanismus
aus. Die Anwendung von Imputationsklassen ist daher sinnvoll. Auflerdem wurden sie
fiir Félle hergeleitet, bei welchen die Imputationsklassen den Schichten entsprechen. Die
Methoden in den Arbeiten von MASHREGHI et al. (2014) wurden insbesondere an der
urspriinglichen Version des Rescaling-Bootstrap nach RA0 und Wu (1988) demonstriert.
Die Probleme dieser Methode wurden in 4.5.1 beschrieben.

Die intuitiv naheliegendste Methode ist es, die Erzeugung der fehlenden Werte innerhalb
der Substichproben zu reproduzieren (vgl. im Folgenden MASHREGHI et al., 2014). Die
Response-Vektoren z;, werden in jeder Stichprobe neu erzeugt und anschlieend impu-
tiert. MASHREGHI et al. (2014) schlagen vor, die Response-Vektoren iiber eine Bernoulli
Verteilung zu erzeugen mit:

zp; ~ Bernoulli(prp). (4.40)

Falls die Schichten den Imputationsklassen entsprechen gilt:

DR = 1w/ (4.41)

Ansonsten miissten die Imputationsklassen oder sonstige Abgrenzungen zur Gewéhrleist-
ung des uniformen Antwortmechanismus zugrunde gelegt werden.

Die Erzeugung der fehlenden Werte und die Ziehung der Einheiten fiir die Substichprobe
muss unabhéngig erfolgen. Werden bei dem Verfahren Reskalierungen zur Beriicksichti-
gung der Endlichkeitskorrektur durchgefithrt, muss es zur Anpassung dieser Faktoren
kommen. Und dadurch kann dieses Vorgehen sehr aufwendig werden. Diese Anpassung
unterscheidet sich nicht nur zwischen den Imputationsmethoden, sondern auch zwischen
den Resampling-Verfahren. So wird z.B. bei der Mittelwertimputation beim Rescaling-
Bootstrap nach RA0 und Wu (1988) statt Cy, = ((1 — fr) - ny./(ny, — 1)) aus Abschnitt
451 Cl = ((1=pru-fn)-n;/(rn—1)) verwendet.® Wenn fiir pry, - fr, = 71,/ Ny, gilt, sind sich
die Faktoren sehr dhnlich. Statt der Stichprobengrofie wird die Anzahl der antwortenden
Einheiten genommen (vgl. MASHREGHI et al., 2014, S. 146 ff.).

Wie sich an der Beschreibung dieses Verfahrens erkennen lisst, ist die Umsetzung sehr
aufwendig und computerintensiv. Wie schon beschrieben, muss die Reskalierungskontstan-
te fiir jede Imputationsmethode und Resampling-Methode separat hergeleitet werden. In
jeder Substichprobe wird zudem nicht nur die Ziehung und die Imputation wiederholt,
sondern auch die Generierung des Response-Vektors. Das kann je nach Vorgehen zu deut-
lich langeren Rechenzeiten fithren. Im Abschnitt 4.3 ihres Artikels geben MASHREGHI
et al. (2014) zudem an, wie dieses Vorgehen auch auf Methoden iibertragen werden kann,
bei denen die Reskalierung auf die Gewichte und weniger auf die Untersuchungsvariable
vorgenommen wird.

6 Die Rescaling-Faktoren fiir weitere Imputationsmethoden werden in Tabelle 1 in Abschnitt 4.2 in MASH-
REGHI et al. (2014) gegeben.
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Eine weitere Moglichkeit, die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte zu beriick-
sichtigen, besteht darin, den direkten Schétzer fiir Vilz einfach zum Varianzschitzer
der Resampling-Methode hinzu zu addieren (vgl. Haziza, 2010, S. 8). Bei deterministi-
schen Imputationsmethoden decken die Verfahren die erste Komponente der Varianz ab.
Durch die Addition des direkten Schétzers der zweiten Komponente konnte die gesamte
Varianz erfasst werden. So wiirde bei Mittelwertimputation bei der einfachen Zufalls-
stichprobe dem Resampling-Varianzschitzer der in (3.45) beschriebenen Schétzer VI&R =
m/N - s%/r hinzugefiigt werden. Voraussetzung fiir dieses Vorgehen ist, dass ein direkter
Varianzschétzer der zweiten Stufe vorliegt. Aulerdem miissen die Bedingungen aus Ab-
schnitt 3.6 zur Herleitung des Schétzers beachtet werden. Der direkte Schéatzer der zweiten
Stufe miisste zudem immer separat mitberechnet werden, was unter Umstédnden z.B. bei
mehrstufigen Stichprobendesigns sehr aufwendig werden kann.

Statt die zweite Varianzkomponente separat zu schitzen und additiv zu berticksichtigen,
besteht nach MASHREGHI et al. (2014, S.150) eine weitere Moglichkeit darin, die Va-
rianzkomponente beziiglich fehlender Werte durch Verwendung von Korrekturfaktoren
beziiglich der Resampling-Methode zu berticksichtigen. Dies wird nachfolgend ausfiihrlich
erldutert.

4.7.3 Beriicksichtigung der Varianzkomponente beziiglich
fehlender Werte iiber Korrekturfaktoren

4.7.3.1 Allgemeines Vorgehen

Bei deterministischen Imputationsverfahren ist der Ausgangspunkt wiederum die Uberle-
gung, dass Resampling-Verfahren die Stichprobenkomponente V& abdecken. Ziel ist es
einen bestimmten Korrekturfaktor «; zu finden, welcher mit der Varianzschétzung der
Resampling-Methode multipliziert wird, um die gesamte Varianz Vi, abzudecken. Damit
muss gelten:

Vges = ay - Vs, (4.42)

Dieser Korrekturfaktor oy muss letztendlich geschétzt werden. Das Vorgehen von MASH-
REGHI et al. (2014) wird im Rahmen dieser Arbeit in vier Schritten zusammengefasst.
Demnach ergibt sich der folgende allgemeine Ablauf:

1. Varianzermittlung: Die Varianz beider Komponenten wird zunéchst approximativ
hergeleitet. Hierzu ist es meist notwendig, bestimmte Annahmen zu treffen bzw.
von starken Vereinfachungen auszugehen. MASHREGHI et al. (2014) gehen in ihrem
Fall von der einfachen Zufallsstichprobe, von einem uniformen Antwortmechanismus
sowie der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus. Korrek-
turfaktoren fiir den Fall eines fixen Response-Vektors sind nur fiir zuféllige Imputati-
onsverfahren notwendig. Ein Korrekturfaktor fiir Hot-Deck-Random-Imputation fiir
diesen Fall wird im Rahmen dieser Arbeit nach Vorstellung des allgemeinen Ablaufs
und zwei konkreten Beispielen der Korrekturfaktoren fiir den Fall der Entstehung
variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit angegeben und im Anhang her-
geleitet. Fiir den Fall der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe ist die Her-
leitung nicht mehr so einfach mdoglich. Der Grund liegt darin, dass sich die beiden
Komponenten vom Fall der Entstehung fehlender Werte in der Grundgesamtheit in
ihrer Hohe unterscheiden. Resampling-Verfahren decken hier nicht die Komponente
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VZ ab. Hier wird im Rahmen der Simulationsstudie geschaut, inwieweit die Korrek-
turfaktoren aus dem Fall variabler fehlender Werte tibernommen werden konnen.

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Bei deterministischen Imputationsverfahren gilt:

Vges = Vsl + Vl\%R (443)

Damit kann (4.42) umgeformt werden zu:

Ve + W
o = % (4.44)
Es wird hier auf die theoretisch hergeleiteten Varianzen V4§ und Viip aus Schritt 1
zuriickgegriffen. Ziel ist es insbesondere, dass die theoretischen Varianzen Vg und
Vig durch die Annahmen und Vereinfachungen so dargestellt werden konnen, dass
sich moglichst viele Parameter und Terme aus dem Bruch (4.44) rauskiirzen lassen.
Dies gilt insbesondere fiir die Variationen in V¢ und Vi und wird gleich anhand
der Beispiele fiir ausgewahlte Imputationsmethoden verdeutlicht.

3. Schitzung des Korrekturfaktors: Es muss ein Schétzer &j fiir a; gefunden werden.
Hierzu miissen einige Parameter geschatzt werden. Diese hangen von der Impu-
tationsmethode ab. Insbesondere muss die Antwortwahrscheinlichkeit pr geschétzt
werden. Unter der Annahme des uniformen Antwortmechanismus gilt hier:

r
pr = —. 4.45
pr=— (4.45)
Wie noch zu sehen ist, taucht in den (geschatzten) Korrekturfaktoren der Gesamt-
auswahlsatz f auf. Dieser wird benotigt, da wie in Abschnitt 3.4.3 erlautert, der
Anteil der Varianzkomponente durch fehlende Werte insbesondere von dieser Grofie
abhangig ist.

4. Verkniipfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Der geschétzte Kor-
rekturfaktor wird multiplikativ mit der Resampling-Methode verkniipft. Die Varianz
wird mit Hilfe des Resampling-Verfahrens geschétzt und anschlieBend mit dem Kor-
rekturfaktor multipliziert. Da &; eine Konstante darstellt, kann die Grofie auch iiber
ihre Wurzel mit den Gewichten multipliziert werden. Dies ist vor allem bei Ansétzen
von Bedeutung, welche auf Replikationsgewichte abstellen.

Dieses allgemeine Vorgehen kann an Beispielen konkreter Imputationsverfahren demon-
striert werden.

4.7.3.2 Mittelwertimputation

Im Rahmen der Mittelwertimputation konnen die Schritte zur Herleitung des Korrek-
turfaktors von MASHREGHI et al. (2014, S.150) wie folgt dargestellt werden (vgl. im
Folgenden hierzu auch MASHREGHI et al., 2014, S. 150):
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1. Varianzermittlung: Nach MASHREGHI et al. (2014, S.150) gilt fiir die Varianz der
einzelnen Komponenten im Falle von Mittelwertimputation und dem Mittelwert
als interessierende Statistik bei einfacher Zufallsstichprobe und der Annahme des
uniformen Ausfallmechanismus und Entstehung fehlender Werte in der Grundge-

samtheit:
1-f 1 X
Vi~ R = 1) 4.46
SR N ;(y 77%9) (4.46)
und
l-pp 1 _
Vi, ~ >y — ) 4.47
NR PR N2 ¢=1(y Yu) ( )

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Aus diesen beiden Komponenten kann die Kon-
stante o berechnet werden geméf (4.44). Es gilt:

Ve + W%
apmw = % e
S
L=/ 1 & v, l=pr 1 X S
ENCE i + — P —
_ pr-f N? z;_(y yU) PR N2 lg(y yU)
B 1—f 1 X —
L B

Fiir diesen Bruch koénnen viele mathematische Operationen durchgefiithrt werden.
Insbesondere ldsst sich die Variation des Untersuchungsmerkmals in der Grundge-
samtheit Y | (y; — 7;)? rauskiirzen. Dies ist dem Umstand zu verdanken, dass von
der einfachen Zufallsstichprobe ausgegangen wird. Bei komplexeren Stichprobende-
signs kann die Stichprobenkomponente aus (4.46) nicht mehr so stark vereinfacht
dargestellt werden.

Nach Durchfiihrung der verschiedener mathematischen Operationen, welche im De-
tail in Abschnitt A.1.1 im Anhang A angeben werden, resultiert aus (4.48):

amw = (1 =pr- f)/(1 = f). (4.49)

Bei Vorliegen des Totalwertes als interessierende Statistik resultiert der gleiche Fak-
tor. Fur diesen Schétzer werden die Varianzen der einzelnen Komponente in (4.46)
und (4.47) mit N? multipliziert. Diese Grofe kiirzt sich jedoch bei der Berechnung
des Korrekturfaktors im Rahmen der Quotientenbildung wieder heraus. Folglich sind
die Faktoren fiir beide Statistiken identisch.

An Formel (4.49) lasst sich die Interpretation dieses Korrekturfaktors oy noch ein-
mal verdeutlichen. Er beschreibt damit die Grole, um welche die gesamte Varianz
die Stichprobenkomponente V¢ aufgrund der Beriicksichtigung von Vi iibersteigt.
Wenn der Auswahlsatz f sehr klein ist, damit auch der Anteil der Varianzkompo-
nente durch fehlende Werte, liegt ay sehr nahe bei Eins und die gesamte Varianz
wird durch die Varianzkomponente V& abgedeckt. Mit immer héher werdendem
Auswahlsatz wird auch (4.49) immer grofier, da die Varianzkomponente beztiglich
fehlender Werte Vi immer mehr an Gewicht gewinnt.
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3. Schatzung des Korrekturfaktors: Um einen Schétzer (4.49) zu finden, miissen hier
lediglich die Antwortwahrscheinlichkeiten pr geschétzt werden. Der Gesamtauswahl-
satz f ist im Normalfall bekannt. Damit gilt:

auw = (L =pr- f)/(L = f). (4.50)

Die Antwortwahrscheinlichkeit pr wird geméf (4.45) geschétzt.

4. Verkniipfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Die bisher vorge-
stellten Resampling-Methoden schétzen nur die Stichprobenkomponente der Varianz
V4. Werden die berechneten Varianzschitzer jedoch mit &y multipliziert, resul-
tiert ein Varianzschétzer fiir die gesamte Varianz. Wie bereits beim allgemeinen
Vorgehen erwahnt, kann die Multiplikation dieses Faktor entweder direkt auf die
mittels des Resampling-Verfahrens ermittelte Varianz vorgenommen werden oder
die Konstante &y wird tiber ihre Wurzel in den Punktschéitzer einkalkuliert. So
miisste zum Beispiel beim Rescaling-Bootstrap nach CHIPPERFIELD und PRESTON
(2007) aus Abschnitt 4.5 die adjustierten Gewichte multipliziert werden mit:

wi = w! -\ apw. (4.51)

Es ergibt sich der Gewichtevektor w® und es gilt im Falle der Mittelwertimpu-
tation und der Anwendung von Reimputation und der Modifikation 2 fiir den
Punktschétzer der Substichprobe: 05 . ..o veimp = T (Yr12.reimp, W)

Neben der Mittelwertimputation geben MASHREGHI et al. (2014) diese Konstanten auch
fiir andere deterministische Imputationsverfahren an. Zum Beispiel betragt die Konstante
fiir Regressionsimputation bei einer verwendeten Hilfsvariable:

L—pp-f—(—pr) Corp_
(1—f)'(1—<1—ﬁ3)'COI'R)

(4.52)

A Reg =

681"3 ist der auf Basis der beobachteten Einheiten der Stichprobe berechnete Korrela-
tionskoeffizient zwischen y und =x.

4.7.3.3 Hot-Deck-Random-Imputation im Falle variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit

Im Falle zufélliger Imputationsverfahren sind einige Besonderheiten zu beachten. In M ASH-
REGHI et al. (2014, S. 151) wird ein Korrekturfaktor fir die (gewichtete) Hot-Deck-Random-
Imputation hergeleitet. Auch dieses Vorgehen kann wieder in vier Schritte zusammenge-

fasst werden (vgl. im Folgenden hierzu auch MASHREGHI et al., 2014, S.151).

1. Varianzermittlung: Es gilt insbesondere zu beachten, dass bei zufalligen Imputa-
tionsverfahren zusétzlich noch die Imputationskomponente fGlmp der Gesamtvarianz
hinzukommt. Unter den gegebenen Annahmen entsprechen nach MASHREGHI et al.
(2014) die ersten und zweiten Varianzkomponenten V& bzw. Vil denjenigen fiir die
Mittelwertimputation aus (4.46) und (4.47). Damit gilt auch fiir diese Komponenten:
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Rl RN ST (4.53)
5 pr-f N2 i=1 ' v
und
~ l-prp 1 Y _
Vi~ — =T )2 4.54
NR PR N2 ;(y Yu) ( )

y 1 —pr _
Vimp ~ ——7 * 20 = Tu)” (4.55)

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Auch in diesem Schritt sind die Besonderheiten
zufilliger Imputationsverfahren zu berticksichtigen. Zwar werden wie bei den de-
terministischen Imputationsverfahren die Stichprobenkomponente Vs grundsétzlich
erfasst, die Komponente Vi hingegen nicht. Durch das Hinzukommen von mep
ergibt sich jedoch eine Problematik. Wie bereits erértert decken die Resampling-
Verfahren bei einem kleinen Auswahlsatz f diese Komponente ab. Bei einem grofien
Auswahlsatz liegt jedoch eine schlechte Approximationsgiite der gemeinsamen Ver-
teilung aus Stichproben und Donoren vor. Dies gilt fiir Resampling-Verfahren, wel-
che Reskalierungen zur Beriicksichtigung der Endlichkeitskorrektur verwenden. Dies
gilt es ebenfalls zu korrigieren.

Nach MASHREGHI et al. (2014) ist es moglich, diesen Anteil an der Imputationskom-
ponente zu quantifizieren, welcher durch Resampling-Verfahren mit Reskalierungen
abgedeckt wird. Er betrégt fiir die in Abschnitt 4.7.1 in diesem Zusammenhang auf-
gefithrten Resampling-Verfahren (1 — f) ~‘~/}1mp. Damit wird, wie erldutert, bei einem
kleinen Auswahlsatz f die Imputationskomponente zum gréfiten Teil abgedeckt. Bei
einem sehr kleinen Auswahlsatz wird jedoch nur ein Bruchteil davon erfasst.

Insgesamt erfasst wird durch die Resampling-Verfahren der folgende Varianzterm:

=1

A RTIR I Rl A SN o
s NN
1

=) R - T0)” (4.56)

QfotDeck Wird wie im deterministischen Fall iiber den Quotienten aus der Gesamtva-
rianz dividiert durch den von klassischen Resampling-Verfahren abgedeckte Anteil
an der Varianz berechnet. Damit wird agoipect berechnet durch:

~I~/§+X7§R+V{1mp

(4.57)

X HotDeck =
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Der Zahler ist damit der Summand aus den Varianzkomponenten (4.53), (4.54) und
(4.55). Der Nenner ist in (4.56) gegeben. Nach einigen mathematischen Operationen,
welche in Abschnitt A.1.2 im Anhang A angegeben sind, resultiert fiir o gorpec:

1+pr-(1=pr)—pr-f
L+pr-(1—=pr)-(1—f)

(4.58)

QHotDeck = [

Auch hier wird wieder der Umstand ausgenutzt, dass die Variation des Untersu-
chungsmerkmals in der Grundgesamtheit in allen drei Varianzkomponenten vor-
kommt. Dadurch kann sie wieder rausgekiirzt werden.

3. Schatzung des Korrekturfaktors: Wie im deterministischen Fall muss wieder ein
Schétzer fir (4.58) gefunden werden. Hierzu gilt es, die Teilnahmewahrscheinlich-
keit pg durch (4.45) zu schétzen. Der Schatzer & gotpect, wird anschlieBend berechnet
durch:

et = (1 (1= pa) - (1~ 1) )

4. Verkniipfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Wie auch im deter-
ministischen Fall wird die Varianz des Resampling-Verfahrens mit dem berechneten
Korrekturfaktor &gspect; multiplikativ verkniipft.

4.7.3.4 Hot-Deck-Random-Imputation im Falle eines fixen Response-Vektors
in der Grundgesamtheit

Eine wichtige Annahme im Rahmen des Artikels von MASHREGHI et al. (2014) ist, dass
der Response-Vektor in der Grundgesamtheit immer wieder von Neuem generiert wird.
Im Rahmen dieser Arbeit ist jedoch auch der Fall eines fixen Response-Vektors in der
Grundgesamtheit relevant. Daher wird in diesem Abschnitt eine Modifikation des beschrie-
benen Korrekturfaktors vorgenommen werden. Bei einem fixen Response-Vektor kénnen
die zuvor dargestellten Korrekturfaktoren nicht mehr verwendet werden. Durch die mul-
tiplikative Verkniipfung der durch Resampling-Verfahren geschéitzten Varianz mit dem
Korrekturfaktor wird die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vig bzw. Vi
einkalkuliert, egal ob sie tatsdchlich vorhanden ist oder nicht. Im Falle der Entstehung
variabler fehlender Werte ist sie vorhanden, daher wird sie durch Beriicksichtigung der
Korrekturfaktoren in die Varianz auch korrekt integriert. Im Falle eines fixen Response-
Vektors in der Grundgesamtheit entsteht die Komponente beziiglich fehlender Werte Vg
bzw. Vg jedoch nicht. Hier darf der Korrekturfaktor nicht verwendet werden, da sonst
die Varianz durch die nicht auftretende Varianzkomponente iiberschéatzt wird. Es ergeben
sich in Abhangigkeit der Art von Imputationsmethoden zwei verschiedene Vorgehenswei-
sen. Im Falle deterministischer Imputationsverfahren und eines fixen Response-Vektors
in der Grundgesamtheit werden Varianzen ohne Beriicksichtigung von Korrekturfaktoren
geschatzt. Bei zufélligen Imputationsverfahren muss wiederum eine Besonderheit Beach-
tung finden. Hier gilt es, die in Abschnitt 4.7.1 beschriebene schlechte Approximationsgiite
der gemeinsamen Verteilung aus Stichproben und Donoren der Resampling-Verfahren bei
einem groflen Auswahlsatz f zu korrigieren. Jedoch darf die Varianzkomponente beziiglich
fehlender Werte bei einem fixen Response-Vektor nicht erfasst werden. Daher wird im
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Rahmen dieser Arbeit fiir diesen Fall ein modifizierter Korrekturfaktor hergeleitet, wel-
cher diese Problematik beriicksichtigt. Es wird aber wieder auf die bekannten Schritte
zuriickgegriffen:

1. Varianzermittlung: Gegeniiber dem Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit ist die erfassende Varianz um die Komponente Vi reduziert.
Die gesamte Varianz besteht damit nur noch aus der Stichproben- und Imputa-
tionskomponente aus (4.53) und (4.55):

Vlwl_f-i-iw-—@)? (4.60)
s pR'f N2 i=1 ' v
und
~ l1-pp & _
1 2
‘/]mpN n-N 'Z:(yi_yU)' (461)

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Wie im Fall der Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit wird fiir die in Abschnitt 4.7.1 in diesem Zusammen-
hang aufgefithrten Resampling-Verfahren der Term Vg + (1 — f) -V}, erfasst. Es

gilt:
~ ~ 1-f 1 &
Va+(1—f)- VL =~ p— i — Ty )
s+ 1 =1 Vi o f N iZl(y i)
1_ N
+(1-f) pR Z . (4.62)

Qpotpeck €rrechnet sich damit im Fall eines fixen Response-Vektors und zufalliger
Imputationsverfahren gemaf:

A VS + Vi
OHotDeck — 7 =~ .
Unter Verwendung von (4.60) und (4.61) im Zéhler und (4.62) im Nenner ergibt

sich nach dem ftiblichen Vorgehen (vgl. die Herleitung dieses Korrekturfaktors in
Abschnitt A.1.3 in Anhang A) folgender Korrekturfaktor:

(4.63)

1— .
1+( pR) Pr

_ (1—-f)
QO HotDeck = 1 T (1 — pR) PR . (464)

3. Schdtzung des Korrekturfaktors: Die Konstante aus (4.64) wird geschétzt durch:

14 (1 —pr) Pr
R (1-1)
otDeck — ~ ~ - 4.65
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4. Verkniipfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Durch multiplika-
tive Verkniipfung der durch die mittels Resampling-Methode geschétzte Varianz
und dem modifizierten Korrekturfaktor aus (4.65) kann auch im Falle eines fixen
Response-Vektors in der Grundgesamtheit und zufalliger Imputationsverfahren die
Varianz auch bei einem groflen Auswahlsatz f unverzerrt geschitzt werden. Die
beschriebenen Verzerrungen werden hierdurch vermieden.

4.7.3.5 Kritische Bewertung

Im Vergleich zu der additiven Beriicksichtigung der Komponente Vi besitzt die Ver-
wendung von Korrekturfaktoren den Vorteil, dass ein direkter Varianzschitzer nicht se-
parat berechnet werden muss. Daher wird die multiplikative Verkniipfung im Folgen-
den vorgezogen. Gegeniiber der Generierung eines neuen Response-Vektors in jeder Sub-
stichprobe bietet die Verwendung von Korrekturfaktoren den Vorteil, dass das Verfahren
computertechnisch weniger aufwendig ist und gleiche Korrekturfaktoren fiir verschiede-
ne Resampling-Methoden verwendet werden konnen. Letzterer Punkt gilt zumindest fiir
deterministische Imputationsmethoden. Beide Moglichkeiten zur Erfassung der Varianz
beziiglich fehlender Werte Vjz werden in der Simulationsstudie miteinbezogen. Die Gene-
rierung eines neuen Response-Vektors findet iiber den unabhédngigen Rescaling-Bootstrap
Beriicksichtigung.

Jedoch gilt es, auch fiir die Verwendung von Korrekturfaktoren die Nachteile bzw. Be-
schrankungen zu beachten. Neben den schon beschriebenen Annahmen des uniformen
Antwortmechanismus wurden diese Korrekturfaktoren fiir die einfache Zufallsstichpro-
be hergeleitet. Fiir komplexere Stichprobendesigns bzw. Imputationsmethoden sind diese
Faktoren schwer oder gar nicht ableitbar. Das beste Beispiel sind mehrstufige Stichpro-
bendesigns. Um z.B. &,y herzuleiten, miissen in (4.48) die Variationen 3% | (y; — 7,,)? in
jedem Term auftauchen und vor die Klammer gezogen werden. Bei klassischen zweistu-
figen Stichprobendesigns beziehen sich diese Variationen auf der ersten Stufe jedoch auf
die Totalwerte der PSU und auf der zweite Stufe auf die Einheiten innerhalb der PSU.
Auch miissen diese Variationen zwischen der Stichprobenkomponente und der Kompo-
nente beziiglich fehlender Werte und der Imputationskomponente nicht tibereinstimmen.
Die Frage, die sich stellt, ist, ob die Korrekturfaktoren, wie in diesem Abschnitt be-
schrieben und unter den Bedingungen der einfachen Zufallsstichprobe hergeleitet, auch
fiir komplexere Stichprobendesigns verwendet werden kénnen, um die Varianzkompo-
nente beziiglich fehlender Werte bzw. die schlechte Approximationsgiite bei zufilligen
Imputationsverfahren bei grofien Auswahlsidtzen zu beriicksichtigen. Dies wird in der
Simulationsstudie noch nédher untersucht werden. Es kann jedoch schon gesagt werden,
dass ein wichtiger Faktor sein kann, wie dhnlich die Varianz des komplexen Stichprobende-
signs derjenigen bei Verwendung der einfachen Zufallsstichprobe ist. Sind sich diese beiden
sehr dhnlich, konnen die hergeleiteten Korrekturfaktoren gut zur Berticksichtigung bzw.
vollstdandigen Erfassung der beiden Varianzkomponenten verwendet werden. In diesem
Fall wiirde die mittels der Resampling-Methode geschétzte Varianz unter dem komplexen
Design behandelt werden, als wére sie unter der einfachen Zufallsstichprobe geschétzt
worden. Wie zuvor wiirde sie mit dem Korrekturfaktor multipliziert werden. Liegen star-
ke Abweichungen des komplexen Stichprobendesigns zur einfachen Zufallsstichprobe vor,
kann es moglich sein, dass die Varianzkomponenten nicht gut erfasst werden.

Nach COCHRAN (1977, S.99) konnen z.B. im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe
bei proportionaler Allokation grofle Abweichungen bei einer grolen Varianz zwischen den
Schichten bestehen. Dies trifft insbesondere bei sehr homogenen Schichten zu. Bei einem
groflen Gesamtstichprobenumfang n findet jedoch eine Anndherung statt. Hier gewinnt
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auch die Varianzkomponente beziiglich fehlende Werte an Bedeutung. Homogene PSU
konnen auch im Falle der klassischen zweistufigen Zufallsstichprobe zur Abweichung von
der einfachen Zufallsstichprobe fiithren. Dies zeigte schon KisH (1965, S.162) im Zusam-
menhang mit dem von ihm hergeleiteten Designeffekt im Fall des Ziehens mit Zurticklegen
und einer gleichen PSU-Groéfe. Ein hoher Intraclass-Correlation-Coefficient, als Mafistab
fir homogene PSU (vgl. LOHR, 1999, S.139), fithrt hier zu Unterschieden in den Vari-
anzen der einfachen Zufallsstichprobe und der zweistufigen Zufallsstichprobe (vgl. KisH,
1965, S.162, GANNINGER, 2010, S.36). Des Weiteren ist auch der Einfluss einer un-
terschiedlichen PSU-Grofle zu beachten. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage
bei welcher Parameterkonstellation durch die Abweichung zur einfachen Zufallsstichprobe
Verzerrungen entstehen. Und dieser Sachverhalt lasst sich sehr gut mit Hilfe einer Monte-
Carlo-Simulation analysieren. Diese wird im nachsten Kapitel durchgefiihrt. Im Rahmen
mehrstufiger Stichprobendesigns werden neben heterogenen auch homogene PSU, sowie
gleiche und eine ungleiche PSU-Grofle betrachtet, so dass die Verwendung von Korrek-
turfaktoren, abgeleitet auf Basis der einfachen Zufallsstichprobe, tiberpriift werden kann.



5 Simulation

5.1 Simulationsbeschreibung

Ziel der folgenden Simulationsstudie ist eine empirische Uberpriifung der im Rahmen die-
ser Arbeit getroffenen theoretischen Aussagen. Die zuvor beschriebenen Schétzer beziiglich
der Varianz unter fehlenden Werten und Imputation werden hinsichtlich ihre Anwendbar-
keit im Rahmen komplexer Stichprobendesigns auf ihre Eignung hin verglichen. Es erfolgt
zudem eine Zerlegung der Varianz fiir einfachere Stichprobendesigns.

Um diese Untersuchungen durchzufiithren, wird auf eine Monte-Carlo-Simulationsstudie
zurtickgegriffen. Aus den verschiedenen Grundgesamtheiten dieser Arbeit werden wieder-
holt Stichproben gezogen und die Varianzschétzer fiir jede dieser Stichproben berechnet.
Auf diesem Wege sollen Informationen hinsichtlich ihrer Verteilung gewonnen werden.
Bevor die Ergebnisse dieser Simulationsstudie prasentiert werden, wird eine ausfiihrliche
Beschreibung dieser Studie vorgenommen. Dazu werden zunéchst die Grundgesamtheiten
dargestellt. Diese unterscheiden sich beziiglich des verwendeten Stichprobendesigns und
dem relevanten Untersuchungsgegenstand. Hinsichtlich der verwendeten Stichprobende-
signs wird zwischen einer geschichteten Zufallsstichprobe und einem zweistufigen Stich-
probendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe unterschieden. Hier stehen
die zuvor vorgestellten Methoden im Vordergrund. Im Falle der Varianzzerlegung wer-
den auf stratifizierte Designs verzichtet und es werden die einfache Zufallsstichprobe und
die klassische zweistufige Zufallsstichprobe verwendet. Den Abschnitt abschlieffen werden
Informationen tiber die Erzeugung fehlender Werte, die Schétzer, die Szenarien und des
Benchmark. Nicht alle Schiatzer und Szenarien werden im Rahmen dieses Abschnittes
beschrieben. Detailliertere Beschreibungen finden sich im Anhang A in den Abschnitten
A.2.1 und A.2.2. Die Simulationsstudie wird mit Hilfe der statistischen Programmierspra-
che R (vgl. R CorRE TEAM, 2015) umgesetzt. Als weitere Beispiele von Simulationsstu-
dien in der Literatur in Zusammenhang mit der Varianzschatzung unter Imputation sind
diejenigen in BRICK et al. (2005), MASHREGHI et al. (2014), SAIGO et al. (2001), SHAO
et al. (1998), DAVISON und SARDY (2007) sowie die entsprechenden Simulationsstudien
im Rahmen des DACSEIS-Projektes! zu nennen.

5.1.1 Einstufiges stratifiziertes Stichprobendesign

Fir das einstufige stratifizierte Stichprobendesign wird der synthetische Datensatz AME-
LIA verwendet, welcher auf den Daten von EU-SILC 2005 basiert (vgl. im Folgenden fiir
die Datensatzbeschreibung inklusive der einzelnen Variablen ALFONS et al., 2011 sowie
KoLB, 2012). Der Datensatz besteht aus vier Regionen mit insgesamt 10.012.600 Personen
bzw. 3.781.289 Haushalten. Da insbesondere die Resampling-Verfahren computertechnisch
sehr aufwendig sein kénnen, gerade unter der Berticksichtigung von Imputationen und be-
sonders bei Untersuchungen mit groffen Auswahlsétzen, findet eine Konzentration auf die
Region 3 statt. Diese Region besteht aus insgesamt 821.472 Haushalten.

! https://www.uni-trier.de/index.php?id=29730
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Zur Sicherstellung einer validen Varianzschitzung muss der Datensatz jedoch noch ent-
sprechend aufbereitet werden. Die Untersuchungen werden grundséatzlich auf Haushalts-
ebene durchgefiihrt, d.h. personenbezogene Variablen miissen iiber die Haushaltsnummer
auf Haushaltsebene transformiert werden. Dies gilt z.B. fiir das personliche Einkommen.
Diese Variable wird iiber die Mitglieder des Haushaltes zum Haushaltseinkommen auf-
summiert und stellt die Untersuchungsvariable y dar. Innerhalb dieser Grofle werden ver-
schiedene personliche Einkommenskomponenten berticksichtigt. Fiir die Berechnung des
gesamten Haushaltseinkommens wird somit der folgende Befehl verwendet (zur Beschrei-
bung der einzelnen Variablen, welche die Komponenten des berechneten Haushaltsein-

kommens bilden, vgl. ALFONS et al. (2011, S.14) bzw. KoLB (2012, S. 1821t.)) :

yvk<—PY020D+PY050D+PY070D+PY090D+PY100D+PY110D+PY120D+PY 130D+
PY140D+PY010C
y<—tapply (yk,HID, sum)

Die Verteilung des Untersuchungsmerkmals y zeigt Abbildung 5.1. Die schwarz gestrichel-
te Linie ist das Ergebnis der Kerndichteschitzung. Es ist zu sehen, dass die Verteilung
sehr rechtsschief ist, wie es bei Einkommensvariablen iiblich ist. Dies stellt eine Her-
ausforderung fiir die Varianzschiatzung dar, gerade unter fehlenden Werten und deren
Kompensation iiber Imputation.
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Abbildung 5.1: Histogramm und Kerndichteschitzung des Untersuchungsmerkmals im
einstufigen stratifizierten Stichprobendesign
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Schicht | 1 2 3 4 ) 6 7
Anzahl | 40.489 | 39.811 | 20.211 | 25.128 | 31.477 | 33.382 | 34.848
Schicht | 8 9 10 11 12 13 14
Anzahl | 31.248 | 24.951 | 31.281 | 37.807 | 37.572 | 29.576 | 33.604
Schicht | 15 16 17 18 19 20 21
Anzahl | 28.303 | 37.130 | 29.063 | 35.395 | 26.487 | 32.350 | 31.950
Schicht | 22 23 24 25

Anzahl | 31.378 | 35.521 | 36.367 | 46.143

Tabelle 5.1: Schichtgrofien

Des Weiteren wird zudem eine Schichtung verwendet. Hierzu werden 25 Schichten gebil-
det durch Zusammenlegung von verschiedenen Gemeinden. So wird sichergestellt, dass
innerhalb einer Schicht gentigend Einheiten fiir die Varianzschatzung zur Verfiigung ste-
hen. Die ersten 24 Schichten werden aus jeweils 15 Gemeinden gebildet. Die verbleibenden
Gemeinden werden Schicht 25 zugeordnet. Tabelle 5.1 gibt eine Ubersicht iiber die daraus
resultierenden Schichtgrofien in der Grundgesamtheit.
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Abbildung 5.2: Histogramm und Kerndichteschétzung der metrischen Hilfsvariable im ein-
stufigen stratifizierten Stichprobendesign

Die verwendeten Hilfsvariablen aus dem Datensatz hiangen von der Imputationsmetho-
de ab. So konnen beispielsweise bei der Verhaltnisimputation nur metrische Variablen
verwendet werden. Da im Datensatz keine metrischen Variablen vorhanden sind, wird
diese iiber ein Modell erzeugt. Zur Erzeugung der metrischen Variablen wird das folgende
Modell verwendet:

Tmetrisch — (O[ + B Y + U)/(S (51)
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wobei u ~ N(u,0,).

Der Parameter 6 wird zur Normierung der Werte auf ein bestimmtes Intervall verwendet.
Dies ist notwendig, da fiir die Erzeugung der fehlenden Werte nach dem in Abschnitt
5.1.4 beschriebenen Vorgehen die Hilfsvariablen nicht eine zu grofie Bandbreite besitzen
diirfen. Die Verteilung der metrischen Hilfsvariable wird in Abbildung 5.2 gegeben. Durch
den groflen Einfluss des Storterms ist sie normalverteilt. Der Korrelationskoeffizient der
metrischen Hilfsvariable zum Untersuchungsmerkmal betréigt 0.1.

Fiir anderen Verfahren, wie z.B. die Hot-Deck-Random-Imputation miissen Imputations-
klassen gebildet werden. Hier eignen sich insbesondere kategoriale Variablen (vgl. z.B.
SHAO und SITTER, 1996, S.1281). Im Rahmen dieser Untersuchung werden zwei ver-
schiedene kategoriale Variablen aus dem Datensatz mit einem unterschiedlich starken
Zusammenhang zum Einkommen beriicksichtigt: Zum einen der Haushaltstyp mit einem
geringen Zusammenhang® und zum anderen die Haushaltsgrofe mit einem grofien Zu-
sammenhang.® Der Haushaltstyp besteht aus sechs Kategorien und wird in den Szenari-
en hauptsachlich als Hilfsvariable zur Bildung von Imputationsklassen oder im Rahmen
von Predictive-Mean-Matching im Regressionsmodell verwendet. Auch die Haushaltsgrofie
wird auf sechs Kategorien zugrunde gelegt, indem die urspriingliche sechste Kategorie und
die darauf folgenden zu einer Kategorie zusammengefasst werden. Es soll dadurch verhin-
dert werden, dass durch eine zu niedrige Besetzung einer Zelle bzw. Zellkombination zu
wenige Elemente fiir eine valide Varianzschatzung zur Verfiigung stehen. Diese Variable
wird im Rahmen eines Szenarios bei Nearest-Neighbour-Imputations in Abwandlung zu
den tibrigen Szenarien als Untersuchungsmerkmal verwendet (vgl. hierzu im Detail Ab-
schnitt 5.2.2.2). Eine genaue Ubersicht iiber die Besetzung der einzelnen Kategorien beider
Variablen wird in Tabelle 5.2 gegeben.

Kategorie 1 2 3 4 5 6
Haushaltstyp 209.990 | 90.672 | 114.442 | 136.762 | 145.594 | 124.012
Haushaltsgrofle | 169.622 | 233.416 | 178.743 | 169.228 | 50.759 | 19.704

Tabelle 5.2: Grofle der einzelnen Kategorien

5.1.2 Mehrstufiges stratifiziertes Stichprobendesign

Im Rahmen mehrstufiger Stichprobendesigns wird eine andere Grundgesamtheit verwen-
det. Die Implementation dieser Grundgesamtheit in R orientiert sich an der Erzeugung der
synthetischen Grundgesamtheit fiir das mehrstufige Stichprobendesign in BRUCH et al.
(2011) Kapitel 4. Im Rahmen dieser Arbeit werden die fiir die Simulation benétigten
Variablen jedoch zusammen aus einer multivariaten Normalverteilung gezogen.* Dies hat
insbesondere zwei Griinde.

Zum einen wirken im Rahmen von mehrstufigen Stichprobendesigns eine Mehrzahl von
Einfliissen auf die Varianzschitzung. Insbesondere die Untersuchungsvariable y besitzt
einen starken Einfluss. So konnen schiefe Verteilungen negative Einfliisse auf die Vari-
anzschatzung besitzen. Durch diese Vielzahl von Einfliissen ist es sehr schwierig oder
gar unmoglich, einzelne Einfliilsse zu separieren und die Auswirkung der Variation ei-
nes bestimmten Parameters auf die Varianzschatzung zu untersuchen. Dies erschwert

2 Das Eta-Quadrat liegt bei 0.0066. Dies deutet auf einen geringen Zusammenhang hin. Da der Haus-
haltstyp kategorial ist, muss auf dieses Maf} zuriickgegriffen werden.

3 Das Eta-Quadrat liegt bei 0.268

4 In BRUCH et al. (2011) wird das Untersuchungsmerkmal aus einer Log-Normalverteilung gezogen.
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zusitzlich die Uberpriifung der Wirksamkeit der unterschiedlichen Ausgestaltung einzelner
Methoden auf die Varianzschiatzung. Gerade dies ist jedoch das Ziel dieses Bereiches der
Simulationsstudie. Verschiedene Varianten von Resampling-Methoden unter Imputation
werden unter den Erfordernissen von mehrstufigen Stichprobendesigns verglichen. Durch
die Wahl der Normalverteilung kann tiberpriift werden, ob die Methoden grundsatzlich
funktionieren. Im Laufe der Simulationsstudie werden aber auch hier bestimmte Parame-
ter beziiglich komplexerer Anforderungen variiert.

Zum anderen spielt hier insbesondere die Varianz auf den verschiedenen Stufen eine grofe
Rolle. Im Rahmen dieser Arbeit sind auch mehrstufige Stichprobendesigns relevant, bei
denen nicht die gesamte Varianz auf der ersten Stufe liegt. In manchen Szenarien ist
es wichtig, dass ein moglichst grofier Anteil der Varianz auf den nachfolgenden Stufen
vorhanden ist. Solche Szenarien lassen sich gut tiber die Erstellung der Grundgesamtheit
aus einer Normalverteilung bewerkstelligen, durch geeignete Wahl ihrer Parameter. Zur
Implementation eines mehrstufigen Stichprobensdesigns ist es weiterhin notwendig, dass
eine ausreichend grofie Grundgesamtheit zur Verfiigung steht. Daher wurde ihre Grofe auf
2.500.000 Einheiten auf der letzten Stufe festgelegt, wobei von einem zweistufigen Design
mit Stratifizierung auf der ersten Stufe ausgegangen wird.

Damit gilt fiir den Datensatz ¢ = (y, 1, 22), wobei y weiterhin das Untersuchungsmerkmal
und z; und x5 die beiden Hilfsmerkmale sind:

¢~ N(p, %), (5.2)
wobei fiir die Parameter p und X gilt:
p = (1.000, 500, 800) (5.3)
und
500 130 70
Y =130 200 70 |. (5.4)
70 70 150

Die Verteilung des Untersuchungsmerkmals ist in Abbildung 5.3 zu sehen. Die Bestim-
mung der Parameter liegen verschiedene Kriterien zugrunde. Es wird fiir die Beobach-
tungsvariable y eine grofle Varianz gewéhlt, so dass auch auf der zweiten Stufe geniigend
Varianz vorhanden ist. Daher ist diese Varianzkomponente am gréfiten. Die Varianzen
innerhalb der Hilfsvariablen sind deutlich geringer. Dies hingt mit der Erzeugung feh-
lender Werte in Abschnitt 5.1.4 zusammen. Hilfsvariablen mit grofler Varianz erschweren
die Anwendung der dort beschriebenen Modelle. Die Kovarianzen zwischen den Vari-
ablen diirfen nicht zu hoch gewéhlt werden, da fiir die mehrstufigen Designs die Analyse
des Ausfallmechanismus MAR im Vordergrund steht. Bei hoherer Korrelation zwischen
einer bzw. mehrerer Hilfsvariablen zum Untersuchungsmerkmal, wére auch ein Einfluss
des Untersuchungsmerkmals auf die Generierung der fehlenden Werte gegeben und der
Ausfallmechanismus hétte sich somit in Richtung NMAR verlagert. Der Korrelationsko-
effizient der ersten Hilfsvariable zum Untersuchungsmerkmal betragt 0.41 und derjenige
der zweiten Hilfsvariable zum Untersuchungsmerkmal 0.25.
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Abbildung 5.3: Histogramm und Kerndichteschitzung des Untersuchungsmerkmals im
Szenario des mehrstufigen Stichprobendesigns

Im Rahmen der Simulationsstudie fiir das mehrstufige Stichprobendesign werden haupt-
séchlich einfache Imputationsmethoden wie Mittelwertimputation und Hot-Deck-Random-
Imputation verwendet. Die Begriindung liegt auch hier in der Vielzahl an Einfliissen des
mehrstufigen Stichprobendesigns und der Gewahrleistung der Untersuchung des Einflus-
ses eines bestimmten Parameters bzw. eines origindren Methodenvergleichs. Fiir Imputa-
tionsverfahren wie Mittelwertimputation und Hot-Deck-Random-Imputation ist es jedoch
wieder notwendig, eine kategoriale Hilfsvariable zu erzeugen, um die Imputationsklassen
zu bilden. Die Grundlage hierfiir ist die metrische Hilfsvariable x;. Den Einheiten wird
anhand der Ausprigungen dieser Variable die Kategorie 1 bis 6 zugeordnet, in dem Sinne,
dass sich Einheiten mit einer &hnlich hohen Ausprédgung beziiglich z; in einer Katego-
rie befinden. Aufgrund dieses Generierungsprozesses besitzt die kategoriale Hilfsvariable
einen gewissen, aber nicht zu hohen Zusammenhang zum Untersuchungsmerkmal. Das
Zusammenhangsmafl Eta-Quadrat liegt hier bei 0.155. Die Besetzung der einzelnen Ka-
tegorien ist in Tabelle 5.3 dargestellt. Diese kategoriale Variable wird fiir diese beiden
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Kategorie |1 2 3 4 5 6
Besetzung | 417.004 | 416.618 | 416.931 | 416.565 | 416.574 | 416.308

Tabelle 5.3: Grofle der einzelnen Kategorien im mehrstufigen Design

Imputationsmethoden als alleinige Hilfsvariable in den betreffenden Szenarien benutzt.
In einem groflen Teil der Szenarien sind die einzelnen Schichten und die einzelnen PSU
gleich grof. Dadurch liegt auch ein groBler Anteil der Varianz auf der zweiten Stufe. Bei
einer stark unterschiedlichen PSU-Grofle liegt ein grofler Anteil der Varianz auf der ers-
ten Stufe und die gewiinschten Untersuchungen kénnen nicht mehr durchgefithrt werden.
Auflerdem soll zunédchst einmal der Einfluss einer unterschiedlichen PSU-Grofle ausge-
klammert werden, um einen origindren Vergleich der Methoden zu gewéhrleisten. Daher
besteht in einem grofien Anteil der Szenarien jede Schicht aus 50 PSU und jede PSU
aus 2.000 USU. Wie im Fall der einstufigen geschichteten Zufallsstichprobe werden 25
Schichten verwendet. Damit ergeben sich insgesamt 1250 PSU.

Jedoch ist auch die Untersuchung der Auswirkung einer unterschiedlichen PSU-Grofle auf
die Varianzschitzung wichtig. In bestimmten Szenarien werden daher auch eine unter-
schiedliche Schicht- und PSU-Groéfe berticksichtigt. Die Wahl der Grole der PSU und
der Schichten wurde dahingehend vorgenommen, dass eine ausreichende Anzahl an PSU
innerhalb der Schichten und USU innerhalb der PSU zur validen Durchfiihrung der Va-
rianzschétzung zur Verfiigung stehen. Innerhalb der Simulationsstudie werden zwei Sze-
narien unterschieden, in denen die Schicht- und PSU-Gro8e unterschiedlich stark variiert
werden. Bei kleinerer Variation liegt die Schichtgrole zwischen 46 und 52 PSU pro Schicht
und zwischen 1.900 und 2.100 USU pro PSU. Im Falle einer grofleren Variation resultiert
eine SchichtgroBe zwischen 40 und 60 PSU pro Schicht und eine PSU-Grofle zwischen
1.000 und 3.000 USU pro PSU. Die Befehle in R zur Erzeugung der Schichten und PSU
im Falle stark unterschiedlicher PSU-Groéflen werden in Abschnitt A.2.3 im Anhang A
angegeben.

Des Weiteren wird in der Simulationsstudie noch zwischen heterogenen und homogenen
PSU unterschieden. Bei heterogenen PSU unterscheiden sich die Einheiten innerhalb der
PSU sehr stark. Es liegt eine grofle Varianz innerhalb der PSU vor und damit auch auf
der zweiten Stufe. Dies ist bei Verwendung des normalverteilten Untersuchungsmerkmals
der Fall. Bei homogenen PSU sind sich die Einheiten innerhalb der PSU sehr ahnlich.
Hier liegt die Varianz zu einem grofien Anteil zwischen den PSU und damit auf der ersten
Stufe des Stichprobendesigns. Homogene PSU werden in der Simulationsstudie durch die
Sortierung des normalverteilten Untersuchungsmerkmals nach der Hohe seine Auspriagung
erreicht.

5.1.3 Varianzzerlegung

In Rahmen dieser Simulationsstudie wird der Betrachtung der einzelnen Komponenten
der Varianz, wie sie in Abschnitt 3.4.2 behandelt worden sind, besondere Aufmerksam-
keit geschenkt. Genauer gesagt werden die einzelnen Komponenten aus (3.23), (3.24),
(3.25), (3.26), (3.27) und (3.28) fiir das ein- und mehrstufige Stichprobendesign mittels
einer Monte-Carlo-Simulation berechnet und dargestellt. In einem weiteren Schritt wer-
den fiir die wichtigsten Szenarien im einstufigen Stichprobendesign gezeigt, welche dieser
Komponenten einzelne Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen genau
abdecken. Diese Resampling-Methode ist von besonderer Bedeutung, da im Rahmen die-
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ser Arbeit ein Ansatz entwickelt worden ist, wie dieses Verfahren auf den Fall fehlender
Werte und deren Kompensation iiber Imputation iibertragen werden kann.

Um den Beitrag einzelner Komponenten fehlerfrei darzustellen, ist es unabdingbar, andere
Einfliisse, wie z.B. die Schiefe der Verteilung des Untersuchungsmerkmals oder zuséatzliche
Auswirkungen komplexer Imputationsmethoden und Stichprobendesigns, moglichst gering
zu halten. Daher wird als Grundgesamtheit diejenige aus dem mehrstufigen Design aus
Abschnitt 5.1.2 verwendet. Hier ist das Untersuchungsmerkmal normalverteilt. Beziiglich
des Stichprobendesigns wird zur Komplexititsreduktion auf eine Stratifizierung verzich-
tet. Es wird im einstufigen Fall die einfache Zufallsstichprobe und im mehrstufigen Fall ein
zweistufiges Stichprobendesign ohne Stratifizierung auf der ersten Stufe verwendet. Des
Weiteren findet eine Konzentration auf einfache Imputationsmethoden wie Mittelwert-
und Hot-Deck-Random-Imputation statt. Zur Gewéahrleistung der Qualitat dieser Metho-
den werden sie wie zuvor innerhalb der Imputationsklassen angewendet.

Ziel dieser Varianzzerlegung ist es, weiterhin auch den Einfluss bestimmter Parameter zu
untersuchen. Hierbei geht es insbesondere um die Uberpriifung der theoretischen Aussagen
aus Abschnitt 3.4.3. Diese Untersuchung muss ceteris paribus vorgenommen werden. Es
wird von Szenario zu Szenario ein Parameter, wie z.B der Auswahlsatz, die Rate oder
der Fall der Entstehung fehlender Werte sowie die Imputationsmethode variiert. Alle
anderen Parameter werden konstant gehalten. Nur auf diesem Weg ist der Einfluss eines
Parameters zu bestimmen.

Wichtig ist in diesem Zusammenhang, wie die Varianzzerlegung simulativ umgesetzt wird.
Hier werden die inneren und &ufleren Vorgénge der Varianzkomponenten aus (3.23), (3.24),
(3.25), (3.26), (3.27) und (3.28) unter Verwendung von Programmierschleifen reproduziert.
Die Varianz wird iiber die Durchfithrung einer Monte-Carlo-Simulation zerlegt (Monte-
Carlo-Zerlegung der Varianz).® Dieser Vorgang wird im Folgenden am Beispiel der Im-
putationskomponente ffllmp aus (3.26), im Falle der Entstehung variabler fehlender Werte
in der Grundgesamtheit und Hot-Deck-Random-Imputation erldutert. Sie ist in der Va-
rianzzerlegung (3.26) definiert durch E,E,V;(6;|s, z). Diese Komponente lisst sich, wie
in Abschnitt 3.4.2 beschrieben, iiber drei Vorginge darstellen und simulativ wie folgt
umsetzen. Der innerste Vorgang ist der Imputationsprozess. Gegeben einer konkreten
Stichprobenrealisation und eines gegebenen Response-Vektors wird der Imputationspro-
zess 100-mal wiederholt und fiir den erhaltenen imputierten Vektor und mit den entspre-
chenden Designgewichten die interessierende Statistik geschétzt. AnschlieBend wird iiber
diese 100 Schétzer die Varianz berechnet. Der direkt iibergeordnete Vorgang ist die Stich-
probenziehung. Auch diese wird 100-mal wiederholt. Fiir jede dieser 100 Wiederholungen
wird der innerste Vorgang der Berechnung der bedingten Imputationsvarianz vollzogen.
Es resultieren damit 100 dieser Varianzen, iiber die der Mittelwert berechnet wird. Der
auBerste Vorgang ist die Generierung des Response-Vektors. Dieser Prozess wird 1.000-mal
wiederholt und in allen diesen Wiederholungen die beiden zuvor beschrieben Vorgénge
durchgefiithrt. Auch {ber die 1.000 erhaltenen Erwartungswerte wird wieder ein Mit-
telwert gebildet, welcher die Monte-Carlo-Approximation Varianzkomponente f/llmp dar-
stellt. Es resultieren dadurch fiir eine Komponente im Fall zufélliger Imputationsverfahren
1.000 - 100 - 100 = 10.000.000 Wiederholungen. Daher konnen fiir die inneren Vorgénge
mit nur 100 Wiederholungen gearbeitet werden. Wie noch zu sehen sein wird, sind die
dadurch gewonnen Schatzungen der Komponenten tiber die hohe Anzahl der Wiederholun-

5 Auch in MASHREGHI et al. (2014) in Abschnitt 7 wird eine Varianzzerlegung durchgefiihrt, jedoch
in einem deutlich geringeren Umfang und fiir die geschichtete Zufallsstichprobe. Dort wird auch ein
anderer Ansatz fir die Varianzzerlegung gewihlt. MASHREGHI et al. (2014) schétzen die einzelnen
Komponenten iiber eine Linearisierung.
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gen insgesamt sehr stabil. Vereinfacht, unter Auslassung bestimmter Komplexitaten des
Imputationsprozesses, lasst sich der Programmiercode fir die Imputationskomponente im
Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit und Hot-Deck-Random-Imputation
in R wie folgt darstellen:
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#HE Berechnung des imputierten Schaetzers ##44#
p.est.imp[j] <— statistic(y_s,gew_s)

#### Die Funktion statistic berechnet die
#HHH interessierende Statistik , hier den Totalwert.

}

##H#HH Berechnung der Varianz der 100 imputierten Schaetzer

Var. pest.imp[u] <— var(p.est.imp)

¥
#4444 Berechnung des Erwartungswertes der 100 Varitanzen ###4#

EW.Imp.Var[i] <— mean(Var.pest.imp)
¥
#HHH Berechnung der Imputationskomponente #HHHH

Bed.Imp.Var <— mean(EW.Imp. Var)

Auch die beiden anderen Komponenten werden geméfl dieses Vorgehens umgesetzt, wobei
hier die Erwartungswerte und Varianzen in anderer Reihenfolge gebildet werden, wie
Formel (3.26) zeigt. Im Falle der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe werden
im duflersten Vorgang die Stichproben gezogen, wogegen der untergeordnete Vorgang die
Erzeugung des Response-Vektors ist, wie in Abschnitt 3.4.2 theoretisch erldutert wurde
und in (3.27) dargestellt ist. Bei den deterministischen Imputationsverfahren sind nur
zwei Komponenten mit jeweils zwei Vorgdngen relevant. Daher konnen hier fiir den inneren
Vorgang statt 100 Wiederholungen 1.000 verwendet werden. Im Fall eines festen Response-
Vektors entfallt die Schatzung der Komponente beziiglich fehlender Werte.

Fiir mehrstufige Stichprobendesigns wird wie erldutert ein zweistufiges Design ohne Schich-
tung verwendet. Es wird hier nur der Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit betrachtet. Fehlende Werte werden hier auf der letzten Stufe gebil-
det und es wird ausschliefSlich die Mittelwertimputation verwendet. Daher ist die Varianz
auf der ersten Stufe des Stichprobendesigns vollstéindig der Stichprobenkomponente Vg
zuzurechnen. Diese wird daher berechnet, indem zunéchst fiir einen gegebenen Response-
Vektor wiederholt die im Szenario vorgesehene Anzahl von PSU gezogen wird. Es werden
alle Einheiten der gezogenen PSU beriicksichtigt und fehlende Werte durch die Mittelwert-
imputation und basierend auf Imputationsklassen imputiert. Der interessierende Schétzer
wird auf diesen imputierten Daten fiir jede der Wiederholungen berechnet. Anschlieffend
erfolgt die Varianzbildung iiber die Schéatzer der einzelnen Wiederholungen. Diese Vari-
anzberechnung wird fiir jeden einzelnen der generierten Response-Vektoren durchgefiihrt
und anschliefend der Erwartungswert iiber die verschiedenen Varianzen gebildet. Er re-
sultiert die Stichprobenkomponente V4, der ersten Stufe. Fiir beide Vorginge werden
1.000 Wiederholungen angesetzt. Dieser Varianz der ersten Stufe wird diejenige Varianz
V) gegeniibergestellt, welche auf Basis von vollstdndigen Beobachtungen berechnet wor-
den ist. Dadurch soll die Auswirkung der Imputation der Einheiten der letzten Stufe auf
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die Varianz der ersten Stufe verdeutlicht werden.

Die Varianzzerlegung auf der zweiten und damit letzten Stufe ist derjenigen aus der ein-
fachen Zufallsstichprobe im Falle der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit sehr dhnlich. Es fallen beide Varianzkomponenten V4 und Vi an, welche auf
der zweiten Stufe durch Vi, und Vilz, bezeichnet werden. Es gibt jedoch einen Unter-
schied zur einfachen Zufallsstichprobe. Der innere Vorgang wird zuséatzlich gegeben der
Realisationen der ersten Stufe durchgefiihrt. So wird z.B. fiir die Stichprobenkomponente
V4, fiir einen gegebenen Response-Vektor und eine gegebene Realisation von PSU auf
der ersten Stufe die Stichprobenziehung auf der zweiten Stufe wiederholt und entspre-
chend der interessierende imputierte Schétzer berechnet. Uber die erhaltenen Schétzer
wird die Varianz gebildet. Auf der tibergeordneten Stufe werden wiederholt PSU gezogen
und fir jede erhaltene Stichprobenrealisation von PSU der beschriebene Vorgang der Va-
rianzberechnung durchgefiihrt. Uber die erhaltenen Varianzen wird der Erwartungswert
gebildet. Dieser Vorgang wird fiir verschiedene Response-Vektoren wiederholt und iiber
die erhaltenen Grofien der Erwartungswert berechnet. Es resultiert die Komponente V,.
Aufgrund dieses Vorgehens wird die Zerlegung computertechnisch sehr aufwendig und nur
fiir den Fall eines deterministischen Imputationsverfahrens durchgefiihrt. Hier werden fiir
die beiden inneren Vorgidnge 100 Wiederholungen und fiir den aufleren Vorgang 1.000
Wiederholungen veranschlagt. Dadurch resultieren schon fiir den deterministischen Fall
10.000.000 Wiederholungen.

5.1.4 Erzeugung der fehlenden Werte

Unabhéangig von dem verwendeten Datensatz bzw. dem Stichprobendesign miissen die feh-
lenden Werte erzeugt werden. Auch fiir den im einstufigen Design verwendeten Datensatz
AMELIA liegen in den interessierenden Variablen keine fehlenden Werte vor.

Zudem bietet die Erzeugung fehlender Werte den groBen Vorteil der Uberpriifung des
Einflusses des Antwortmechanismus auf die Varianzschitzung. Es wird die Moglichkeit
gegeben, verschiedene Szenarien zu bilden, welche sich hinsichtlich Parameter wie der
Ausfallrate, dem Antwortmechanismus oder der Stelle der Entstehung fehlender Werte
unterscheiden.

Das genaue Vorgehen der Generierung fehlender Wert hangt in diesem Zusammenhang
insbesondere vom betrachten Antwortmechanismus ab. Im Rahmen dieser Arbeit wird
insbesondere die in 2.1 beschriebene Einteilung der Antwortmechanismen in MCAR, MAR
und NMAR zugrunde gelegt.

Im Falle von MCAR werden in Hoéhe einer bestimmten Ausfallrate zufillig Einheiten
(im einstufigen Design z.B. die Haushalte) entweder aus der Grundgesamtheit oder der
Stichprobe gezogen, welche beziiglich des Untersuchungsmerkmals y einen fehlenden Wert
besitzen. Fir alle verwendeten Szenarien wird angenommen, dass fiir die Hilfsvariablen
x fir k=1,..., K keine fehlenden Werte vorliegen.

Fiir die Falle von MAR und NMAR wird auf Antwortwahrscheinlichkeiten der einzelnen
Haushalte abgestellt, welche nach einem logistischen Modell berechnet werden (vgl. im
Folgenden ENDERLE et al., 2013, S. 95). Liegt z.B. MAR mit einer metrischen Hilfsvariable
x1 vor, gilt fiir die Berechnung der Antwortwahrscheinlichkeiten der Einheit i:

exp(@ + B - 1)
Pri = JU :
14 eXp(CY + 5 : xli)
Die Parameter & und 3 werden z.B. in Abhéngigkeit der zu erzielenden Ausfallrate und der
Starke des Zusammenhanges des Response-Vektors z mit der metrischen Hilfsvariablen

(5.5)
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x1 bestimmt. Sie unterscheiden sich zwischen den Szenarien und die jeweiligen Werte
werden in der Szenarienbeschreibung im Anhang A in Abschnitt A.2.2 angegeben. Ist die
Hilfsvariable kategorial statt metrisch, erfolgt die Berechnung nach:

exp(& + %)
Pri = -
1+ exp(a+ %)

(5.6)

¥; beschreibt einen Parameter, dessen Wert fiir die Einheit ¢ sich dahingehend bestimmt,
in welcher Kategorie der kategorialen Variablen o sich ¢ befindet. Eine Kategorie wird
in diesem Zusammenhang auf Null gesetzt. In manchen Szenarien werden fehlende Werte
auch beziiglich zweier Variablen generiert. Handelt es sich hierbei z.B. um eine metrische
und kategoriale Variable gilt:

exp(@ + B - x1; + i)
Pri =

= - . 5.7
1+€Xp(6&—|—5$11+’%) ( )

Im Falle von MAR werden fiir die Erzeugung fehlender Werte in den meisten Szenarien auf
Hilfsvariablen zuriickgegriffen, welche zum Untersuchungsmerkmal einen nicht zu groflen
Zusammenhang aufweisen. Der Grund liegt darin, dass bei einem grofien Zusammenhang
zu den Hilfsvariablen auch das Untersuchungsmerkmal Einfluss auf die Erzeugung fehlen-
der Werte besitzt. Dadurch kann sich der Ausfallmechanismus schnell in Richtung NMAR
andern. Ein Ausfallmechanismus MAR wére unter Umstdnden nicht mehr gegeben.
Wird der Antwortmechanismus zu NMAR gedndert, hingt die Antwortwahrscheinlichkeit
von ¢ nicht mehr von den Hilfsvariablen, sondern vom Untersuchungsmerkmal y ab. Da
dieses Merkmal im Rahmen dieser Arbeit grofitenteils metrisch ist, gilt:

_exp(a+ By
PRi

Cl+exp(@+j3-y) (58)

Nach der Berechnung der Antwortwahrscheinlichkeiten wird im folgenden Schritt der
Response-Vektor z gebildet und damit festgelegt, ob eine Einheit beziiglich y einen beob-
achteten oder einen fehlenden Wert besitzt. Eine Einheit ¢ antwortet, wenn gilt pr; > w;,
wobei w; aus einer Gleichverteilung U (0, 1) gezogen wird. Aufgrund dieses Vorgehens vari-
iert die Ausfallrate von Response-Vektor-Erzeugung zu Response-Vektor-Erzeugung. Die
Differenzen sind bei einer gegebenen Parameterkonstellation gering. Jedoch kann im Fol-
genden die Ausfallrate nicht exakt angegeben werden.

Die genaue Verteilung und der Zusammenhang des Response-Vektors mit den wichtigsten
Variablen fiir die einstufige geschichtete Zufallsstichprobe und das mehrstufige Stichpro-
bendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe wird in den Abbildungen 5.4 und
5.5 wiedergegeben. In beiden Abbildungen sind jeweils die Félle der Erzeugung fehlender
Werte in der Grundgesamtheit zum einen beziiglich der erzeugten metrischen Variable und
zum anderen hinsichtlich der kategorialen Variable enthalten. Eine detaillierte Beschrei-
bung der Variablen wurde in den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 gegeben. Die Ausprigung
TRUE bzw. 1 des Response-Vektors steht fiir eine antwortende Person, FALSE oder NULL
fiir eine Einheit mit fehlendem Wert. In Abbildung 5.4 befindet sich die Verteilung des
Response-Vektors im Zusammenhang mit der metrischen Hilfsvariable im linken oberen
Quadranten. Die rote Linie kennzeichnet die Unterscheidung der Mittelwerte der Kategori-
en Beobachtet und Fehlend. Es ist zu sehen, dass fehlende Werte eher mit einem héheren
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Wert der Hilfsvariable auftreten. Es handelt sich damit um einen Ausfallmechanismus
MAR. Der gleiche Sachverhalt gilt fiir die Erzeugung fehlender Werte nach der metri-
schen Hilfsvariable im mehrstufigen Design mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe,
dargestellt in der linken Halfte in Abbildung 5.5. Werden fehlende Werte beztiglich der
kategorialen Hilfsvariable erzeugt (im linken unteren Quadranten in Abbildung 5.4 bzw. in
der rechten Hélfte von Abbildung 5.5), ist zu sehen, dass der Ausfall deutlich gréfier in den
Kategorien 4, 5 und 6 ist, reprasentiert durch den roten Balken. Des Weiteren werden im
einstufigen Design noch die Verteilung des Response-Vektors unter MCAR und NMAR
dargestellt. Bei ersterem ist der Ausfall in allen Kategorien gleich verteilt. Bei NMAR
ist der Ausfall grofer mit steigendem Einkommen, welches das Untersuchungsmerkmal
prasentiert.
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Abbildung 5.4: Verteilung fehlender Werte fiir die beiden Hilfsvariablen im einstufigen
stratifizierten Design

Entscheidend ist zudem, wo genau dieser Prozess der Generierung fehlender Werte durch-
gefiihrt wird. Wie zuvor beschrieben, kénnen fehlende Werte ein einziges Mal oder wie-
derholt in der Grundgesamtheit sowie nach der Stichprobenziehung gebildet werden. Dies
hat einen entscheidenden Einfluss auf die Varianzschétzung. Daher sollen im Rahmen der
Simulationsstudie alle drei dieser Moglichkeiten berticksichtigt werden.
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Im Falle einer einmaligen Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit wird die
zuvor beschriebene Berechnung der Antwortwahrscheinlichkeiten und die Auswahl der ant-
wortenden bzw. nicht antwortenden Einheiten auf alle Einheiten in der Grundgesamtheit
durchgefiihrt. Es resultiert ein einzelner Response-Vektor z, welcher in jedem Simulations-
durchlauf zugrunde gelegt wird. AnschlieBend werden in Abhéngigkeit des Stichproben-
designs die jeweiligen Einheiten zur Berechnung der interessierenden Statistik in jedem
Simulationsdurchlauf gezogen. Im Rahmen der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit wird hingegen der Prozess der Erzeugung des Response-Vektors
z in jedem Simulationsdurchgang vor der Stichprobenziehung auf Basis der Einheiten
der Grundgesamtheit durchgefiihrt. In jedem Simulationsdurchgang wird daher ein neu-
er Response-Vektor z in Léinge der Grundgesamtheit erzeugt. Im Fall der Entstehung
fehlender Werte in der Stichprobe findet zunéchst in jedem Simulationsdurchlauf die
Stichprobenziehung statt. Anschlielend werden fiir die gezogenen Einheiten nach den be-
schriebenen Modellen die Antwortwahrscheinlichkeiten berechnet und die antwortenden
Einheiten nach dem beschriebenen Verfahren ermittelt. Es resultiert auch hier in jedem
Simulationsdurchlauf ein neuer Response-Vektor z, aber in Lange der Stichprobengrofie.
Dieser Vorgang wird unabhéngig bestimmter Besonderheiten der Stichprobenrealisationen
durchgefiihrt und héngt nur von der Hilfsvariablen ab. Die erhaltenen Response-Vektoren
sind daher dem Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit sehr ahnlich.
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Abbildung 5.5: Verteilung fehlender Werte fiir die beiden Hilfsvariablen im mehrstufigen
Design mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe
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5.1.5 Szenarien

Die einzelnen Szenarien unterscheiden sich sehr stark beziiglich der Auspriagung der ein-
zelnen Parameter. Daher kann an dieser Stelle nur ein kurzer Uberblick tiber die wich-
tigsten Parameter gegeben werden. Eine ausfithrliche Darstellung erfolgt im Anhang A
in Abschnitt A.2.2. Beispiele solcher Parameter, welche variiert werden, sind die Impu-
tationsmethode, der Fall der Entstehung fehlender Werte, der Ausfallmechanismus, die
Stichprobengrofie (bzw. der Auswahlsatz) oder die Ausfallrate. Die ersten drei Parameter
und ihre Auspragungen wurden im Rahmen der Arbeit ausfiihrlich erlautert. Fir den
Auswahlsatz und die Ausfallrate gelten folgende allgemeine Erlduterungen.

Die einzelnen Szenarien unterscheiden sich beziiglich der Stichprobengrofie. Im einstu-
figen stratifizierten Stichprobendesign werden zwei Auswahlséitze verwendet.® Im Rah-
men kleiner Auswahlsétze werden insgesamt 40.000 Einheiten gezogen. Es ergibt sich
ein Gesamtauswahlsatz von fast 5 %. Zudem wird ein grofierer Gesamtauswahlsatz von
ungefahr 46 % mit einer Stichprobengrofie von 380.000 Einheiten verwendet. Die Stich-
probenumfange werden hier proportional auf die Schichten verteilt. Fiir das mehrstufige
Design mit Schichtung auf der ersten Stufe erfolgt auf der ersten Stufe eine Gleichauftei-
lung des Stichprobenumfangs und auf der zweiten Stufe eine proportionale Aufteilung auf
die PSU.” Es werden drei verschiedene Stichprobenumfinge verwendet. Im Rahmen der
kleinsten Stichprobengréfie werden in jeder Schicht [, = 5 PSU bei einem Gesamtstichpro-
benumfang von 25.000 Einheiten gezogen. Bei einem mittleren Stichprobenumfang werden
I, = 10 Einheiten auf der ersten Stufe gezogen und der Gesamtstichprobenumfang be-
tragt 125.0000 Einheiten. Im Rahmen eines groflen Auswahlsatzes werden [;, = 38 PSU in
jeder Schicht ausgewahlt und der Gesamtstichprobenumfang liegt bei 625.000 Einheiten.
Fiir die Varianzzerlegung im Zusammenhang mit der einfachen Zufallsstichprobe wer-
den drei Stichprobenumfénge verwendet: 40.000 (kleiner Auswahlsatz von 1,6 %), 125.000
(mittlerer Auswahlsatz von 50 %) und 2.250.000 (hoher Auswahlsatz von 90 %). Fiir die
Varianzzerlegung im mehrstufigen Design wird auf folgende Umfiange abgestellt: [ = 125
PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf
der zweiten Stufe sowie [ = 950 gezogene PSU und ein Gesamtstichprobenumfang von
1.250.000 Einheiten.

Die Ausfallrate betrigt insgesamt im einstufigen stratifizierten Stichprobendesign zwi-
schen 21 % und 24 %. Fir Szenarien, in denen der Response-Vektor tiber die metrische
Hilfsvariable erzeugt wird, liegt sie etwas hoher als bei Generierung der fehlenden Werte
iiber die kategoriale Variable. Bei der Erzeugung nach dem kategorialen Hilfsmerkmal im
Falle von MAR unterscheidet sich die Ausfallrate zwischen den sechs Kategorien deut-
lich, mit Werten zwischen 0 % und ca. 45 %. Diese Ausfallraten werden in einzelnen
Kategorien und auch insgesamt in manchen Szenarien zur Uberpriiffung der Auswirk-
ungen eines hoheren Ausfalls auf die Varianzschiatzung deutlich erhéht. Im mehrstufigen
Stichprobendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe liegt sie bei Erzeugung
fehlender Werte nach der kategorialen Hilfsvariable bei ungefihr 22 %, bei Erzeugung
nach der metrischen Hilfsvariable bei ca. 36 %. Bei letzterem sollen die Auswirkungen

6 Die genaue betragsmiifiige Definition von kleinen, mittleren und grofien Auswahlsitzen bzw. Stichpro-
bengroflen ist vom Szenario und dem beabsichtigten Untersuchungsgegenstand abhéngig. Die Szenarien
sind jedoch so konstruiert, dass im Falle eines grofleren Gesamtauswahlsatzes f auch die Auswahlsétze
innerhalb jeder Schicht f;, gréfler sind. Daher werden Szenarien durch die allgemeine Bezeichnung
kleinere, mittlere und grofle Auswahlsétze abgegrenzt.

7 Auch hier werden die Szenarien so konstruiert, dass mit einem gréSeren Gesamtauswahlsatz f sowohl
grofere Auswahlsitze an PSU innerhalb der Schichten f;, wie auch grofiere Auswahlsétze innerhalb der
PSU frq einhergehen.
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hoherer Ausfallraten tiberpriift werden. Die Erzeugung fehlender Werte nach der me-
trischen Hilfsvariable spielt im Rahmen der Simulationsstudie im mehrstufigen Fall nur
eine untergeordnete Rolle. Auch im mehrstufigen Design kénnen, bei Verwendung der
kategorialen Variablen, die Ausfallraten innerhalb der Kategorien in der Gréfienordnung
des einstufigen Designs schwanken. Im Falle der Varianzzerlegung fiir die einfachen Zu-
fallsstichprobe liegt sie bei einer kleinen Ausfallrate bei ungefahr 5 %, bei der mittleren
Ausfallrate bei ungefahr 22,5 % und bei ungefahr 43 % im Rahmen der grofien Ausfallrate.
Fiir das zweistufige Design liegt die Rate bei ungefdhr 22,5 %.

5.1.6 Schiatzer

Die interessierende Statistik stellt der Totalwert dar. Als Punktschétzer wird der Horvitz-
Thompson-Schétzer verwendet, wie in Formel (3.1) bzw. Abschnitt 3.1 definiert.

Im Rahmen der Simulation werden verschiedene, der in den vorangegangenen Kapitel
theoretisch erdrterte Varianzschétzer berticksichtigt. Welche der Methoden genau in den
einzelnen Szenarien zur Anwendung kommen, hangt insbesondere von der zugrunde lie-
genden Imputationsmethode ab, aber auch die Laufzeiten der einzelnen Verfahren sind
entscheidend. Gerade Resampling-Verfahren gehen mit langeren Rechenzeiten einher. Eine
Beriicksichtigung aller in den vorherigen Kapiteln und Abschnitten beschriebenen Vari-
anzschatzmethoden in allen Szenarien ist daher nicht sinnvoll.

Problematisch stellt sich im Rahmen der Varianzschétzer die Einhaltung der Annahme des
uniformen Antwortmechanismus dar. Fiir verschiedene Methoden (vgl. Abschnitt 3.6 und
4.1.2) sollte dieser zumindest innerhalb der Imputationsklassen gewéhrleistet sein. Dies
ist bei bestimmten Imputationsmethoden in Abhéngigkeit des Ausfallmechanismus nicht
moglich. Werden fehlende Werte in Abhéngigkeit einer metrischen Variable erzeugt, wel-
che eine Vielzahl von Werten zulésst, insbesondere auch nicht ganzzahlige Realisationen,
konnen die Antwortwahrscheinlichkeiten sehr unterschiedlich sein. Dies ist in der Simula-
tionsstudie in den MAR-Szenarien der Fall, bei denen die nach dem Modell (5.1) erzeugte
Variable dem Ausfallmechanismus zugrunde liegt. Dies betrifft vor allem die Szenari-
en mit Verhéltnisimputation, deterministischer wie stochastischer Regressionsimputation,
Nearest-Neighbour-Imputation und Predictive-Mean-Matching. Die Variable bzw. die Va-
riablen nach denen fehlende Werte erzeugt worden sind, werden grundsétzlich auch in das
Imputationsmodell integriert. Eine ausschliefliche Abstellung auf kategoriale Variablen
zur Gewéhrleistung des uniformen Ausfallmechanismuses fiir die fiinf aufgezahlten Impu-
tationsmethoden wére aus unterschiedlichen Griinden nicht sinnvoll. Verhéltnisimputation
setzt metrische Variablen voraus. Bei ausschliefSlicher Verwendung von kategorialen Varia-
blen, im Rahmen der deterministischen und stochastischen Regressionsimputation, wére
die Variation der unabhangigen Variable zu gering. Dies gilt insbesondere, wenn die ver-
wendete kategoriale Variable auch zur Bildung der Imputationsklasse verwendet und Re-
gressionsimputation innerhalb der Klasse durchgefiihrt wird. Hier wiirde gar keine Varia-
tion entstehen. Dieser Sachverhalt gilt auch fiir Predictive-Mean-Matching. Diese Metho-
de basiert ebenfalls auf einem Regressionsmodell. Nearest-Neighbour-Imputation ist bei
Verwendung von kategorialen Variablen der Hot-Deck-Random-Imputation basierend auf
Imputationsklassen sehr dhnlich. Der Grund liegt darin, dass viele Einheiten mit gleicher
Distanz vorliegen kénnen, aus welchen Zufallsstichproben gezogen werden miissen. Die
daraus entstehenden Problematiken werden schon im Rahmen von Hot-Deck-Random-
Imputation behandelt. Daher wird auch bei Nearest-Neighbour-Imputation, die nach dem
Modell (5.1) erzeugte metrische Variable, zur Distanzermittlung benutzt. Durch die Ver-
wendung dieser metrischen Variable zur Erzeugung fehlender Werte in diesen Szenarien
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kann die Annahme des uniformen Ausfallmechanismus nicht aufrechterhalten werden. Wie
noch zu sehen sein wird, sind hierdurch aber insbesondere die direkten Varianzschatzer
und weniger die Resampling-Verfahren betroffen.

Aus diesen Erlduterungen ergibt sich ebenfalls die Bildung der Imputationsklassen. Die-
se werden, wenn ihre Verwendung erfolgt, in den meisten Szenarien iiber die Schichten
hinweg gebildet. Die Ausnahmen werden nachfolgend erldutert. Da die Annahme des uni-
formen Ausfallmechanismus nicht aufrecht erhalten werden kann, wird bei der determi-
nistischen und stochastischen Regressionsimputatiom sowie bei der Verhaltnisimputation
auf die Bildung von Imputationsklassen verzichtet. Die Hilfsvariablen gehen hier iiber
das Imputationsmodell ein. In Abschnitt 2.2 wurden bereits erwahnt, dass fiir Mittel-
wertimputation und Hot-Deck-Random-Imputation in ihrer urspriinglichen Version keine
Hilfsinformationen verwendet werden. Zur Begegnung dieses Nachteils werden diese Ver-
fahren innerhalb von Imputationsklassen angewendet.® Wie in den Abschnitten 5.1.1 und
5.1.2 beschrieben, werden diese iiber die kategoriale Variable Haushaltstyp gebildet. Damit
liegen sechs Klassen vor. Auch fiir die Fractional-Imputation, welche in dieser Arbeit als
eine Form von der Hot-Deck-Random-Imputation benutzt wird, werden aus diesem Grund
Imputationsklassen und damit die kategoriale Hilfsvariable verwendet. Gleiches gilt fiir
Nearest-Neighbour-Imputation. Wie hier noch zu sehen sein wird, resultieren fiir dieses
Verfahren sehr variable Varianzschétzer. Um diese Variabilitit etwas einzudammen, wer-
den Imputationsklassen durch eine synthetisch erzeugte Variable gebildet, welche zu der
metrischen Hilfsvariable aus (5.1) einen starken Zusammenhang besitzt.? Sie dient als Di-
stanzmaf. Aulerdem sind Nearest-Neighbour-Verfahren bei groflien Stichprobenumfingen
sehr computerintensiv aufgrund der Berechnung der Distanzmatrix. Durch die Bildung
von Imputationsklassen und der Berechnung von Distanzmatrizen innerhalb der Klassen
wird eine grofie Distanzmatrix vermieden. Aus diesem Grund wird auch fir Predictive-
Mean-Matching auf Imputationsklassen abgestellt, wobei hierzu die Schichtungsvariable
genommen wird. Gegeniiber Nearest-Neighbour-Imputation wird das kategoriale Hilfs-
merkmal im zugrunde liegenden Regressionsmodell verwendet.

Imputationen innerhalb der Berechnung des Punktschéatzers werden daher geméafl dieser
Vorgehensweise und in Abhéngigkeit der Imputationsmethode in der Imputationsklas-
se oder auf der gesamten Stichprobe durchgefiihrt. Fiir die Varianzschétzer wird dies
bestmoglich implementiert. Kritisch ist in diesem Zusammenhang, dass fiir die geschichte-
ten Stichprobendesigns die Imputationsklassen und Schichten nicht tibereinstimmen. Die
direkten Varianzschétzer aus Abschnitt 3.6 werden innerhalb der Schichten durchgefiihrt.
Dadurch kann es im Falle von MAR zu Annahmeverletzungen dieser Verfahren kom-
men. Wie in Abschnitt 3.6 erldutert, setzen die direkten Varianzschétzer hdufig MCAR
oder den uniformen Antwortmechanismus voraus. Eine gleichzeitige Berticksichtigung der
Schichten und der Imputationsklassen ist fiir viele der direkten Schétzer sehr schwierig
oder gar nicht moglich. Fiir Resampling-Verfahren kann die Nichtiibereinstimmung von
Schichten und Imputationsklasse in der Durchfiithrung beriicksichtigt werden. Dies wurde
schon in Kapitel 4 beschrieben. Grundséatzlich werden die Substichproben innerhalb der
Schichten und die Reimputationen bzw. Adjustierungen im Falle des Vorhandenseins von

8 Im Rahmen der Simulationsstudie wird fiir Hot-Deck-Random-Imputation ausschlieflich die unge-

wichtete Ziehung von Spendern verwendet. Durch die Berticksichtigung unterschiedlicher Auswahl-
wahrscheinlichkeiten wird das Verfahren sehr computerintensiv. Die Spender werden auflerdem mit
Zuriicklegen innerhalb der Imputationsklassen gezogen.

Diese Hilfsvariable zur Bildung der Imputationsklassen bei Nearest-Neighbour-Imputation wird nicht
iber ein Modell erzeugt, sondern die Einheiten werden entsprechend ihrer Auspragung der metrischen
Hilfsvariablen den einzelnen Kategorien zugeordnet. Aufgrund der beschriebenen Variabilitdt werden
hier 78 Imputationsklassen gebildet. Das Eta-Quadrat zur metrischen Hilfsvariable betragt 0.99.
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Imputationsklassen in diesen Kategorien durchgefiihrt. Eine Ausnahme bildet der Delete-
a-Group-Jackknife. Hier haben Voruntersuchungen gezeigt, dass bessere Resultate erzielt
werden konnen, bei Anwendung der Reimputationen bzw. Adjustierungen innerhalb der
Schichten. Ein Grund hierfir ist seine schichtbezogene Anwendung wie in (4.17) definiert.
Eine andere Ausnahme bildet der Rescaling-Bootstrap aus Abschnitt 4.7.3. MASHREGHI
et al. (2014) gehen bei dessen Herleitung von tibereinstimmenden Schichten und Imputa-
tionsklassen mit gleichen Antwortwahrscheinlichkeiten innerhalb der Kategorien aus. Hier
muss geschaut werden, ob diese Annahmeverletzung beziiglich der Anwendung negative
Auswirkungen hat.

Des Weiteren basieren die in Abschnitt 4.7.3 dargestellten Korrekturfaktoren zur Bertick-
sichtigung der Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte sowie der schlechten Ap-
proximationsgiite bei zufélligen Imputationsverfahren und grofien Gesamtauswahlsétzen
auf der einfachen Zufallsstichprobe und uniformen Antwortmechanismus. Diese miissen
in der Simulationsstudie auch bei komplexen Stichprobendesigns berticksichtigt werden,
um die im Rahmen dieser Arbeit wichtigen Aussagen bei grofien Auswahlsitzen, insbe-
sondere iiber das Auftreten bestimmter Varianzkomponenten und die Anwendung von
Resampling-Verfahren, zu tiberpriifen. Hierzu wird untersucht, ob sich die Verwendung
dieser Korrekturfaktoren auch eignet, wenn keine einfache Zufallsstichprobe und kein uni-
former Antwortmechanismus vorliegt.

In Abschnitt 4.1.2 wurde die Unterscheidung zwischen Reimputation und Adjustierung
der imputierten Werte in jeder Substichprobe vorgenommen. Bei deterministischen Impu-
tationsverfahren kénnen beide Vorgehensweisen angewendet werde, da sie zu den gleichen
Ergebnissen fiihren. Aufgrund der einfacheren Umsetzung wird im Rahmen der Simu-
lation in diesem Fall auf die Reimputation abgestellt und daher in den entsprechenden
Abschnitten von Reimputation gesprochen. Bei zufilligen Imputationsverfahren geht die
Reimputation, wie beschrieben mit Uberschitzungen der Varianz einher. Fiir diese Ver-
fahren wird daher die Adjustierung der imputierten Werte angewendet und in den ent-
sprechenden Abschnitten erfolgt die Verwendung dieses Begriffes. Davon unabhéngig wird
im Rahmen von Hot-Deck-Random-Imputation auch ein Vergleich zwischen den beiden
Ansitzen durchgefiihrt, um die Uberschétzung der Reimputation aufzudecken.

Aus Grinden der Vergleichbarkeit sollten Resampling-Verfahren auf einer einheitlichen
Anzahl an Substichproben basieren. Dies wird auch in dieser Arbeit angestrebt. Im Falle
der einstufigen geschichteten Zufallsstichprobe ist dieser Sachverhalt unproblematisch. Die
einzelnen Parameter der Resampling-Verfahren werden dahingehend bestimmt, dass den
einzelnen Resampling-Verfahren 125 Substichproben zugrunde liegen. Bei den Bootstrap-
Verfahren werden B Replikationen entsprechend gewéahlt. Beim BRR kann die Anzahl
tiber die wiederholte Anwendung nach RA0 und SHAO (1996) aus Abschnitt 4.6.1 erreicht
werden. Beim Delete-a-Group-Jackknife werden 5 Gruppen in jeder Schicht gewéhlt, wo-
mit insgesamt 125 Substichproben resultieren. Bei der Random-Group-Methode werden
125 Gruppen tiber die Schichten hinweg gebildet. Bei den mehrstufigen Stichprobendesigns
werden nur der Rescaling-Bootstrap und der BRR beriticksichtigt. Auch hier gelten die
entsprechenden Erlduterungen aus dem einstufigen Design. Es liegen 125 Substichproben
zugrunde. Jedoch stellt die Anwendung des BRR auf der zweiten Stufe eine Ausnahme
dar. Diese Methode wird geméfl dem in den Abschnitten 4.6.2 und 4.6.3 beschriebenen
Vorgehen umgesetzt. Die PSU werden in diesem Fall wie Schichten behandelt. Die Anzahl
der fir die Stichprobe gezogenen PSU der einzelnen Szenarien bestimmt hier die Anzahl
der Substichproben. Unter Beriicksichtigung der wiederholten Anwendung des BRR nach
RAO und SHAO (1996) ergeben sich fiir den BRR auf der zweiten Stufe deutlich mehr
als 125 Substichproben. Dies gilt es bei den Interpretationen zu beachten. Eine einheit-
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liche Substichprobenanzahl ist im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns sehr schwierig
einzuhalten.

Die fiir die Simulation bendétigten Schatzer wurden direkt in R umgesetzt. In diesem
Zusammenhang wurde fiir die deterministische und stochastische Regressionsimputation
sowie den BRR auf die R-Codes im Anhang von DAVISON und SARDY (2004b) zuriickge-
griffen. Der BRR wird jedoch in dieser Arbeit unter Imputation wie in Abschnitt 4.6.3
beschrieben, verwendet. Dementsprechend mussten die Funktionen aus DAVISON und
SARDY (2004b) angepasst werden. Auch die R-Codes fur die beiden Imputationsmetho-
den mussten beziiglich der Gegebenheiten der Simulationsstudie abgewandelt werden.
Eine Ubersicht, inklusive einer genauen Bezeichnung und kurzen Beschreibung der ein-
zelnen Varianzschatzmethoden dieser Arbeit, wird in den Tabellen in Abschnitt A.2.1 im
Anhang A gegeben.

5.1.7 Benchmark Problematik
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Abbildung 5.6: Stabilitdt der Monte-Carlo-Varianz fiir den Fall von Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsédtzen und der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit

Als Benchmark im Rahmen von Simulationen in Zusammenhang mit Varianzschétzungen,
insbesondere wenn die wahre Varianz schwer oder nicht ermittelt werden kann, dient die
Monte-Carlo-Varianz. Dies ist im Rahmen von Imputationen héufig der Fall, vor allem
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wenn eine sehr komplexe Imputationsmethode vorliegt. Auch in dieser Arbeit wird auf die
Monte-Carlo-Varianz als Benchmark zuriickgegriffen. Diese Varianz stellt genauer gesagt
die Varianz der verschiedenen Punktschétzer dar, welche im Rahmen der Monte-Carlo-
Simulation fiir die einzelnen aus der Grundgesamtheit gezogenen Stichproben berechnet
werden. Die hierzu notwendige Anzahl an Stichproben hédngt sehr stark vom Anwen-
dungsfall ab. Um die Stabilitit des Benchmarks zu gewahrleisten, ist es oft notwendig
die Berechnung der Monte-Carlo-Varianz auf 10.000 Stichproben vorzunehmen. Dies ver-
deutlichen die folgenden Abbildungen 5.6 und 5.7.
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Abbildung 5.7: Stabilitdt der Monte-Carlo-Varianz fiir den Fall von Mittelwertimputa-
tion, kleinen Auswahlsétzen und der Entstehung fehlender Werte in der
Stichprobe

In Abbildung 5.6 wird die Erzeugung fehlender Werte wiederholt in der Grundgesamt-
heit vorgenommen und in Abbildung 5.7 in der Stichprobe. Beiden Abbildungen liegt
Mittelwertimputation zugrunde. Die Abbildungen zeigen die Stabilitat des Schéatzers in
Abhéangigkeit der Anzahl der gezogenen Stichproben. Es ldsst sich feststellen, dass bis zu
10.000 Wiederholungen bei beiden Féllen keine Stabilitat gegeben ist. Die rote Linie be-
schreibt in beiden Féllen den Wert der Monte-Carlo-Varianz bei 50.000 Wiederholungen.
Es ist zu sehen, dass im Fall der Entstehung fehlender Werte in der Grundgesamtheit bis
zu einer Anzahl von 10.000 Simulationsdurchlaufe die Monte-Carlo-Varianz zum Teil sehr
hoch tiber der roten Linie liegt. Im Falle der Entstehung in der Stichprobe nahert sich
die Monte-Carlo-Varianz zunéchst von unten. Eine Stabilitdt wird in beiden Féllen erst
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zwischen 10.000 und 20.000 Wiederholungen erreicht. Jedoch kommt es auch hier noch
zu kleineren Verdanderungen. Durch diese Instabilitaten ist es moglich, dass die Monte-
Carlo-Varianz beider Félle fiir eine gleiche Anzahl an zugrunde liegenden Stichproben
geringfiigig voneinander abweichen, obwohl eine Ubereinstimmung erwartet wird.

Als Konsequenz dieser Instabilitdten wird die Monte-Carlo-Varianz im Rahmen der Vari-
anzzerlegung bei einstufigen -und mehrstufigen Stichprobendesigns ohne Schichtung auf
Basis von 10.000 Wiederholungen berechnet. Liegen komplexere Stichprobendesigns mit
Schichtungen vor, werden sogar 20.000 Stichproben verwendet. Bei einer besonders in-
stabilen Monte-Carlo-Varianz in einigen wenigen Szenarien wird sogar auf 50.000 erhoht.
Im Gegensatz zum Benchmark konvergieren die Varianzschétzmethoden meist deutlich
schneller. Des Weiteren sind insbesondere die Resampling-Verfahren mit grofleren Lauf-
zeiten verbunden. Daher werden die Varianzschéitzmethoden auf 1.000 Stichproben be-
rechnet.

5.2 Ergebnisse beziiglich des einstufigen
stratifizierten Stichprobendesigns

In den nachfolgenden Abschnitten werden die Ergebnisse der Simulationsstudie analysiert.
Zunéchst werden die Resultate beziiglich des einstufigen Stichprobendesigns dargestellt.
Es folgt die Interpretation der Ergebnisse beziiglich der Varianzzerlegung im einstufigen
Design. Der letzte Teil der Ergebnisinterpretation der Simulationsstudie bildet die Dar-
stellung der Resultate fiir die mehrstufigen Stichprobendesigns.

Beziiglich des einstufigen stratifizierten Stichprobendesigns erfolgt zunachst die Darstel-
lung der Ergebnisse verschiedener in den vorangegangenen Abschnitten behandelter Va-
rianzschatzmethoden. Hier steht der Methodenvergleich im Vordergrund. Es werden ein-
fachere Imputationsmethoden wie Mittelwertimputation zugrunde gelegt. Anschliefend
erfolgt die Betrachtung ausgewédhlter Varianzschiatzmethoden fiir komplexere Imputa-
tionsmethoden wie Nearest-Neighbour-Imputation. Der darauf folgende Abschnitt zeigt
die Ergebnisse der Anwendung von Varianzschétzern hinsichtlich komplexerer Anwen-
dungsfalle wie die Kombination von Imputationsmethoden, hoherer Ausfallraten oder der
Variation des Ausfallmechanismus. Der Abschnitt der Darstellung der Simulationsergeb-
nisse des einstufigen Stichprobendesigns schliefit mit den fiir diese Arbeit so wichtigen
Fallen groferer Auswahlsétze.

Wie in Abschnitt 5.1.7 beschrieben, werden die Varianzschiatzmethoden fiir 1.000 Stichpro-
ben berechnet. Die Verteilungen dieser Schéatzergebnisse der einzelnen Varianzschétzme-
thoden fiir das einstufige Stichprobendesign werden durch Boxplots visualisiert. Der Mit-
telwert der 1.000 Schétzergebnisse wird durch einen schwarzen Punkt im Boxplot re-
priasentiert. Die rote Linie stellt die in Abschnitt 5.1.7 beschriebene Monte-Carlo-Varianz
dar, welche als Benchmark verwendet wird.

5.2.1 Vergleich verschiedener Varianzschitzmethoden

Ziel dieses Abschnitts ist der Vergleich verschiedener in den vorherigen Kapiteln und Ab-
schnitten beschriebenen Methoden beziiglich ihrer Eignung der Schétzung der Varianz
bei Vorhandensein von fehlenden Werten und der Anwendung von Imputationen. Die
meisten Verfahren liegen fiir Mittwertimputation, Verhaltnisimputation, Regressionsim-
putation und Hot-Deck-Randomimputation vor. Daher bezieht sich der Vergleich auf diese
Imputationsmethoden.
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5.2.1.1 Mittelwertimputation

Zunéchst wird der Fall der Mittelwertimputation betrachtet.!® Abbildung 5.8 gibt die Er-
gebnisse der Varianzschétzung im Falle kleiner Auswahlsétze wieder. Fehlende Werte wur-
den in jedem Simulationsdurchlauf in der Grundgesamtheit erzeugt. Es wurden in diesem
Szenario keine Korrekturfaktoren zur Erfassung der Varianz beziiglich fehlender Werte
beriicksichtigt, mit Ausnahme der unabhéngigen Rescaling-Bootstrap-Methoden und des
direkten Varianzschatzers, bei denen die Erfassung immanent ist. Die Varianz beziiglich
fehlender Werte ist aufgrund des geringen Gesamtauswahlsatzes vernachléssighar gering.
Fast alle Methoden sind entweder unverzerrt oder iiberschétzen die Varianz. Daher kann
hier auf die Erfassung dieser Komponente der Varianz verzichtet werden.
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Abbildung 5.8: Vergleich der Varianzschitzer im Fall von Mittelwertimputation, kleiner
Auswahlsétze, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit und MAR

An den Ergebnissen in Abbildung 5.8 ist zu sehen, dass insbesondere der BRR (BRR), der
Delete-a-Group-Jackknife ( Group) und die beiden Modifikationen des Rescaling-Bootstrap
ohne Zurticklegen (Resc_0Z_M1 bzw. Resc_0Z_M2) zu den besten und unverzerrten Schétz-
ungen fithren. Der BRR ist fiir einstufige stratifizierte Designs entwickelt worden und fiihrt
haufig fiir solche Designs zu guten Ergebnissen. Zwischen den beiden Modifikationen des

10Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.2 im Anhang A.
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Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen besteht kein grofien Unterschied. Diese unterschei-
den sich dahingehend, dass in der Modifikation 2 auch die Imputationswerte der nicht fir
die Substichprobe gezogenen Elemente mittels Mittelwertimputation reimputiert werden.
Es liegen kleine Auswahlsétze vor und, wie in Abschnitt 4.5.2 bzw. 4.5.4 beschrieben, be-
sitzen die nicht gezogenen Elemente nur einen geringen Einfluss auf die Varianzschatzung,
wodurch nur marginale Unterschiede bestehen. Auch der Delete-a-Group-Jackknife liefert
gute Ergebnisse. Seine Umsetzung tiber Formel (4.17) ermoglicht eine gute Anpassung an
das stratifizierte Design. Er ist jedoch nicht ganz so effizient wie der Rescaling-Bootstrap
ohne Zuriicklegen.

Der unabhéngige Rescaling-Bootstrap fithrt in Abhéngigkeit der Substichstichproben-
gréBe zu drastischen Uberschatzungen der Varianz. Dies gilt insbesondere fir die Me-
thode Resc_Unab3, bei der die nach Formel (4.22) von RA0O und WU (1988) vorgeschla-
gene optimale Stichprobengrofie verwendet wird. Formel (4.22) fuhrt in diesem Fall unter
den gegebenen Parameter zu Substichprobengrofien in jeder Schicht fiir welche n; > ny,
gilt. In Abschnitt 4.5.1 wurde schon erwahnt, dass dies mit Problemen bei der Berech-
nung des Rescaling-Bootstrap einhergehen kann. Durch die von MASHREGHI et al. (2014)
vorgeschlagene Wahl von nj, — 3 (Schétzer Resc_Unabl) kann die Verzerrung zwar et-
was reduziert werden, die Uberschétzung ist aber immer noch sehr grof. Erst durch ei-
ne Substichprobengrofie von nj = ny,/2 (Schitzer Resc-Unab?2), wie sie im Rahmen des
Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen verwendet wird, kann die Verzerrung drastisch ver-
ringert werden. Komplett beseitigt werden kann die Uberschétzung auch bei dieser GrofBe
nicht. Aber die Ergebnisse zeigen, dass die Wahl der Substichprobengréfie der zentrale
Parameter fiir das Gelingen des unabhéngigen Rescaling-Bootstrap ist. Es ist jedoch auch
zu beachten, dass hier eine wichtige Annahme des unabhéngigen Rescaling-Bootstrap aus
Abschnitt 4.7.2 nicht eingehalten werden konnte. Die Schichten entsprechen nicht den
Imputationsklassen. Bei Einhaltung dieser Annahme kénnen daher deutlich bessere Er-
gebnisse resultieren.

Auch der Shao und Sitter-Bootstrap (Shao/Sitter) und der Repeated-Half-Sample-Boot-
strap (Repeated-Half) fithren zu einer Uberschitzung der Varianz. Dies steht im Zusam-
menhang mit der fehlenden Endlichkeitskorrektur beider Verfahren. Im Falle hoher Aus-
wahlséitze wiren die Uberschitzungen noch gréfer.

Die Random-Group-Methode (RG) liefert verzerrte Ergebnisse. Dies hangt mit dem Sub-
stichprobenbildungsprozess des Verfahrens zusammen. Diese Problematik wurde schon
in Abschnitt 4.2 beschrieben. Die Substichproben stellen die einzelnen gebildeten Grup-
pen dar. Die Schéitzungen in jeder Replikation basieren nur auf sehr wenigen Einheiten,
welche entsprechend hochgewichtet werden. Auf diesem Wege sind die Varianzschétzer
nicht besonders stabil. Des Weiteren verwendet die Methode keine Endlichkeitskorrektur,
wodurch die Uberschétzungen noch grofier werden.

Der direkte Varianzschitzer (Dir) aus (3.43) filhrt in dieser Anwendung zu deutlichen
Unterschitzungen. Dies liegt in Zusammenhang mit dem Ausfallmechanismus, welcher
in diesem Szenario MAR ist. In Abschnitt 3.6.1 wurde beschrieben, dass dieser Vari-
anzschétzer auf MCAR basiert. Im Fall dieses Ausfallmechanismus im Abschnitt 5.2.3.3
wird zu sehen sein, dass die Ergebnisse auf Basis des direkten Varianzschétzers aus (3.43)
nahezu unverzerrt sind.

Die dargestellten Ergebnisse beziehen sich auf den Fall der Entstehung variabler fehlen-
der Werte in der Grundgesamtheit (z_var_GG). Abbildung 5.9 beinhaltet den Vergleich
zu den Féllen der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe (z_Stich) und eines fixen
Response-Vektors (z_var_zfiz) in der Grundgesamtheit fiir den Rescaling-Bootstrap ohne
Zurtucklegen. Da kleine Auswahlsitze vorliegen, besitzt die Varianzkomponente beziiglich
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fehlender Werte Vil einen sehr kleinen Anteil. Die Fille der Entstehung variabler fehlen-
der Werte in der Grundgesamtheit und eines fixen Response-Vektors unterscheiden sich
daher kaum. Auch im Fall der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe bestehen
kaum Unterschiede. Dieser Sachverhalt wird naher in Abschnitt 5.3.1 erlautert. Der Fall
der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit und der Entstehung feh-
lender Werte in der Stichprobe liefern sehr d&hnliche Stichproben und Response-Vektoren.
Dies hiangt damit zusammen, dass fehlende Werte ausschliellich in Abhédngigkeit der ka-
tegorialen Hilfsvariable erzeugt werden. Besonderheiten des Stichprobendesigns besitzen
keinen Einfluss. Beziiglich der gesamten Varianz besteht kein Unterschied, sondern ledig-
lich in der Hohe ihrer einzelnen Komponenten.
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Abbildung 5.9: Vergleich des Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen fiir die drei
Falle an fehlenden Werten bei kleinen Auswahlsdtzen, MAR und
Mittelwertimputation
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5.2.1.2 Verhiltnisimputation
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Abbildung 5.10: Vergleich der Varianzschatzer im Fall von Verhaltnisimputation, klei-
ner Auswahlsitze, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit und MAR

Abbildung 5.10 zeigt die Varianzschétzergebnisse bei Verwendung von Verhéltnisimputa-
tion und Erzeugung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit mit Bezug auf
die metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1).1! Ansonsten gelten die gleichen Parameter-
konstellationen wie im Falle der Mittelwertimputation. Die Ergebnisse zwischen beiden
Szenarien sind ahnlich. Der BRR, der Delete-a-Group-Jackknife (Group) und die bei-
den Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen (Resc_oZ_M1 bzw. Re-
sc_oZ_M2) fithren wieder zu nahezu unverzerrten Schatzungen. Die Varianz der Vari-
anz beim Delete-a-Group-Jackknife ist jedoch etwas hoher. Der Repeated-Half-Sample-
Bootstrap (Repeated-Half) und der Shao und Sitter-Bootstrap (Shao/Sitter) fithren zu
Uberschitzungen aufgrund der fehlenden Endlichkeitskorrektur. Die Random-Group-Me-
thode (RG) liefert wieder sehr instabile Schiatzungen. Auffallend sind in diesem Sze-
nario jedoch die guten Schéitzungen beim unabhédngigen Rescaling-Bootstrap. Dies gilt
aber nur fiir die Variante 2 (Resc_Unab2), bei welcher die Substichprobe der Halfte
der urspriinglichen Stichprobengrofie und damit derjenigen des Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zuriicklegen entspricht. Die Verwendung von nj = nj, — 3 (Resc_.Unabl) bzw. der in

11Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.3 im Anhang A.
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(4.22) vorgeschlagenen Substichprobengrofle (Resc-Unab3) fihren wieder zu deutlichen
Uberschitzungen der Varianz. Es gelten hier aber auch weiterhin die Probleme der Annah-
meverletzung der Ubereinstimmung von Imputationsklasse und Schicht (vgl. Abschnitt
4.7.2).

Des Weiteren wurden bei der Verhaltnisimputation noch die Varianzschéitzer aus Ab-
schnitt 3.6.3 berticksichtigt. Fiir alle diese Schétzer resultiert eine geringe Varianz der Vari-
anz. Dabei weist der direkte Varianzschétzer Dir_Shao/Steel von SHAO und STEEL (1999)
aus (3.49) die geringste Verzerrung auf. Unter der gegebenen Parameterkonstellation ist
diese Methode im Falle der Verhéltnisimputation vorzuziehen. Es bleibt jedoch anzumer-
ken, dass seine Anwendbarkeit in dieser Form auf die Verhéltnisimputation beschrankt
ist. Wie bei allen direkten Varianzschitzer muss er fiir andere Imputationsmethoden se-
parat hergeleitet werden, was unter Umstédnden nicht immer moglich ist. Bei der modell-
assistierenden Varianzschitzung (Mod) aus Formel (3.50) sind kleinere Uberschitzungen
zu beobachten. Das dem Verfahren zugrunde liegende Modell gibt unter Umsténden das
tatséchliche Imputationsmodell oder den Zusammenhang des Untersuchungsmerkmals y
zur Hilfsvariable x nicht vollstandig wieder.

Die direkten Varianzschitzer von RAO (1990) (Raol bzw. Rao2) aus Formel (3.47) bzw.
(3.48) sind sehr stark verzerrt, mit grofien Unterschiatzungen. Der Grund koénnte hier
in der mangelnden Vereinbarkeit dieser Methoden mit dem Stichprobendesign und dem
Ausfallmechanismus dieses Szenarios liegen.

5.2.1.3 Regressionsimputation

Auch bei Regressionsimputation in Abbildung 5.11 resultieren dhnliche Ergebnisse.!? Es
zeigen sich die guten Schiatzungen mittels Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen (Re-
sc_.oZ_M1 bzw. Resc_oZ_M2), sowie dem BRR und dem Delete-a-Group-Jackknife ( Group),
wobei die beiden letzten ein klein wenig unterschétzen. Grofle Unterschiede zeigen sich
jedoch beziiglich des unabhédngigen Rescaling-Bootstrap. Im Rahmen der Mittelwertim-
putation war es sinnvoll fiir die Substichprobengrofie die Hélfte der urspriinglichen Stich-
probengrofe zu nehmen (vgl. Schiatzer Resc_Unab2). Bei der Regressionsimputation ist
die von RAO und Wu (1988) vorgeschlagene Substichprobengréfie aus (4.22) die bessere
Wahl (vgl. Schitzer Resc_Unab8). Der Vergleich mit den Ergebnissen der Mittelwertim-
putation zeigt, wie schwierig es ist, die optimale Substichprobengrofie beim unabhiangigen
Rescaling-Bootstrap zu bestimmen. Sie ist von einigen Faktoren abhéngig, wie in die-
sem Fall zum Beispiel von der Imputationsmethode. Diese Problematik erschwert seine
Anwendung. Eine Uberpriifung der Eignung der direkten Varianzschitzer aus Abschnitt
3.6.4 wird in Abschnitt A.3.2 im Anhang A vorgenommen. Beziiglich dieser Schétzer sind
andere Parameterkonstellationen von Interesse. Daher werden sie von den Resampling-
Verfahren getrennt untersucht.

12T diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Verhiiltnisimputation aus Abschnitt A.2.2.3
im Anhang A.
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Abbildung 5.11: Vergleich der Varianzschétzer im Fall von Regressionsimputation, klei-
ner Auswahlsitze, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit und MAR

5.2.1.4 Hot-Deck-Random-Imputation

Das erste zuféllige Imputationsverfahren dieser Simulationsstudie ist die Hot-Deck-Ran-
dom-Imputation.'® Die Varianzschitzungen fiir diese Methode im Falle kleiner Auswahl-
sitze, Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit sowie des Vorliegens von MAR
sind in Abbildung 5.12 angegeben. Die Resultate in Bezug auf den Vergleich der einzelnen
Methoden sind den Ergebnissen des deterministischen Falles, insbesondere fiir Mittelwert-
imputation bei der entsprechenden Parameterkonstellation, sehr &hnlich. Insbesondere die
Parameter der Erzeugung fehlender Werte sind hier identisch. Fehlende Werte werden
in Abhéngigkeit der kategorialen Variablen Haushaltsgrofie gebildet. Dementsprechend
fithren der BRR, der Delete-a-Group-Jackknife (Group) und die beiden Modifikationen
des Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen (Resc_0oZ_M1 bzw. Resc_oZ_M2) wiederum zu
unverzerrten Schatzungen der Varianz. Die Random-Group-Methode (RG), der Shao und
Sitter-Bootstrap (Shao/Sitter) und der Repeated-Half-Sample-Bootstrap (Repeated-Half)
tiberschétzen aus den bekannten Griinden die Varianz. Der direkte Varianzschétzer (Dir)
aus Formel (3.46) stellt im Vergleich zum direkten Varianzschétzer der Mittelwertimputa-
tion aus (3.43) nur eine Erweiterung um die zu schitzende Imputationskomponente dar.

13Tn diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.2
im Anhang A.
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Im Falle von MAR zeigten sich schon im deterministischen Fall grole Unterschitzungen.
Und so verhélt es sich auch fiir die Hot-Deck-Random-Imputation.

Fiir den unabhéngigen Rescaling-Bootstrap zeigt sich im Fall der zufélligen Imputa-
tionsmethode jedoch eine Besonderheit. Die Ergebnisse liegen unabhangig von der Wahl
der Substichprobengrofie sehr dicht aneinander, unterschiatzen die Varianz aber deutlich.
Diese Resampling-Methode konnte in diesem Fall nicht mit der Adjustierung der im-
putierten Werte in jeder Substichprobe kompatibel sein, wodurch sich die Verzerrungen
ergeben. Auch die beschriebene Verletzung der Annahme aus Abschnitt 4.7.2 beziiglich
der von den Schichten abweichenden Imputationsklassen kann hier starke Auswirkungen
haben. Hier bedarf es weiterer Untersuchungen.
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Abbildung 5.12: Vergleich der Varianzschiatzer im Fall von Hot-Deck-Random-
Imputation, kleiner Auswahlsidtze, Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit und MAR

Diese Ahnlichkeit der Ergebnisse zwischen Mittelwert- und Hot-Deck-Random-Imputation
bezieht sich nur auf den ordinalen Vergleich der Schatzmethoden. Zwischen der Hohe der
absoluten Varianzen und der Resampling-Verfahren bestehen grofle Unterschiede zwischen
den beiden Imputationsmethoden. Die Hot-Deck-Random-Imputation ist im Gegensatz
zur Mittelwertimputation ein zufélliges Imputationsverfahren. Die Varianz ist hier viel
hoher, da hier noch zuséatzlich die Imputationskomponente geschétzt werden muss. Au-
Berdem wird statt der Reimputation die Adjustierung der imputierten Werte innerhalb der
Resampling-Verfahren angewandt, um die Imputation zu beriicksichtigen. Dieser Sachver-
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halt wurde in Abschnitt 4.1.2 erldutert. Wird bei zufalligen Imputationsverfahren wie Hot-
Deck-Random-Imputation die Reimputation verwendet, konnen grofle Uberschéitzungen
der Varianz entstehen. Dies wird in Abbildung 5.13 anhand des Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zuriicklegen Modifikation 2 dargestellt. In Abbildung 5.12 wurde dieses Verfahren
(Resc_0Z_M2) auf Basis der Adjustierung der imputierten Werte in jeder Substichprobe
verwendet. Dieser Schitzer wird zur Abgrenzung gegeniiber der Reimputation in Abbil-
dung 5.13 mit Resc_oZ_M2_Adjust bezeichnet. Der obere Schatzer (Resc_oZ_M2_Reimp)
greift hingegen auf die Reimputation zuriick, also der einfachen Wiederholung der Hot-
Deck-Random-Imputation der urspriinglichen Stichprobe in jeder Substichprobe. Es zeigt
sich eine deutliche Uberschétzung der Varianz unter der Verwendung der Reimputation.
Die Adjustierung der imputierten Werte fithrt hingegen zu einer unverzerrten Schéitzung.
Der Grund liegt wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben darin, dass bei Resampling-Methoden
unter Anwendung zufélliger Imputationsverfahren und unabhéngiger Verwendung von Zu-
fallstermen von Substichprobe zu Substichprobe Uberschéitzungen der Varianz auftreten,
wenn die Substichprobengréfe nicht der Grofie der urspriinglichen Stichprobe entspricht.
Und dies ist beim Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen der Fall, da hier in jeder Sub-
stichprobe nur die Hélfte der zugrunde liegenden Stichprobe genommen wird.
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Abbildung 5.13: Vergleich der Reimputation und Adjustierung fiir den Rescaling-
Bootstrap ohne Zuriicklegen im Rahmen von Hot-Deck-Random-
Imputation
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5.2.1.5 Fazit beziiglich des Vergleichs verschiedener Varianzschitzmethoden

Die Varianzschétzungen mittels des BRR, die Modifikationen des Rescaling-Bootstrap und
der Delelete-a-Group-Jackknife fithrten in den verschiedenen Szenarien zu den besten Er-
gebnissen. Fiir letztere Methode war die Varianz der Varianz jedoch meist etwas hoher.
Bei einige Methoden zeigen sich Uberschitzungen aufgrund der Nichtberiicksichtigung
einer Endlichkeitskorrektur und dem verwendeten Ziehungsmodell ohne Zuriicklegen der
ursprunglichen Stichprobe. Im Falle von Verhéltnisimputation fiihrte der direkte Vari-
anzschétzer von SHAO und STEEL (1999) zu guten Ergebnissen. Fiir andere Imputations-
methoden konnten die direkten Varianzschétzer nicht tiberzeugen. Ein moglicher Grund
lag im MAR-Ausfallmechanismus, wodurch die Annahmen dieser Methoden verletzt sind.
Auch beim unabhéngigen Rescaling-Bootstrap konnen Annahmeverletzungen zu den teil-
weise negativen Resultaten beigetragen haben. Hier stellte sich zusétzlich das Problem
der Substichprobengroflenbestimmung.

5.2.2 Varianzschitzung fiir komplexere Imputationsmethoden

Im diesem Kapitel werden ausgewahlte Resampling-Methoden beziiglich ihrer Eignung
zur Schatzung der Varianz bei Verwendung komplexerer Imputationsverfahren tiberpriift.
Es werden nicht mehr alle in Abschnitt 5.2.1 beriicksichtigten Varianzschatzer verwen-
det. Zum einen sind die Laufzeiten der einzelnen Verfahren bei komplexeren Imputa-
tionsmethoden wie Nearest-Neighbour-Imputation oder Predictive-Mean-Matching deut-
lich langer. Zum anderen steht hier im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt nicht der Me-
thodenvergleich im Vordergrund. Das Ziel besteht in diesem Abschnitt in der Darstellung
bestimmter Problematiken bei der Durchfiihrung der Varianzschitzung bei komplexen
Imputationsmethoden.

Im Rahmen dieses Abschnittes werden daher der BRR, der Rescaling-Bootstrap ohne
Zuriicklegen Modifikation 2,4 sowie der Shao und Sitter-Bootstrap beriicksichtigt. Die
Wahl der beiden ersten Verfahren wurde aufgrund ihrer guten Ergebnisse beim Metho-
denvergleich im Abschnitt 5.2.1 getroffen. Gegeniiber des Delete-a-Group-Jackknife waren
die Varianzen der Varianzen meist etwas geringer. Der Shao und Sitter-Bootstrap wird
zur Kontrolle miteinbezogen, da zumindest ein Verfahren noch berticksichtigt werden soll,
welches im Rahmen der Simulation in Abschnitt 5.2.1 nicht gut funktioniert hat. Beziiglich
dieses Verfahrens zeigten sich Uberschétzungen der Varianz aufgrund der fehlenden In-
tegration der Endlichkeitskorrektur. Dieser negative Effekt ist jedoch gut interpretierbar.
Daher wird das Verfahren hier verwendet.

5.2.2.1 Stochastische Regressionsimputation

Die erste vorgestellte komplexere Imputationsmethode ist die stochastische Regressions-
imputation, da Imputationswerte aus einem deterministischen und einem zufélligen Anteil
bestehen.!® Die Varianzschitzungen werden in Abbildung 5.14 gezeigt. Hier fithrt die Ad-
justierung der imputierten Werte in jeder Substichprobe mit den Erwartungswerten aus
Tabelle 4.1 beim BRR, den Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen Modifikation 2 zu fast
unverzerrten Schétzungen.

Der unabhéingige Rescaling-Bootstrap wird in den néchsten Szenarien nicht mehr beriicksichtigt. Daher
ist im Folgenden der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen gemeint, wenn vom Rescaling-Bootstrap
die Rede ist.

15Tn diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Verhiiltnisimputation aus Abschnitt A.2.2.3
im Anhang A.
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Abbildung 5.14: Vergleich der Varianzschéatzer im Fall der stochastischen Regressionsim-
putation, der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit, kleiner Auswahlsidtze und MAR

5.2.2.2 Nearest-Neighbour-Imputation

Bei Nearest-Neighbour-Imputationen und ihrem Spezialfall Predictive-Mean-Matching re-
sultiert die Komplexitat bei der Anwendung von Resampling-Verfahren insbesondere aus
der Bestimmung des néchsten Nachbarn in der Substichprobe. So zeigt sich bei der
Nearest-Neighbour-Imputation in Abbildung 5.15 ein etwas kurioses Bild.!® Zeichneten
sich die Varianzschéatzer in den Abschnitten 5.2.1 und 5.2.2.1 durch eine eher symmetri-
sche Verteilung aus, liegt hier eine grofler Anteil der Schétzungen unterhalb der roten
Linie und des Benchmark. Auf der anderen Seite zeigen sich fiir alle drei Verfahren viele
Ausreifler nach oben. Diese sind teilweise so hoch, dass sie nicht mehr im sichtbaren Be-
reich der Abbildung liegen. Diese unsymmetrischen Verteilungen kénnen insbesondere aus
den Reimputationen und damit der Bestimmung des nidchsten Nachbarn in der Substich-
probe resultieren. So kann zum Beispiel der néchste Nachbar einer fehlenden Einheit nicht
fiir die Substichprobe gezogen werden. Dann ist es moglich, dass der Beobachtungswert
einer Einheit, welche basierend auf den Hilfsvariablen die geringste Distanz zu der Einheit
mit fehlendem Wert aufweist, stark vom urspriinglichen Imputationswert abweichen kann.
Dies gilt insbesondere bei einer schiefen Verteilung des Untersuchungsmerkmals bei dem

16Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.4 im Anhang A.
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Ausreifler als néchster Nachbar in Erscheinung treten konnen. Ist dies fiir mehrere fehlen-
de Einheiten einer Substichprobe der Fall, kann die darauf basierende Varianzschatzung
mittels Resampling-Verfahren deutlich zu hoch ausfallen, da der Punktschétzer dieser
Substichprobe von denjenigen der iibrigen Substichproben stark abweichen kann. Aus
diesem Vorgang kann die stark asymmetrische Verteilung resultieren. Die Mittelwerte der
Varianzschétzungen liegen jedoch zumindest fiir den BRR und Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zuriicklegen sehr nahe am Benchmark. Beim Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen
fithren die AusreiBer zu kleineren Uberschitzungen der Varianz. Der BRR fithrt hier
zu den besten Ergebnissen, da diese Methode durch die ausbalancierte Auswahl tiber
die Hadamard-Matrizen weniger ausreifleranféllig ist. Der Substichprobenbildungprozess
in Verbindung mit der Reimputation ist hier entscheidend. Dieser kann auch fiir die
groflen Unterschitzungen beim Shao und Sitter-Bootstrap verantwortlich sein. Hier ent-
steht durch das Substichprobenzichungsschema mit Zuriicklegen und die darauf basierende
Reimputation zu wenig Variabilitit. Hier wéren Uberschitzungen aufgrund der fehlenden
Endlichkeitskorrektur erwartet worden. Durch die Ziehung mit Zurticklegen ist es denk-
bar, dass fiir Einheiten mit fehlendem Wert bestimmte Spender iiber die Substichproben
hinweg zu haufig als nachster Nachbar klassifiziert werden und dadurch zu wenig Variation
entsteht. Dieser Sachverhalt bedarf weiterfithrender Untersuchungen.
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Abbildung 5.15: Vergleich der Varianzschédtzer im Fall von Nearest-Neighbour-
Imputation, der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundge-
samtheit, kleiner Auswahlsidtze und MAR
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Die Entstehung der Ausreiffer wird natiirlich sehr stark von den verwendeten Variablen
begiinstigt. Das Einkommen als Untersuchungsmerkmal ist sehr schief verteilt. Die zur
Distanzberechnung verwendete metrische Hilfsvariable wurde nach dem in (5.1) beschrie-
benen Modell erzeugt und besitzt zum Untersuchungsmerkmal nur eine geringe Korrela-
tion. Um diesen Sachverhalt ndher zu untersuchen, wird die Varianzschitzung durch die
drei Resampling-Methoden noch fiir ein weiteres Untersuchungsmerkmal durchgefiihrt.!”
In Abbildung 5.16 wird die Gesamtanzahl der Kategorie 2, der Variable Hausgrofie aus
Tabelle 5.2 geschatzt. Als Hilfsvariable wird das bisherige Untersuchungsmerkmal Ein-
kommen verwendet. Fiir diesen Fall ist in Abbildung 5.16 zu sehen, dass sich fiir den
Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen und den BRR unverzerrte Resultate ergeben. Die
Verteilung der Schéatzergebnisse ist deutlich symmetrischer und die Ausreifleranzahl gerin-
ger. Weitere detaillierte Vergleiche zum vorherigen Szenario, insbesondere beziiglich der
absoluten Hohe der Ausreifler konnen nicht durchgefithrt werden, da Skalierungen und
absolute Hohen der Varianzen stark unterschiedlich sind.
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Abbildung 5.16: Vergleich der Varianzschatzer im Fall von Nearest-Neighbour-Imputation
bei Schéitzung der Gesamtanzahl der Kategorie 2 der Haushaltsgrofie und
des Einkommens als Hilfsvariable

17Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.4 im Anhang A.



Kapitel 5. Simulation 125

5.2.2.3 Predictive-Mean-Matching

Die Varianzschétzer fiir eine zweite Variante von Nearest-Neighbour-Verfahren, dem Predictive-
Mean-Matching, werden in Abbildung 5.17 gegeben.!®
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Abbildung 5.17: Varianzschiatzung im Fall von Predictive-Mean-Matching, der Entste-
hung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, kleiner Aus-
wahlsidtze und MAR

Wie in Abschnitt 5.1.6 beschrieben wird das Imputationsverfahren innerhalb der Schich-
ten durchgefithrt, da eine Anwendung auf die gesamte Stichprobe rechentechnisch zu
aufwendig ware. Die kategoriale Hilfsvariable Haushaltstyp, welche sonst zur Bildung der
Imputationsklassen verwendet wird, ist schon neben der metrischen Variable im Imputa-
tionsmodell berticksichtigt. Zunachst werden die Schatzungen des Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zurticklegen (Resc_0Z_M2) und des BRR betrachtet. Hier l4sst sich feststellen, dass der
BRR die Varianz unverzerrt schatzt. Der Rescaling-Bootstrap hingegen tiberschétzt die
Varianz deutlich. Der Grund hierfiir konnte in der Schétzung der fiir das Predictive-Mean-
Matching notwendigen prognostizierten Werten'® liegen in Verbindung mit dem Substich-
probenbildungsprozess. Uber die Zufallsauswahl kann es beim Rescaling-Bootstrap inner-
halb der Schichten zu einer ungliicklichen Einteilung von gezogenen und nicht gezogen

18Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.5 im Anhang A.
19Vgl. hierzu Anschnitt 2.2.7.
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Elementen kommen, innerhalb derer die Reimputation stattfindet. Dadurch kann es zu
einer schlechten Schétzung des zugrunde liegenden Regressionsmodells und einer subop-
timalen Bestimmung des néchsten Nachbarn kommen. Die ausbalancierte Auswahl beim
BRR wirkt sich hier vorteilhaft aus. Fiir den Rescaling-Bootstrap miisste daher eine sta-
bilere Schétzung des zugrunde liegenden Regressionsmodells realisiert werden. Daher wird
in dieser Arbeit vorgeschlagen, die prognostizierten Werte vor der Substichprobenziehung
auf Basis der gesamten Stichprobe zu schiatzen. Die auf diesem Wege erhaltenen prognosti-
zierten Werte werden bei der Reimputation innerhalb der Schichten und separat zwischen
den fiir die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Einheiten fiir Bestimmung des
nédchsten Nachbarn verwendet. Dies geschieht beim Schétzer Resc_oZ_M2_PM. Dadurch
resultiert eine fast unverzerrte Varianzschéitzung. Um eine stabile Varianzschitzung mit-
tels des Rescaling-Bootstrap im Falle von Predictive-Mean-Matching zu gewéhrleisten,
sollte die Schétzung der prognostizierten Werte daher schon vor der Substichprobenzie-
hung erfolgen.

5.2.2.4 Fractional-Imputation
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Abbildung 5.18: Vergleich der Varianzschitzer im Fall von Fractional-Imputation, der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, kleiner
Auswahlsiatze und MAR
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In diesem Abschnitt wird zum ersten Mal eine Methode beriicksichtigt, bei welcher sich der
Imputationswert aus mehreren Einzelwerten berechnet.?? Abbildung 5.18 zeigt die Ergeb-
nisse der Varianzschétzung bei Verwendung von Fractional-Imputation. Es sind kleinere
Ungenauigkeiten zu erkennen. Dies kann insbesondere mit der Komplexitét der Imputa-
tionsmethode in Verbindung stehen. Wie in Abschnitt 2.2.9 beschrieben worden ist, liegt
hier formal eine Hot-Deck-Random-Imputation mit D verschiedenen Imputationswerten
vor. Jedoch erfolgt iiber die Durchschnittsbildung eine Anndherung an die Verteilungen
deterministischer Imputationsverfahren.

5.2.2.5 Fazit bei Anwendung der Resampling-Methoden fiir komplexe
Imuptationsmethoden

Interessant waren hier besonders die Ergebnisse fiir die Verfahren, welche auf den nachsten
Nachbar als Imputationswert abstellen. Herausforderungen beziiglich der Varianzschéatz-
ung sind insbesondere durch die Auswahl des néchsten Nachbarn in der Substichprobe ge-
geben. Hier zeigte der BRR durch seine ausbalancierte Auswahl Vorteile. Beim Rescaling-
Bootstrap ohne Zuriicklegen ist eine weitere Modifikation im Rahmen von Predictive-
Mean-Matching notwendig. Hier miissen die prognostizierten Werte auf Basis des zugrun-
de liegenden Regressionsmodells vor der Substichprobenziehung bestimmt werden.

5.2.3 Untersuchungen zu bestimmten Problematiken der
Varianzschitzung unter Imputation

Dieser Abschnitt der Simulationsergebnisse dient der Darstellungen bestimmter Proble-
matiken der Varianzschétzung unter Imputation, wie sie in der Praxis auftreten konnen.
Wie im vorherigen Abschnitt steht hier der Methodenvergleich nicht mehr im Vorder-
grund. Es wird wieder eine Konzentration auf die drei Resampling-Verfahren Rescaling-
Bootstrap ohne Zurticklegen, den BRR und den Shao und Sitter-Bootstrap stattfinden.
Im Abschnitt 5.2.3.3 beim Vergleich verschiedener Antwortmechanismen bei der Mit-
telwertimputation wird zuséatzlich der direkte Varianzschétzer fiir Mittelwertimputation
einbezogen werden. Grund hierfiir ist die Uberpriifung der in Abschnitten 3.6 und 5.2.1.1
aufgestellten Behauptung seiner Unverzerrtheit im Falle von MCAR.

5.2.3.1 Erhéhung der Rate der fehlenden Werte

Abbildung 5.19 zeigt eine Erhéhung der Rate der fehlenden Werten auf ungefihr 46 %.2!
Hierzu wurde der Parameter & in Formel (5.6) heruntergesetzt, so dass weniger Einheiten
teilnehmen. Es ist zu sehen, dass der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen und der BRR,
beide ohne Beriicksichtigung von Korrekturfaktoren fiir die Varianzkomponente beziiglich
fehlender Werte, die Varianz etwas unterschiatzen. Der Shao und Sitter-Bootstrap liegt
am dichtesten am Benchmark. Hier gilt es jedoch zu beachten, dass zwei gegenteilige
Effekte auftreten. Wie der Rescaling-Bootstrap und der BRR wiirde diese Methode die
Varianz unterschéitzen. Aber der Shao und Sitter-Bootstrap verwendet keine Endlichkeits-
korrektur, durch welche Uberschatzungen resultieren, welche die Unterschéitzungen gerade
ausgleichen. Damit ist das Verfahren nicht unbedingt unverzerrt, sondern profitiert von
diesen beiden gliicklichen Umsténden.

20Tn diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.2
im Anhang A.

21Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.6 im Anhang A.
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Abbildung 5.19: Erhéhung der Ausfallrate bei Mittelwertimputation, Erzeugung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit, kleinen Auswahlsiatze und MAR

Zentral in diesem Szenario sind damit die durch die Erhohung der Rate der fehlenden Wer-
te gegebenen Verzerrungen. Diese lassen sich zum einen durch den fehlenden Korrektur-
faktor erkldren. Wie in Abschnitt 3.4.3 erlautert, steigt die Varianzkomponente beziiglich
fehlender Werte ceteris paribus bei Erhohung der Ausfallrate. Diese Varianzkomponen-
te kann so grofl werden, dass die Beriicksichtigung der Korrekturfaktoren erforderlich
wird. Daher wird in Abbildung 5.19 noch der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen an-
gegeben, welcher den in Abschnitt 4.7.3 beschriebenen Korrekturfaktor fiir Mittelwertim-
putation beinhaltet (Resc_oZ M2_KF').?? Aber auch diese Methode bringt noch kleinere
Unterschatzungen mit sich. Dies kann mit der grofleren Ausfallrate erklért werden. Mit ei-
ner grofleren Anzahl fehlender Werte wird auch die Varianzschétzung instabiler. Dadurch
konnen solche Ungenauigkeiten resultieren.

5.2.3.2 Erzeugung fehlender Werte in den gering besetzten Kategorien

Nach Tabelle 5.2 sind die Kategorien 2 und 3 der Hilfsvariable Haushaltstyp zur Bil-
dung der Imputationsklassen am geringsten besetzt. Werden fehlende Werte beziiglich

22Dje Simulationsergebnisse fiir Resampling-Verfahren, welche diese Korrekturfaktoren zur Abdeckung
der Komponente beziiglich fehlender Werte berticksichtigen, werden ausfiihrlich in Abschnitt 5.2.4 ge-
geben.
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des Untersuchungsmerkmals hauptsichlich in diesen Kategorien erzeugt,? ist in Abbil-
dung 5.20 zu sehen, dass die Varianzschétzungen mit Ungenauigkeiten in Form kleinerer
Unterschatzungen einhergehen. Da fehlende Werte schwerpunktméfig in Kategorien er-
zeugt werden, welche im Vergleich zu den anderen Kategorien deutlich schwécher besetzt
sind, treten kleinere Instabilitdten bei der Schatzung auf. In den iibrigen Kategorien sind
jedoch noch genug Einheiten vorhanden, so dass diese Ungenauigkeiten nicht drastisch
sind. Dies gilt fiir den BRR und den Rescaling-Bootstrap. Beim Shao und Sitter-Bootstrap
sind weiterhin Uberschétzungen zu erkennen, welche jedoch nicht so gro8 sind. Dies liegt
daran, dass diese Ungenauigkeiten erzeugten Unterschitzungen einen gegenteiligen Effekt
austliben.
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Abbildung 5.20: Erzeugung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit in den

gering besetzten Kategorien bei Mittelwertimputation, kleinen Aus-
wahlsédtze und MAR

5.2.3.3 Vergleich unterschiedlicher Ausfallmechanismen

Abbildung 5.21 zeigt den relativen Bias der Schatzungen der drei Ausfallmechanismen
MCAR, MAR und NMAR, wie in Abschnitt 2.1 behandelt.?* Fiir alle drei Szenarien liegt
die Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, Mittelwertimputation

23Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.7 im Anhang A.

24Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen der Szenarien in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.8 im Anhang A.
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und kleine Auswahlsétze vor. Die Ergebnisse fiir den Fall von MAR sind aus Abschnitt
5.2.1.1 bekannt. Die drei Resampling-Verfahren liefern in allen drei Fallen die bekannten
Ergebnisse. Der BRR und der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen fithren zu guten Er-
gebnissen, der Shao und Sitter-Bootstrap geht mit Uberschétzungen der Varianz einher.
Wie in den Abschnitten 3.6 und 5.2.1.1 beschrieben, ist der direkte Varianzschéitzer bei
Mittelwertimputation vom Ausfallmechanismus abhéingig. Fiir MCAR ist er fast unver-
zerrt, fiir die beiden anderen Félle sind deutliche Unterschéitzungen zu sehen. Dieser Va-
rianzschétzer beriicksichtigt keine Hilfsinformationen und kann daher im Falle von MAR
nicht verwendet werden.
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Abbildung 5.21: Vergleich der verschiedenen Ausfallmechanismen fiir Mittelwertimputa-
tion, die Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
und kleine Auswahlsétze

Im Falle von MCAR ist es jedoch auffillig, dass kleinere Unterschatzungen der Varianz
auftreten, selbst fiir den Rescaling-Bootstrap und den BRR, obwohl die beiden anderen
Antwortmechanismen deutlich komplexer sind. Dies hdngt mit den Erlauterungen des
vorherigen Abschnittes zusammen. Entscheidend ist wiederum die am geringsten besetzte
Auspragung der Hilfsvariable Haushaltstyp, damit die Kategorie 2. Im Falle von MAR
wurden fehlende Werte so erzeugt, dass der Ausfall in anderen Kategorien auftritt (vgl.
Abbildung 5.4). Auch im Falle von NMAR ist der Ausfall in dieser Kategorie nicht zu
grof. Bei MCAR ist der Ausfall jedoch in allen Kategorien ungeféihr gleich verteilt. Da
die gesamte Anzahl an fehlenden Werten in allen Szenarien anndhernd gleich grof§ ist,
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ist der Ausfall in diesem Szenario in Kategorie 2 grofler als fiir MAR und NMAR. Die
Ergebnisse des vorherigen Abschnittes haben schon gezeigt, dass bei hoherem Ausfall
dieser Kategorie Ungenauigkeiten bei der Varianzschatzung einhergehen. Und so verhélt
es sich auch in diesem Szenario.

Die Varianzschédtzungen im Falle von NMAR liefern mit Ausnahme des Shao und Sitter-
Bootstrap unter den gegebenen Parameterkonstellationen der Simulationsstudie zwar gu-
te Ergebnisse. Es ist jedoch zu beachten, dass der Punktschitzer hier verzerrt ist (vgl.
Abschnitt A.3.1 im Anhang A) und daher spielen Varianzschitzungen nur noch eine un-
tergeordnete Rolle.?

5.2.3.4 Kombination von Imputationsverfahren
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Abbildung 5.22: Kombination aus Mittelwert- und Hot-Deck-Random-Imputation bei
kleinen Auswahlséitzen und Entstehung variabler fehlender Werten in der
Grundgesamtheit

In der Praxis kann es hdufig notwendig sein, auf mehr als ein Imputationsverfahren zurtick
zugreifen, welche in den verschiedenen Imputationsklassen angewendet werden. In solchen
Féllen, insbesondere in Kombination mit komplexen Stichprobendesigns, bieten sich grofie

25Eindeutige Aussagen zur Qualitit der Varianzschitzer konnen aufgrund der gegebenen Verzerrung des
Punktschétzers auch nicht getroffen werden.
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Vorteile durch die Anwendung von Resampling-Verfahren (vgl. Abschnitt 4.1.4). Abbil-
dung 5.22 zeigt die Kombination von unterschiedlichen Imputationsverfahren.?® In den
Kategorien 1, 3 und 5 der Variablen Haushaltstyp erfolgt die Anwendung von Mittel-
wertimputation, in den Kategorien 2, 4 und 6 von Hot-Deck-Random-Imputation. Auch
hier zeigen sich die bekannten Resultate. Der Rescaling-Bootstrap und der BRR fiithren zu
fast unverzerrten Ergebnissen. Kleinere Unterschatzungen sind der Komplexitat durch die
Kombination der Imputationsverfahren geschuldet. Fiir die beiden Resampling-Methoden
zeigen sich insgesamt sehr gute Schiatzungen, was die Vorteilhaftigkeit der Anwendung sol-
cher Verfahren im Falle der Kombination von Imputationsmethoden unterstreicht. Beim
Shao- und Sitter-Bootstrap zeigen sich, wie erwartet, auch in diesem Szenario kleinere
Uberschitzungen.

5.2.3.5 Fazit zu den Spezialuntersuchungen

Der Abschnitt hat die Vorteilhaftigkeit der Anwendung von Resampling-Verfahren im Fal-
le der Kombination von Imputationsverfahren gezeigt. Probleme treten hingegen auf, wenn
fehlende Werte schwerpunktmafig in den gering besetzten Kategorien erzeugt werden. Es
wurde aulerdem auf die Notwendigkeit der Beriicksichtigung von Korrekturfaktoren zur
Erfassung der Komponente beziiglich fehlender Werte hingewiesen. Dieser Sachverhalt
wird im néachsten Abschnitt vertieft.

5.2.4 Grofle Auswahlsitze

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ausfiihrlich auf die Problematiken der Anwendung von
Resampling-Verfahren bei groflen Auswahlséitzen hingewiesen. Zum einen gilt es, wie in
Abschnitt 4.7 beschrieben, bestimmte Korrekturfaktoren zu beriicksichtigen, um die Va-
rianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vil bzw. Vilz?7 zu erfassen sowie bestimmte
Adjustierungen im Falle zufélliger Imputationsverfahren vorzunehmen. Zum anderen ge-
winnen beim Rescaling-Bootstrap oder beim BRR nach (4.31) auch die nicht fiir die Sub-
stichprobe gezogenen Elemente bei der Berechnung des Punktschatzers der Resampling-
Methode an Bedeutung. Da die Berechnung von Resampling-Methoden bei grofien Aus-
wahlsédtzen mit grofferen Laufzeiten einhergehen, werden in diesem Abschnitt nur noch

der Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen und der BRR betrachtet.

5.2.4.1 Mittelwertimputation

Abbildung 5.23 zeigt die Ergebnisse der Varianzschatzung fiir den Fall groler Auswahlséitze
und der Verwendung von Mittelwertimputation.?® Das erste Panel beinhaltet den Fall der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, das zweite die Entstehung
fehlender Werte in der Stichprobe und das dritte den eines festen Response-Vektors in der
Grundgesamtheit. Beim Rescaling-Bootstrap wird die Unterscheidung getroffen, ob eine

26Tn diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.2
im Anhang A.

2TWie Abschnitt 4.7.3 beschrieben, beziehen sich die Korrekturfaktoren auf den Fall der Entstehung feh-
lender Werte in der Grundgesamtheit und die in diesem Fall definierte Varianzkomponente beziiglich
fehlender Werte. Die Korrekturfaktoren werden in der Simulationsstudie auch fiir den Fall der Entste-
hung fehlender Werte in der Stichprobe verwendet. Dieser Sachverhalt wird im Rahmen der Varianz-
zerlegung in Abschnitt 5.3.1 naher erldutert.

28Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.9 im Anhang A.
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Reimputation der imputierten Werte innerhalb der gezogenen Elemente oder auch inner-
halb der nicht gezogenen Elemente durchgefiihrt wird. Werden nur gezogene Einheiten
berticksichtigt, wird weiterhin von Modifikation 1 gesprochen und es erfolgt eine Kenn-
zeichnung mit M1. Wird eine Reimputation separat innerhalb der gezogenen und nicht
gezogenen Elemente durchgefiihrt, stellt dies weiterhin die Modifikation 2 dar mit dem ent-
sprechenden Kiirzel M2. Auflerdem erfolgt eine Differenzierung beziiglich der Verfahren,
welche einen Korrekturfaktor zur Erfassung der Varianzkomponente beziiglich fehlender
Werte Vg berticksichtigen und denjenigen, welche diese Grofien nicht beinhalten. Fiir den
Fall der Einbeziehung solcher Faktoren besitzt die Methode das entsprechende Kiirzel KF.
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Abbildung 5.23: Vergleich der Varianzschiatzer im Fall grofler Auswahlsidtze fiir
Mittelwertimputation und MAR

Bei einem Vergleich der drei Félle in Abbildung 5.23 kann festgestellt werden, dass sich
die Ergebnisse der Félle der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit (z-var-GG) und der Stichprobe (z_Stich) sehr dhnlich sind. Dies gilt sowohl fur den
Benchmark wie auch beziiglich der Varianzschéatzer. Hier spielen getétigte Annahmen aus
Abschnitt 3.2 ein Rolle. Dieser Sachverhalt wird ausfiihrlich im Rahmen Varianzzerlegung
in Abschnitt 5.3.1 erortert. Bei Vorliegen eines fixen Response-Vektors in der Grund-
gesamtheit (z_fir_GG) ist die Varianz aufgrund des Wegfallens der Varianzkomponente
beziiglich fehlender Werte Viy naturgeméf kleiner. Hier liefert die zweite Modifikation
ohne Verwendung des Korrekturfaktors fiir den Rescaling-Bootstrap und den BRR die
beste Losung und unverzerrte Schétzergebnisse. Beziiglich der beiden Félle der Entste-
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hung von variablen fehlenden Werten muss der Korrekturfaktor beriicksichtigt werden.
Diese Resultate bekraftigen die Ausfiithrungen der Abschnitte 3.4.2, 4.7.1 und 4.7.3 der
Arbeit. Bei einem fixen Response-Vektor fallt die Varianzkomponente beziiglich fehlen-
der Werte Vg nicht an. Wird der Korrekturfaktor eingerechnet, wird unterstellt, dass
diese Varianzkomponente vorhanden ist, obwohl sie in diesem Fall iiberhaupt nicht auf-
tritt. So kommt es zu einer Uberschétzung der Varianz, wie im unteren Panel der Ab-
bildung zu sehen ist. Bei den beiden Szenarien mit variablem Response-Vektor im ersten
und zweiten Panel muss der Korrekturfaktor aus (4.50) verwendet werden. Die Varianz-
komponente beziiglich fehlender Werte Viy besitzt durch den groBen Gesamtauswahlsatz
einen relativ hohen Anteil. Bei Nichtberticksichtigung des Korrekturfaktors wird die Va-
rianz drastisch unterschéatzt. Durch die Beriicksichtigung des Korrekturfaktors kann diese
Unterschatzung deutlich verringert werden. Es existieren hier aber immer noch kleinere
Abweichungen vom Benchmark. Diese kdnnen zum einen mit dem Untersuchungsmerkmal
erklart werden, welche das Einkommen darstellt. Hier ist die Verteilung sehr schief wie in
Abbildung 5.1 gezeigt wurde. Im Rahmen der mehrstufigen Designs wird eine normalver-
teilte Variable verwendet werden, wodurch bessere Ergebnisse resultieren. Diese Schiefe
scheint sich auch eher auf die Schatzung der Varianzkomponente beziiglich fehlender Wer-
te Vi auszuwirken, da im Falle eines festen Response-Vektors unverzerrte Schitzungen
vorhanden sind. Zum anderen sind die Ergebnisse vergleichbar mit den Resultaten der
Simulationsstudie von MASHREGHI et al. (2014). Die GréSenordnung der relativen Ver-
zerrung liegt ebenfalls zwischen minus 2% und 6%. Wie in Abschnitt 5.1.6 beschrieben,
konnten zudem auch bestimmte Annahmen wie der uniforme Antwortmechanismus oder
die einfache Zufallsstichprobe nicht eingehalten werden. Dies kann ebenfalls einen Anteil
an der Verzerrung besitzen. Aber trotz dieser Problematiken kann der relative Bias im
Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit beim Rescaling-
Bootstrap durch die Berticksichtigung des Korrekturfaktors von fast 18% auf 3% reduziert
werden.

Der zweite wichtige Punkt im Rahmen grofier Auswahlsitze ist die Uberpriffung der
Notwendigkeit der zusétzlichen Reimputation der imputierten Werte der nicht fiir die
Substichprobe gezogenen Einheiten, wie in dieser Arbeit vorgeschlagen. Diese Einheiten
besitzen in diesem Fall auch einen Einfluss bei der Berechnung des Punktschétzers der ein-
zelnen Replikationen. Die Schitzungen in Abbildung 5.23, insbesondere fiir den Fall eines
fixen Response-Vektors im unteren Panel zeigen, dass eine Reimputation der imputierten
Werte der nicht fiir die Substichprobe gezogenen Elemente unabdingbar ist. Nur fiir die
Modifikation 2 des Rescaling-Bootstrap ohne Korrekturfaktor (Resc_oZ_M2) resultieren
in diesem Szenario unverzerrte Schatzer. Wird die Reimputation der imputierten Werte
der nicht fiir die Substichprobe gezogenen Elemente ausgelassen, wie fiir den Schéatzer
Resc_oZ_M1, entstehen groBe Uberschitzungen der Varianz. Dieser Sachverhalt wurde in
Abschnitt 4.5.4 néher erlautert. Durch die Vernachlédssigung der Reimputation bestimm-
ter Einheiten wird der urspriingliche Imputationsprozess nicht korrekt wiedergegeben.
Fir fehlende Werte wird in Abhéngigkeit, ob sie gezogen wurden, entweder der reimpu-
tiete Wert oder der Imputationswert der urspriinglichen Stichprobe verwendet. Uber die
Substichproben hinweg entsteht dadurch zu viel Variation, welche auf diese Art im ur-
spriinglichen Imputationsprozess nicht enthalten war. Dadurch entstehen Verzerrungen.
Daher muss bei groflen Auswahlséitzen die Reimputation der Imputationswerte nicht fir
die Substichprobe gezogener Einheiten erfolgen.

Der Vergleich zwischen BRR und Rescaling-Bootstrap bei grolen Auswahlsatzen lasst kei-
ne groffen Unterschiede erkennen. Die Schatzer Resc_oZ_M2 und BRR einerseits sowie Re-
sc.oZ_M2_KF und BRR_KF andererseits weichen nur marginal voneinander ab. Die Diffe-
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renzen konnen das Resultat von Zufélligkeiten der Monte-Carlo-Simulation sein. Aufgrund
dieser geringen Unterschiede zwischen BRR und Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen

wurde auf die Angabe des BRR hinsichtlich der Modifikation 1 verzichtet. Beziiglich des
Rescaling-Bootstrap wurde hier schon gezeigt, dass die Variante suboptimal ist.

5.2.4.2 Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.24: Vergleich der Varianzschétzer im Fall grofer Auswahlsétze fiir Hot-Deck-
Random-Imputation und MAR

Auch fir die Hot-Deck-Imputation in Abbildung 5.24 koénnen fiir die Félle variabler feh-
lender Werte die zuvor getétigten Aussagen iibernommen werden.? Beim ersten und
zweiten Panel ist zu sehen, dass durch die Verwendung des Korrekturfaktors aus (4.59)
die Verzerrung deutlich reduziert wird. Es entsteht die Varianzkomponente beziiglich feh-
lender Werte Vil und mit Hilfe des Korrekturfaktors kann sie erfasst werden. Der Fall
eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit, dargestellt im dritten Panel, hat
im Zusammenhang mit zufélligen Imputationsverfahren eine Besonderheit. Wie im deter-
ministischen Fall fillt die Komponente Vil nicht an. An den Schétzern Resc_oZ M2.KF
und BRR_KF ist zu sehen, dass bei Berticksichtigung des Korrekturfaktors die Varianz
iiberschatzt wird. Wird dieser jedoch ausgelassen, wie bei den Schatzern Resc_oZ_M2 und

29In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.9
im Anhang A.
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BRR wird die Varianz unterschétzt. Dies liegt an der schlechten Approximation der ge-
meinsamen Verteilung aus Stichprobe und Donoren, wie in 4.7 beschrieben wurde. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde fiir den Fall eines festen Response-Vektors in der Grundge-
samtheit und Anwendung von Hot-Deck-Random-Imputation in (4.65) ein modifizierter
Korrekturfaktor angegeben. Dieser beriicksichtigt, dass die Komponente f/l&R nicht auf-
tritt, jedoch die schlechte Approximationsgiite kompensiert werden muss. Wird dieser
Faktor beim Rescaling-Bootstrap und beim BRR verwendet, gekennzeichnet durch Re-
sc_0Z_M2_KF_zfix und BRR_KF_zfiz, ist zu sehen, dass unverzerrte Schétzungen resultie-
ren. Daher darf in diesem Fall nur mit dem angepassten Korrekturfaktor gearbeitet wer-
den. Schéatzer Resc_oZ_M1_KF_zfiz bei welchem nur die fiir die Substichprobe gezogenen
Imputationswerte adjustiert werden, fithrt erwartungsgemif zu einer Uberschitzung der
Varianz. Ein Vergleich mit den Schatzern Resc_oZ_M2_KF zfix und BRR_KF_zfix zeigt,
dass auch hier eine Adjustierung der Imputationswerte der nicht fiir die Substichprobe
gezogenen Einheiten erfolgen muss.

5.2.4.3 Fazit fiir grofle Auswahlsitze

Die Theorien beziiglich der Anwendung von Resampling-Verfahren bei groflen Auswahl-
sétzen, wie insbesondere in den Abschnitten 4.5.4, 4.6.3 und 4.7.3 erlautert, werden durch
die Simulationsstudie bestétigt. Es muss eine Reimputation bzw. Adjustierung der Impu-
tationswerte auch der nicht fiir die Substischprobe gezogenen Elemente vollzogen werden.
Ansonsten kommt es zu deutlichen Uberschétzungen der Varianz. AuBerdem gilt es, die
Verwendung von Korrekturfaktoren zu beachten. Diese werden basierend auf den Simu-
lationsergebnissen noch einmal in Tabelle 5.4 zusammengefasst. Es werden die Imputa-
tionsmethoden Mittelwertimputation (M W) und Hot-Deck-Random-Imputation (HDRI)
unterschieden. Auflerdem werden die verschiedenen Fille der Entstehung fehlender Werte
betrachtet, sowie eine Unterscheidung vorgenommen, ob kleine oder grofie Auswahlsétze
(Ausw. klein bzw. Ausw. grof$) vorliegen.

Imp-Meth | Ausw. grof}, Fall 1 u. 2 | Ausw. grof}, Fall 3 | Ausw. klein
MW KF nach (4.50) Kein KF Kein KF
HDRI KF nach (4.59) KF nach (4.65) Kein KF

Tabelle 5.4: Notwendigkeit der Beriicksichtigung von Korrekturfaktoren (KF)

5.3 Varianzzerlegung beziiglich der einfachen
Zufallsstichprobe

Ziel dieses Abschnittes ist die Zerlegung der gesamten Varianz eines Schétzers bei Auf-
treten von fehlenden Werten und deren anschlieBender Imputation in ihre verschiedenen
Komponenten. Diese Bestandteile der Varianz beziehen sich auf die Ausfiihrungen in Ab-
schnitt 3.4.2. Durch die Zerlegung der Varianz in einzelne Komponenten sollen auch die
Auswirkungen der Variation bestimmter Parameter wie des Auswahlsatzes, der Imputa-
tionsmethode, die unterschiedlichen Félle der Entstehung fehlender Werte oder der Aus-
fallrate auf diese Bestandteile sichtbar gemacht werden. Das Ziel ist hier die Uberpriifung
der Aussagen aus Abschnitt 3.4.3. Wichtig ist, dass die Variation eines Parameters un-
ter grofitmoglicher Konstanz der iibrigen Parameter vorgenommen wird, um den Einfluss
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zweifelsfrei zuordnen zu konnen. Im Basisszenario wird von einem mittleren Auswahl-
satz, mittlerer Ausfallrate und der Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit
ausgegangen (vgl. hierzu Abschnitt 5.1.5).

Die einzelnen Komponenten wurden tiber eine Monte-Carlo-Simulation berechnet, wie
in Abschnitt 5.1.3 erlautert. Kleinere Ungenauigkeiten sind aufgrund eines Monte-Carlo-
Fehlers moglich. Im Rahmen dieses Abschnittes wird auf die einfache Zufallsstichprobe,
MAR sowie die in 5.1.3 beschriebene Grundgesamtheit abgestellt.3°

5.3.1 Varianzzerlegung beziiglich der drei Fille an fehlenden
Werten und Mittelwertimputation

Wird zunéchst eine Varianzzerlegung hinsichtlich der drei in dieser Arbeit bekannten Félle
der Entstehung fehlender Werte bei Mittelwertimputation vorgenommen, erfolgt eine Un-
terscheidung in Erzeugung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit (z_var-GG),
Erzeugung fehlender Werte in der Stichprobe (z_Stich) und eines fixen Response-Vektors
in der Grundgesamtheit (z_fix_GG). Dies geschieht in Abbildung 5.25.
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Abbildung 5.25: Varianzzerlegung hinsichtlich der drei Félle an fehlenden Werten fiir Mit-

telwertimputation, mittlerem Auswahlsatz und mittlerer Rate an fehlen-
den Werten

30Die Parameterkonstellationen im Falle der Varianzzerlegung fiir die einfache Zufallsstichprobe werden
in Abschnitt A.2.2.10 im Anhang A gegeben.
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Der grofie Unterschied zwischen der Entstehung variabler und fixer fehlender Werte in der
Grundgesamtheit ergibt sich dadurch, dass bei letzterem die Varianzkomponente beziiglich
fehlender Werte Vijg nicht auftritt. Die Varianz besteht nur aus der Stichprobenkompo-
nente V& und daher tritt nur der griine Balken in Erscheinung. Wird der Response-Vektor
von Simulations- zu Simulationsdurchlauf in z_var_GG neu generiert, kommt die Kompo-
nente Vyg und damit auch der blaue Balken hinzu. Diese Komponente bildet hier jedoch
im Vergleich zur Stichprobenkomponente V¢ nur einen kleinen Anteil, selbst bei einem
Auswahlsatz von 50 %. Zwischen der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit und in der Stichprobe sind in der absoluten Hohe nur geringfiigige Unterschiede
zu sehen, welche das Resultat von Zufélligkeiten der Monte-Carlo-Simulation sein konnen.
In Abschnitt 3.4.2 wurde beschrieben, dass sich diese beiden Félle hinsichtlich der Zerle-
gung der gesamten Varianz unterscheiden. Dies betrifft die inneren wie aufleren Vorgéinge
sowie gemafl welcher Groflen die Konditionierung der inneren Vorgénge erfolgt. In Ab-
bildung 5.25 ist dieser, bereits in den Formeln (3.23) und (3.24) dargestellte Sachverhalt
visualisiert. Die beiden Félle unterscheiden sich beziiglich des Anteils beider Komponenten
deutlich. Die Stichprobenkomponente V¢ fiir den Fall der Entstehung fehlender Werte in
der Grundgesamtheit ist grofer als bei der Generierung fehlender Werte in der Stichprobe
VZ. Ein gegenteiliges Verhalten ist bei der Komponente beziiglich der fehlenden Werte
Vigr bzw. V@ ersichtlich.
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Abbildung 5.26: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap fiir einen mittleren Auswahlsatz, Mittelwertimputation und
der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
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Diese berechneten Varianzkomponenten konnen verwendet werden, um noch einmal zu
verdeutlichen welche Bestandteile der Varianz Resampling-Verfahren genau abdecken.
Dies wird am Beispiel des Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen gezeigt. Abbildung 5.26
zeigt den Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit. Die einzelnen Versionen
des Rescaling-Bootstrap unterscheiden sich je nachdem, ob ein Korrekturfaktor verwen-
det wird und ob nicht gezogene Werte auch reimputiert werden. Die Varianzkomponen-
ten aus Abbildung 5.25 werden durch die verschiedenen Linien préasentiert. Die griine
Linie stellt die Komponente V4 dar. Es ist zu sehen, dass der Rescaling-Bootstrap oh-
ne Korrekturfaktor und mit Reimputation der gezogenen und nicht gezogenen Elemente
(Resc_0Z_M2) gerade diese Komponente abdeckt. Die Varianzkomponente Vig wird hin-
gegen nicht berticksichtigt. Um diese Komponente zu erfassen muss der Korrekturfaktor
aus (4.50) berticksichtigt werden. Nur eine einzige Version des Rescaling-Bootstrap ist
in der Lage, die Gesamtvarianz korrekt abzudecken. Wie zuvor ist es diejenige Methode,
welche sowohl den Korrekturfaktor wie auch die separate Reimputation gezogener und
nicht gezogener Elemente beinhaltet (Resc_oZ M2_KF'). Es existiert nur eine geringfiigige
Abweichung zwischen der Monte-Carlo-Varianz und der Summe der beiden Varianzkom-
ponenten. Diese kann durch Zufalligkeiten der Monte Carlo Simulation entstehen. Wie
zuvor liberschitzt der Rescaling-Bootstrap mit ausschliefllicher Reimputation der gezoge-
nen Elemente (Resc_oZ_M1_KF). Hier entsteht, wie ausfiihrlich erldutert, zu viel Variation
iiber die Substichproben hinweg, durch die Verwendung entweder des imputierten oder
des reimputierten Wertes in Abhangigkeit der Substichprobenziehung.

Wie bereits aus Abbildung 5.25 ersichtlich wurde, ergibt sich eine andere Zusammenset-
zung der Varianz, wenn die fehlenden Werte in der Stichprobe erzeugt werden. Dabei
resultiert eine dem Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
vergleichbare Gesamtvarianz. Dieser Sachverhalt ist auch in Abbildung 5.27 zu sehen. Die
Stichprobenkomponente wird kleiner, die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte
grofer. Die Auswirkungen auf die Resampling-Verfahren kénnen an dieser Abbildung noch
einmal detailliert beschrieben werden. Insbesondere zeigt sich, warum die Verwendung der
Korrekturfaktoren zu einer unverzerrten Schatzung der Gesamtvarianz fithrt, obwohl die-
se fir den Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit hergeleitet worden sind.
Der Vergleich zu Abbildung 5.26 zeigt, dass der Rescaling-Bootstrap unabhéngig von dem
Ort der Entstehung fehlender Wert in gleicher Hohe anfallt. Er deckt genau die gleiche
Quantitat ab, obwohl sich die Varianzkomponenten unterscheiden. Ohne Korrekturfak-
tor schitzt er im Fall variabler Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit in
Abbildung 5.26 die Stichprobenkomponente V¢ unverzerrt. Fallen fehlende Werte jedoch
in der Stichprobe an, kann eine solche genaue Abgrenzung nicht mehr vollzogen werden,
da der Anteil der Stichprobenkomponente VZ geringer wird, sich an den Schétzungen des
Rescaling-Bootstrap aber im Vergleich zum vorherigen Fall nicht viel &ndert. Die Methode
deckt daher nicht mehr die Komponente VZ ab. Die Gesamtvarianz ist in beiden Féllen
ungefihr gleich hoch mit Ausnahme von Zufélligkeiten der Monte-Carlo-Simulation. Da
der Rescaling-Bootstrap in beiden Féllen zu gleichen Schéatzergebnissen fithrt und die
Gesamtvarianz gleich grof ist, fiihrt die Einbeziehung des Korrekturfaktors in die Vari-
anzschitzmethode auch im Falle der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe zur
Abdeckung der Gesamtvarianz.
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Abbildung 5.27: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap fiir einen mittleren Auswahlsatz, Mittelwertimputation und
der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe

Es bleibt noch zu klaren, warum der Rescaling-Bootstrap in beiden Féllen zu gleichen
Schétzergebnissen fithrt. Grund hierfiir ist zum einen, dass in beiden Féllen sowohl das
Stichprobendesign wie auch der Ausfallmechanismus grundsétzlich gleich sind. Es existier-
en keine Abhéngigkeiten zwischen der Stichprobenziehung und Erzeugung des Response-
Vektors. Diese Annahme wurde in Abschnitt 3.2 getétigt und gilt auch fir diese Simula-
tionsstudie. Es unterscheidet sich lediglich der Ort der Entstehung fehlender Werte. Da-
durch ergeben sich Stichproben- und Response-Vektoren, welche sehr dhnlich sind. Zudem
wird der Rescaling-Bootstrap in beiden Féllen nach dem gleichen Vorgehen auf diese Vek-
toren angewendet. Unterschiede der Schatzungen durch die Resampling-Methode kénnen
damit nicht entstehen.

Im dritten Fall einmalig generierter fehlender Werte in der Grundgesamtheit in Abbildung
5.28 lassen sich die Erkenntnisse aus Abschnitt 3.4.2 im Detail nachvollziehen. Hier tritt
die Varianzkomponente durch fehlende Werte Vg nicht auf. Die Gesamtvarianz entspricht
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V3. Der Rescaling-Bootstrap ohne Beriicksichtigung des Korrekturfaktors fithrt damit zu
unverzerrten Ergebnissen. Durch Berticksichtigung des Korrekturfaktors, wird unterstellt,
dass die Komponente Vg auftritt. Da dies aber nicht zutrifft, resultieren Uberschéitzungen
bei der Beriicksichtigung dieses Terms.

Resc_oZ_M2_KF - -

V3
Resc_o0Z_M2 k- --w S )
| | ——  MC-Varianz

Resc_o0Z_M1_KF

| | | | | |
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Varianzschatzung

Abbildung 5.28: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap fiir einen mittleren Auswahlsatz, Mittelwertimputation und
Erzeugung eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit
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5.3.2 Varianzzerlegung beziiglich unterschiedlicher
Auswahlsitze bei Mittelwertimputation
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Abbildung 5.29: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Auswahlsétze fiir Mittelwert-
imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit und mittlerer Rate an fehlenden Werten

Die Variation des Auswahlsatzes in Abbildung 5.29 zeigt, dass der Anteil der Varianz-
komponente beziiglich fehlender Werte Vii; an der Gesamtvarianz von diesem Parameter
abhéngig ist. Die absolute Hohe dieser Komponente ist in allen drei Szenarien unabhéngig
vom Auswahlsatz ungefidhr gleich grofS. Dies wurde schon in Abschnitt 3.4.3 beschrieben.
Die Héhe der Komponente Vg im Falle von Mittelwertimputation ist insbesondere vom
Verhéltnis fehlender Werte zu den beobachteten Werten abhéngig, welches in allen drei
Szenarien ungefihr gleich grof§ ist. Daher dndert sich die absolute Hohe der Kompo-
nente Viy kaum. Unterschiede kénnen insbesondere aus Zufélligkeiten der Monte-Carlo-
Simulation resultieren. Im Gegensatz hierzu hingt die Stichprobenkomponente V¢ sehr
stark vom Auswahlsatz ab. Bei kleinem Auswahlsatz ist sie sehr grof§ und dominiert die
Varianz. Bei groBem Auswahlsatz ist sie sehr klein. Die Komponente Vil bekommt daher
mit steigendem Auswahlsatz einen immer grofier werdenden Anteil, da V¢ abnimmt, sie
aber in der Hohe gleich bleibt. Es ist jedoch auch zu sehen, dass die Komponente Vil bei
einem kleinen Auswahlsatz vernachlassigt werden kann.
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5.3.3 Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Ausfallraten
bei Mittelwertimputation
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Abbildung 5.30: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Ausfallraten fir Mittelwert-
imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit und mittlerem Auswahlsatz

Bei diesem Vergleich findet eine Variation der Ausfallrate statt. Die {ibrigen Parameter
sind gleich, es wird von der Entstehung variabler fehlender Werten in der Grundgesamt-
heit, Mittelwertimputation und einem Auswahlsatz von 50 % ausgegangen. In Abschnitt
3.4.3 wurden die Auswirkungen der Verinderung der Ausfallrate auf die Varianz des
Schétzers naher erlautert. Wie dort beschrieben wurde, nimmt die Varianzkomponente
beziiglich fehlender Werte Vil; mit steigender Ausfallrate zu. Dies ist auch in der Ab-
bildung 5.30 zu sehen. Aber nicht nur diese Komponente steigt an, sondern auch die
Stichprobenkomponente V4. Dies liegt daran, dass diese Komponente die Stichprobenva-
rianz, konditioniert auf den Response-Vektor, enthélt. Diese Komponente wird ebenfalls
von den fehlenden Werten und den dadurch notwendigen Imputationen beeinflusst. Ce-
teris paribus nimmt mit grofSer werdender Anzahl auch hier die Unsicherheit zu und die
Varianzkomponente wird grofier. Mit steigender Rate an fehlenden Werten nehmen beide
Komponenten zu und damit wird auch die Gesamtvarianz grofier.
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5.3.4 Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener
Imputationsmethoden
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Abbildung 5.31: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Imputationsmethoden bei
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, mittlerer
Ausfallrate und mittlerem Auswahlsatz

Abbildung 5.31 zeigt einen Vergleich zwischen den verschiedenen Imputationsmethoden
Mittelwertimputation (MW), Regressionsimputation (Reg) 3! und Hot-Deck-Random-
Imputation (HDRI). Es zeigen sich keine grofieren Unterschiede beztiglich der Varianz-
komponenten, welche aufgrund von Variationen durch Stichproben oder fehlenden Werten
resultieren Vd bzw. V& und Vi respektive Vig. Wie zuvor dominiert bei der gegebenen
Parameterkonstellation die Stichprobenkomponente Vg bzw. ‘751 Durch die Ahnlichkeit
ihrer Varianzkomponenten liegen zwischen Mittelwertimputation und der Regressionsim-
putation zudem kaum Unterschiede beziiglich der Gesamtvarianz vor. Dies ist hier der
Fall, da bei beiden Methoden die gleichen Hilfsinformationen eingehen. Es wird lediglich
die fiir die Simulation erzeugte kategoriale Variable verwendet. Im Rahmen der Mittel-
wertimputation geschieht dies iiber die Imputationsklassenbildung, bei der Regressions-
imputation geht diese Hilfsvariable iiber das Regressionsmodell ein. Andere Hilfsvariablen

31Diese basiert hier im Gegensatz zu den vorherigen und nachfolgenden Abschnitten auf der kategorialen
Hilfsvariable. Der Grund liegt in einer besseren Vergleichbarkeit mit der Varianzzerlegung der beiden
anderen Imputationsmethoden.
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werden nicht verwendet. Dadurch sind sich die Varianzen sehr dhnlich. Des Weiteren ist
der Zusammenhang des Untersuchungsmerkmals zu der kategorialen Hilfsvariablen nicht
so grof}, dass durch die Regressionsimputation viel Variabilitiat unter den Imputationswer-
ten entsteht, wie in Abschnitt 2.2.9 erldutert. Auch bei der Hot-Deck-Random-Imputation
fallen die Komponenten V& und Vil in vergleichbarer Héhe zu den beiden determinis-
tischen Imputationsverfahren an. Zur Imputationsklassenbildung wird auch hier nur die
kategoriale Hilfsvariable verwendet. Wie erwartet nimmt jedoch die Gesamtvarianz zu.
Es tritt zusatzlich die Imputationskomponente V}lmp in Gestalt des lila Balkens auf. Die-
se ist das Resultat der zufilligen Auswahl der Imputationswerte. Hierdurch entsteht die
zusétzliche Varianzkomponente.

5.3.5 Varianzzerlegung beziiglich der drei Fille an fehlenden
Werten fiir Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.32: Varianzzerlegung hinsichtlich der drei Félle an fehlenden Werten
fir Hot-Deck-Random-Imputation, mittlerer Ausfallrate und mittlerem
Auswahlsatz

Abbildung 5.32 zeigt die Varianzzerlegung fiir die drei Félle fehlender Werte fiir Hot-
Deck-Random-Imputation. Die zentrale Erkenntnis ist, dass die Imputationskomponente
in allen Fallen f/}mp, mep und ‘71-3;@ ungefihr gleich grof3 ist. Unter den gegebenen Beding-
ungen werden unabhéngig vom Ort sehr dhnliche Stichproben- und Response-Vektoren
erzeugt. Da die Variabilitdt durch die Imputation, als zentraler Bestandteil der Imputa-
tionskomponente, in allen drei Fallen gegeben beider Vektoren betrachtet wird, unter-
scheidet sie sich nicht stark. Die weiteren Resultate sind dem deterministischen Fall der
Mittelwertimputation sehr dhnlich. Der Fall der Generierung variabler fehlender Werte
in der Grundgesamtheit unterscheidet sich vom Fall eines festen Response-Vektors nur
durch die zusétzliche Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vils. Bei variablen
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fehlenden Werten in der Grundgesamtheit ist gegentiber der Erzeugung fehlender Werte
in der Stichprobe die Komponente Vs grofer VS, die Komponente VNR jedoch kleiner als
Vir-
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Abbildung 5.33: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap fiir einen mittleren Auswahlsatz, Hot-Deck-Random-
Imputation und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

In Abbildung 5.33 wird noch einmal gezeigt, welche Versionen des Rescaling-Bootstrap,
welche Komponenten der Varianz im Falle variabler fehlender Werte abdecken. So deckt
die Version ohne Berticksichtigung des Korrekturfaktors aber mit einer getrennten Ad-
justierung der fiir die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen imputierten Werte
(Resc-0Z_M2) nicht ausschlieBlich wie im deterministischen Fall die Stichprobenkompo-
nente ‘751 ab. Diese wird weiterhin durch die griine Linie représentiert und es ist zu sehen,
dass diese Version des Rescaling-Bootstrap dariiber liegt. Dies macht Sinn, da im Fal-
le zufalliger Imputationsverfahren noch die Imputationskomponente f/jlmp hinzukommt.
Die braune Linie stellt die Summe der Komponenten Vg und f/llmp dar. Wie zu sehen ist,
liegt die betrachtete Version des Rescaling-Bootstrap jedoch darunter. Und dies entspricht
dem in Abschnitt 4.7.1 erlauterten Sachverhalt, wonach bei einem groflen Auswahlsatz ei-
ne schlechte Approximationsgiite der gemeinsamen Verteilung an Stichprobe und Donoren
vorliegt. So ist der Rescaling-Bootstrap ohne Korrekturfaktor nur in der Lage den Term
Ve (1-f)- f/[lmp abzudecken und dies wird durch die Abbildung bestétigt. Dieser Term
wird durch die orangene Linie reprasentiert und es ist zu sehen, dass die Schatzung dieser
Version im Mittel auf dieser Linie liegt. Sollen alle drei Komponenten erfasst werden, muss
der Korrekturfaktor im Falle variabler fehlender Werte aus (4.59) berticksichtigt werden.
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Dies geschieht beim Schétzer Resc_oZ_M2_KF und es ist festzustellen, dass dieser auf
der schwarzen Linie liegt und damit die Summe der drei Varianzkomponenten abdeckt.
Gegeniiber der Monte-Carlo-Varianz ist zu sehen, dass noch kleinere Ungenauigkeiten
durch Zufalligkeiten der Simulation vorliegen. Unter Umsténden werden hier auch mehr
Wiederholungen bendtigt. Wie erwartet liegt der Rescaling-Bootstrap ohne separate Re-
imputation der nicht gezogenen Elemente iiber der Varianz und sollte nicht verwendet
werden.
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Abbildung 5.34: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap fiir einen mittleren Auswahlsatz, Hot-Deck-Random-
Imputation und eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit

In Abbildung 5.34 wird hingegen der Fall eines fixen Response-Vektors behandelt. Hier
gelten die Erlduterungen aus Abschnitt 5.2.4.2, welche aber noch einmal komponentenspe-
zifisch betrachtet werden kénnen. Wie im variablen Fall deckt der Schétzer ohne Korrek-
turfaktor Resc_0Z_M2 die Komponente V3+(1— f)-V3, ab. Im Fall eines fixen Response-
Vektors entféllt jedoch die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte ‘N/I\}R. Die Ge-
samtvarianz setzt sich nur aus den Komponenten V& + V2, zusammen. Wird dennoch
der Korrekturfaktor aus dem Fall Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit genommen, damit der Schétzer Resc_oZ_M2_KF, wird die Varianz deutlich
iiberschéatzt. Die Komponente VﬁR wird dadurch eingerechnet, obwohl sie iiberhaupt nicht
anfillt. Es darf, wie in 5.2.4.2 erldutert wird, nur derjenige Korrekturfaktor aus (4.65) ein-
bezogen werden, welcher die schlechte Approximationsgiite der gemeinsamen Verteilung
aus Stichprobe und Donoren korrigiert. Dies geschieht beim Schatzer Resc_.oZ_M2_KF_zfix,
welcher separat die Adjustierung der imputierten Werte der fir Substichprobe gezogenen
und nicht gezogenen Elemente vornimmt. Der Schétzer Resc_oZ_M1_KF_zfix ohne Adjus-
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tierung der imputierten Werte der nicht fiir die Substichprobe gezogenen Elemente fithrt
auch hier zu deutlichen Uberschitzungen.

Vom Fall fehlender Werte in der Stichprobe wird hier abstrahiert. Die relevanten Erkennt-
nisse wurden im deterministischen Fall gegeben.

5.3.6 Varianzzerlegung fiir verschiedene Parameter fiir
Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.35: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Auswahlsétze fiir Hot-Deck-
Random-Imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit und mittlerer Auswahlrate

Dieser Abschnitt behandelt die simulative Uberpriifung der Veranderung der Varianz und
ihrer Komponenten fiir Hot-Deck-Random-Imputation in Abhéngigkeit des Auswahlsatzes
und der Ausfallrate. Der theoretische Hintergrund wurde in Abschnitt 3.4.3 gegeben, ins-
besondere in Bezug auf Formel (3.35). Die dort getroffen Aussagen konnen an dieser Stelle
grundsatzlich bestétigt werden. Wird zunachst der Fall der Variation des Auswahlsatzes
in Abbildung 5.35 betrachtet, kommt fiir zufallige Imputationsverfahren die Imputations-
komponente I~/11mp hinzu. Es ist zu sehen, dass die Komponente von diesem Parameter

abhéngt. Es gilt die Aussage aus (3.35), dass I~/Ilmp bei kleinem Auswahlwahlsatz grof} ist
und mit steigendem Auswahlsatz kleiner wird. Fiir die Stichprobenkomponente IN/Sl und
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die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte VI\}R gelten die Aussagen aus dem deter-
ministischen Fall, da wie in 3.4.3 erwahnt, gegeniiber der Mittelwertimputation unter den
gegebenen Bedingungen nur die Komponente (3.35) hinzukommt. Die Komponente V& ist
dadurch bei kleinem Auswahlsatz gro und sinkt mit dessen Zunahme. Beim Term Vi
sind beztglich der beiden Ausfallsitze geringe Unterschiede festzustellen. Diese kénnen
das Resultat von Zufélligkeiten der Monte-Carlo-Simulation sein. Unter Umsténden wer-
den gerade im Fall eines kleineren Auswahlsatzes mehr Wiederholungen benotigt zu einer
genaueren Bestimmung der einzelnen Komponenten. Es ist jedoch auch moglich, dass
sich kleinere Unterschiede beziiglich beider Ausfallraten in den beiden Szenarien ergeben
konnen. Zwar ist es hier das Ziel, diese Rate zwischen den beiden Szenarien konstant zu
halten. Wie bereits in Abschnitt 5.1.4 erlautert, konnen sich jedoch aufgrund des dort be-
schriebenen stochastischen Prozesses der Erzeugung fehlender Werte geringfiigige Unter-
schiede in den Ausfallraten ergeben. Diese konnen unter Umstédnden zu den Unterschieden
in der Komponente VI\}R fithren. Jedoch sind diese Unterschiede, insbesondere im Vergleich
zu den beiden anderen Komponenten, zwischen den beiden Auswahlsétzen gering. Da die
Komponenten V& und I~/Ilmp mit Zunahme des Auswahlsatzes deutlich sinken, gewinnt
die Komponente VI\}R bei groflem Auswahlsatz auch bei Hot-Deck-Random-Imputation an
Bedeutung.
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Abbildung 5.36: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Ausfallraten fiir Hot-Deck-
Random-Imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit und mittlerem Auswahlsatz
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In Abbildung 5.36 wird die Ausfallrate variiert. Auch hier gelten die Aussagen aus Ab-
schnitt 3.4.3, insbesondere Formel (3.35). Es ist zu sehen, dass die Komponente ‘711mp mit
groBerer Ausfallrate zunimmt. Dies resultiert aus der grofleren Anzahl an fehlenden Wer-
ten und die daraus folgende hohere Anzahl an Imputationen. Wie im deterministischen
Fall nehmen auch die Komponenten Vg und Vi, zu. Damit steigt auch hier die Gesamt-
varianz mit groffer werdender Ausfallrate unter sonst gleichen Bedingungen deutlich an.
Wie an der Abbildung 5.36 zu sehen, verzeichnet naturgemiB die Komponente Vi den
grofften Anstieg.

Auf die Félle eines groflen Ausfallsatzes bzw. einer kleinen Ausfallrate wird an dieser
Stelle verzichtet, aufgrund der deutlich ldngeren Laufzeiten der Varianzzerlegung fiir die
Hot-Deck-Random-Imputation. Die dargestellten Falle geben einen ausreichenden Ein-
blick in die Auswirkungen der Anderung der beiden Parameter auf die Varianz und ihrer
Komponenten.

5.3.7 Fazit beziiglich der Zerlegung der Gesamtvarianz

In diesem Abschnitt wurden speziell die Ausfithrungen aus den Abschnitten 3.4.2 und 3.4.3
anhand einer Monte-Carlo-Varianzzerlegung tiberpriift und bestétigt. Es konnte gezeigt
werden, dass Parameter wie der Auswahlsatz und die Ausfallrate Auswirkungen auf die
absolute Hohe der einzelnen Komponenten wie auch ihres relativen Anteils an der Gesamt-
varianz haben. Gleiches gilt fiir den Ort der Entstehung fehlender Werte, welcher neben
der Zusammensetzung der Gesamtvarianz auch fiir das Auftreten bestimmter Komponen-
ten der Varianz verantwortlich ist. Zu guter Letzt spielt auch die Imputationsmethode
eine wichtige Rolle, welche bestimmt, ob die Komponente f/llmp auftritt oder nicht.

5.4 Ergebnisse beziiglich der mehrstufigen
Stichprobendesigns

Dieser Abschnitt stellt die Simulationsergebnisse der in den Abschnitten 5.1.2 und 5.1.3
beschriebenen mehrstufigen Stichprobendesigns vor. Es wird zunéchst ein zweistufiges
Stichprobendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe verwendet. Fiir die Vari-
anzzerlegung wird auf eine Stratifizierung aus den in Abschnitt 5.1.3 genannten Griinden
verzichtet. Die Simulationen gehen fiir diese Designs mit grofleren Laufzeiten einher. Dies
ist die Konsequenz der héheren Stufenanzahl der Stichprobendesigns und der daraus re-
sultierenden héheren Komplexitat der Anwendung der Resampling-Verfahren. Daher wird
fiir diese Szenarien nur noch der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen und der BRR
beriicksichtigt. Es wird des Weiteren nur noch der Fall der Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit betrachtet. Die relevanten Erkenntnisse der beiden anderen
Félle wurden im Rahmen der einstufigen Stichprobendesigns gegeben. Der Ausfallmecha-
nismus ist ausschliefilich MAR.

Fiir beide Methoden werden verschiedene Varianten verwendet. Beim Rescaling-Bootstrap
leiten sich diese Varianten aus den in Abschnitt 4.5.5 beschriebenen vier Kategorien ab. In
diesem Abschnitt wurden zwei Varianten der Kategorienbildung vorgeschlagen. Es wur-
de theoretisch erortert, dass Reimputationen bzw. Adjustierungen der imputierten Werte
innerhalb der daraus resultierenden Kategorien durchzufiihren sind. Die Varianzschétzer,
welche sich daraus ergeben, werden mit Varianten des Rescaling-Bootstrap verglichen, bei
denen bestimmte Kategorien zusammen gefasst werden oder Reimputationen bzw. Ad-
justierungen der imputierten Werte bestimmter Kategorien ausgelassen werden. Daraus
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ergeben sich verschiedene Varianzschitzer. Diese miissen eindeutig bezeichnet werden.
Fiir den Rescaling-Bootstrap wird weiterhin die Abkiirzung Resc verwendet. Es werden
jedoch zusétzlich die Kategorien K1 bis K4 angehéngt, in welchen die Reimputation bzw.
Adjustierung zur Anwendung kommt. Eine zwischen den Kategorien getrennte Reimpu-
tation bzw. Adjustierung wird mit einem Unterstrich _ gekennzeichnet. Bei einer Zusam-
menlegung der Kategorien wird dieser weggelassen. So wird z.B. der Schétzer, welcher die
Reimputation bzw. Adjustierung, wie in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagen, getrennt in allen
vier Kategorien vornimmt, mit Resc_ K1 _K2_K3 K4 bezeichnet.

Liegt jedoch die in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagene Variante vor, welcher eine separate An-
wendung der Reimputation bzw. Adjustierung in den Kategorien K1, K3 und der zusam-
mengelegten Kategorie K2 und K4 zugrunde liegt, so erhéalt der Schétzer die Bezeichnung
Resc_K1_K3_K2K/. Bei Auslassung der Reimputation bzw. Adjustierung in einer der vier
Kategorien wird die Kategorie in der Bezeichnung des Schéatzers nicht aufgefithrt. Wird
zum Beispiel die Reimputation bzw. Adjustierung in den Kategorien K1 bis K3 sepa-
rat durchgefiihrt, Kategorie K4 allerdings ausgelassen, so resultiert Resc_.K1_K2_K3. Bei
zusdtzlicher Beriicksichtigung eines Korrekturfaktors wird die Abkiirzung KF angehangt.
Beim BRR werden weniger Varianten beriicksichtigt. Diese Resampling-Methode wird
separat auf den verschiedenen Stufen angewendet. Erfolgt eine Reimputation bzw. Ad-
justierung auf beiden Stufen so wird der Schéatzer mit BRR_1_2 bezeichnet. Wird eine
Reimputation bzw. Adjustierung nur auf der zweiten Stufe durchgefiihrt, resultiert die
Bezeichnung BRR_2. Fur den BRR muss, wie in Abschnitt 5.1.6 beschrieben, beachtet
werden, dass auf der zweiten Stufe des Stichprobendesigns deutlich mehr als 125 Substich-
proben gezogen werden. Dies hiangt mit der beschriebenen Durchfiihrung dieser Methode
auf dieser Stufe zusammen.

Im Rahmen der Ergebnisdarstellung wird zunéchst von einer gleichen PSU-Grofle ausge-
gangen. Hier werden die Ergebnisse kleinerer und grofierer Auswahlsitze getrennt erortert.
Anschlielend erfolgt die Betrachtung einer ungleichen PSU-Grof8e. Die Ergebnisse fiir Re-
gressionsimputation fiir ausgewéhlte Schatzer finden sich im Anhang A in Abschnitt A.3.3.
Wie im einstufigen Design findet eine Visualisierung durch Boxplots statt. Die Ergebnis-
darstellung beziiglich des mehrstufigen Stichprobendesigns schliefit mit der simulativen
Zerlegung der Gesamtvarianz fiir die zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung.

5.4.1 Kleine und mittlere Auswahlsitze
5.4.1.1 Mittelwertimputation

Dieser Abschnitt dient insbesondere der Uberpriifung der in der Arbeit in Abschnitt 4.5.5
vorgeschlagenen Erweiterung des Rescaling-Bootstrap fiir mehrstufige Stichprobendesigns
auf den Fall fehlender Werte und anschliefender Imputation. Die Abbildungen 5.37 und
5.38 zeigen die Ergebnisse der Schatzungen fiir das mehrstufige Design im Falle der Mit-
telwertimputation und kleinerer 32 bzw. mittlerer Auswahlsétze.?® Des Weiteren liegen in
beiden Szenarien variable fehlende Werte in der Grundgesamtheit vor, wobei die Varianz-
komponente Vily beziiglich fehlender Werte aufgrund des geringeren Gesamtauswahlsatzes
f in beiden Szenarien nur eine untergeordnete Rolle spielt.

Die Kernthese ist, dass die Adjustierung bzw. die Reimputation separat in den in Ab-
schnitt 4.5.5 beschriebenen Kategorien durchgefithrt werden muss. Auf diesem Weg kann

32Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.11 im Anhang A.

33Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.12 im Anhang A.
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berticksichtigt werden, dass Imputationen untergeordneter Einheiten auch die Varianz
iibergeordneter Stufen beeinflussen konnen. Dies macht es notwendig, zum einen die feh-
lenden Werte zu reimputieren, welche auf der ersten Stufe gezogen worden sind, un-
abhéngig von denjenigen, welche auf der zweiten Stufe gezogen worden sind. Zum ande-
ren miissen die Reimputationen der imputierten Werte wieder getrennt beziiglich den
fiir die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen fehlenden Werten durchgefiihrt
werden. Wie an den Ergebnissen in Abbildung 5.37 zu sehen ist, fiihrt der Rescaling-
Bootstrap ohne Zuriicklegen zu den besten und unverzerrten Ergebnissen, wenn er gemafl
der in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagenen beiden Varianten in jeder Kategorie separat reim-
putiert wird. Dies sind die Schatzer Resc. K1 K2 K3 K4 bzw. Resc_K1_K3 K2K}, wobei
bei Letzterem eine Zusammenlegung der Kategorien K2 und K4 stattfindet, zur Aus-
nutzung des Substichprobenziehungsprozesses beim Rescaling-Bootstrap. Beide Schétzer
sind in diesem Fall nahezu unverzerrt. Fiir die Variante Resc.K1_K3 K2K) treten jedoch
in diesem Szenario mehr Ausreifler auf. Wie in Abschnitt 4.5.5 erldutert, kann die Bil-
dung gleicher Kategoriegrofien wie beim Schatzer Resc_ K1_K2_ K3 K/ zu einer stabileren
Varianzschétzung fithren.

Resc_K2K3_K1K4 rﬂ.}p oo
Resc_K1K3_K2K4 o .EE - = o
Resc_K1K2K3_K4 - B} --[moo
Resc_K1_K3 K2K4 rﬂ}woo o

Resc_K1_K3 r{Emoo .
Resc_K1_K2_K3_K4 0 - D} - «.o
Resc K1 K2 K3 - {
BRR_2 - ﬂ} -
BRR_1 2 B}mo
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Abbildung 5.37: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsiatzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Grofle,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Des Weiteren lassen sich hier erste Anzeichen einer Uberschétzung der Varianz bei Auslas-
sung der Reimputation einer bestimmten Kategorie feststellen. Dies betrifft die Schétzer
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Resc_K1_K3 und Resc_K1_K2_K3, bei welchen die fiir die Substichprobe nicht gezogenen
Elemente nicht reimputiert wurden. Bei Ersterem wurde dieser Vorgang fiir die Katego-
rien 2 und 4 ausgelassen, bei Letzterem nur in Kategorie 4. So zeigt sich fiir den Schétzer
Resc_K1_K3 in Abbildung 5.37 eine etwas hohere Uberschétzung der Varianz. Dies steht
im Zusammenhang mit der in dieser Arbeit haufig beschriebenen Variation, welche tiber
die Substichproben dadurch entsteht, dass fiir eine fehlende Einheit in Abhéngigkeit der
Substichprobenziehung der imputierte oder reimputierte Wert verwendet wird. Dadurch
wird der urspriinglichen Stichproben- und Imputationsprozess nicht richtig wiedergegeben
und es resultieren Verzerrungen. Diese sind fiir den Schéatzer Resc . K1_K2_ K3 marginal, da
aufgrund der kleinen Auswahlsétze die fir die Substichproben nicht gezogenen Elemente
in Kategorie K4 nur einen geringen Einfluss besitzen. Dieser Sachverhalt wird im Rahmen
grofler Auswahlsitze noch einmal aufgegriffen.
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Abbildung 5.38: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
mittleren Auswahlsidtzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Grofe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Es ist jedoch auch bei den hier vorliegenden Auswahlsédtzen gut zu sehen, dass eine separa-
te Reimputation in den einzelnen Kategorien unabdingbar ist. Insbesondere an Abbildung
5.38 wird deutlich, dass die Bildung der Kategorien, wie in Abschnitt 4.5.5 beschrieben,
grofle Vorteile besitzt. Ansonsten wird dem Umstand nicht Rechnung getragen, dass Im-
putationen untergeordneter Einheiten Auswirkungen auf die Varianz aller Stufen besitzen.
Dies zeigen die Schétzer Resc. K1K3_K2K/, Resc. K2K3_K1K/ und Resc_. K1K2K3_KJ. Im
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Falle von Resc_.K1K3_K2K/4 wird als Abgrenzung zur Durchfithrung der Reimputation le-
diglich die erste Stufe verwendet. Kategorien werden dahingehend abgegrenzt, ob eine
Einheit iiber ihre PSU auf der ersten Stufe in die Substichprobe gelangt (0,4 = 1) oder
nicht (9,4 = 0). Fiir die Reimputation wird durch die Zusammenfassung der Kategorien
K1 und K3 nicht beriicksichtigt, ob eine Einheit zusétzlich auf der zweiten Stufe gezogen
worden ist. Der Einfluss der Imputation auf die Varianz der zweiten Stufe wird dadurch
nicht korrekt wiedergegeben. Beim Schatzer Resc_. K2K3_K1K/ verhalt es sich gegenteilig.
Hier wird im Rahmen der Reimputation nur betrachtet, ob eine Einheit auf der zwei-
ten Stufe fiir die Substichprobe gezogen worden ist (0n4; = 1) oder nicht (d,4; = 0). Die
Auswirkungen der Imputation auf die Varianz der ersten Stufe werden vernachléssigt.
In beiden Féllen wird dadurch die Varianz unterschétzt, weil die Varianz auf den ein-
zelnen Stufen nicht korrekt erfasst wird. Wéahrend die Unterschatzung fiir den Schétzer
Resc_ K2K3_K1KJ bei beiden Auswahlsitzen sehr drastisch ist, tritt diese Verzerrung fiir
Schétzer Resc_. K1K3_K2K/ insbesondere beim mittleren Auswahlsatz auf. Auch die Grup-
penbildung fiir den Schatzer Resc_. K1K2K3_K/4 spiegelt die Auswirkung der Imputationen
auf die Varianz beider Stufen nicht richtig wieder und es treten Unterschatzungen auf.
Die Verzerrungen fiir die drei Schétzer sind deutlich und héngen mit den beschriebenen
Sachverhalten zusammen. Kleinere Unterschatzungen sind jedoch im Fall eines mittleren
Auswahlsatzes auch denkbar, durch den im Vergleich zum Szenario mit kleineren Aus-
wahlsitzen groBeren Anteil der Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vyig. Alle
Verfahren in Abbildung 5.38 verwenden keinen Korrekturfaktor zur Kompensation dieser
Varianzkomponente. Jedoch sind die dadurch entstehenden Unterschétzungen sehr ge-
ring, wie z.B. die Schétzer Resc. K1 K2 K3 K} bzw. Resc_.K1_K3 K2K/J zeigen. Fur die
Schétzer Resc.K1_-K2_K3 und Resc_.K1_K3 liegt in diesem Fall der gliickliche Umstand
vor, dass sich die Uberschatzungen durch die fehlenden Reimputationen der nicht fiir
die Substichprobe gezogenen Einheiten und die Unterschéitzungen durch den fehlenden
Korrekturfaktor gerade ausgleichen.

Die bisherigen Ausfithrungen dieses Abschnittes betreffen den Rescaling-Bootstrap ohne
Zuriicklegen, aber die Betrachtung der Abbildungen 5.37 und 5.38 zeigt, dass sie auch
fiir den BRR gelten. Auch hier muss eine Trennung der Reimputation beziiglich der bei-
den Stufen erfolgen. Im Falle des Schéitzers BRR_1_2 wird eine separate Anwendung
auf beiden Stufen und damit auch eine getrennte Reimputation verwendet. Auch eine
Abgrenzung beziiglich der fiir die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Elemen-
te wird auf beiden Stufen beriicksichtigt. Es ist zu sehen, dass dieses Vorgehen auch
beim BRR fast unverzerrte Schiatzungen mit marginalen Unterschétzungen liefert. Im
Gegensatz dazu fithrt der Schiatzer BRR_2, welcher eine Reimputation auf der ersten
Stufe vernachléssigt, zu drastischen Unterschiatzungen. Dies entspricht der in Abschnitt
4.1.3 aufgestellten Theorie, dass zur Erfassung aller Varianzkomponenten zusétzlich Re-
imputationen auf der ersten Stufe durchgefithrt werden miissen, da Imputationen auf der
zweiten Stufe des urspriinglichen Imputationsprozesses auch Einfluss auf die Varianz der
iibergeordneten Stufe haben. Daher sollten bei mehrstufigen Designs und deterministi-
schen Imputationsverfahren Reimputationen im Zusammenhang mit dem BRR auf allen
Stufen getrennt durchgefithrt werden. Aus laufzeittechnischen Griinden wird im Folgen-
den auf die Angabe von Szenarien mit mittlerem Auswahlsatz verzichtet. Die notwendigen
Erkenntnisse ergeben sich aus Szenarien mit kleineren bzw. grofleren Auswahlsétzen.
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Abbildung 5.39: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Hot-Deck-Random-
Imputation, kleinen Auswahlsédtzen, heterogenen PSU, einer gleichen
PSU-Grofle, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

Abbildung 5.39 gibt die Schatzungen im Falle variabler fehlender Werte in der Grundge-
samtheit im Rahmen kleiner Auswahlsitze auf den verschiedenen Stufen wieder.3* Hier
zeigen sich die Ergebnisse des deterministischen Falls aus dem vorherigen Abschnitt. Die
Schétzer Resc K1 K2 K3 Kj und Resc_.K1_K3_K2K/, bei welchen die Adjustierungen der
imputierten Werte nach den in Abschnitt 4.5.5 beschriebenen Kategorien separat durch-
gefithrt werden, resultieren unverzerrte Schatzungen. Bei den Schétzern ohne Adjustie-
rung der imputierten Werten in manchen Kategorien (Resc_ K1 K2 K3 und Resc_ K1 _K3)
zeigen sich erste Anzeichen von Uberschétzungen. Da hier vor allem die nicht fiir die Sub-
stichprobe gezogenen Elemente betroffen sind und zusétzlich kleine Auswahlsitze vorlie-
gen, sind die Uberschitzungen noch nicht itberméBig hoch.

Ansonsten entstehen, wie fiir die Mittelwertimputation, bei den Schéitzern Resc K1KS3-
_K2K/, Resc_ K2K3 K1K} und Resc_.K1K2K3 K4 Unterschatzungen. Es gelten die Inter-
pretationen aus dem deterministischen Fall. Auch beim BRR miissen die Adjustierungen

34In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt
A.2.2.11 im Anhang A.
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auf den Stufen separat durchgefithrt werden. Dies geschieht beim Schatzer BRR_1_2. Al-
lerdings liegen auch hier kleinere Unterschitzungen vor, welche mit der komplexen An-
wendung des BRR im mehrstufigen Design in Verbindung gebracht werden kann.

5.4.1.3 Homogene PSU
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Abbildung 5.40: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsdtzen, homogenen PSU, einer gleichen PSU-Grofle,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Abbildung 5.40 zeigt die Varianzschiatzung fiir Mittelwertimputation wenn die Unter-
suchungsvariable dahingehend sortiert wird, dass die PSU sehr homogen sind.?® Dadurch
unterscheiden sich die PSU sehr stark und die Varianz entsteht besonders zwischen den
Totalwerten der PSU auf der ersten Stufe. Schwierigkeiten fiir solche Schatzungen sind
darin begriindet, dass die Schétzer sehr variabel werden kénnen, je nachdem, welche PSU
gezogen werden. Dies zeigt sich auch in diesem Beispiel. So fiihrt der Schatzer BRR_1_2 im
Gegensatz zu den Szenarien in Abschnitt 5.4.1.1 zu starken Uberschitzungen der Varianz.
Der BRR reagiert hier im mehrstufigen Design besonders stark auf die Clusterstruktur.
Dies liegt, wie in den Abschnitten 4.6.2 und 4.6.3 beschrieben, an der Gruppierung der
PSU im Rahmen der Substichprobenziehung auf der ersten Stufe des BRR. Durch die

35Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.13 im Anhang A.
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homogenen PSU wird die Methode sehr variabel und es resultieren in diesem Fall gréflere
Verzerrungen.

Der Rescaling-Bootstrap basierend auf den in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagenen Varian-
ten zur Kategorienbildung fiir die Reimputation mit den dazugehérenden Schéatzern Re-
sc.K1_ K2 K3 K4 bzw. Resc_K1_K3 K2K) fihrt erneut zu fast unverzerrten Ergebnissen.
Der Unterschied zum Schéatzer Resc. K1K3 K2K) ist hier jedoch sehr marginal. Dieser
Schétzer vernachlissigt die Auswirkungen der Imputation auf die Varianz der zweiten
Stufe. In diesem Fall liegt die Varianz hauptséachlich auf der ersten Stufe. Daher sind die
Auswirkungen der Vernachléssigung eher gering.

5.4.2 Grofle Auswahlsitze
5.4.2.1 Mittelwertimputation

In diesem Szenario wird untersucht, welche Auswirkungen grofie Auswahlsidtze im Zu-
sammenhang mit mehrstufigen Designs besitzen.?® Wie im einstufigen Design werden
insbesondere die Berticksichtigung von Korrekturfaktoren, sowie die Reimputation der
imputierten Werte der nicht fiir die Substichprobe gezogenen Elemente iiberpriift. Dies
wird in Abbildung 5.41 demonstriert. Eine fast unverzerrte Schitzung wird nur mit dem
Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen erreicht, welcher eine separate Reimputation in
den nach Abschnitt 4.5.5 beschriebenen Kategorien vornimmt und zudem einen Korrek-
turfaktor zur Beriicksichtigung der Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte bein-
haltet (Resc.K1_-K2 K3 K4 KF bzw. Resc.K1 K3 K2Kj KF). Wird dieser Term nicht
integriert, resultiert eine Unterschatzung der Varianz aufgrund der Unterschlagung dieser
Varianzkomponente, wie bei den Schatzern Resc_ K1 _K2 K3 K4 bzw. Resc_.K1_K3 K2K}.
Wie im einstufigen Fall fithrt eine Auslassung der Reimputation in bestimmten Kategorien
zu einer Uberschétzung der Varianz. Dies zeigt sich fiir die Schétzer Resc K1 K2 K3 KF
bzw. Resc_K1_K3_KF, bei denen die Imputationswerte der Kategorien K4 bzw. K2 und
K4 nicht reimputiert wurden. Ein weiteres Beispiel ist der Schatzer Resc. K2_K3_KF, bei
dem nur die Elemente der Kategorie K2 und K3 reimputiert wurden. Durch die Auslas-
sung der Reimputation wird wie im einstufigen Design der urspriingliche Stichproben-
und Imputationsprozess nicht richtig abgebildet. Uber die verschiedenen Substichproben
gehen fehlende Werte, je nachdem, ob sie fiir die Substichprobe gezogen worden sind oder
nicht, mit dem reimputierten Wert oder dem urspriinglichen Imputationswert ein. Dies
fithrt zu mehr Variation als durch den urspriinglichen Imputationsprozess gegeben war.
Daher muss bei groen Auswahlsitzen zusétzlich auch die Reimputation der Imputations-
werte der nicht fiir die Substichprobe gezogenen Elemente (Kategorie K2 und K4) erfolgen
bzw. in allen Kategorien vorgenommen werden. Wie im einstufigen Fall konnen die nicht
fiir die Substichprobe gezogene Einheiten bei hohen Auswahlsétzen ein grofieres Gewicht
besitzen. Dadurch entstehen groBere Uberschétzungen im Vergleich zu den Szenarien mit
kleineren Auswahlsidtzen in Abschnitt 5.4.1.1.

36Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.14 im Anhang A. Die Monte-Carlo-Varianz zeigt sich in diesem Szenario weniger stabil. Daher
basiert sie auf 50.000 Wiederholungen.
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Abbildung 5.41: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
hohen Auswahlséitzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Grofe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Die Unterschiede der Simulationsergebnisse der beiden in dieser Arbeit vorgeschlage-
nen Varianten zur Kategorienbildung zur Reimputation beim Rescaling-Bootstrap (Re-
sc.K1_ K2 K3 K} _KF und Resc_.K1_ K3 K2Kj_KF') in diesem Szenario sind marginal. Es
wurde schon beschrieben, dass beide fast unverzerrt sind. Der Schéitzer unter Zusammenle-
gung der Kategorie 2 und 4 liegt etwas ndher am Benchmark. Die relative Verzerrung kann
gegeniiber dem Schéatzer Resc. K1 K2 K3 _K/_KF von 1,4 % auf 1 % reduziert werden. Die
Verbesserung darf im Rahmen von Monte-Carlo-Simulationen aber nicht iiberinterpretiert
werden. Der Schétzer Resc_ K1_K3 K2Kj_KF besitzt auch in diesem Szenario eine grofiere
Varianz der Varianz, insbesondere aufgrund der hoheren Ausreifier. In Abschnitt 4.5.5
wurde erldutert, dass der Schatzer Resc K1 K2 K3 K/ KF etwas stabiler sein kénnte
aufgrund der ungefédhr gleichen Kategoriengrofien. Dies kann fiir dieses Szenario bestatigt
werden.

Wie bei kleinen Auswahlsétzen wird die Version des BRR (BRR_1_2_KF') auf den zwei ver-
schiedenen Stufen separat angewandt, bei einer Reimputation auf beiden Stufen. Zudem
wird dieser Vorgang, wie zuvor, getrennt fiir die Imputationswerte der fiir die Substichpro-
be gezogenen und nicht gezogenen Elementen durchgefiihrt. Zusatzlich verwendet dieses
Verfahren den Korrekturfaktor zur Inklusion der Varianzkomponente beziiglich fehlender
Werte. Es ist zu sehen, dass auch der auf diesem Wege implementierte BRR zu fast unver-
zerrten Schatzungen fithrt. Kleinere Unterschéitzungen konnen mit der Komplexitiat der
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Anwendung des BRR bei mehrstufigen Stichprobendesigns in Zusammenhang stehen.

5.4.2.2 Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.42: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Hot-Deck-Random-
Imputation, grofien Auswahlsitzen, heterogenen PSU, einer gleichen
PSU-Grole, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

Auch im Rahmen der Hot-Deck-Random-Imputation in Abbildung 5.42 bei groflen Aus-
wahlsétzen fiihren die Schétzer Resc. K1 K2 K3 K4 KF und Resc.K1_ K3 K2K4 KF zu
den besten Ergebnissen.?” Verfahren ohne Korrekturfaktor fithren zu Unterschitzungen
der Varianz. Methoden, welche auf die Adjustierung der imputierten Werte einer Katego-
rie verzichten, gehen aus den bekannten Griinden mit Uberschétzungen einher.

Der Schéitzer unter Zusammenlegung der Kategorien K2 und K4 (Resc_.K1_K3 K2K4_KF)
liefert in diesem Fall unverzerrte Schatzungen. Die Anwendung der Adjustierung impu-
tierter Werte separat in vier Kategorien (Resc_K1_K2_K3 K4_KF) fiithrt zu einer kleineren
Uberschitzung. Hier kénnte die bessere Ausnutzung des Substichprobenbildungsprozes-
ses des Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen, wie in Abschnitt 4.5.5 beschrieben, beim
Schatzer Resc. K1 _K3_K2Kj KF von Vorteil sein.

3TIn diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt
A.2.2.14 im Anhang A.
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5.4.2.3 Homogene PSU
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Abbildung 5.43: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
groflen Auswahlsidtzen, homogenen PSU, einer gleichen PSU-Grofle,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Die Ergebnisse im Falle grofler Auswahlsitze, Mittelwertimputation und homogenen PSU
sind in Abbildung 5.43 zu sehen.?® Die Schitzer Resc_.K1_K3_K2K/_KF und Resc_K1_K2-
_K3_Kj4_KF fiihren wieder zu unverzerrten Schatzungen. Dies gilt in diesem Fall auch
fiir den BRR. Bei Vorliegen kleinerer Auswahlséitze und homogener PSU in Abschnitt
5.4.1.3 wurden fiir diesen Schéitzer noch groflere Verzerrungen festgestellt. Jedoch besitzt
der BRR im Falle hoher Auswahlsitze die deutlich groflere Varianz der Varianz als die
beiden Schatzer Resc K1 K3 K2K4 KF und Resc K1 K2 K3 Kj_KF. Dies steht wieder
im Zusammenhang mit der Gruppierung von homogenen PSU auf der ersten Stufe im
Rahmen der Substichprobenziehung, wodurch die Schiatzungen sehr variabel werden.

In Abschnitt 4.7.3.5 wurde erlautert, dass der Korrekturfaktor zur Beriicksichtigung der
Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vilz bei grofien Abweichungen des Stich-
probendesigns der einfachen Zufallsstichprobe nicht mehr verwendet werden kann. Als
Beispiel wurden homogene PSU angefiihrt. Dies kann aufgrund der Simulationsergebnisse
in Abbildung 5.43 unter den gegebenen Bedingungen nicht bestétigt werden. Hier sind

38Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.15 im Anhang A.
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die Abweichungen zur einfachen Zufallsstichprobe noch nicht zu stark ausgepréigt, dass
Verzerrungen entstehen. Auch ist es moglich, dass die Komponente Vi aufgrund des ho-
hen Gesamtauswahlsatzes zwar auftritt, aber noch keinen so grofien Beitrag besitzt, dass
die Verzerrungen aufgrund des komplexen Stichprobendesigns stark ausgeprégt sind.

5.4.3 Vorliegen einer ungleichen PSU-Grofle
5.4.3.1 Kleine Auswahlsitze
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Abbildung 5.44: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsdtzen, heterogener PSU, einer gering variierenden
PSU-Gréle, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

In den Abbildungen 5.44 und 5.45 wird der Fall einer ungleichen PSU-Grofle und klei-
ner Auswahlsidtze behandelt. Die beiden Abbildungen unterscheiden sich in der Variation
der PSU-Grofle. Auflerdem liegen in diesen Szenarien mit iiber die Schichten variierenden
L/l vor. Damit kann der BRR aus (4.39), wie in Abschnitt 4.6.3 beschrieben, nicht
mehr verwendet werden. Die Schiatzer BRR_1_2 und BRR_2 werden daher fiir die Szena-
rien mit ungleicher PSU-GroBe nicht mehr berticksichtigt. In Abbildung 5.45% sind die

39Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.17 im Anhang A.
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GroBenunterschiede stirker ausgeprigt, wohingegen in Abbildung 5.44° sich die bekann-
ten Resultate aus dem Fall einer gleichen PSU-Gro8e zeigen (vgl. insbesondere Abschnitt
5.4.1.1).

Resc_K2K3_K1K4 ------ A IR -;boumo
Resc_K1K3_K2K4 o ------ O J;a»@o o
Resc_K1K2K3_K4 ------ o S 4..» o
Resc_K1_K3_K2K4 N O o

Resc_K1_K3 - - - - A - b
Resc_K1_K2_K3_K4 e I B e om0
Resc_K1_K2_K3 et B ‘o

I I I
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Abbildung 5.45: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsidtzen, heterogener PSU, einer stark variierenden

PSU-Grole, MAR und Entstehung variabler fehlenden Werte in der
Grundgesamtheit

Die beiden Schatzer Resc_. K1 K2 K3 KJj bzw. Resc_.K1_K3 K2K) fithren wieder zu un-
verzerrten Ergebnissen, wahrend andere Schéatzer aus den bekannten Griinden die Va-
rianz iiber- oder unterschéitzen. In Abbildung 5.45 liefern alle Schétzer bei einer stark
variierenden PSU-Grofle unverzerrte Schéitzungen. Die Unterschiede zwischen den einzel-
nen Schéitzern sind gering. Hierfiir konnten zwei Ursachen verantwortlich sein. So ist es
denkbar, dass durch die unterschiedliche PSU-Grofle die durch den Rescaling-Bootstrap
angepassten Designgewichte der auf beiden Stufen fiir die Substichprobe gezogenen Ein-
heiten (Kategorie K3) deutlich wachsen. Diese Gewichte konnten so grof sein, dass die
Einheiten der drei anderen Kategorien bei der Schéitzung des Rescaling-Punktschétzers
keine grofle Rolle mehr spielen. Des Weiteren wird die Gesamtvarianz deutlich grofer.
Dies zeigt der Vergleich mit der Abbildung 5.44. Ursache hierfiir ist ebenfalls die unter-
schiedliche PSU-Gro8e. Diese Varianz schlagt sich insbesondere auf der ersten Stufe des

40Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.16 im Anhang A.
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Stichprobendesigns nieder. Die Varianzzunahme durch die unterschiedliche PSU-Grofe
konnte so grofl sein, dass andere Varianzkomponenten keinen grofien Anteil besitzen. Die
dargestellten Resampling-Verfahren scheinen diesen Varianzanteil, welcher durch die un-
terschiedliche PSU-Grofle erzeugt wird, in diesem Fall gut abzudecken. Dies liegt daran,
dass die PSU synthetisch erzeugt wurden. Die Groflenunterschiede konnen in der Praxis
noch wesentlich ausgepragter sein und eine Varianzschatzung erschweren.

Vollstandig kann dieser Sachverhalt nicht aufgeklért werden. In Abschnitt 5.4.4.3 wird
auch eine Varianzzerlegung im mehrstufigen Fall bei einer ungleichen PSU-Grofle durch-
gefiihrt. Jedoch ist es hier nicht moglich, die Varianz, welche durch die unterschiedliche
PSU-Gro8e resultiert, von den iibrigen Komponenten zu trennen. Dies wére aber notwen-
dig, um eindeutigere Aussagen zu treffen.

5.4.3.2 Grofle Auswahlsitze

Resc_K1 K3 _K2K4 KF

Resc_K1_K3_K2K4

Resc_K1_K2_K3_ K4 KF

Resc_K1_K2_K3 K4
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Abbildung 5.46: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
groflen Auswahlsidtzen, heterogener PSU, einer stark variierenden
PSU-Gré8e, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit
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Im Fall groBer Auswahlsitze und einer ungleichen PSU-Gréfle in Abbildung 5.46,! zeigt
sich ein gegenteiliges Bild zum Fall einer gleichen PSU-Grofe aus Abschnitt 5.2.4.1.42 Hier
fithren die Schétzer ohne Korrekturfaktoren Resc. K1_K2 K3 K} bzw. Resc_.K1_K3 K2K/
zu unverzerrten Schatzungen. Bei Integration des Korrekturfaktors ergeben sich groflie
Uberschétzungen (vgl. Resc.K1_K2.K3. K/ KF baw. Resc_.K1_K3 K2K/_KF). Durch die
unterschiedlichen PSU-Groflen konnten sich grofie Unterschiede zum Fall der einfachen
Zufallsstichprobe ergeben. In diesem Fall diirften die Korrekturfaktoren nicht mehr ver-
wendet werden. Die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte ist in diesem Sze-
nario noch nicht so stark ausgepragt, wodurch die Schatzer Resc_.K1_-K2_K3_K/j bzw.
Resc_ K1 K3 K2K/ unverzerrt sind. Dies konnte ebenfalls mit der Varianzkomponente
beziiglich der unterschiedlichen PSU-Groéfe in Verbindung stehen. Diese Varianzkompo-
nente konnte in diesem Szenario so grof sein, dass die Varianz beziiglich fehlender Werte
vernachlassigbar gering ist.

5.4.4 Varianzzerlegung im mehrstufigen Stichprobendesign
ohne Stratifizierung

Fiir das mehrstufige Stichprobendesign wird ebenfalls eine Varianzzerlegung durchgefiihrt.
Wie in Abschnitt 5.1.3 erlautert, sind hier die Simulationen deutlich aufwendiger. Daher
wird die Varianzzerlegung fiir wesentlich weniger Parameter und Szenarien durchgefiihrt.
Es werden vier Szenarien beriicksichtigt. Die Varianzzerlegung wird zunachst im Rahmen
kleiner Auswahlsidtze und einer gleichen PSU-Grofle fiir heterogene und homogene PSU
betrachtet. AnschlieSend erfolgt die Ergebnisdarstellung fiir kleine Auswahlsétze, hetero-
gene PSU und einer ungleichen PSU-Gro8e. Die Interpretation der Simulationsergebnisse
schlieft mit der Betrachtung des Falls grofler Auswahlsétze, heterogener PSU und einer
gleichen PSU-Gro8e. Alle Szenarien beziehen sich auf den Fall der Entstehung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit und der Anwendung von Mittelwertimputation.

5.4.4.1 Varianzzerlegung fiir den Fall heterogener PSU, einer gleichen
PSU-Gro683e und kleiner Auswahlsitze

Die Varianzzerlegung fiir den Fall heterogener PSU, einer gleichen PSU-Grofe und kleiner
Auswahlsitze ist in Abbildung 5.47 dargestellt.*> Der obere rote Balken reprisentiert die
Monte-Carlo-Varianz, als Benchmark fiir die gesamte Varianz. Darunter finden sich zwei
verschiedene Varianzzerlegungen. Die Varianzzerlegung VZ_A verwendet fiir die Varianz
der ersten Stufe diejenige Varianz dieser Stufe, welche im Falle vollsténdiger Beobach-
tungen vorliegt. Diese Komponente wird mit V; bezeichnet. Die Varianzzerlegung VZ_B
verwendet die durch die Imputation niedrigerer Stufe beeinflusste Varianz der ersten Stufe
V4,. Beide Varianzen der ersten Stufe sind in der jeweiligen Varianzzerlegung durch den
gelben Balken dargestellt. Durch die Verwendung der beiden Varianzzerlegungen sollen die
Auswirkungen der Imputation auf die Varianz der tibergeordneten Stufe gezeigt werden.
Wie zu sehen ist, nimmt der gelbe Balken in VZ_B aufgrund der Imputationen zu. Ein

41Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.18 im Anhang A.

42Gegeniiber der Abbildung 5.41 werden aus Griinden der lingeren Laufzeiten und des darzu-
stellenden Sachverhaltes nur noch die Schétzer Resc K1 K2 K3 K, Resc.K1_ K3 K2Kj bzw. Re-
sc.K1_K2 K3 K/ KF bzw. Resc.K1_K3_K2K/_KF beriicksichtigt. Es wird aulerdem nur der Fall einer
stark variierenden PSU-Grofle betrachtet.

43Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.19 im Anhang A.
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Vergleich mit dem Benchmark zeigt, dass nur die Varianzzerlegung VZ B die Gesamt-
varianz richtig darstellt. Die Gesamtvarianz in VZ_A ist zu niedrig, da die Imputation
der zweiten Stufe Einfluss auf die Varianz der ersten Stufe besitzt. Dieser Sachverhalt
wurde in der Arbeit grundlegend angenommen. Die Varianzkomponente Vg, und V{4, bil-
den zusammen die Stichprobenkomponente V4. In diesem Fall ist die Komponente Vd,,
welche sich auf die zweite Stufe des Stichprobendesigns bezieht und reprasentiert wird
durch den griinen Balken, deutlich grofler. Da die PSU sehr heterogen sind, liegt mehr
Variabilitat beziiglich der Stichprobenziehung auf der zweiten Stufe vor. Daher ist diese
Komponente grofier. Die Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte Vil besteht nur
aus der Komponente Vilg,, dargestellt durch den blauen Balken. Die Ursache hierfiir ist,
dass fehlende Werte nur auf der letzten Stufe erzeugt worden sind. Auf der ersten Stufe
tritt diese Komponente nicht in Erscheinung. Aber auch die Komponente Vig, besitzt
nur einen sehr geringen Anteil. Der Grund hierfiir ist der geringe Gesamtauswahlsatz.

O Vi, Vi = Vg, V., B MC-Varianz

a Benchmark

Varianzzerlegung
ZB

VZ_A

T T I
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Abbildung 5.47: Varianzzerlegung fiir den Fall kleiner Auswahlsitze, heterogener PSU
und einer gleichen PSU-Grofle
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5.4.4.2 Varianzzerlegung fiir den Fall homogener PSU, einer gleichen
PSU-Grof3e und kleiner Auswahlsiatze

O Ve, Vi = Vg, E V., B MC-Varianz

Benchmark

Varianzzerlegung
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VZ_A
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Abbildung 5.48: Varianzzerlegung fiir den Fall kleiner Auswahlsétze, homogener PSU und
einer gleichen PSU-Gro8e

Auch im Falle homogener PSU in Abbildung 5.48 ist beim Vergleich der Varianzzerleg-
ungen VZ_ A und VZ_B zu erkennen, dass die Varianz der untergeordneten Stufe die
Varianz der ersten Stufe beeinflusst.** Nur die Varianzzerlegung VZ_B beschreibt die Ge-
samtvarianz korrekt. In diesem Fall ist jedoch die Stichprobenkomponente V¢, beziiglich
der ersten Stufe deutlich grofler. Dies liegt daran, dass die PSU untereinander sehr ver-
schieden sind, jedoch die Varianz innerhalb der PSU gering ist. Dadurch resultiert mehr
Varianz auf der ersten Stufe. Die Komponente Vg, ist wieder vernachlissigbar, aufgrund
des geringen Gesamtauswahlsatzes.

5.4.4.3 Varianzzerlegung fiir den Fall heterogener PSU, einer
unterschiedlichen PSU-Grofe und kleiner Auswahlsitze

Der Fall einer ungleichen PSU-Grof3e ist dem Fall von homogenen PSU sehr dhnlich. Zwar
sind die PSU in diesem Szenario heterogen.*> Durch die ungleiche PSU-Grofle resultiert

44Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.20 im Anhang A.

45Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.21 im Anhang A.
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jedoch viel Varianz auf der ersten Stufe. Dies zeigt Abbildung 5.49. Die Stichprobenkom-
ponente beziiglich der ersten Stufe V4, dominiert hier die Varianz. Die Komponente V4,
ist sehr klein. Auch die Komponente Vg, besitzt nur einen geringen Anteil wegen des
geringen Auswahlsatzes.

O Vg, Vi = Ve, Vi, B MC-Varianz
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Abbildung 5.49: Varianzzerlegung fiir den Fall kleiner Auswahlsétze, heterogener PSU
und einer ungleichen PSU-Gro8e

5.4.4.4 Varianzzerlegung fiir den Fall heterogener PSU, einer gleichen
PSU-Grofle und grofler Auswahlsétze

Wie im Falle des einstufigen Stichprobendesigns gewinnt auch im mehrstufigen Fall die
Varianzkomponente beziiglich fehlender Werte mit steigendem Gesamtauswahlsatz an
Bedeutung. Daher besitzt die Komponente Vilz, in Abbildung 5.50 einen nicht zu ver-
nachlissigenden Anteil.*6 Da heterogene PSU und eine gleiche PSU-Grofe vorliegen, ist
die Komponente V4, grofer als die Komponente VJ;. Auch hier zeigt der Vergleich zwi-
schen VZ_B und VZ_B den Einfluss der Imputation auf die Varianz der ersten Stufe.

46Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.22 im Anhang A.
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Abbildung 5.50: Varianzzerlegung fiir den Fall groer Auswahlsitze, heterogener PSU und
einer ungleichen PSU-Grofle

5.4.5 Fazit beziiglich der Behandlung mehrstufiger
Stichprobendesigns

Im zweistufigen Stichprobendesign mit Stratifizierung zeigten sich die Vorteile des Resca-
ling-Bootstrap ohne Zuriicklegen. Dies gilt insbesondere gegeniiber dem BRR, welcher im
Falle homogener PSU Schwierigkeiten offenbarte (vgl. Abschnitt 5.4.1.3). Der Grund liegt
hier in der Gruppierung der homogenen PSU auf der ersten Stufe.

Uber die Szenarien hinweg, zeigte der in dieser Arbeit in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagene
Ansatz zur Ubertragung des mehrstufigen Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen auf den
Fall fehlender Werte und Anwendung von Imputation nahezu unverzerrte Schatzungen.
Jedoch muss hier beachtet werden, dass die Simulationen auf Basis eines normalverteil-
ten Untersuchungsmerkmals durchgefiihrt worden sind. Die Ergebnisse des einstufigen
Stichprobendesigns mit Stratifizierung in Abschnitt 5.2.4 zeigten die Schwierigkeiten der
Anwendung von Varianzschitzmethoden im Falle von schieferen Verteilungen des Un-
tersuchungsmerkmals. Die Differenzen beziiglich der Schatzungen basierend auf den in
Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagenen beiden Varianten der Kategorienbildung waren gering.
Der Ansatz einer separaten Reimputation bzw. Adjustierung in den Kategorien K1, K3
und der zusammengelegten Kategorie K2 und K4 zeigte besonders im Falle von Hot-Deck-
Imputation und groflen Auswahlsdtzen exaktere Schatzungen. Dies konnte das Resultat
der besseren Ausnutzung des Substichprobenbildungsprozesses sein. Die separate Reim-
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putation bzw. Adjustierung zeichnete sich in manchen Szenarien durch weniger Ausreifler
aus (vgl. z.B. Abschnitt 5.4.1.1). Hier konnte die dhnlichere Kategoriengréfie von Vorteil
sein. Eine eindeutige Handlungsempfehlung kann jedoch nicht gegeben werden. Hierzu wa-
ren die Unterschiede beziiglich der Schatzungen basierend auf beiden Varianten zu gering.
Die Verbesserungen der Schiatzungen gegentiber anderen Moglichkeiten der Kategorien-
bildung und gegeniiber Schétzern, welche die Reimputation bzw. Adjustierung innerhalb
bestimmter Kategorien vernachléssigen, waren in einigen Szenarien jedoch deutlich.

Die Verwendung der Korrekturfaktoren zur Beriicksichtigung insbesondere der Varianz-
komponente beziiglich fehlender Werte sind auch im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns
und einer gleichen PSU-Grole sinnvoll. Jedoch scheinen im Falle einer ungleichen PSU-
Grofle die Abweichungen zum Fall der einfachen Zufallsstichprobe zu grofi. Hier zeigten
sich groBe Uberschétzungen der Varianz.

Die Varianzzerlegung im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns zeigte insbesondere den
Einfluss von Imputationen der letzten Stufe auf die Varianz der iibergeordneten Stufe. Die
Stichprobenkomponente Va liegt hier auf zwei Stufen vor (V4, und V&,). Je nachdem, ob
homogene oder heterogene PSU, eine gleiche oder ungleiche PSU-GrofSe vorliegen, ergibt
sich eine unterschiedliche Varianzaufteilung zwischen den Stufen. Die Varianzkomponente
beztiglich fehlender Werte ‘N/I\}R liegt in den verschiedenen Szenarien nur auf der zweiten
Stufe (Vig,) vor. Fehlende Werte wurden nur auf dieser Stufe erzeugt. Wie im einstufigen
Design ist diese Komponente von dem Gesamtauswahlsatz abhédngig.



6 Handlungsempfehlungen und
Ausblick

6.1 Wichtige Erkenntnisse und
Handlungsempfehlungen

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die Untersuchung der Varianzschiatzung im Falle
des Vorliegens fehlender Werte und ihrer Kompensation iiber Imputation. Hierzu wurden
verschiedene Methoden verglichen. Diese kénnen in die Gruppen direkte Varianzschéatzer
und Resampling-Methoden eingeteilt werden.

Die Anwendung direkter Varianzschétzer im Fall fehlender Werte und anschlieSender Im-
putation gestaltet sich bei komplexen Stichprobendesigns schwierig. Schon bei stratifi-
zierten einstufigen Designs treten bei Verletzungen der Annahmen beziiglich des Ausfall-
mechanismus bei einigen direkten Schétzern grofere Verzerrungen in Erscheinung. Dies
zeigten auch die Ergebnisse der Simulationsstudie dieser Arbeit. Daher wurde im Rahmen
dieser Arbeit die Anwendung von Resampling-Verfahren in den Fokus gestellt.

Unter den beriicksichtigten Resampling-Verfahren zeigten insbesondere der Rescaling-
Bootstrap ohne Zurticklegen und der BRR Vorteile. Auch der Delete-a-Group-Jackknife
fithrte in den Szenarien in Abschnitt 5.2 haufig zu unverzerrten Schatzungen. Jedoch besafl
insbesondere der Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen Vorteile beziiglich der Effizienz
gegeniiber dem Delete-a-Group-Jackknife. Andere Resampling-Verfahren zeigten in den
verschiedenen Szenarien Uber- und Unterschitzungen der Varianz. Beim Shao/Sitter-
Bootstrap, Repeated-Half-Sample-Bootstrap und bei der Random-Group-Methode sind
Uberschétzungen die Konsequenz einer fehlenden Endlichkeitskorrektur fir den Fall des
Ziehens ohne Zuriicklegen. Beim unabhéngigen Rescaling-Bootstrap sind Annahmeverlet-
zungen und die Problematik der Wahl der Substichprobengrofie ausschlaggebend beziiglich
der auftretenden Verzerrungen.

Daher wurde im Rahmen dieser Arbeit die Anwendung des Rescaling-Bootstrap ohne
Zuriicklegen und des BRR bevorzugt. Diese Ansétze zeichnen sich in der in dieser Ar-
beit verwendeten Form dadurch aus, dass auch die nicht fiir die Substichprobe gezogenen
Einheiten bei groflen Auswahlsétzen Einfluss auf die Berechnung des Punktschétzers der
Resampling-Methode nehmen kénnen. Dadurch beeinflussen sie die Varianzschiatzung. In
dieser Arbeit wurde Ansétze vorgeschlagen, wie auch solche Resampling-Verfahren auf
den Fall fehlender Werte und deren Kompensation tiber Imputation tibertragen werden
konnen. Dies betrifft sowohl einstufige wie mehrstufige Stichprobendesigns. Die Ansétze
basieren auf der Reimputation bzw. Adjustierung der Imputationswerte auch von nicht
fiir die Substichprobe gezogener Elementen. Bei mehrstufigen Stichprobendesigns gilt es,
zusétzlich die verschiedenen Stufen des Stichprobendesigns zu beriicksichtigen. Ein wich-
tiger Punkt ist, dass die Imputationen untergeordneter Stufen Einfluss auf die Varianz
iibergeordneter Stufen besitzen.

Eine Handlungsempfehlung beziiglich des BRR und des Rescaling-Bootstrap ohne Zurtick-
legen kann aufgrund der durchgefithrten Simulationsstudie in Abhéangigkeit des Untersu-
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chungsgegenstandes gegeben werden. Der BRR eignet sich besser fiir komplexe Imputa-
tionsmethoden wie Nearest-Neighbour-Imputation oder Predictive-Mean-Matching. Der
Grund hierfiir liegt in seiner ausbalancierten Auswahl der Substichprobe. Hierdurch ist
die Methode weniger anféllig gegeniiber Ausreiflern. Dies kann insbesondere bei der Aus-
wahl des nédchsten Nachbarn in der Substichprobe von Vorteil sein. In der Arbeit wurde
jedoch im Rahmen der Simulationsstudie ein Ansatz vorgeschlagen, mit dem auch der
Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen fiir Predictive-Mean-Matching angewendet wer-
den kann. Dieser Ansatz sieht die Bestimmung der prognostizierten Werte des zugrunde
liegenden Regressionsmodells vor der Substichprobenziehung vor.

Demgegentiber sollte der Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen im Falle mehrstufiger
Stichprobendesigns angewendet werden. Dieser besitzt hier gegeniiber dem BRR den Vor-
teil, dass die Berticksichtigung der verschiedenen Stufen des Stichprobendesigns iiber die
Gewichtung innerhalb der Berechnung des Rescaling-Punktschétzers erfolgt. Dadurch ist
die Methode weniger aufwendig. Der BRR muss hingegen auf beiden Stufen separat an-
gewendet werden. Der in dieser Arbeit fiir den BRR verwendete Ansatz geht zudem von
einem konstanten Auswahlsatz an PSU iiber die Schichten aus, was das Einsatzgebiet
weiter beschrinkt. Zum anderen weist der BRR bei homogenen PSU gréfiere Nachteile
auf. Durch seine Gruppierung der PSU auf der ersten Stufe kann die Methode im Fal-
le homogener PSU sehr variabel werden. Dies kann in bestimmten Féllen mit grofleren
Verzerrungen einhergehen, wie in Abschnitt 5.4.1.3 dargestellt.

Im Zusammenhang mit dem mehrstufigen Rescaling-Boostrap wurde in der Arbeit ein
Ansatz vorgeschlagen, welcher dieses Verfahren auf den Fall fehlender Werte und die
Anwendung von Imputation tibertrdgt. Dieser Ansatz basiert auf einer Bildung von Ka-
tegorien, innerhalb derer Reimputationen und Adjustierungen der imputierten Werte in-
nerhalb der Substichproben durchzufiihren sind. Diese Kategorienbildung soll zum einen
eine Trennung fiir die Substichprobe gezogener und nicht gezogener Elemente beinhal-
ten. Zum anderen sollen die Kategorien die verschiedenen Stufen des Stichprobendesi-
gns berticksichtigen. In Abschnitt 4.5.5 wurden zwei Varianten der Kategorienbildung
vorgeschlagen. Die Schatzer, welche auf den beiden Varianten basieren, zeigten in der
Simulationsstudie keine groflen Unterschiede. Es wurden in den Szenarien nahezu unver-
zerrte Schatzungen realisiert im Gegensatz zu Schéitzern, welche auf anderen Varianten
der Kategorienbildung basieren. Werden Reimputationen bzw. Adjustierungen innerhalb
aller vier Kategorien durchgefiihrt, wurden in manchen Szenarien Schitzungen mit we-
niger Ausreifler realisiert (vgl. z.B. Abschnitt 5.4.1.1). Die dhnlicheren Kategoriengrofien
sorgten hier fiir eine stabilere Varianzschitzung. Die Zusammenfassung der Kategori-
en K2 und K4 fithrt zu einer besseren Ausnutzung des Substichprobenziehungsprozesses
des Rescaling-Bootstrap ohne Zuriicklegen. Hier zeigt sich z.B. im Falle der Hot-Deck-
Random-Imputation bei grofien Auswahlsatzen in Abschnitt 5.4.2.2 eine exaktere Vari-
anzschéitzung. Aufgrund der marginalen Unterschiede kann jedoch zwischen den beiden
Varianten keine Handlungsempfehlung gegeben werden.

Ein wichtiger Punkt dieser Arbeit war die Varianzzerlegung, insbesondere beziiglich der
drei Félle der Entstehung fehlender Werte. In diesem Zusammenhang wurde zuséatzlich
auch simulativ eine Varianzzerlegung durchgefithrt. Hier wurde sowohl im einstufigen
wie im mehrstufigen Stichprobendesign gezeigt, von welchen Parametern die einzelnen
Komponenten abhingig sind. Diese Varianzzerlegungen sind im Bezug auf Resampling-
Verfahren wichtig, die nur bestimmte Komponenten der Gesamtvarianz abdecken kénnen.
Nach MASHREGHI et al. (2014) sind die Methoden nicht in der Lage, die Varianzkom-
ponente beziiglich fehlender Werte Vi bzw. Vil abzudecken und es zeigt sich im Falle
grofler Auswahlsétze eine schlechte Approximationsgiite der gemeinsamen Verteilung aus
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Stichproben und Donoren.

Beziiglich der Erfassung dieser Varianzkomponenten werden in MASHREGHI et al. (2014)
Korrekturfaktoren vorschlagen, welche multiplikativ mit der Resampling-Methode ver-
kniipft werden. Diese miissen im Falle groler Auswahlsétze berticksichtigt werden. M ASH-
REGHI et al. (2014) gehen jedoch vom Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit aus. Im Rahmen dieser Arbeit wurde zusétzlich ein Korrekturfaktor fiir den Fall eines
fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit angegeben. Alle diese Korrekturfaktoren
wurden jedoch unter den Bedingungen der einfachen Zufallsstichprobe hergeleitet. Die
Handlungsempfehlung fiir die Anwendung der Korrekturfaktoren bezieht sich daher auf
Stichprobendesigns bei denen Varianzen nicht zu sehr von der einfachen Zufallsstichprobe
abweichen. Im Rahmen der Simulationsstudie wurde exemplarisch aufgezeigt, dass der
Einbezug dieser Korrekturfaktoren im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns mit einer
ungleichen PSU-Gréfe mit Uberschétzungen der Varianz einhergehen.

6.2 Ausblick

Die Resultate dieser Arbeit bieten Ansatzpunkte fiir weitergehende Forschung. Wie erlau-
tert besitzt der BRR Vorteile bei komplexen Imputationsmethoden, der Rescaling-Boot-
strap ohne Zuriicklegen hingegen Vorteile bei komplexen Stichprobendesigns. Die Fra-
ge, die sich hier stellt, ist, welche Methode z.B. im Falle des Vorliegens eines mehr-
stufigen Stichprobendesigns und Nearest-Neighbour-Imputation verwendet werden kann.
Hier ware eine Kombination der beiden Resampling-Methoden denkbar. In diesem Fall
wéren detailliertere Untersuchungen notwendig, ob beispielsweise Substichproben fiir den
Rescaling-Bootstrap ohne Zurticklegen ausbalanciert gezogen werden koénnen. Ansétze
hierfiir bieten die Arbeiten zum Balanced-Boostrap von DAVISON et al. (1986), GRAHAM
et al. (1990) oder N1GAM und RA0 (1996).

Auch die Erfassung der Varianz beziiglich fehlender Werte im Falle komplexer Stichpro-
bendesigns muss weiter erforscht werden. Wenn die Abweichung zwischen den Varianzen
des komplexen Stichprobendesigns und der einfachen Zufallsstichprobe zu grofi werden,
kann die Verwendung der beschriebenen Korrekturfaktoren problematisch werden. Fiir
solche Fille sind weitere Ansétze notwendig.

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Zerlegung der Gesamtvarianz mittels einer Monte-
Carlo-Simulation durchgefiihrt. Hier ergab sich z.B. im mehrstufigen Stichprobendesign
das Problem, die Varianz, welche im Zusammenhang mit einer ungleichen PSU-Grofle
steht, von den iibrigen Komponenten zu trennen. Wie in der Arbeit am Beispiel des Sze-
narios mit einer ungleichen PSU-Grofle gesehen, wére eine solche Zerlegung fiir detaillierte
Analysen wichtig.

Des Weiteren haben die Szenarien im Falle der Erzeugung fehlender Werte in schwach
besetzten Kategorien gezeigt, dass Ungenauigkeiten beziiglich der Varianzschatzung re-
sultieren konnen. Hier werden stabilere Varianzschatzer benétigt.

Ein letzter Ansatz fiir weitere Forschung stellt das Auftreten von fehlenden Werten und
deren Kompensation iiber Imputation im Falle von Unequal-Probabilty-Sampling dar. Die
Anwendung von Resampling-Verfahren fiir solche Stichprobendesigns ist meist sehr kom-
plex. Im Artikel von MATEI und TILLE (2005) werden beziiglich dieser Thematik direkte
Varianzschétzer angegeben, welche jedoch auf vollstdndigen Beobachtungen basieren. Da-
her werden auch fiir solche Stichprobendesigns Varianzschétzer benotigt, welche zuséatzlich
das Auftreten fehlender Werte und deren Kompensation iiber Imputation berticksichtigen.



A Anhang

A.1 Herleitung der
4.7.3

Korrekturfaktoren aus Abschnitt

A.1.1 Herleitung des Korrekturfaktors fiir
Mittelwertimputation bei der Entstehung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus (4.49)

Der Korrekturfaktor der Mittelwertimputation aus MASHREGHI et al. (2014) kann wie
folgt hergeleitet werden bei Verwendung von A, = SN, (y; — 7,)?

OMeanImp =
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A.1.2 Herleitung des Korrekturfaktors fiir
Hot-Deck-Random-Imputation bei Entstehung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus (4.58)

Der Korrekturfaktor der (gewichteten) Hot-Deck-Random-Imputation aus MASHREGHI

et al. (2014) im Falle der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
kann wie folgt hergeleitet werden bei Verwendung von A, = SN, (y; — 7,,)%:

~\7§+\71&R+\7{1mp
1-— 1 1-— 1 1-—
f A PR A+ pR'Ay
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A.1.3 Herleitung des Korrekturfaktors fiir
Hot-Deck-Random-Imputation fiir den Fall eines fixen
Response-Vektors in der Grundgesamtheit aus (4.64)

Der Korrekturfaktor der (gewichteten) Hot-Deck-Random-Imputation aus dieser Arbeit
im Falle eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit kann wie folgt hergeleitet

werden bei Verwendung von A, =

O HotDeck =

(v —gy)*:
Ve + Vi
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A.2 Simulationsbeschreibung

In diesem Abschnitt wird eine kurze Ubersicht und Beschreibung der in der Simulations-
studie verwendeten Methoden gegeben. Des Weiteren findet im Anschluss eine detaillierte
Beschreibung der Szenarien statt.

A.2.1 Methodeniibersicht

Die nachfolgenden Seiten beinhalten Tabellen, in welchen eine Beschreibung der in der
Simulationsstudie beriicksichtigten Methoden vorgenommen wird. Es erfolgt eine Tren-
nung zwischen den Methoden, welche im einstufigen Design relevant sind und denjenigen
welche im mehrstufigen Stichprobendesign von Interesse sind.
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A.2.1.1 Einstufiges Stichprobendesign
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A.2.1.2 Mehrstufiges Stichprobendesign
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A.2.2 Szenarien

A.2.2.1 Parameterkonstellationen zum Vergleich der Varianzen der

imputierten Werte nach den verschiedenen Imputationsmethoden
aus Abschnitt 2.2.9

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Einkommen

Hilfsvariable: 1. Grundgesamtheit: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1) mit den
Parametern a = 100, § = 5, 6 = 2.000.000, ¢ = 12.000.000 und o, = 2.200.000
und einer Korrelation zum Untersuchungsmerkmal in Hohe von 11 %. 2. Grundge-
samtheit: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1) mit den Parametern o = 100,
B =5, 0 = 2.000.000, x = 12.000.000 und o, = 25.000 und einer Korrelation zum
Untersuchungsmerkmal in Hohe von 70 %.

Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5%

Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: 1. Grundgesamtheit: In Abhéngigkeit der nach der nach
Modell (5.1) erzeugten metrischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit & =
15 und § = —2.393. 2. Grundgesamtheit: In Abhingigkeit der nach Modell (5.1)
erzeugten metrischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit & = 15 und § =
—2.42.

Ausfallrate: insgesamt bei ca. 46 %

Imputationsklassen: Imputationen werden fiir alle Imputationsmethoden aus Griinden
der Vergleichbarkeit innerhalb der Schichten durchgefiihrt.

A.2.2.2 Mittelwertimputation Abschnitt 5.2.1.1

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Einkommen
Hilfsvariable: Haushaltstyp
Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5%

Fuall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
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Erzeugung fehlender Werte: In Abhéangigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit & = 10,5 und 4; in Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 D 6
i 001]20]-7.7-10.1 | -10.3 | -10.0

Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %
Imputation: Bildung der Imputationsklassen iiber den Haushaltstyp

Besonderheiten: Fiir die beiden Szenarien am Ende des Abschnitten gelten die glei-
chen Parameterkonstellationen nur mit Bezug auf die Erzeugung fehlender Werte in
der Stichprobe bzw. eines fixen Response-Vektors.

A.2.2.3 Verhiltnisimputation aus Abschnitt 5.2.1.2

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Einkommen
Hilfsvariable: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1)
Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5%

Fuall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: In Abhingigkeit der nach Modell (5.1) erzeugten me-
trischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit @ = 15 und § = —1,04

Ausfallrate: insgesamt bei ca. 24 %

Imputationsklassen: Keine Bildung von Imputationsklassen

A.2.2.4 Nearest-Neighbour-Imputation Abschnitt 5.2.2.2

Hier wurden zwei Szenarien verwendet.

1.Szenario der Nearest-Neighbour-Imputation:

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Einkommen
Hilfsvariable: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1)
Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %
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Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der nach der nach Modell (5.1) erzeug-
ten metrischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit & = 15 und g = —1,04

Ausfallrate: insgesamt bei ca. 24 %

Imputationsklassen: Hier wird eine synthetisch erzeugte Variable verwendet, welche
mit der metrischen Hilfsvariable aus (5.1) hoch korreliert ist.

2.5zenario der Nearest-Neighbour-Imputation:

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Gesamtanzahl der Kategorie 2 der Variable Haushaltsgrofie
Hilfsvariable: Einkommen
Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5%

Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: In Abhingigkeit der nach Modell (5.1) erzeugten me-
trischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit & = 3 und 5 = —0, 00003

Ausfallrate: insgesamt bei ca. 24 %

Imputationsklassen: Hier wird eine synthetisch erzeugte Variable verwendet, welche
mit dem Einkommen aus (5.1) hoch korreliert ist.

A.2.2.5 Predictive-Mean-Matching Abschnitt 5.2.2.3

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Einkommen
Hilfsvariablen: Haushaltstyp und metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1)
Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5%

Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: In Abhéangigkeit der nach Modell (5.1) erzeugten metri-
schen Hilfsvariable sowie dem Haushaltstyp (MAR) nach Formel (5.7) mit & = 4.5,

B = 0.5 und 4; in Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 00120]-7.7-10.1 | -10.3 | -10.0
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Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %

Imputationsklassen: Imputationen werden innerhalb der Schichten durchgefiihrt

A.2.2.6 Erhohung der Rate der fehlenden Werte Abschnitt 5.2.3.1

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Einkommen
Hilfsvariable: Haushaltstyp
Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5%

Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit & = 8,5 und 4; in Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
i 001]20]-7.7|-10.1 | -10.3 | -10.0

Ausfallrate: insgesamt bei ca. 46 %

Imputation: Bildung der Imputationsklassen iiber den Haushaltstyp. Mittelwertim-
putation

A.2.2.7 Erzeugung fehlender Werte in den gering besetzten Kategorien

Abschnitt 5.2.3.2

Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

Untersuchungsmerkmal: Einkommen
Hilfsvariable: Haushaltstyp
Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit & = 15,5 und 4; in Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 1415
i 0.0 -17]-17]2|2 |1
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e Ausfallrate: insgesamt bei ca. 20 %

e [mputation: Bildung der Imputationsklassen iiber den Haushaltstyp. Mittelwertim-
putation

A.2.2.8 Vergleich unterschiedlicher Ausfallmechanismen aus 5.2.3.3

Hier wurden die drei Szenarien MAR, MCAR und NMAR verglichen. Diese unterscheiden
sich lediglich beziiglich der Generierung fehlender Werte. Fiir die iibrigen Parameterkon-
stellationen siehe Abschnitt A.2.2.2.

Szenario MAR :
o FErzeugung fehlender Werte: siche Abschnitt A.2.2.2

e Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %
Szenario MCAR :

o FErzeugung fehlender Werte: Fehlende Werte werden zuféllig aus der Grundgesamt-
heit gezogen ohne die Beriicksichtigung von Antwortwahrscheinlichkeiten

e Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %
Szenario NMAR :

o Erzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit nach dem Untersuchungsmerkmal Ein-
kommen nach Formel (5.8) mit & = 10.5 und 5 = —0.000125

e Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %

A.2.2.9 Mittelwertimputation grofle Auswahlsidtze Abschnitt 5.2.4.1

o Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

o Untersuchungsmerkmal: Einkommen
e Hilfsvariable: Haushaltstyp
e Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

e Stichprobenumfang: Insgesamt bei 380.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei un-
gefahr 46 %

e Full fehlender Werte: Es werden hier drei Szenarien gebildet, welche die Félle der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, Entstehung fehlender
Werte in der Stichprobe und eines fixen Response-Vektors berticksichtigen

e FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit & = 10,5 und 4; in Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 D 6
i 0.0 |20 |-7.7-10.1 | -10.3 | -10.0

e Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %

e Imputation: Bildung der Imputationsklassen iiber den Haushaltstyp
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A.2.2.10 Varianzzerlegung einfache Zufallsstichprobe 5.3

Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2
Stichprobendesign: Einfache Zufallsstichprobe

Stichprobenumfang: Der Gesamtstichprobenumfang betrégt im Falle eines kleinen
Auswahlsatzes 40.000 (Gesamtauswahlsatz von 1,6 %), bei einem mittlerem Aus-
wahlsatz 125.000 (Gesamtauswahlsatz von 50 %) und bei einem grofien Auswahlsatz
2.250.000 (Gesamtauswahlsatz von 90 %)

Fall fehlender Werte: Abhéangig vom betrachteten Szenario

Erzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6). Im Falle einer kleinen Aus-
fallrate gilt @ = 7.7, bei mittlerer Ausfallrate betragt & = 5.7 im Falle einer groflen
Ausfallrate gilt @ = 3.7. Fiir 4; gilt in allen Szenarios:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 0.0]201]20|-55]-55|-b5

Ausfallrate: Im Falle der kleinen Ausfallrate bei ungefihr 5 %, bei der mittleren
Ausfallrate bei ungefahr 22.5 % und bei der hohen Ausfallrate bei ungefidhr 43 %.

Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.11 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung

auf der ersten Stufe fiir den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Gréfe und kleiner
Auswahlsitze Abschnitt 5.4.1.1

Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Gré8e (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

Stichprobenumfang: I, = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe
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e Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

e FErzeugung fehlender Werte: In Abhéangigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéangigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 0.0]201]20|-55]-55|-b5

o Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e /mputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.12 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe fiir den Fall von heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Gro6f3e und mittlerer
Auswahlsitze Abschnitt 5.4.1.1

e Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

o Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Gré8e (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

e Stichprobenumfang: I, = 10 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 125.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

o Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

e FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéangigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5t 6
Vi 0.0]20]20|-55]-55|-55

e Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e [mputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable
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A.2.2.13 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe fiir den Fall homogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Groé683e und kleiner
Auswahlsitze Abschnitt 5.4.1.3

o Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

e Untersuchungsmerkmal: Nach der Grofie sortiertes normalverteiltes Untersuchungs-
merkmal aus Abschnitt 5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Gré8e (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Homogene PSU.

e Stichprobenumfang: 1, = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

o Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

o FErzeugung fehlender Werte: In Abhangigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit @ = 10,5 und 4; in
Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 0.0]201]20|-55]-55|-b5

e Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e /mputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.14 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe fiir den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Groé83e und grofler
Auswahlsitze Abschnitt 5.4.2.1

e Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

e Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Gro8e (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

e Stichprobenumfang: I, = 38 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 625.000 Einheiten auf der zweiten Stufe
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e Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

e FErzeugung fehlender Werte: In Abhéangigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéangigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 0.0]201]20|-55]-55|-b5

o Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e /mputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.15 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe fiir den Fall homogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Gré688e und grofler
Auswahlsitze Abschnitt 5.4.2.3

e Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

e Untersuchungsmerkmal: Sortiertes normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Ab-
schnitt 5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Gré8e (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Homogene PSU.

e Stichprobenumfang: I, = 38 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 625.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

o Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

e FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéangigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5t 6
Vi 0.0]20]20|-55]-55|-55

e Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e [mputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable
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A.2.2.16 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung

auf der ersten Stufe fiir den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gering variierenden PSU-Groéfle und
kleiner Auswahlsdtze Abschnitt 5.4.3.1

Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gering variierende Schicht- und PSU-Grofle (Die Schichtgrofle variiert
von 46 bis 52 PSU pro Schicht, Die PSU-Grofle variiert von 1.900 bis 2.100 USU
pro PSU). Heterogene PSU.

Stichprobenumfang: I, = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Erzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5t 6
Vi 0.0]20]20|-55]-55|-55

Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.17 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung

auf der ersten Stufe fiir den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer stark variierende PSU-Gro63e und
kleiner Auswahlsitze Abschnitt 5.4.3.1

Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Stark variierende Schicht- und PSU-Gré8e (Die Schichtgrofe variiert von
40 bis 60 PSU pro Schicht, die PSU-Grofle variiert von 1.000 bis 3.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.



Anhang A. Anhang 193

e Stichprobenumfang: l;, = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

e Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

o FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit @ = 10,5 und 4; in
Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 > 6
Vi 0020120 |-55]|-55]-55

o Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.18 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe fiir den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer stark variierende PSU-Gro63e und
grofler Auswahlséitze Abschnitt 5.4.3.2

o Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

e Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. stark variierende Schicht- und PSU-Grole (Die Schichtgréfie variiert von
40 bis 60 PSU pro Schicht, die PSU-Grofle variiert von 1.000 bis 3.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

e Stichprobenumfang: I, = 38 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 625.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

o Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

o FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit @ = 10,5 und 4; in
Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 D 6
Vi 0.0]20]20|-55]-55|-b55

o Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e [mputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable
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A.2.2.19 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
fiir den Fall heterogener PSU, einer gleichen PSU-Gré6f3e und
kleiner Auswahlsdtze Abschnitt 5.4.4.1

e Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

e Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Gleiche PSU-Gro-
e (2.000 USU). Heterogene PSU.

e Stichprobenumfang: | = 125 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

e Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

o FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéangigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 0.0]201]20|-55]-55|-b5

o Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.
e Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-

gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation

A.2.2.20 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
fiir den Fall homogener PSU, einer gleichen PSU-Gré6f3e und kleiner
Auswahlsitze Abschnitt 5.4.4.2

e Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

e Untersuchungsmerkmal: Sortiertes normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Ab-
schnitt 5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Gleiche PSU-Gro-
Be (2.000 USU). Homogene PSU.

e Stichprobenumfang: | = 125 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

e Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
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o FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 0020120 |-55]|-55]-55

e Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e [mputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation

A.2.2.21 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
fiir den Fall heterogener PSU, einer ungleichen PSU-Gréfle und
kleiner Auswahlsitze Abschnitt 5.4.4.3

e Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

o Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Ungleiche PSU-
GroBe (Die Grofe variiert zwischen 1.000 USU und 3.000 USU). Heterogene PSU.

e Stichprobenumfang: | = 125 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

o Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

e FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéngigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 D 6
Vi 0.0]20]20|-55]-55|-5.5

o Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation
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A.2.2.22 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
fiir den Fall heterogener PSU, einer gleichen PSU-Gré6f3e und
grofler Auswahlsitze Abschnitt 5.4.4.4

e Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

e Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

e Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

e Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Gleiche PSU-Gro-
e (2.000 USU). Heterogene PSU.

e Stichprobenumfang: | = 950 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 1.250.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

e Full fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

o FErzeugung fehlender Werte: In Abhéngigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit & = 10,5 und 4; in
Abhéangigkeit der Kategorie:

Kategorie | 1 2 3 4 5 6
Vi 0.0]201]20|-55]-55|-b5

o Ausfallrate: ungefahr 22.5 %.

e Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation
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A.2.3 Programm zur Erzeugung der Schichten und PSU in R
fiir das mehrstufige Stichprobendesign mit Stratifizierung
auf der ersten Stufe

Das folgende R-Programm bezieht sich auf die Generierung der PSU und der Schichten
im Falle einer stark variierenden PSU-Grofle im mehrstufigen Stichprobendesign mit einer
Schichtung auf der ersten Stufe. Es orientiert sich an der Erzeugung der PSU in BRUCH
et al. (2011).
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A.3 Simulationsergebnisse

A.3.1 Punktschitzer beziiglich des Vergleichs unterschiedlicher
Ausfallmechanismen in Abschnitt 5.2.3.3

NMAR
MCAR I
MAR + ':'
| | | |
0e+00 le+10 2e+10 3e+10 4e+10

Punktschatzung

Abbildung A.1: Vergleich der Punktschéitzer unter unterschiedlichen Ausfallmechanismen

Abbildung A.1 zeigt die Punktschidtzungen unter den verschiedenen Ausfallmechanismen
aus Abschnitt 5.2.3.3. Wie an der Abbildung zu sehen ist, ist der Punktschéatzer im Fal-
le von MCAR und MAR unverzerrt. Bei Vorliegen von NMAR ergeben sich grofie Un-

terschatzungen.
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A.3.2 Vergleich der direkten Varianzschitzer im Falle von
Regressionsimputation

-0.3 -02 -0.1 00 0.1
| | | | | | | | |

MCAR, Kor gering MCAR, Kor hoch
Reg ooi——- ——{Inooo oi—— ——Eom
Dir OOE--- L ——{Inooo °E" ___*I,w
MAR, Kor gering MAR, Kor hoch
Reg b i A
Dir | 1-1f -4 oo
I I I I

-03 -02 -0.1 00 0.1

Relativer Bias der Varianzschétzung

Abbildung A.2: Vergleich der direkten Varianzschétzer im Falle von Regressionsimputa-
tion und der einfachen Zufallsstichprobe

Abbildung A.2 zeigt die Anwendbarkeit der direkten Varianzschéatzer fiir Regressionsim-
putation aus Abschnitt 3.6.4 im Falle der einfachen Zufallsstichprobe.! Dabei wird un-
terschieden zwischen den Ausfallmechanismen MAR und MCAR, sowie einer hohen und
niedrigen Korrelation beziiglich x und y. Es werden der Schatzer aus (3.51), bezeichnet

1 Es liegt grundsitzlich die Grundgesamtheit AMELIA aus Abschnitt 5.1.1 zugrunde mit dem Unter-
suchungsmerkmal Einkommen. Jedoch wird keine Schichtung vorgenommen. Der Stichprobenumfang
betragt 40.000 Haushalte. Der Ausfall wird nach einer metrischen Hilfsvariable erzeugt, welche nach
Modell (5.1) in Abhéngigkeit der Korrelation von y und z erzeugt wird. Im Falle der hohen Korrela-
tion liegt die Korrelation bei ungefihr 95 %, bei einer niedrigen Korrelation bei ungefahr 10 %. Die
Ausfallrate liegt 24 %. Nur im Szenario mit hoher Korrelation und MAR liegt sie bei 19 %.
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durch Dir und der Schatzer aus (3.52) bezeichnet durch Reg verglichen. Letzterer stellt die
Anwendung des Regressionsschétzers nach Kim (2001) dar. Die Ergebnisse zeigen, dass
das Verfahren nur bei einem starken Regressionszusammenhang mit hoher Korrelation
und im Falle von MAR verwendet werden kann. Der direkte Varianzschitzer aus (3.51)
kann nur im Falle von MCAR benutzt werden. Hier liegt auch der uniforme Antwortme-
chanismus vor, welches die zentrale Annahme dieses Schétzers ist.

A.3.3 Regressionsimputation mehrstufiges Stichprobendesign
mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe

Resc_K1_K3_K2K4 o ---o-- | “mon
Resc_K1_K2_K3_K4 EECEERES A |®0 oo
I I I I
0e+00 le+ll 2e+11 3e+ll 4e+11
Varianzschatzung

Abbildung A.3: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Regressionsimputation,
kleinen Auswahlsdtzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Grofe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Die Abbildungen A.3 und A.4 zeigen die Ergebnisse fir die Schétzer Resc. K1_K2 K3 K/
und Resc_ K1 K3 K2K) bzw. Resc_.K1_K2 K3 K4 KF und Resc_K1_K3 K2Kj KF im Fal-
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le der Anwendung von Regressionsimputation.? Es ist zu sehen, dass die Schiitzer sowohl
bei kleinen wie groflen Auswahlsétzen auch fiir diese Imputationsmethode unverzerrt sind.

Resc_K1_K3_K2K4_KF oi------{ g f------ ioao

Resc_K1_K2_K3_K4_KF 0001 - - - - - - 1 b oo + a0

[ [ [ [ [
0.0e+00 2.0e+09 4.0e+09 6.0e+09 8.0e+09 1.0e+10 1.2e+10

Varianzschatzung

Abbildung A.4: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Regressionsimputation,
grofen Auswahlsédtzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Grofe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

2 Es gilt hier die Grundgesamtheit aus 5.1.2 des zweistufigen Stichprobendesigns mit einer Stratifizierung
auf der ersten Stufe. Des Weiteren liegt die Parameterbeschreibung aus 5.1.5 zugrunde, wenn der Ausfall
nach der ersten metrischen Hilfsvariable erzeugt wird.



Literaturverzeichnis

Alfons, A., Filzmoser, P., B., H., J.-P., K., S., K., Miinnich, R. und Templ,
M. (2011): Synthetic Data Generation of SILC Data. Technischer Bericht, AMELI
deliverable D6.2.

URL http://ameli.surveystatistics.net/

Beaumont, J.-F. und Bocci, C. (2009): Variance estimation when donor imputation
is used to fill in missing values. In: The Canadian Journal of Statistics, 37 (3), S. 400
— 416.

Berger, Y. G., Bjgrnstad, J., Zhang, L.-C. und Skinner, C. (2004): Imputation
and Non-response. Technischer Bericht, Dacseis Project, Workpackage 11, Deliverable
11.1.

URL https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/
SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D11-1.pdf

Bienas, J. L., Kott, P. und Evans, D. A. (2003): Applying the Delete-a-Group Jack-
knife Variance FEstimator to Analyses of Data from a Complex Longitudinal Survey.
2003 Joint Statistical Meetings - Section on Survey Research Methods.

Bihler, W., Bjgrnstad, J., Davison, A., Haslinger, A., Knottnerus, P., Laak-
sonen, S., Miinnich, R., Ohly, D., Schiirle, J., Wiegert, R., Oetliker, U.,
Renfer, J.-P., Quatember, A., Skinner, C. und Berger, Y. G. (2004): Data
Quality in Complex Surveys. Technischer Bericht, Dacseis Project. Workpackage 1.
Deliverable 1.1.

URL https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/
SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D1-1.pdf

Bjornstad, J. (2007): Non-bayesian multiple Imputation. In: Journal of Official Stati-
stics, 23 (4), S. 433 — 452.

Brick, J. M., Jones, M. E., Kalton, G. und Valliant, R. (2005): A simulation
study of three methods of variance estimation with hot deck imputation. In: Survey
Methodology, 31, S. 151-160.

Bruch, C. (2010): Varianzschiatzung bei mehrstufigen Designs. Diplomarbeit, Univer-
sitat Trier.

Bruch, C., Miinnich, R. und Zins, S. (2011): Variance Estimation for Complex Sur-
veys. Technischer Bericht, AMELI deliverable D3.1.
URL http://ameli.surveystatistics.net/

Chauvet, G., Deville, J.-C. und Haziza, D. (2011): On balanced random imputation
in surveys. In: Biometrika, 98, S. 459-471.

Chen, J. und Shao, J. (2000): Nearest neighbor imputation for survey data. In: Journal
of Official Statistics, 16 (2), S. 113 — 131.


http://ameli.surveystatistics.net/
https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D11-1.pdf
https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D11-1.pdf
https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D1-1.pdf
https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D1-1.pdf
http://ameli.surveystatistics.net/

Literaturverzeichnis 203

Chen, J. und Shao, J. (2001): Jackknife variance estimation for nearest-neighbor im-
putation. In: Journal of the American Statistical Association, S. 260-269.

Chipperfield, J. und Preston, J. (2007): Efficient bootstrap for business surveys. In:
Survey Methodology, 33, S. 167-172.

Cochran, W. G. (1977): Sampling Techniques. New York: Wiley.

David, M., Little, R., Samuhel, M. und Triest, R. (1986): Alternative methods for
CPS income imputation. In: Journal of the American Statistical Association, 81, S.
29-41.

Davison, A., Hinkley, D. V. und Schechtman, E. (1986): Efficient bootstrap simu-
lation. In: Biometrika, 73, S. 555-566.

Davison, A. C. und Sardy, S. (2004a): Resampling Methods for Variance Estimation.
Technischer Bericht, Dacseis Project. Workpackage 5. Deliverable 5.1.
URL https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/
SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D5-1.pdf

Davison, A. C. und Sardy, S. (2004b): Resampling Methods for Variance Estimation.
Technischer Bericht, Dacseis Project. Workpackage 5. Deliverable 5.2.
URL https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/
SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D5-2.pdf

Davison, A. C. und Sardy, S. (2007): Resampling variance estimation in surveys with
missing data. In: Journal of Official Statistics, 23, S. 371— 386.

Demnati, A. und Rao, J. N. K. (2004): Linearization variance estimators for survey
data. In: Survey Methodology, 30, S. 17-34.

Deville, J.-C. und Sarndal, C.-E. (1994): Variance estimation for the regression im-
puted Horvitz- Thompson estimator. In: Journal of Official Statistics, 10, S. 381-394.

Efron, B. (1982): The Jackknife, the Bootstrap, and Other Resampling Plans. Philadel-
phia: STAM.

Enderle, T., Miinnich, R. und Bruch, C. (2013): On the impact of response patterns
on survey estimates from acces panels. In: Survey Research Methods, 7, S. 91-101.
URL https://ojs.ub.uni-konstanz.de/srm/article/view/5036

Eurostat (2013): Handbook on Precision Requirements and Variance Estimation for
ESS Household Surveys. Technischer Bericht.
URL http://ec.europa.eu/eurostat/documents/3859598/5927001/
KS-RA-13-029-EN.PDF

Fay, R. E. (1991): A Design-Based Perspective on Missing Data Variance. In: Procee-
dings of the 1991 Annual Research Conference, U.S. Bureau of the Censu, S. 429-440.

Fay, R. E. (1996): Alternative paradigms for the analysis of imputed survey data. In:
Journal of the American Statistical Association, 91, S. 490-498.

Fuller, W. und Kim, J. K. (2005): Hot deck random imputation for the response model.
In: Survey Methodology, 31, S. 139-149.


https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D5-1.pdf
https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D5-1.pdf
https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D5-2.pdf
https://www.uni-trier.de/fileadmin/fb4/projekte/SurveyStatisticsNet/Dacseis_Deliverables/DACSEIS-D5-2.pdf
https://ojs.ub.uni-konstanz.de/srm/article/view/5036
http://ec.europa.eu/eurostat/documents/3859598/5927001/KS-RA-13-029-EN.PDF
http://ec.europa.eu/eurostat/documents/3859598/5927001/KS-RA-13-029-EN.PDF

Literaturverzeichnis 204

Ganninger, M. (2010): Design Effects: Model-Based versus Design-based Approach.
Gesis Series.

Graham, R. L., V., H. D., John, P. M. und Shi, S. (1990): Balanced design of
bootstrap simulations. In: Royal Statistical Society Series B, 52, S. 185-202.

Haziza, D. (2009): Imputation and Inference in the Precense of Missing Data. In: Pfef-
fernann, D. und Rao, C. (Hg.) Handbook of Statistics 29A: Sample Surveys: Design,
Methods and Applications, Kapitel 10, S. 215-246, Amsterdam: Elsevier BV.

Haziza, D. (2010): Resampling methods for variance estimation in the presence of miss-
ing survey data. Proceedings of the Annual Conference of the Italian Statistical Society.
URL http://new.sis-statistica.org/wp-content/uploads/2013/09/

Horvitz, D. und Thompson, D. J. (1952): A generalization of sampling without re-
placement from a finite universe. In: Journal of the American Statistical Association,
47, S. 663-685.

Kalton, G. und Kish, L. (1984): Some efficient random imputation methods. In: Com-
munications in Statistics- Theory and Methods, 13, S. 1919-1934.

Kim, J. K. (2001): Variance estimation after imputation. In: Survey Methodology, 27,
S. 75 — 83.

Kim, J. K. und Fuller, W. (2004): Fractional hot deck imputation. In: Biometrika, 91,
S. 559-578.

Kim, J. K. und Rao, J. N. K. (2009): A unified approach to linearization variance
estimation from survey data after imputation for item nonresponse. In: Biometrika, S.
917-932.

Kim, J. K. und Shao (2014): Statistical Methods for Handling Incomplete Data. Boca
Raton: CRC Press.

Kish, L. (1965): Survey Sampling. John Wiley and Sons.

Kolb, J.-P. (2012): Methoden zur Erzeugung synthetischer Simulationsgesamtheiten.
Dissertation, Universitat Trier.

Kott, P. (1998): Using the Delete-a-Group Jackknife Variance Estimator in Practise.
Proceedings of the Annual Meeting of the American Statistical Association, Section on
Survey Research Methods.

Kott, P. (2001): The delete-a-group jackknife. In: Journal of Official Statistics, 17 (4),
S. 521 — 526.

Landerman, L. R., Land, K. C. und Pieper, C. F. (1997): An empirical evaluation
of the predictive mean matching method for imputing missing values. In: Sociological

Methods & Research, 26 (3), S. 3 — 33.

Lee, H., Rancourt, E. und Sidrndal, C.-E. (1994): Experiments with variance esti-
mation from survey data with imputed values. In: Journal of Off, 10, S. 231 — 243.


http://new.sis-statistica.org/wp-content/uploads/2013/09/

Literaturverzeichnis 205

Little, R. (1986): Missing Data in Census Bureau Surveys. In: Proceedings of the Second
Annual Census Bureau Research Conference, Washington, DC: U.S. Department of
Commerce, Bureau of the Census.

Little, R. und Rubin, D. (2002): Statistical analysis with missing data. Wiley series in
probability and mathematical statistics. Probability and mathematical statistics, Wiley.

Lohr, S. (1999): Sampling: Design and Analysis. Pacific Grove: Duxbury Press.
Longford (2005): Missing Data and Small-Area Estimation. Springer.

Mashreghi, Z., Leger, C. und Haziza, D. (2014): Bootstrap methods for imputed data
from regression, ratio and hot-deck imputation. In: The Canadian Journal of Statistics,
42 (1), S. 142 — 167.

Matei, A. und Tillé (2005): Evaluation of variance approximations and estimators in
maximum entropy sampling with unequal probabilty and fixed sample size. In: Jounal of
Official Statistics, 21, S. 543-570.

McCarthy, P. J. (1966): Replication: An Approach to the Analysis Data from Complex
Surveys. Technischer Bericht, Public Health Service Publication 14, National Center for
Health Statistics, Public Health Service, Washington D.C: U.S. Government Printing
Office, Series 2.

McCarthy, P. J. (1969): Pseudo-replication: half samples. In: Review of the Internatio-
nal Statistical Institute, 37, S. 239-264.

Miinnich, R. (2008): Varianzschdtzung in komplezen Erhebungen. In: Austrian Journal
of Statistics, 37, S. 319-334.

Miinnich, R., Gabler, S., Bruch, C., Burgard, J. P., Enderle, T., J.-P., K. und T.,
Z. (2015): Tabellenauswertungen im Zensus unter Bericksichtigung fehlender Werte.
In: AStA Wirtschafts- und Sozialstatistisches Archiv, 9 (3), S. 269 — 304.

Nigam, A. K. und Rao, J. (1996): On balanced bootstrap for stratified multistage samp-
les. In: Statistica Sinica, 6, S. 199-214.

Preston, J. (2009): Rescaled bootstrap for stratified multistage sampling. In: Survey
Methodology, 35, S. 227-234.

R Core Team (2015): R: A Language and Environment for Statistical Computing. R
Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria.
URL https://www.R-project.org/

Rao, J. (1990): Variance Estimation Under Imputation for Missing Data. Technischer
Bericht, Statistics Canada.

Rao, J. und Shao, J. (1992): Jackknife variance estimation with survey data under hot
deck imputation. In: Biometrika, 79 (4), S. 811- 822.

Rao, J. und Wu, C. F. J. (1988): Resampling inference with complex survey data. In:
Biometrika, 83 (401), S. 231 — 241.


https://www.R-project.org/

Literaturverzeichnis 206

Rao, J. N. K. und Shao, J. (1996): On balanced half-sample variance estimation in
stratified random sampling. In: Journal of the American Statistical Association, 91, S.
343-348.

Rao, J. N. K., Wu, C. F. J. und Yue, K. (1992): Some recent work on resampling
methods for complex surveys. In: Survey Methodology.

Rubin, D. (1986): Basic ideas of multiple imputation for nonresponse. In: Survey Me-
thodology, 12, S. 37 — 47.

Rubin, D. B. (1987): Multiple Imputation for Nonresponse in Surveys. Wiley.

Saigo, H., Shao, J. und Sitter, R. (2001): A repeated half-sample bootstrap and balanced
repeated replications for randomly imputed data. In: Survey Methodology, 27 (2), S. 189—
196.

Sdrndal, C.-E. (1992): Methods for estimating the precision of survey estimates when
imputation has been used. In: Survey Methodology, 18 (2), S. 241 252.

Sdrndal, C.-E. und Lundstréom, S. (2005): Estimation in Surveys with Nonresponse.
New York: Wiley.

Sdrndal, C.-E., Swensson, B. und Wretman, J. (1992): Model Assisted Survey
Sampling. New York: Springer.

Schwender, H. und Fritsch, A. (2013): scrime: Analysis of High-Dimensional Catego-
rical Data such as SNP Data. R package version 1.3.3.
URL https://CRAN.R-project.org/package=scrime

Schwender, H. und Ickstadt, K. (2008): Imputing missing genotypes with weighted k
nearest neighbors. Technischer Bericht, University of Dortmund.

Shao, J. (2002): Replication Methods for Variance Estimation in Complex Surveys with
Imputed Data. In: Groves, R. M., A., D. D., Eltinge, J. L. und Little, R. J. A.
(Hg.) Survey Nonresponse, New-York: Wiley.

Shao, J., Chen, Y. und Chen, Y. (1998): Balanced repeated replication for strati-
fied multistage survey data under imputation. In: Journal of the American Statistical
Association, 93 (442), S. 819- 831.

Shao, J. und Sitter, R. (1996): Bootstrap for imputed survey data. In: Journal of the
American Statistical Association, 91 (435), S. 1278- 1288.

Shao, J. und Steel, P. (1999): Variance estimation for survey data with composite
imputation and nonneglible sampling fractions. In: Journal of the American St, 94 (445),
S. 254 — 265.

Shao, J. und Tang, Q. (2011): Random group variance estimators for survey data with
random hot deck imputation. In: Journal of Official Statistics, 27, S. 507-526.

Shao, J. und Tu, D. (1995): The jackknife and bootstrap. New-York: Springer.

Shao, J. und Wu, C. F. J. (1989): A general theory for jackknife variance estimation.
In: The Annals of Statistics, 17, S. 1176-1197.


https://CRAN.R-project.org/package=scrime

Literaturverzeichnis 207

Templ, M., Alfons, A., Kowarik, A. und Prantner, B. (2016): VIM: Visualization
and Imputation of Missing Values. R package version 4.5.0.
URL https://CRAN.R-project.org/package=VIM

Valliant, R. (1987): Some prediction properties of balanced half-sample variance esti-
mators in single-stage sampling. In: Journal of the Royal Statistical Society Series B,
49, S. 68-81.

Wolter, K. M. (2007): Introduction to Variance Estimation. New York: Springer.


https://CRAN.R-project.org/package=VIM

	Abbildungsverzeichnis
	Tabellenverzeichnis
	Symbolverzeichnis
	Varianzschätzung unter Imputation und bei komplexen Stichprobendesigns
	Motivation und Thema der Arbeit
	Aufbau der Arbeit

	Einordnungen und Systematisierungen von fehlenden Werten und Imputationsmethoden
	Arten von fehlenden Werten und dazugehörige Mechanismen
	Imputation fehlender Werte
	Klassifikation von Imputationsmethoden
	Mittelwertimputation
	Verhältnisimputation
	Regressionsimputation
	Hot-Deck-Random-Imputation
	Nearest-Neighbour-Imputation
	Predictive-Mean-Matching
	Fractional-Imputation
	Varianzen der imputierten Werte der verschiedenen Imputationsmethoden
	Zusammenfassende Gegenüberstellung der Imputationsmethoden


	Varianzschätzung unter fehlenden Werten und Imputation
	Varianzschätzung für Totalwertschätzer im Rahmen verschiedener Stichprobendesigns bei vollständigen Beobachtungen
	Fälle der Entstehung von fehlenden Werten
	Varianz bei fehlenden Werten
	Varianz bei Imputation
	Quellen der Unsicherheit und die dazugehörenden Varianzkomponenten bei Imputation hinsichtlich der Entstehung fehlender Werte
	Formale Zerlegung der Gesamtvarianz in einzelne Varianzkomponenten
	Beitrag der einzelnen Komponenten zur Gesamtvarianz

	Varianz bei bestimmen Imputationsmethoden
	Direkte Varianzschätzung
	Mittelwertimputation
	Hot-Deck-Random-Imputation
	Verhältnisimputation
	Regressionsimputation
	Nearest-Neighbour-Imputation
	Kritische Bewertung der direkten Varianzschätzer


	Resampling Verfahren
	Anwendung der Resampling-Verfahren zur Schätzung der Varianz
	Allgemeine Vorgehensweise
	Resampling-Verfahren bei fehlenden Werten und Imputation
	Resampling-Verfahren bei mehrstufigen Stichprobendesigns
	Vor- und Nachteile von Resampling-Verfahren

	Random-Groups
	Jackknife
	Delete-a-Group-Jackknife
	Jackknife bei fehlenden Werten und Imputation

	Bootstrap
	Monte-Carlo-Bootstrap bei fehlenden Werten und Imputation
	Repeated-Half-Sample-Bootstrap

	Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen
	Ursprüngliche Version nach Rao und Wu
	Allgemeines Vorgehen
	Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen bei mehrstufigen Stichprobendesigns
	Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen bei fehlenden Werten und Imputation
	Rescaling-Bootstrap bei fehlenden Werten für mehrstufige Stichprobendesigns

	Balanced-Repeated-Replication
	Allgemeine Beschreibung
	Vergleich zwischen BRR und Rescaling-Bootstrap
	BRR bei fehlenden Werten und Imputation

	Resampling-Verfahren unter Berücksichtigung der Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte
	Allgemeine Problematik
	Verfahren zur Berücksichtigung der Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte
	Berücksichtigung der Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte über Korrekturfaktoren


	Simulation
	Simulationsbeschreibung
	Einstufiges stratifiziertes Stichprobendesign
	Mehrstufiges stratifiziertes Stichprobendesign
	Varianzzerlegung
	Erzeugung der fehlenden Werte
	Szenarien
	Schätzer
	Benchmark Problematik

	Ergebnisse bezüglich des einstufigen stratifizierten Stichprobendesigns
	Vergleich verschiedener Varianzschätzmethoden
	Varianzschätzung für komplexere Imputationsmethoden
	Untersuchungen zu bestimmten Problematiken der Varianzschätzung unter Imputation
	Große Auswahlsätze

	Varianzzerlegung bezüglich der einfachen Zufallsstichprobe
	Varianzzerlegung bezüglich der drei Fälle an fehlenden Werten und Mittelwertimputation
	Varianzzerlegung bezüglich unterschiedlicher Auswahlsätze bei Mittelwertimputation
	Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Ausfallraten bei Mittelwertimputation
	Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Imputationsmethoden
	Varianzzerlegung bezüglich der drei Fälle an fehlenden Werten für Hot-Deck-Random-Imputation
	Varianzzerlegung für verschiedene Parameter für Hot-Deck-Random-Imputation
	Fazit bezüglich der Zerlegung der Gesamtvarianz

	Ergebnisse bezüglich der mehrstufigen Stichprobendesigns
	Kleine und mittlere Auswahlsätze
	Große Auswahlsätze
	Vorliegen einer ungleichen PSU-Größe
	Varianzzerlegung im mehrstufigen Stichprobendesign ohne Stratifizierung
	Fazit bezüglich der Behandlung mehrstufiger Stichprobendesigns


	Handlungsempfehlungen und Ausblick
	Wichtige Erkenntnisse und Handlungsempfehlungen
	Ausblick

	Anhang
	Herleitung der Korrekturfaktoren aus Abschnitt 4.7.3
	Herleitung des Korrekturfaktors für Mittelwertimputation bei der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus (4.49)
	Herleitung des Korrekturfaktors für Hot-Deck-Random-Imputation bei Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus (4.58)
	Herleitung des Korrekturfaktors für Hot-Deck-Random-Imputation für den Fall eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit aus (4.64)

	Simulationsbeschreibung
	Methodenübersicht
	Szenarien
	Programm zur Erzeugung der Schichten und PSU in R für das mehrstufige Stichprobendesign mit Stratifizierung auf der ersten Stufe

	Simulationsergebnisse
	Punktschätzer bezüglich des Vergleichs unterschiedlicher Ausfallmechanismen in Abschnitt 5.2.3.3
	Vergleich der direkten Varianzschätzer im Falle von Regressionsimputation
	Regressionsimputation mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe



