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und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit . . . . . 153

5.39 Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Hot-Deck-Random-Imputa-
tion, kleinen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit . 155

5.40 Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation, klei-
nen Auswahlsätzen, homogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe, MAR und
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MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit . 163

5.47 Varianzzerlegung für den Fall kleiner Auswahlsätze, heterogener PSU und
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Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit . . . . . . . 200

A.4 Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Regressionsimputation, gro-
ßen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe, MAR und
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5.4 Notwendigkeit der Berücksichtigung von Korrekturfaktoren (KF) . . . . . . 136

V



Symbolverzeichnis
Symbol Beschreibung
a Substichprobe a
b Substichprobe b
α Parameter
α̃ Parameter bei der Erzeugung fehlender Werte
αHotDeck Korrekturfaktor für Hot-Deck-Random-Imputation
α̂HotDeck Geschätzter Korrekturfaktor für Hot-Deck-Random-

Imputation
αI Korrekturfaktor für eine bestimmte Imputationsmetho-

de
α̂I Geschätzter Korrekturfaktor für eine bestimmte Impu-

tationsmethode
αMW Korrekturfaktor für Mittelwertimputation
α̂MW Geschätzter Korrekturfaktor für Mittelwertimputation
αReg Korrekturfaktor für Regressionsimputation
α̂Reg Geschätzter Korrekturfaktor für Regressionsimputation
β Koeffizient
β̃ Parameter bei der Erzeugung fehlender Werte
Cor Korrelationskoeffizient
Cov Kovarianz
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δhdi Indikator ob eine Einheit i in PSU d in Schicht h in die

Substichprobe gelangt mit Ausprägung 1 oder 0
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N Größe der Grundgesamtheit
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Vq Varianz bezüglich der Response-Verteilung
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V1 Varianz bei vollständigen Beobachtungen auf der ersten

Stufe des Stichprobendesigns
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1 Varianzschätzung unter
Imputation und bei komplexen
Stichprobendesigns

1.1 Motivation und Thema der Arbeit
Um Aussagen über die Qualität der Schätzung einer interessierenden Statistik zu gewin-
nen ist die Schätzung der Varianz des entsprechenden Punktschätzers von entscheidender
Bedeutung. So basieren Qualitätsmaße wie z.B. Konfidenzintervalle oder der Root-Mean-
Squared-Error auf einer validen Varianzschätzung. In der Praxis und hier insbesondere für
die Amtliche Statistik stellen sich in diesem Zusammenhang insbesondere zwei Herausfor-
derungen. Zum einen zeichnen sich viele Erhebungen durch das Auftreten von fehlenden
Werten aus. Dies ist zum Beispiel im Rahmen von Haushaltserhebungen häufig im Zusam-
menhang mit Variablen wie dem Einkommen der Fall. Dadurch können in Abhängigkeit
des Ausfallmechanismus verzerrte Punktschätzer resultieren. Zur Kompensation der feh-
lenden Werte stehen jedoch verschiedene Methoden zur Verfügung. Im Rahmen dieser
Arbeit wird die Imputation in den Mittelpunkt gestellt. Zum anderen besitzen Stichpro-
bendesigns in der Praxis meist eine hohe Komplexität. Als Beispiele sind Stratifizierungen
und mehrstufige Stichprobendesigns zu nennen, wobei bei letzteren die Komplexität mit
größerer Anzahl an Stufen zunimmt. Sowohl fehlende Werte und die Durchführung der
Imputation, als auch komplexe Stichprobendesigns haben große Auswirkungen auf die Va-
rianz eines Punktschätzers. Es müssen geeignete Varianzschätzer gefunden werden. Diese
Thematik steht im Mittelpunkt dieser Arbeit.
Die Motivation einer möglichst exakten Schätzung der Varianz ergibt sich aus dem Ziel
einer validen Qualitätsmessung der durchgeführten Inferenz. Werden bestimmte Kom-
ponenten der Varianz durch die Schätzung nicht erfasst, kann die Varianzberechnung
zu niedrig sein. Die Folge wäre, dass z.B. Kenngrößen wie der Root-Mean-Squared-
Error zu gering ausgewiesen werden oder die Breite von Konfidenzintervallen, welche
für Aussagen über die Genauigkeit eines Schätzers von Bedeutung ist, unterschätzt wird.
Bei einer Überschätzung der Varianz gelten die gegenteiligen Aussagen. Folglich können
Überschätzungen wie auch Unterschätzungen zu erheblichen Fehlschlüssen bei der Inter-
pretation bezüglich der Genauigkeit des Punktschätzers führen. Der Root-Mean-Squared-
Error oder die Breite von Konfidenzintervallen sind nur zwei ausgewählte Beispiele. Wei-
tere Beispiele sind die Durchführung von Hypothesentests oder die Berechnung von De-
signeffekten. Auch hier gehen Varianzschätzungen ein und Verzerrungen können erhebliche
Fehlinterpretation mit sich bringen.
In der Literatur existiert eine Vielzahl von Möglichkeiten, wie eine Varianzschätzung im
Falle fehlender Werte und der Anwendung von Imputation durchgeführt werden kann.
In diesem Zusammenhang können z.B. die sogenannten Resampling-Verfahren verwendet
werden. Jedoch beziehen sich hier die Arbeiten mit Bezug auf fehlende Werte und Im-
putation häufig auf klassische Ansätze wie den Monte-Carlo-Bootstrap oder den Delete-
1-Jackknife. Neuere Verfahren wie z.B. der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen von



Kapitel 1. Varianzschätzung unter Imputation und bei komplexen Stichprobendesigns 2

Chipperfield und Preston (2007) basieren hingegen auf dem Fall vollständiger Be-
obachtungen. Diese Methode ist gerade im Zusammenhang mit komplexen mehrstufigen
Stichprobendesigns von entscheidender Bedeutung. Daher muss auch dieses Verfahren
auf den Fall fehlender Werte und Anwendung von Imputation übertragen werden. Und
dies stellt ein wichtiges Ziel dieser Arbeit dar. Es werden sowohl für ein- wie mehrstufi-
ge Stichprobendesigns Ansätze entwickelt, wie solche neueren Resampling-Verfahren bei
Vorliegen von fehlenden Werten und deren Kompensation über Imputation angewendet
werden können.
Des Weiteren findet in der Literatur häufig eine sogenannte Varianzzerlegung statt. Die
Gesamtvarianz unter fehlenden Werten und Imputation wird hierbei in ihre einzelnen
Komponenten zerlegt. Diese Bestandteile sind bezüglich ihrer Höhe und in ihrem Bei-
trag zur Gesamtvarianz von bestimmten Parametern abhängig. Dies ist für Resampling-
Verfahren besonders wichtig, da diese Methoden in ihrer ursprünglichen Anwendung in
der Lage sind, nur bestimmte Komponenten der Gesamtvarianz abzudecken (vgl. Haziza,
2010, Mashreghi et al., 2014). Daher gilt es, die Parameterkonstellationen zu erörtern,
bei welchen die Komponenten der Gesamtvarianz, welche durch die Resampling-Verfahren
nicht erfasst werden können, von Bedeutung sind. Für solche Situationen müssen Ansätze
verwendet werden, welche auf die Berücksichtigung dieser Varianzkomponenten abstellen.
Solche Verfahren werden zum Beispiel in Mashreghi et al. (2014) gegeben, welche auch
im Rahmen dieser Arbeit von Interesse sind.
Für die Varianzzerlegung ist insbesondere auch entscheidend, an welcher Stelle des Er-
hebungsprozesses fehlende Werte entstehen und welche Annahmen bezüglich der fehlen-
den Werte getroffen werden. Im Rahmen dieser Arbeit werden drei Fälle der Entstehung
fehlender Werte berücksichtigt, welche ausführlich erläutert werden und unterschiedliche
Konsequenzen bezüglich der Varianz und ihrer Komponenten mit sich bringen.
Zur Überprüfung der verschiedenen Varianzschätzmethoden hinsichtlich ihrer Eignung
zur Schätzung der Varianz unter fehlenden Werten und Anwendung von Imputation bei
komplexen Stichprobendesigns wird eine Monte-Carlo-Simulationsstudie durchgeführt. In
Abhängigkeit des untersuchten Stichprobendesigns werden verschiedene Grundgesamt-
heiten verwendet. Ebenfalls wird mit Hilfe einer Monte-Carlo-Simulation in dieser Arbeit
eine Zerlegung der Varianz in ihre einzelnen Komponenten vorgenommen. Durch dieses
Vorgehen ist es möglich, eine Varianz auch für komplexere Situationen zu zerlegen. So
wird in der vorliegenden Arbeit auch für den Fall eines mehrstufigen Stichprobendesigns
bei Vorliegen von fehlenden Werten und Imputation eine Varianzzerlegung vorgenommen.

1.2 Aufbau der Arbeit
Der Arbeit liegt der folgende Aufbau zugrunde. In Kapitel 2 werden die Grundlagen zu feh-
lenden Werten und Imputationsmethoden behandelt. Im Abschnitt 2.1 werden zunächst
verschiedene Arten fehlender Werte erörtert. Hier sind insbesondere die verschiedenen
Antwort- bzw. Ausfallmechanismen zur Erzeugung fehlender Werte von Interesse, da diese
für die Annahmen der verschiedenen Varianzschätzmethoden relevant sind. Anschließend
erfolgt in Abschnitt 2.2 die Vorstellung der in dieser Arbeit verwendeten Imputationsme-
thoden. Es werden die Vor- und Nachteile ihrer Anwendung erörtert, wobei insbesondere
ihre Auswirkungen auf die resultierenden Imputationswerte von Bedeutung sind.
In Kapitel 3 wird auf das zentrale Thema dieser Arbeit, die Varianzschätzung unter feh-
lenden Werten und deren Kompensation über Imputation, eingegangen. In Abschnitt 3.1
werden zunächst die Varianzen und ihre Schätzer für den Fall vollständiger Beobachtung-
en beschrieben. Anschließend erfolgt in Abschnitt 3.2 die Erläuterung der Fälle der Ent-
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stehung fehlender Werte. Diese Thematik ist in Zusammenhang mit der durchgeführten
Varianzzerlegung wichtig und wird im späteren Verlauf der Arbeit für die Definition der
einzelnen Varianzkomponenten bezüglich der Stichprobenziehung, fehlender Werte und
der Imputation benötigt. In Abschnitt 3.3 werden die allgemeinen Auswirkungen von feh-
lenden Werten auf die Varianz eines Schätzers einer interessierenden Statistik beschrieben.
Die Effekte der Imputation als Maßnahme der Kompensation fehlender Werte auf die
Varianz eines Schätzers werden in Abschnitt 3.4 gegeben. Hier wird insbesondere auch
eine Varianzzerlegung nach drei verschiedenen Fällen der Entstehung fehlender Werte
durchgeführt und der Beitrag der einzelnen Komponenten der Varianz in Abhängigkeit
bestimmter Parameter beschrieben. In Abschnitt 3.5 werden konkrete Beispiele für die
Varianz eines Schätzers bezüglich einzelner Imputationsmethoden gegeben. Der letzte
Abschnitt des Kapitels 3 beschäftigt sich mit der Darstellung direkter Schätzer für die
Varianz bei Auftreten fehlender Werte und deren Kompensation über Imputation.
Die Anwendung direkter Varianzschätzer im Falle fehlender Werte und Imputation ba-
sieren häufig auf strengen Annahmen und Modellen, deren Nichteinhaltung Verzerrun-
gen mit sich bringen können. Um diesen Nachteilen zu begegnen, können Resampling-
Verfahren angewendet werden, welche in dieser Arbeit von zentraler Bedeutung sind.
Daher wird diesen Methoden ein eigenes Kapitel gewidmet. In Kapitel 4 werden diese
Verfahren vorgestellt. Sie werden bezüglich ihrer Anwendung im Falle fehlender Werte
und deren Kompensation über Imputation, sowie bezüglich ihrer Anwendung bei kom-
plexen Stichprobendesigns erläutert. Es werden nacheinander verschiedene Resampling-
Verfahren erörtert. Für neuere Resampling-Verfahren wie den Rescaling-Bootstrap ohne
Zurücklegen werden in dieser Arbeit Ansätze vorstellt, wie sie auf den Fall des Auftretens
von fehlenden Werten und der Durchführung von Imputation übertragen werden können.
Im Rahmen der Abschnitte 4.1 bis 4.6 werden bestimmte Annahmen zur Vernachlässigung
bestimmter Varianzkomponenten getroffen. Diese werden in Abschnitt 4.7 aufgelöst. Hier
werden Ansätze beschrieben, wie die zuvor vernachlässigten Varianzkomponenten erfasst
werden können.
Zur Überprüfung der Eignung der vorgestellten Varianzschätzmethode zur Schätzung der
Varianz eines Punktschätzers bei Auftreten fehlender Werte und Durchführung der Impu-
tation bei komplexen Stichprobendesigns, wird in Kapitel 5 eine Monte-Carlo-Simulation
durchgeführt. Hier erfolgt zunächst in Abschnitt 5.1 eine ausführliche Beschreibung dieser
Simulation. Anschließend werden die Ergebnisse interpretiert. Begonnen wird in Abschnitt
5.2 mit den Resultaten aus dem einstufigen stratifizierten Stichprobendesign. Es folgt in
Abschnitt 5.3 die Durchführung der Varianzzerlegung im Falle der einstufigen Zufalls-
stichprobe mit Hilfe der Monte-Carlo-Simulation. In Abschnitt 5.4 werden die Ergebnisse
für die mehrstufigen Stichprobendesigns interpretiert.
Die Arbeit schließt mit einem Fazit. Hier werden die wichtigsten Aussagen der Arbeit
aufgearbeitet, Handlungsempfehlungen gegeben und Ansatzpunkte zukünftiger Forschung
eruiert.



2 Einordnungen und
Systematisierungen von fehlenden
Werten und Imputationsmethoden

2.1 Arten von fehlenden Werten und dazugehörige
Mechanismen

Wie in dem vorherigen Kapitel beschrieben, können fehlende Werte große Auswirkungen
auf die Punktschätzung und Varianzschätzung besitzen. Wichtig ist in diesem Zusammen-
hang, welche Art von fehlenden Werten vorliegt. Diese bringen verschiedene Problema-
tiken mit sich. In der Literatur existieren unterschiedliche Möglichkeiten die Arten von
fehlenden Werten zu klassifizieren. Ziel dieses Abschnittes ist es, einen Überblick über die
gegebenen Klassifikationen und Definitionen zu geben.
Grundsätzlich wird angenommen, dass eine Menge von antwortenden Einheiten R durch
eine unbekannte Wahrscheinlichkeitsverteilung q realisiert wird, welche Antwortmechanis-
mus (bzw. Ausfallmechanismus bei gegenteiliger Betrachtung) genannt wird. Der Ort der
Entstehung fehlender Werte kann ebenfalls Einfluss haben, wird jedoch zunächst nicht
berücksichtigt. Diese Thematik wird in Abschnitt 3.2 aufgegriffen. In diesem Fall kann
die Realisation fehlender Werte auf Basis der zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeit pR
beschrieben werden durch: q(R) = q(R|Ξ, y). Damit kann die Teilnahme z.B. vom Unter-
suchungsmerkmal y oder sonstigen Variablen und Bedingungen Ξ abhängig sein. Der Ant-
wortmechanismus wird z.B. als unconfounded bezeichnet, wenn gilt: q(R) = q(R|Ξ) mit
einer Antwortwahrscheinlichkeit pR > 0. Dies ist z.B. der Fall, wenn nur eine Abhängigkeit
zu den Hilfsvariablen xk für k = 1, . . . , K besteht und nicht zum Untersuchungsmerkmal
y. Trifft dies nicht zu, wird der Antwortmechanismus confounded genannt. Antworten die
verschiedenen Einheiten unabhängig voneinander und besitzen sie gleiche Antwortwahr-
scheinlichkeiten pR > 0, wird ein unconfounded Antwortmechanismus zudem als uniform
definiert (vgl. Lee et al., 1994, S. 232). Wie noch zu erörtern sein wird, spielen uniforme
Antwortmechanismen für die Punkt- und Varianzschätzung eine entscheidende Rolle. Eine
Grundgesamtheit, bei der die Personen gleiche Antwortwahrscheinlichkeiten besitzen, ist
nicht besonders realistisch. In der Praxis wird daher häufig versucht, Imputationsklassen
über kategoriale Variablen zu bilden, in welchen die Einheiten mit gleichen Wahrschein-
lichkeiten und unabhängig voneinander antworten (vgl. z.B. Shao und Sitter, 1996,
Abschnitt 2.4).
Die wohl bekannteste Einteilung von Mechanismen, welche zu beobachteten und fehlen-
den Werten führen, erfolgt nach Missing-Completely-at-Random (MCAR), Missing-at-
Random (MAR) und Not-Missing-at-Random (NMAR). Diese drei Mechanismen werden
ausführlich in Little und Rubin (2002, S. 12) beschrieben. Ausgangspunkt ist ein Da-
tensatz ζ bestehend aus den Variablen ζk (k = 1 . . .Λ). Der Datensatz könnte z.B. aus
dem interessierenden Untersuchungsmerkmal y und den Hilfsvariablen xk für k = 1, . . . , K
bestehen. Weiterhin stellt ζbeob die beobachteten Komponenten bzw. Einträge des Daten-
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satzes und ζfehl die fehlenden Komponenten des Datensatzes dar. Die Matrix Z = Zki
nimmt den Wert 1 an, wenn ein Wert für die Einheit i bei der Variable k beobachtet wur-
de, und 0, wenn es sich um einen fehlenden Wert handelt. Somit stellt Z eine Matrix dar,
welche die Indikatoren für beobachtete und fehlende Werte enthält. Der Ausfallmechanis-
mus wird beschrieben durch die bedingte Verteilung von Z gegeben ζ und damit q(Z|ζ, φ),
wobei φ für die unbekannten Parameter steht. Von MCAR wird dann gesprochen, wenn
die Teilnahme bzw. Nichtteilnahme, beschrieben durch Z, weder von den beobachtbaren
Komponenten ζbeob noch von den fehlenden Komponenten ζfehl abhängt. Damit gilt:

q(Z|ζ, φ) = q(Z|φ), für alle ζ, φ. (2.1)
Ist der Ausfall hingegen von den beobachtbaren Komponenten ζbeob, nicht aber von den
fehlenden Komponenten ζfehl abhängig, so wird von MAR gesprochen. Es gilt:

q(Z|ζ, φ) = q(Z|ζbeob, φ), für alle ζfehl, φ. (2.2)
Ein Ausfallmechanismus NMAR liegt vor, wenn die Verteilung von Z von den fehlenden
Komponenten ζfehl abhängt. Damit ist z.B. gemeint, dass fehlende Werte einer Variable
mit den Ausprägungen der Variable selbst in Zusammenhang stehen. Es gilt:

q(Z|ζ, φ) = q(Z|ζfehl, φ), für alle ζfehl, φ, (2.3)
(vgl. Little und Rubin, 2002, S. 12).
Im Rahmen dieser Arbeit ist gemäß der allgemeinen Formulierung von MAR und NMAR
die folgende Abgrenzung von Bedeutung. Es wird davon ausgegangen, dass fehlende Werte
nur innerhalb der Beobachtungsvariable y auftreten, jedoch nicht innerhalb der Hilfsvaria-
blen. Daher wird von MAR gesprochen, wenn der Ausfall von den vollständig beobachteten
Hilfsvariablen xk für k = 1, . . . , K abhängig ist, jedoch nicht vom Untersuchungsmerkmal
y, welche fehlende Werte enthält. Ist der Ausfall von der nicht vollständig beobachte-
ten, interessierenden Variablen y abhängig wird dieser Ausfallmechanismus als NMAR
bezeichnet.
Die Fälle NMAR und MAR können des Weiteren noch unterschieden werden, wie sich die
fehlenden Werte in Abhängigkeit der Ausprägung der Variablen verhalten. So könnten
fehlende Werte zum Beispiel eher bei sehr hohen oder sehr niedrigen Werten des interes-
sierenden Merkmals auftreten (vgl. Longford, 2005, S. 31 f.).
An dieser Stelle ist zudem noch auf eine Einteilung aufmerksam zu machen, wie sie insbe-
sondere in den Arbeiten von Rubin (1987) oder Little und Rubin (2002) vorgenommen
wird. Grundsätzlich kann ein Ausfallmechanismus als ignorierbar oder nicht ignorierbar
beschrieben werden. Von einem ignorierbaren Mechanismus wird gesprochen, wenn die
Eigenschaften einer gegebenen Inferenzstatistik nicht von dem zugrunde liegenden Mecha-
nismus beeinflusst wird. Ansonsten wird er als nicht ignorierbar bezeichnet (vgl. Berger
et al., 2004, S. 3).
Weiterhin können fehlende Werte durch die Unterscheidung Item- und Unit-Nonresponse
charakterisiert werden. Im Falle von Item-Nonresponse antworten Einheiten bezüglich be-
stimmter Fragen nicht. Fehlende Werte liegen für eine bestimmte Einheit nur hinsichtlich
einzelner Variablen vor. Im Gegensatz hierzu fällt die Einheit bei Unit-Nonresponse kom-
plett aus (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 5 f.). Im Rahmen dieser Arbeit wurde zuvor die
Annahme getroffen, dass in den Hilfsvariablen keine fehlenden Werte auftauchen. Daher
wird hier von Item-Nonresponse ausgegangen. Bestimmte Imputationsmethoden können
jedoch auch im Falle von Unit-Nonresponse angewendet werden.
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2.2 Imputation fehlender Werte
Eine Möglichkeit zur Kompensation von fehlenden Werten, welche im Zentrum dieser
Arbeit steht, ist die Imputation fehlender Werte. Die Imputation bezeichnet den Prozess
der Zuweisung von (konstruierten oder existierenden) Werten zu fehlenden Werten einer
Variable unter einem möglichen Rückgriff beobachtbarer Hilfsvariablen zur Generierung
eines vollständigen Datensatzes (vgl. Haziza, 2009, S. 215, Kim und Rao, 2009, S. 917,
Chauvet et al., 2011, S. 459).
Es sollen Werte für fehlende Werte gefunden werden, die den tatsächlichen Ausprägungen
möglichst nahe kommen. Särndal und Lundström (2005, S. 44) sprechen hier auch von
Proxy-Values. Zusätzlich bezeichnen sie die imputierten Werte als eine Art Schätzung für
die tatsächlichen Werte.
Mit der Imputation werden verschiedene Ziele verfolgt. Nach Kim und Rao (2009) soll die
Verzerrung, welche mit fehlenden Werten einhergeht, der sogenannte NR-Bias, reduziert
werden. Das damit verbundene Ziel ist die Realisation von unverzerrten Punktschätz-
ungen. Dabei soll die tatsächliche Verteilung der zu imputierenden Variable möglichst gut
wiedergegeben werden. Dies betrifft auch die Zusammenhänge zwischen verschiedenen
Variablen (vgl. hierzu auch Haziza, 2009, S. 216). Nach Münnich et al. (2015) ist es für
die Amtliche Statistik wichtig, realitätsnahe und plausible Imputationswerte zu erhalten.
Damit sollen z.B. Ausprägungen wie berufstätige Kinder unter 15 vermieden werden (vgl.
Münnich et al., 2015, S. 285). Um die bisher genannten Ziele zu realisieren, ist es in
der Praxis von entscheidender Bedeutung ein gutes Imputationsmodell mit geeigneten
Hilfsvariablen aufzustellen.
Nach Kim und Shao (2014, S. 917) ist es zudem das Ziel der Imputation, einen vollständ-
igen Datensatz zu erhalten, damit die Punktschätzungen konsistent sind für verschiedene
Nutzer. Außerdem kann die Arbeit in der Praxis deutlich erleichtert werden, da Stan-
dardmethoden häufig auf vollständigen Datensätzen basieren.
Weitere Ziele können insbesondere in Zusammenhang mit der Varianz eines Schätzers
stehen und sind daher gerade im Rahmen dieser Arbeit von Bedeutung. So sollte die
Punktschätzung möglichst effizient sein (vgl. Särndal et al., 1992, S. 83 in Verbindung
mit Haziza, 2009, S. 215). In den folgenden Abschnitten wird noch zu sehen sein, dass
bestimmte Imputationsmethoden einen varianzerhöhenden Effekt mit sich bringen. Außer-
dem, und dies ist der zentrale Punkt dieser Arbeit, soll im Falle von fehlenden Werten und
damit einhergehender Imputation eine unverzerrte Varianzschätzung resultieren. Dies ist
dadurch möglich, dass alle Komponenten der Varianz berücksichtigt werden (vgl. Haziza,
2010, Mashreghi et al., 2014, Haziza, 2009, S. 215 und Särndal, 1992).
In der Praxis ist es weiterhin häufig wichtig, dass die Imputationmethode nicht zu kom-
plex und nicht zu zeitintensiv ist. Ziel ist es, die Imputationen in einer gewissen Zeit
und vertretbarem Aufwand durchzuführen. Dies ist auch in Zusammenhang mit der Va-
rianzschätzung von Bedeutung. Aufwendige und komplexe Imputationen können auch zu
sehr zeitintensiven Varianzschätzungen führen (vgl. hierzu auch Münnich et al., 2015,
S. 273 ff., sowie Särndal, 1992, S. 243 ).
Im Rahmen dieser Arbeit wird im Zusammenhang mit der Imputation auf die folgende
Nomenklatur zurückgegriffen: grundsätzlich wird der imputierte Wert für einen fehlen-
den Wert i ∈ M durch ỹi beschrieben. M stellt die Menge der Einheiten mit fehlen-
dem Wert dar. Diese Findung möglichst geeigneter Ausprägungen geschieht auf Basis der
Einheiten, die bezüglich des Untersuchungsmerkmals geantwortet haben und für welche
gilt i ∈ R. Eventuell erfolgt auch ein Rückgriff auf bestimmte Hilfsvariablen, bei wel-
chen in dieser Arbeit angenommen wird, dass sie vollständig beobachtet worden sind. Ob
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zusätzlich Hilfsinformationen berücksichtigt werden, hängt vom Imputationsverfahren ab.
Die Durchführung von Imputationen erfolgt häufig für fehlende Werte einer bestimmten
Stichprobe S (mit S = R ∪̇M), welche nach einem bestimmten Stichprobendesign aus
der Grundgesamtheit gezogen wurde.1

2.2.1 Klassifikation von Imputationsmethoden
Zunächst können Imputationsverfahren dadurch unterschieden werden, ob ein oder meh-
rere Werte zur Berechnung des imputierten Wertes herangezogen werden. Dadurch ergibt
sich die Unterscheidung in Single- und Multiple-Imputation. Es ergeben sich verschiedene
Vor- und Nachteile für die beiden Vorgehensweisen.
Rubin (1986) kritisierte an Single-Imputationsverfahren, dass die Verwendung eines ein-
zigen Wertes als imputierten Wert die Unsicherheit, welcher Wert verwendet werden soll,
nicht abdecken kann. Den einen richtigen Wert gibt es nach seiner Ansicht nicht, da
der Wert sonst auch nicht fehlen würde. Särndal (1992) hebt in diesem Zusammen-
hang hervor, dass Multiple-Imputation die Idee der Erzeugung von Variabilität durch
die Imputation kommuniziert. Die Methode unterscheidet die Variabilität zwischen und
innerhalb der erzeugten Datensätze. Dies wird durch die Varianzschätzmethoden, ba-
sierend auf Multiple-Imputation, gezeigt. Für Särndal (1992) bedeutet dies aber nicht
zwangsläufig, dass Single-Imputationsmethoden diese zusätzliche Variabilität nicht richtig
erfassen können.
Als Nachteile für Multiple-Imputationsverfahren wird hingegen oft angeführt, dass diese
nicht praktikabel oder schwer durchzuführen sind und daher häufig nicht akzeptiert wer-
den (vgl. Särndal, 1992, S. 243). Häufig wird die Plausibilität der erhaltenen Werte in
Frage gestellt2 und sie kommen daher in der Amtlichen Statistik noch nicht in dem Maße
zum Einsatz wie die Single-Imputationsmethoden.
Im Rahmen dieser Arbeit wird daher der Fokus insbesondere auf die Verfahren der Single-
Imputation gelegt. Es wird zudem auch eine Imputationsmethode untersucht, welche als
Fractional-Imputation bezeichnet wird und derzeit sehr stark in der Wissenschaft ge-
genüber den klassischen Ansätzen der Multiple-Imputation diskutiert wird. Dieses Ver-
fahren kann streng genommen nicht mehr zu den Verfahren der Single-Imputation gezählt
werden, da hier mehrere Werte zur Berechnung des Imputationswertes für einen fehlenden
Wert berücksichtigt werden. Es wird daher in dieser Arbeit generell von Imputation und
nicht von Single-Imputation gesprochen.
Eine weitere Unterscheidung zwischen den Imputationsmethoden wird oftmals über das
zugrunde liegende Imputationsmodell vorgenommen. Will ein Analyst eine Imputations-
regel festlegen, realisiert er dies über die Wahl eines Modells. Die Imputationsregel gibt
die Beziehung zwischen den Variablen einer Untersuchung, also insbesondere des Untersu-
chungsmerkmals und den Hilfsvariablen, wieder. Und hier ergeben sich zwei Möglichkeiten.
So kann die Imputationsmethode das Modell explizit oder implizit verwenden. Ersteres
ist z.B. bei Verhältnis-, Mittelwert- oder Regressionsimputation der Fall. Hier wird das
Modell von außen mitgegeben, also schon vor der Durchführung des Verfahrens. Ande-
re Methoden wie Hot-Deck-Random oder Nearest-Neighbour-Imputation berücksichtigen

1 Im Rahmen dieser Arbeit werden die Imputationen auf Basis der Stichprobe bzw. im Rahmen der Va-
rianzschätzung über Resampling-Verfahren in der Substichprobe vorgenommen. Bei Letzterem erfolgen
jedoch andere Bezeichnungen, vgl. Abschnitt 4.1.2. Fehlende Werte können in der Grundgesamtheit
und in der Stichprobe entstehen, vgl. hierzu Abschnitt 3.2

2 Es ist jedoch auch bei Multiple-Imputationsverfahren möglich Plausibilitätsregeln einzuhalten. Ein
gutes Beispiel sind die in Münnich et al. (2015) im Rahmen der Simulationsstudie berücksichtigten
Multiple-Imputationsverfahren.
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Deterministische Imputationsverfahren Zufällige Imputationsverfahren
Mittelwertimputation Hot-Deck-Rand.-Imp. (HDRI)
Verhältnisimputation Stoch. Regressionsimputation
Regressionsimputation Fractional-Imputation
Nearest-Neighbour-Imputation
Predictive-Mean-Matching

Tabelle 2.1: Einteilung der Imputationsverfahren

ein Modell nur implizit (vgl. Särndal, 1992, S. 242 ff.). Im Rahmen dieser Arbeit wer-
den Imputationsmethoden verwendet, welche sowohl auf expliziten und impliziten Mo-
dellen basieren. Dabei ist es ebenfalls möglich, dass eine Methode beide Modelltypen
berücksichtigen kann. Ein Beispiel hierfür ist Predictive-Mean-Matching, welches in Ab-
schnitt 2.2.7 näher erläutert wird.
Die wohl wichtigste Unterscheidung der verschiedenen Imputationsverfahren, insbeson-
dere im Hinblick auf die Varianzschätzung, ist die Einteilung nach deterministischen
und zufälligen Imputationsverfahren. Bei deterministischen Imputationsverfahren wer-
den meist alle beobachtbaren Einheiten der interessierenden Variable sowie geeignete
Hilfsvariablen zur Bestimmung des imputierten Wertes verwendet. Im Falle zufälliger
Imputationsverfahren werden Zufallsstichproben von beobachtbaren Werten oder Residu-
en gezogen, um fehlende Werte zu imputieren (vgl. Shao und Sitter, 1996, S. 1278).
Eine bessere Abgrenzung wird in Särndal und Lundström (2005) gegeben. So han-
delt es sich bei deterministischen Imputationsmethoden um Verfahren, bei welchen der
imputierte Wert bei einer gegebenen Stichprobe s und gegebenen beobachtbaren und
fehlenden Werten auch bei Wiederholung der Imputation immer zum gleichen Impu-
tationswert führt. Bei zufälligen Imputationsverfahren hingegen kann sich der Impu-
tationswert bei Wiederholung der Imputation ändern, da die Auswahl dieses Wertes
zufällig erfolgt (vgl. Särndal und Lundström, 2005, S. 153). Nach Shao und Steel
(1999, S. 264) kann ein deterministisches Imputationsverfahren durch einfache Addition
einer zufälligen Größe ui in ein zufälliges Imputationsverfahren überführt werden. Tabelle
2.1 gibt die Einteilung der Imputationsverfahren an, wie sie in dieser Arbeit verwen-
det werden. Für Mittelwertimputation, Verhältnisimputation, Predictive-Mean-Matching
und Nearest-Neighbour-Imputation werden in der Arbeit ausschließlich die deterministi-
schen Variante berücksichtigt. Der Grund liegt darin, dass die Eigenschaften zufälliger
Imputationsverfahren bezüglich der Varianzschätzung anhand Methoden wie der Hot-
Deck-Random-Imputation, der stochastischen Regressionsimputation sowie Fractional-
Imputation gezeigt werden. Bei den vier genannten Methoden, bei welchen ausschließlich
die deterministische Variante berücksichtigt wird, stehen hingegen die originären Eigen-
schaften dieser Methoden für die Varianzschätzung im Vordergrund. Aber auch diese
Verfahren könnten grundsätzlich um einen zufälligen Term erweitert werden.
Grundsätzlich sprechen für die Verwendung von deterministischen oder zufälligen Im-
putationsverfahren verschiedene Vor- und Nachteile, bzw. Imputationsverfahren werden
häufig bezüglich bestimmter Eigenschaften miteinander verglichen. Solche Vergleiche be-
ziehen z.B. darauf,

• inwieweit die Verteilung des Untersuchungsmerkmals y gestört wird (vgl. hierzu z.B.
Landerman et al., 1997, S. 7, Chauvet et al., 2011, S. 459, Haziza, 2009, S. 216
oder Little und Rubin, 2002, S. 61 f.),
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• inwieweit die Variabilität der Schätzstatistik zunimmt (vgl. hierzu z.B. Landerman
et al., 1997, S. 7 oder Chauvet et al., 2011, S. 460),

• ob tatsächlich beobachtete oder konstruierte Werte verwendet werden (vgl. z.B.
Chen und Shao, 2000, S. 114 oder Münnich et al., 2015, S. 272 f.),

• inwieweit Hilfsvariablen im Rahmen des Imputationsmodells bei der Berechnung der
Imputationswerte eingehen (vgl. hierzu z.B. Landerman et al., 1997, S. 6, Chen
und Shao, 2000, S. 114 oder Münnich et al., 2015, S. 272 f.),

• welche Folgen Verletzungen der Modellannahmen mit sich bringen (vgl. hierzu Chen
und Shao, 2000, S. 114),

• wie komplex bzw. rechenintensiv die Imputationsmethode ist (vgl. hierzu z.B. die
Ausführungen von Münnich et al. (2015, S. 273 ff.) zur Komplexität von Nearest-
Neighbour-Imputation und der damit zusammenhängenden Varianzschätzung).

Bei einigen deterministischen Imputationsverfahren stehen die Nachteile einiger Metho-
den gerade im Zusammenhang mit dem Punkt der Störung der Verteilung des Untersu-
chungsmerkmals y bzw. der daraus resultierenden geringeren Variabilität der erhaltenen
Imputationswerte (vgl. hierzu z.B. Landerman et al., 1997, S. 7, Chauvet et al., 2011,
S. 459 oder Little und Rubin, 2002, S. 61 f.). Dieser Punkt wird im Rahmen der einzel-
nen Imputationsmethoden näher erläutert. Außerdem können, wie im Falle von Verhältnis-
oder Regressionsimputation, keine design- oder modellkonsistente Stichprobenquantile re-
sultieren (vgl. Shao et al., 1998, S. 821). Wie Landerman et al. (1997, S. 7) hingegen
für zufällige Imputationsverfahren hervorheben, wird durch Hinzufügen einer zufälligen
Komponente die Varianz, welcher durch die Imputation entsteht, durch einen weiteren
Unsicherheitsfaktor erhöht und die Präzision der Imputation reduziert. Weitere Vor-und
Nachteile beziehen sich auf die einzelnen Verfahren, welche im Folgenden näher erläutert
werden.3

2.2.2 Mittelwertimputation
Dieses Verfahren stellt eine einfache Form der Imputation dar. Für den fehlenden Wert
j einer Einheit wird hier der Mittelwert der r aufgezeichneten Einheiten bezüglich des
Untersuchungsmerkmals imputiert:

ỹj = yR = 1
r

∑
i∈R

yi. (2.4)

Dadurch ergibt sich als Schätzer im Falle der einfachen Zufallsstichprobe für den Mittel-
wert der Grundgesamtheit:

ŷMW = 1/n · (
∑
i∈R

yi +
∑
i∈M

ỹi) = 1/n · (r · yR +m · yR) = yR, (2.5)

wobei m = n− r die Anzahl der fehlenden Einheiten darstellt.

3 Ein Vergleich verschiedener Imputationsmethoden wird z.B. in Little und Rubin (2002), Landerman
et al. (1997), Haziza (2009) oder Longford (2005) gegeben.
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Dieser Einfachheit der Durchführung stehen gravierende Nachteile gegenüber. Durch die
Mittelwertimputation wird die empirische Verteilung des zu ermittelten Untersuchungs-
merkmals y gestört. Durch die Reduktion der Imputation auf den Mittelwert geht die
Variabilität der Untersuchungsvariable verloren. Statistische Größen wie die Varianz, die
Schiefe oder auch Perzentile, welche nicht als einfache Linearkombination der Daten be-
rechnet werden, können durch die Anwendung von Standardmethoden nicht konsistent
geschätzt werden (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 61 f., Särndal und Lundström,
2005, S. 168 f.).
Weiterhin bemängeln Landerman et al. (1997), dass Hilfsinformationen von anderen
Variablen des Datensatzes zur Verbesserung der Genauigkeit der Imputation bei aus-
schließlichen Rückgriff auf die Mittelwerte nicht berücksichtigt werden. Zudem werden
auch Korrelationen zu anderen interessierenden Variablen nicht einbezogen, was zu ei-
ner Abschwächung dieser Korrelation führt und auch Verzerrungen mit sich bringt (vgl.
Landerman et al., 1997, S. 6).
Eine Verbesserung dieser Methode ist die konditionierte Mittelwertimputation, durch wel-
che Informationen von Hilfsvariablen einbezogen werden können. Hier erfolgt die Eintei-
lung der Einheiten auf Basis der Hilfsvariablen xk für k = 1, . . . , K in Imputationsklassen
oder Gruppen g. Für die fehlenden Werte einer Klasse wird der Mittelwert der aufge-
zeichneten Werte dieser Klasse genommen (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 61 f.). Die
beschriebenen Probleme liegen weiterhin in abgeschwächter Form innerhalb der einzelnen
Imputationsklassen vor.

2.2.3 Verhältnisimputation
Bei dieser Imputationsmethode4 wird der imputierte Wert auf Basis eines vorliegenden
Hilfsmerkmals x berechnet. Hierzu muss der Koeffizient β̂ berechnet werden, welcher sich
aus dem Verhältnis der Summen der Beobachtungs- und Hilfsvariablen für die vollständig
aufgezeichneten Einheiten ergibt: β̂ =

∑
i∈R yi∑
i∈R xi

. Aufgrund dieses Vorgehens wird voraus-
gesetzt, dass die Hilfsvariable metrisch ist. Der imputierte Wert für einen fehlenden Wert
j ∈M errechnet sich anschließend aus:

ỹj = β̂ · xj. (2.6)

Der Mittelwertschätzer ŷRat kann im Falle der Verhältnisimputation und der einfachen
Zufallsstichprobe hergeleitet werden gemäß:

ŷRat = 1
n
· (
∑
i∈R

yi +
∑
i∈M

ỹi)

= 1
n
· (
∑
i∈R

yi + β̂ ·
∑
i∈M

xi)

= 1
n
· (
∑
i∈R

yi +
∑
i∈R yi∑
i∈R xi

·
∑
i∈M

xi)

= 1
n
· (
∑
i∈R

yi + yR
xR
·
∑
i∈M

xi)

= yR ·
1
n
· (r + (n− r) · xM/xR)

4 Verhältnisimputation wird im Rahmen dieser Arbeit abgekürzt durch Rat von der englischen
Übersetzung Ratioimputation.
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= yR/xR ·
1
n
· (r · xR + (n− r) · xM)

= yR
xR
· xS

= β̂ · xS (2.7)

mit xS = (1/n · ∑n
i=1 xi), yR = (1/r · ∑i∈R yi) und xR = (1/r · ∑i∈R xi). Damit stellt

der Mittelwertschätzer bei Anwendung von Verhältnisimputation unter den gegebenen
Bedingungen nichts anderes dar als der Verhältnisschätzer (vgl. hierzu auch Lee et al.,
1994, S. 232).
Entsprechend gilt für den Totalwertschätzer τ̂Rat:

τ̂Rat = N · yR
xR
· xS.

Beide Statistiken können im Falle von Verhältnisimputation relativ einfach und schnell
auf Basis der vollständig beobachtbaren Hilfsvariable x und den antwortenden Einheiten
für die Untersuchungsvariable y berechnet werden. Die Formel zeigt jedoch auch, dass
die interessierende Statistik keine stochastischen Elemente enthält und damit bei Wie-
derholung der Schätzung auf Basis der gleichen Stichprobe zu gleichen Ergebnissen führt.
Mit der Verhältnisimputation liegt damit wiederum ein deterministisches Imputations-
verfahren vor, bei welchem die empirische Verteilung gestört und die tatsächliche Varianz
des Untersuchungsmerkmals unterschätzt wird. Diese Unterschätzung ist jedoch nicht so
stark wie bei der Mittelwertimputation. Bei letzterer wird für die fehlenden Werte aus-
schließlich der Mittelwert genommen. Bei der Verhältnisimputation unterscheiden sich die
imputierten Werte ỹj in Abhängigkeit der Hilfsvariable. So entsteht mehr Variation un-
ter den imputierten Werten. Ein weiterer Nachteil der Verhältnisimputation liegt in der
Begrenztheit ihres Anwendungsgebietes bei Durchführung in der beschriebenen Form.
Zunächst ist sie auf eine Hilfsvariable beschränkt. Für die Berücksichtigung mehrerer
Hilfsvariablen müssten die einzelnen Variablen mit Hilfe von Gewichtungen kombiniert
werden, was jedoch eher unüblich ist. Außerdem erfordert die Bildung von Verhältnissen
metrische Variablen, wodurch ihre Anwendung bei den, für die Praxis wichtigen katego-
rialen Variablen, nicht möglich ist.

2.2.4 Regressionsimputation
Zur Bestimmung eines imputierten Wertes wird hier auf das bekannte Regressionsmodell
zurück gegriffen. Auch diese Imputationsmethode geht vom Vorhandensein geeigneter
Hilfsvariablen xk für k = 1, . . . , K aus, für die vollständige Beobachtungen aller Befrag-
ten vorliegen. Für die interessierende Variable beobachtbaren Einheiten des Antwortsets
i ∈ R wird eine Regression durchgeführt mit y als abhängige Variable und den xk als
unabhängige Variablen. Die Regressionskoeffizienten α und βk, k = 1, . . . , K werden in
diesem Zusammenhang bei Annahme eines linearen Zusammenhanges z.B. mittels der
Methode der kleinsten Quadrate oder der Maximum-Likelihood-Methode geschätzt. Um
die m fehlenden Werte von y zu schätzen, werden deren Beobachtungen bezüglich der
einzelnen Hilfsvariablen anschließend in die Regressionsgleichung eingesetzt:

ỹj = α̂ +
K∑
k=1

β̂k · xkj, für alle j = 1, . . . ,m, (2.8)
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wobei α̂ das geschätzte Absolutglied und β̂k die geschätzten Steigungskoeffizienten der
Regression darstellen, welche auf Basis der vollständigen Fälle ermittelt wurden. Die Re-
gression kann stetige oder kategoriale Variablen, Interaktionen oder weniger restriktive pa-
rametrische Formen wie Splines umfassen, um die Vorhersage zu verbessern (vgl. Little
und Rubin, 2002, S. 62). Dadurch wird ihr Einsatzbereich gegenüber der Verhältnisimpu-
tation deutlich ausgeweitet.
Im Vergleich zur Mittelwertimputation in ihrer unkonditionierten Form sind hier weniger
restriktive Annahmen bezüglich des Ausfallmechanismus gegeben. Bei der Regressions-
imputation reicht es aus, dass der Mechanismus zumindest als MAR bezeichnet werden
kann. Der Ausfallmechanismus sollte im Rubin’schen Sinne ignorierbar sein. Zudem wird
im Vergleich zur Mittelwertimputation die Verteilung der interessierenden Variable y we-
niger stark gestört. Der Grund hierfür liegt darin, dass die imputierten Werte sich nicht
mehr auf den Mittelwert konzentrieren und sich durch die Verwendung der geschätzten
Werten aus dem Regressionsmodell ŷi eine gewisse Variation resultiert. Die Varianz wird
weniger stark unterschätzt, da die Summe der quadratischen Abweichungen der ŷi um den
Gesamtmittelwert in den Varianzschätzungen enthalten sind. Dennoch ist weiterhin eine
gewisse Störung der Verteilung des Untersuchungsmerkmals y gegeben, da die imputierten
Werte auf die ŷi begrenzt sind. Des Weiteren liegt eine Unterschätzung der Varianz vor,
solange das Bestimmtheitsmaß der Regression kleiner als 1 ist (vgl. Landerman et al.,
1997, S. 7 und die darin aufgeführte Literatur). In Abschnitt 2.2.9 wird gezeigt, dass die
Unterschätzung der Varianz der tatsächlichen Werte von y und damit auch die Störung
ihrer Verteilung gerade mit der Korrelation von y und x zusammenhängt. Davon ist auch
abhängig, ob in diesem Punkt gegenüber der Verhältnisimputation Vorteile erzielt werden.
Auch bei Verwendung von Regressionsimputation im Falle der Anwendung der Methode
der kleinsten Quadrate können Mittelwerte und Totalwerte einfach geschätzt werden. Zur
besseren Übersichtlichkeit wird dies anhand einer Hilfsvariablen und der einfachen Zufalls-
stichprobe gezeigt (vgl. hierzu auch Kim, 2001 sowie Kim und Shao, 2014, welche eben-
falls den Mittelwertschätzer basierend auf Regressionsimputation als Regressionsschätzer
interpretieren):

ŷReg = 1
n
· (
∑
i∈R

yi +
∑
i∈M

ỹi)

= 1
n
· (r · yR +m · α̂ +m · β̂ · xM)

= 1
n
· (r · yR +m · (yR − β̂ · xR) +m · β̂ · xM)

= 1
n
· (n · yR −m · β̂ · xR +m · β̂ · xM)

= 1
n
· (n · yR −m · β̂ · xR + β̂ · (

∑
i∈S

xi − r · xR))

= 1
n
· (n · yR + β̂ ·

∑
i∈S

xi −m · β̂ · xR − r · β̂ · xR)

= 1
n
· (n · yR + β̂ ·

∑
i∈S

xi − n · β̂ · xR)

= (yR + β̂ · xS − β̂ · xR)
= α̂ + β̂ · xS. (2.9)

Entsprechend gilt für den Totalwertschätzer τ̂Reg:
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τ̂Reg = N · (α̂ + β̂ · xS).

Im Falle einer Hilfsvariable unterscheiden sich die Verhältnisimputation und die Regres-
sionsimputation beim Mittelwert bzw. beim Totalwertschätzer nur hinsichtlich der Be-
stimmung der Parameter α̂ und β̂. Jedoch ist es bei der Regressionsimputation im Ge-
gensatz zur Verhälnisimputation einfacher möglich, mehrere Hilfsvariablen durch die Auf-
nahme in das Regressionsmodell zu berücksichtigen. In diesem Fall gilt für den Schätzer
in (2.9):

ŷReg = α̂ + β̂ · xS

wobei β̂ und xS Vektoren mit den entsprechenden Regressionskoeffizienten bzw. Mittel-
werten der Hilfsvariablen darstellen.
Um den Nachteilen einer deterministischen Regression zu begegnen, ist es zudem möglich,
diese stochastisch zu gestalten. Dies geschieht dadurch, dass dem imputierten Wert aus
(2.8) eine zufällige Größe ui im Sinne einer Störterms hinzugefügt wird (vgl. z.B. Little
und Rubin, 2002, S. 65):

ŷi = α̂ +
K∑
k=1

β̂k · xki + ui, für alle i = 1, . . . ,m. (2.10)

Diese Störgröße ui kann z.B. aus den Residuen der antwortenden Einheiten der zugrunde
liegenden Regression zufällig gezogen werden (vgl. Kim, 2001, S. 76). Oder die Größe
stammt aus einer Normalverteilung mit einem Erwartungswert von null und der Varianz
σ2
u, welche der Varianz der Störgröße der Regression von y auf xk entspricht (vgl. Little

und Rubin, 2002, S. 65). Weiterhin ist es auch denkbar, diese zufälligen Störgrößen auf
Basis eines bestimmten Modells auszuwählen (vgl. David et al., 1986, S. 34).
Durch die Berücksichtigung einer zufälligen Größe sind die imputierten Werte nicht mehr
auf ŷi begrenzt. Da sowohl die Varianz zwischen und innerhalb der Ebenen von ŷi bei
der Imputation von yi berücksichtigt wird, ist es möglich, neben dem Mittelwert auch
die Varianz der imputierten Variable zu schätzen (vgl. Landerman et al., 1997, S. 7).
Wie bei jedem zufälligen Imputationsverfahren wird aber, wie schon zuvor erläutert, die
Varianz des Schätzers durch die Hinzunahme einer zufälligen Größe erhöht.
Sowohl bei der Regressionsimputation wie auch der stochastischen Regressionsimputation
gilt es zu beachten, dass nicht nur reale, sondern unter Umständen auch nicht gewünschte
Imputationswerte realisiert werden können. Ein Beispiel wäre, dass Einkommen imputiert
werden und sich aufgrund des Regressionsmodells oder der Hinzunahme von Residuen ne-
gative Einkommen ergeben, welche in der Erhebung nicht vorgesehen sind. Eine Korrektur
solcher Imputationswerte z.B. in Richtung Nulleinkommen kann mit Verzerrungen einher-
gehen. Solche Sachverhalte sollten über das Imputationsmodell berücksichtigt werden.

2.2.5 Hot-Deck-Random-Imputation
Im Kern besteht dieses Verfahren darin, fehlende Wert dahingehend zu kompensieren,
dass aus einem bestimmten Pool von sogenannten Spendern, Imputationswerte nach dem
Modell mit oder dem Modell ohne Zurücklegen zufällig gezogen werden. Die Spender
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sind im allgemeinen Fall die Einheiten, für welche bezüglich des Untersuchungsmerkmals
Beobachtungen vorliegen (vgl. hierzu Longford, 2005, S. 43 f.).
Dieser Pool an Spender kann theoretisch alle Einheiten mit beobachtbaren Wert der
Stichprobe umfassen oder über bestimmte Hilfsvariablen eingegrenzt werden, so dass
gewährleistet ist, dass nur Spender verwendet werden, welche der Einheit mit fehlendem
Wert sehr ähnlich sind. Im allgemeinen Fall gilt für den Mittelwert:

yHDRI = {r · yR +m · y∗M}/n (2.11)

wobei yR den Mittelwert der Antwortenden bezeichnet und y∗M berechnet wird durch

y∗M =
∑
i∈R

di · yi
m

. (2.12)

di gibt in diesem Zusammenhang an, wie oft der Wert einer Auskunftsperson des Pools
gezogen wurde (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 66 f.).
Die Hot-Deck-Random-Imputation (HDRI) ist ein klassisches zufälliges Imputationsver-
fahren. Dadurch besitzt auch dieses Verfahren den großen Vorteil, z.B. gegenüber der
Mittelwertimputation, dass die Verteilung des Untersuchungsmerkmals y nicht durch die
Imputation gestört wird (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 66 f.). Aber auch hier nimmt
die Variabilität des Schätzers zu. Ein weiterer Vorteil der Methode ergibt sich daraus,
dass nur tatsächlich realisierte Werte verwendet werden. Es erfolgt eine Zufallsauswahl
aus den auftretenden Werten der antwortenden Einheiten.
In der einfachen Hot-Deck-Random-Imputation werden keine Hilfsvariablen berücksichtigt,
sondern die Spender werden aus dem Pool der antwortenden Einheiten gezogen. Dies kann
in Abhängigkeit des Antwortmechanismus zu starken Verzerrungen und inkonsistenten
Schätzern führen. Daher ist es gerade bei diesen Methoden sinnvoll, Imputationsklassen
über die Hilfsvariablen zu bilden, welche mit den fehlenden Werten in Verbindung stehen.
Spender für einen fehlenden Wert können dann nur noch aus der gleichen Imputations-
klasse stammen (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 68 f.).
In der Literatur finden sich zahlreiche Versionen von Hot-Deck-Random-Imputation. So
ist es z.B. möglich, den Spendern Gewichte auf Basis von Distanzfunktionen zuzuordnen
und damit deren Auswahlwahrscheinlichkeiten unterschiedlich zu wählen (vgl. Long-
ford, 2005, S. 43 ff.). Denkbar wäre es, wie z.B. in Rao und Shao (1992) oder Shao
et al. (1998, S. 821) beschrieben, die Auswahlwahrscheinlichkeiten der Spender proportio-
nal zu den Designgewichten zu bilden.5 Im Falle konstanter Antwortwahrscheinlichkeiten
innerhalb der Imputationsklassen resultieren bei Anwendung der gewichteten Hot-Deck-
Random-Imputation designkonsistente Schätzungen von Totalwerten und Stichproben-
quantilen (vgl. Shao et al., 1998, S. 821).
Weiterhin können sich die Verfahren hierbei unterscheiden, ob die Spender mit oder ohne
Zurücklegen gezogen werden. Für beide Varianten sprechen verschiedene Vor- und Nach-
teile. Für das Ziehen mit Zurücklegen spricht der Vorteil, dass immer ausreichend Spender
vorhanden sind, auch bei großen Ausfallraten. Dies gilt insbesondere dann, wenn Imputa-
tionsklassen gebildet worden sind. Durch das Ziehen mit Zurücklegen wird gewährleistet,
dass ein optimaler Spender gewählt wird und nicht aus einer anderen Imputationsklas-
se ausgewählt werden muss, falls in einer Imputationsklasse nicht genügend Spender zur
5 Wie in Mashreghi et al., 2014 beschrieben, wird die Auswahlwahrscheinlichkeit eines Spenders in

diesem Fall durch dessen Designgewicht geteilt durch die Summe der Designgewichte aller Spender
berechnet.
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Verfügung stehen. Für das Ziehen ohne Zurücklegen spricht hingegen, dass bestimmte
Spender nicht zu oft gezogen und als Imputationswert verwendet werden. Dies gilt gerade
für Extremwerte, welche unter Umständen zu oft ausgewählt werden. Eine grundlegende
Aussage für die eine oder andere Variante ist daher schwer zu treffen und hängt häufig
vom konkreten Untersuchungsgegenstand ab (vgl. hierzu auch die Ausführungen zur Pro-
blematik bezüglich der Bestimmung von Spendern mit und ohne Zurücklegen im Falle
von Nearest-Neighbour-Imputation in Münnich et al., 2015, S. 290 f.).

2.2.6 Nearest-Neighbour-Imputation
Dieses Verfahren kann als konkreter Spezialfall der Hot-Deck-Random-Imputation aufge-
fasst werden (vgl. zu den Ausführungen dieses Abschnittes auch Münnich et al., 2015,
S. 272 ff.). Hierbei wird für den fehlenden Wert der Wert einer antwortenden Person ge-
nommen, die dem Verweigerer bezüglich bestimmter Hilfsvariablen am ähnlichsten ist.
Bei metrischen Hilfsvariablen kann auf ein metrisches Maß zurückgegriffen werden (vgl.
Little und Rubin, 2002, S. 69 ff.). Die einfachste Möglichkeit, einen solchen nächsten
Nachbarn zu bestimmen, ist, basierend auf den Hilfsvariablen xk für k = 1, . . . , K, den
einfachen absoluten Abstand zu berechnen. Dabei wird bei einer Hilfsvariable für einen
fehlenden Wert yj der beobachtete Wert yi imputiert, wenn für diesen gilt:

|xi − xj| = min
l∈R
|xl − xj|. (2.13)

Diese Vorgehensweise kann auch bei Vorhandensein mehrerer Hilfsvariablen angewendet
werden. Es müssen dann entsprechende Gewichtungen und Standardisierungen vorgenom-
men werden (vgl. Chen und Shao, 2000, S. 114).
Aus der Berechnung von (2.13) resultiert die sogenannten Distanzmatrix. Die Zeilen bilden
die beobachteten Einheiten und die Spalten die Einheiten mit fehlendem Wert. Die Länge
der Spalten bzw. Zeilen wird durch die entsprechenden Anzahlen definiert.
Statt der absoluten Distanz bietet es sich ebenfalls an, andere mathematische Maße zur
Bestimmung des nächsten Nachbarn zu nehmen. Denkbar wäre es z.B., die Mahalanobis
Distanz oder die euklidische Distanz zu verwenden (vgl. Little und Rubin, 2002, S. 69).
Handelt es sich bei den Hilfsvariablen um kategoriale Variablen, müssen komplexere Maße
benutzt werden, welche solche Variablentypen berücksichtigen. Beispiele hierfür sind die
Gower-Distanz und der Simple-Matching-Coefficient.6 Zudem kann es gerade bei katego-
rialen Hilfsvariablen häufig vorkommen, dass mehrere nächste Nachbarn mit dem gleichen
Wert einer Hilfsvariable existieren. Chen und Shao (2000) schlagen in solchen Fällen vor,
eine Zufallsauswahl aus diesen Einheiten vorzunehmen. Dies ist dem allgemeinen Vorgehen
der Hot-Deck-Random-Imputation bei Verwendung von Imputationsklassen sehr ähnlich.
Als Vorteile der Nearest-Neighbour-Imputation gegenüber Verfahren wie der Regressions-
imputation, der Mittelwertimputation oder der Verhältnisimputation wird häufig an-
geführt, dass hier keine konstruierten Werte, sondern tatsächlich realisierte Werte für
die fehlenden Werte verwendet werden. Außerdem verzichtet dieses Verfahren explizit auf
bestimmte Modellannahmen. Dies macht das Verfahren robust gegenüber Verletzungen
der Modellannahmen, wie sie bei modellbasierten Verfahren wie z.B. Regressionsimputa-
tion und Verhältnisimputation auftreten können. Zudem wird im Artikel von Chen und

6 Zum Beispiel verwendet die Nearest-Neighbour-Imputation des R-Paketes VIM die Gower-Distanz und
die des scrime-Paketes den Simple-Matching-Coefficient (vgl. Templ et al., 2016, Schwender und
Fritsch, 2013, sowie Schwender und Ickstadt, 2008).
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Shao (2000) gezeigt, dass die Verteilung der interessierenden Variablen y im Vergleich
zur Regressionsimputation, der Mittelwertimputation oder der Verhältnisimputation nicht
gestört wird, wodurch die beschriebenen Verzerrungen nicht auftreten können. Dennoch
ist es gegenüber Verfahren wie z.B. der einfachen Hot-Deck-Random-Imputation effizient,
da auf Hilfsvariablen zurückgegriffen wird und es sich um ein nicht komplett zufälliges Ver-
fahren handelt (vgl. Chen und Shao, 2000, S. 114 sowie Münnich et al., 2015, S. 272 f.).
Als problematisch bei der Nearest-Neighbour-Imputation kann sich die Berechnung der
Distanzen ergeben. Dies ist z.B. der Fall bei großen Stichprobengrößen bzw. Imputa-
tionsklassen. Hier ergeben sich große Distanzmatrizen, da viele Distanzen zwischen den
beobachteten und fehlenden Werten zu berechnen sind. Dadurch kann die Anwendung der
Methode deutlich erschwert oder sogar unmöglich werden. Ein gutes Beispiel einer Un-
tersuchung bei welcher aufwendige Distanzmatrizen zu berechnen sind, ist der Deutsche
Zensus (vgl. Münnich et al., 2015, S. 273 ff.).
Ein weiteres Problem der Nearest-Neighbour-Imputation wird in Longford (2005) an-
gesprochen. Demnach ist die Qualität der Imputation für die Einheiten mit fehlendem
Wert sehr unterschiedlich. Manche dieser Einheiten besitzen sehr ähnliche nächste Nach-
barn. Andere jedoch sind sehr stark isoliert und der nächste Nachbar besitzt nur geringe
Ähnlichkeiten. Dadurch kann es vorkommen, dass manche Spender sehr oft für die Impu-
tation herangezogen werden und manche überhaupt nicht (vgl. Longford, 2005, S. 43).
Dies hat natürlich auch Auswirkungen auf die Variabilität der imputierten Variable. Wenn
jedoch eine möglichst gleichmäßige Inanspruchnahme der Spender stattfindet, kann hin-
gegen eine gute Reproduktion der Variabilität erfolgen. In diesem Zusammenhang ist es
auch bei diesem Verfahren möglich, die Inanspruchnahme von beobachteten Werten zu
begrenzen (vgl. hierzu auch Münnich et al., 2015, S. 290).
Der Mittelwertschätzer beziehungsweise Totalwertschätzer im Falle von Nearest-Neigh-
bour-Imputation kann nach Chen und Shao (2000) wie im Falle der Hot-Deck-Random-
Impution sehr einfach beschrieben werden durch:

yNN = 1
n

∑
i∈R

(1 + di) · yi,

wobei di angibt wie oft ein Element i ∈ R als nächster Nachbar verwendet wurde. Für
den Totalwertschätzer gilt:

yNN = N

n

∑
i∈R

(1 + di) · yi.

2.2.7 Predictive-Mean-Matching
Eine weitere Imputationsmethode ist Predictive-Mean-Matching (vgl. im Folgenden Litt-
le, 1986, Landerman et al., 1997). Diese stellt eine Kombination aus Regressionsimpu-
tation und Nearest-Neighbour-Imputation dar. Im Folgenden wird von einer metrischen
interessierenden Variable y ausgegangen. Wie bei der Regressionsimputation wird auch
hier ein Regressionsmodell nach (2.8) aufgestellt, welches auf Basis der beobachteten
Werte geschätzt wird. Hierbei werden die imputierten Werte aber nicht nach dem Re-
gressionsmodell berechnet. Vielmehr werden über das Regressionsmodell die Werte der
interessierenden Variablen für die beobachteten und fehlenden Werte geschätzt, um über
diese anschließend den nächsten Nachbarn gemäß (2.13) zu finden:
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|ŷi − ŷj| = min
l∈R
|ŷl − ŷj|. (2.14)

Für einen fehlenden Wert wird damit jener beobachtbare Wert verwendet, dessen progno-
stizierter Wert ŷi nach dem Regressionsmodell (2.8) dem entsprechenden prognostizierten
Wert des Nichtantwortenden nach einer bestimmten Distanzfunktion am nächsten kommt.
In (2.14) wird wieder der absolute Abstand verwendet.
Diese Vorgehensweise hat den Vorteil, dass es bei einem gut funktionierendem Regres-
sionsmodell sehr robust ist. Insbesondere können dadurch neben mehreren Hilfsvariablen
auch ihre Zusammenhänge und Interaktionen bei der Distanzberechnung berücksichtigt
werden. Dies kann ein Vorteil gegenüber der einfachen Nearest-Neigbour-Imputation sein,
bei der eine Berücksichtigung dieser Komponenten unter Umständen deutlich aufwendiger
ist. Wird von einem metrischen interessierenden Merkmal und damit auch prognostizierten
Werten dieses Skalenniveaus ausgegangen, können auch die einfachen metrischen Distanz-
funktionen verwendet werden. Weiterhin ergeben sich die zuvor beschriebenen Vorteile
der Nearest-Neighbour-Imputation, wie z.B. die gute Reproduktion der Verteilung und
die Inanspruchnahme tatsächlich realisierter Werte.
Jedoch bringt dieses Verfahren ebenfalls die Nachteile großer Distanzmatrizen mit sich
und Modellverletzungen können durch die expliziten Annahmen größere Folgen haben als
bei der einfachen Nearest-Neighbour-Imputation. Insbesondere die Auswahl des optimalen
Nachbarn kann dadurch beeinträchtigt werden.
Eine Zuordnung von Predictive-Mean-Matching entweder zu deterministischen oder zufäll-
igen Imputationsverfahren ist abhängig davon, welches Regressionsmodell dem Verfahren
zugrunde liegt. So wäre es ebenso denkbar, dem Regressionmodel einen Störterm hinzu-
zufügen, wie es bei stochastischer Regressionsimputation in Gleichung (2.10) der Fall ist.
In diesem Fall ist der nächste Nachbar auch von dieser zufälligen Störgröße abhängig und
kann sich bei sonst gleichen Bedingungen bei Wiederholung der Imputation ändern. Wird
hingegen, wie zuvor erläutert, das für eine einfache Regressionimputation verwendete Mo-
dell (2.8) benutzt, ist der nächste Nachbar eindeutig festgelegt. Auch bei Wiederholung
der Imputation bei den gegebenen Daten wird dieser wiederholt resultieren. In diesem
Fall ist Predictive-Mean-Matching den deterministischen Imputationsverfahren zuzuord-
nen. In dieser Arbeit wird die letztere Variante berücksichtigt.

2.2.8 Fractional-Imputation
Diese Methode ist insbesondere durch die Arbeiten von Kalton und Kish (1984), Fay
(1996), Kim und Fuller (2004), Fuller und Kim (2005) und Kim und Shao (2014) be-
kannt geworden. In der Literatur tritt diese Variante häufig in Kombination mit Hot-Deck-
Random-Imputation auf. Im Gegensatz zu der einfachen Hot-Deck-Random-Imputation
werden hierbei für jeden fehlenden Wert j, mit j ∈ M , anstelle von einem Spender eine
bestimmte Anzahl von D Spendern im Modell mit Zurücklegen gezogen. Jedem dieser
D Spender wird ein bestimmte Fraction w̃ij des ursprünglichen Gewichtes der Einheit
mit fehlendem Wert zugeordnet, welches im einfachsten Fall w̃ij = 1/D beträgt. Nach
Kim und Fuller (2004) müssen die Fractions der D Spender, mit i ∈ R, so konstruiert
werden, dass gilt:

D∑
i=1

w̃ij = 1. (2.15)
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Der imputierte Wert ỹj, mit j ∈M , wird anschließend berechnet durch:

ỹj =
D∑
i=1

w̃ij · yi. (2.16)

Für w̃ij = 1/D resultiert:

ỹj = 1
D
·
D∑
i=1

yi (2.17)

und der imputierte Wert ist das einfache arithmetische Mittel über die D Spender. Bei
der hier beschriebenen Variante von Fractional-Imputation handelt es sich um eine sehr
einfache Form. Komplexere Formen beschäftigen sich insbesondere mit der optimalen Be-
stimmung der Fractions w̃ij. Beispiele finden sich in der am Anfang dieses Abschnittes
gegebenen Literatur. Es werden häufig auch Imputationsklassen gebildet, und die Bestim-
mung der Fractions in jeder Klasse separat durchgeführt (vgl. z.B. Fuller und Kim,
2005). Im Rahmen dieser Arbeit wird ausschließlich die einfache Form verwendet.
Durch die enge Verbindung zur Hot-Deck-Random-Imputation und da durch die Wie-
derholung der Imputation auf die gleiche Stichprobe verschiedene Imputationswerte re-
sultieren können, kann diese einfache Form der Fractional-Imputation den zufälligen Im-
putationsverfahren zugeordnet werden. Jedoch geht durch die Durchschnittsbildung der
D Imputationswerte wie bei der Mittelwertimputation Variation verloren. Die Varianz
der Imputationswerte kann dadurch deutlich geringer sein als die tatsächliche Varianz. In
Abschnitt 2.2.9 wird sich zeigen, dass auf diesem Wege auch Eigenschaften der Mittelwert-
imputation auftreten können.
Nach Fuller und Kim (2005, S. 140 f.) bzw. Kim und Fuller (2004, S. 561 f.) kann ein
linearer Schätzer auf Basis von Fractional-Imputation relativ einfach angegeben werden
durch

θ̂Frac =
∑
i∈R

(
∑
j∈S

wj · w̃ij) · yi =
∑
i∈R

ρi · yi, (2.18)

wobei ρi = ∑
j∈S wj · w̃ij. Wenn i = j eine antwortende Einheit ist, nimmt w̃ij eins an.

Für i 6= j mit i ∈ R und j ∈ R ist w̃ij = 0. Ansonsten gelten für i 6= j mit i ∈ R und
j ∈M die Bedingungen der Bestimmung der Fractions nach (2.15).

2.2.9 Varianzen der imputierten Werte der verschiedenen
Imputationsmethoden

Die Abbildungen 2.1 und 2.2 zeigen die Verteilungen der imputierten Werte, welche nach
den beschriebenen Methoden der vorherigen Abschnitten imputiert wurden. Die Band-
breite der erhaltenen Imputationswerte wird in Tabelle 2.2 gegeben. Die Ergebnisse sind
für eine konkrete Stichprobe angegeben und können daher für detailliertere Analysen
nicht uneingeschränkt verwendet werden. Sie sollen aber die zuvor getätigten Aussagen
an konkreten Daten demonstrieren. In diesem Zusammenhang spielen insbesondere die
originären Eigenschaften der Methoden auf die Verteilung der imputierten Werte eine
Rolle. Daher soll an dieser Stelle von anderen Fragestellungen wie z.B. die Bildung von
Imputationsklassen abstrahiert werden. Solche Themen werden im späteren Verlauf der
Arbeit aufgegriffen.
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Abbildung 2.1: Verteilungen der imputierten Werte der einzelnen Methoden in der Grund-
gesamtheit 1 bei geringer Korrelation

In diesem Zusammenhang werden zwei verschiedene Grundgesamtheiten benutzt.7 Die
interessierende Variable ist die aufsummierte Einkommensvariable aus dem Datensatz
AMELIA, beschrieben in 5.1.1. Die Grundgesamtheiten unterscheiden sich hinsichtlich
der Hilfsvariable x. Diese ist metrisch und wird über ein Modell erzeugt (siehe Modell
(5.1) in Abschnitt 5.1.1), in Abhängigkeit der Korrelation von x und y.8 So ist in der
ersten Grundgesamtheit in Abbildung 2.1 die Korrelation zwischen den beiden Variablen
gering (bei 11 %). In Abbildung 2.2 ist sie hingegen sehr groß (bei 70 %). Grundgesamtheit
1 beschreibt ein klassisches MAR Szenario. Bei Grundgesamtheit 2 hingegen ist durch den
hohen Zusammenhang zum Untersuchungsmerkmal eine Mischform bezüglich MAR und
NMAR gegeben, da fehlende Werte auch eine gewisse Abhängigkeit zum Untersuchungs-
merkmal besitzen.
Die fehlenden Werte sind für alle Grundgesamtheiten synthetisch in Abhängigkeit der
Hilfsvariable nach einem bestimmten Modell (vgl. Abschnitt 5.1.4) erzeugt worden. Die
tatsächlichen Ausprägungen dieser Einheiten sind daher bekannt. Ihre Verteilung dient
als Benchmark und ist in allen Abbildungen in der linken unteren Box durch die rot
gefärbte Verteilung angegeben. Die Verteilungen der imputierten Werte, welche durch die

7 Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt A.2.2.1 in Anhang
A.

8 Die beiden Hilfsvariablen verwenden zwar das gleiche Modell wie die in Abschnitt 5.1.1 beschriebene
metrische Hilfsvariable, entsprechen dieser jedoch nicht.
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verschieden Methoden realisiert wurden, sind in den drei übrigen Quadranten dargestellt.
Die Imputationsmethoden wurden dahingehend zusammen abgebildet, ob sie den deter-
ministischen, den zufälligen oder den Nearest-Neighbour-Verfahren 9 zuzurechnen sind.
Bei letzteren handelt es sich in dieser Arbeit zwar auch um deterministische Verfahren,
aus Gründen der Übersichtlichkeit werden sie jedoch separat abgebildet.

Abbildung 2.2: Verteilungen der imputierten Werte der einzelnen Methoden in der Grund-
gesamtheit 2 bei hoher Korrelation

Bei den deterministischen Verfahren ist zu sehen, dass durch Mittelwert- und Verhältnisim-
putation (MW bzw. Rat) die Verteilung der imputierten interessierenden Variable sehr
stark auf wenige Werte begrenzt ist. Dies gilt sowohl für Grundgesamtheit 1 wie auch für
Grundgesamtheit 2. Ein Vergleich mit dem Benchmark zeigt, dass die Varianz der Unter-
suchungsvariablen durch diese Imputationen stark unterschätzt wird. Dies war schon in
den theoretischen Ausführungen erwartet worden.
Bei Regressionsimputation (Reg) hängt das Ergebnis sehr stark von der Grundgesamt-
heit ab. Im Fall einer geringen Korrelation des Untersuchungsmerkmals und damit einem
schwächeren Zusammenhang des Regressionsmodells gleicht die Verteilung derjenigen von
Mittelwert - bzw. Verhältnisimputation. Damit ist die Verteilung sehr stark begrenzt und
die Varianz der tatsächlichen Werte stark unterschätzt. Anders sieht es bei hoher Korrel-
ationen in Grundgesamtheit 2 aus. Hier wird die Verteilung weniger stark gestört und ist
wesentlich flacher. Die Varianz wird nicht mehr so stark unterschätzt. In Abschnitt 2.2.4
9 Hierunter wird neben der Nearest-Neighbour-Imputation auch Predictive-Mean-Matching gefasst.
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wurde schon kurz darauf eingegangen, dass das Ausmaß der Unterschätzung der Varianz
der imputierten Werte bei Regressionsimputation sehr stark vom Bestimmtheitsmaß der
Regression abhängt. Unter Vorbehalt weiterer Einflussfaktoren kann dies auch für diese
beiden Grundgesamtheiten festgestellt werden. Eine deutlich größere Annäherung an die
wahre Verteilung wird mittels stochastischer Regressionsimputation (StochReg) erreicht.
Durch die zufälligen Residuen wird hier mehr Variabilität in den Imputationswerten er-
zeugt, wie an beiden Grundgesamtheiten zu sehen ist. Problematisch ist bei beiden Metho-
den das Auftreten negativer Werte bei höherer Korrelation von y und x, wie in Tabelle 2.2
zu sehen ist. Die zu imputierende Variable bildet das Einkommen und der geringste Wert
dieser Variable in der vollständigen Grundgesamtheit ist das Nulleinkommen. Die durch
das Regressionsmodell auftretenden negativen Werte sind daher Ausprägungen, welche in
der Grundgesamtheit nicht realisiert werden können. Begrenzungen des Imputationsver-
fahrens auf bestimmte Bereiche zu realisierender Imputationswerte können jedoch weitere
Probleme mit sich bringen. Werden z.B. negative Werte einfach als Nulleinkommen be-
handelt, können Überschätzungen der interessierenden Statistik die Folge sein. Der Grund
liegt darin, dass das verwendete Regressionsmodell so aufgebaut ist, dass die beobachteten
Werte des Untersuchungsmerkmals y im Mittel abgedeckt werden. Werden die negativen
Werte nicht mehr berücksichtigt, können Verzerrungen einhergehen. Dieser Sachverhalt
kann daher gegen die Anwendung der deterministischen oder stochastischen Regressions-
imputation bei Vorliegen von Variablen mit beschränktem Wertebereich sprechen. Da im
Rahmen dieser Arbeit insbesondere die Varianzschätzung im Vordergrund steht, werden
die negativen Werte auch als solche behandelt. Die Varianzschätzung soll dadurch nicht
von bestimmten Verzerrungen des Punktschätzers beeinflusst werden.

Grundgesamtheit 1 Grundgesamtheit 2
Methode Min. Max. Min. Max.

Benchmark 0 1.018.000 0 864.000
MW 46.350 53.390 44.990 50.760
Rat 57.320 102.400 42.230 63.270
Reg 51.380 90.370 -34.930 386.900
NN 0 367.400 0 492.100

PreMean 0 367.400 0 492.100
StochReg -12.490 623.800 -108.600 409.400

HDRI 0 750.700 0 644.800
Frac 2.107 188.700 2.291 182.500

Tabelle 2.2: Bandbreite der Imputationswerte

An der Verteilung der Imputationswerte basierend auf Fractional-Imputation (Frac) in
den Abbildungen 2.1 und 2.2 wird die Mischform dieser Methode klar. Zwar zeigt die Ver-
teilung, dass durchaus eine Variation der Imputationswerte gegeben ist. Jedoch wird diese
durch die Durchschnittsbildung über die D Spender wieder stark begrenzt, so dass sich
ihre Form wiederum jener für Mittelwertimputation annähert. Mit Hot-Deck-Random-
Imputation (HDRI ) wird die Verteilung der interessierenden Variable gut wiedergegeben
und die tatsächliche Varianz kaum unterschätzt. Jedoch gilt es hier zu beachten, dass bei
dieser Methode in ihrer ursprünglichen Form keine Hilfsvariablen berücksichtigt werden.
Da der Ausfallmechanismus MAR ist, kann es durchaus sein, dass der Imputationswert
konkreter Einheiten nicht nahe an der tatsächlichen Ausprägung liegt.
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Abbildung 2.3: Verteilungen des Untersuchungsmerkmals y nach der Imputation mit
den verschiedenen Methoden in der Grundgesamtheit 1 bei geringer
Korrelation

Der Vergleich mit dem Benchmark in den Abbildungen 2.1 und 2.2 zeigt, dass auch
Nearest-Neighbour-Imputation (NN ) und Predictive-Mean-Matching (PreMean) die tat-
sächliche Verteilung der zu imputierenden Werte sehr gut wiedergeben und diese nicht
stören. Die Imputationen dieser beiden Varianten sind in diesem Fall sogar identisch. Der
Grund liegt darin, dass für alle Imputationen nur eine metrische Variable berücksichtigt
worden ist. Die Hilfsvariable x im Falle der Nearest-Neighbour-Imputation stellt in diesem
Fall eine einfache lineare Transformation über das Regressionsmodell beim Predictive-
Mean-Matching dar. Unter sonst gleichen Bedingungen müssen die beiden Imputations-
methoden zu gleichen Ergebnissen führen.
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Abbildung 2.4: Verteilungen des Untersuchungsmerkmals y nach der Imputation mit den
verschiedenen Methoden in der Grundgesamtheit 2 bei hoher Korrelation

Der Grund für die gute Wiedergabe der Verteilung der ursprünglichen Werte beider Im-
putationsmethoden liegt insbesondere darin, dass tatsächlich realisierte Werte genommen
werden und in diesem Fall die Werte nicht auf einen bestimmten Bereich begrenzt wer-
den wie im Falle der Verhältnis-, Mittelwert- oder Regressionsimputation. Es scheint,
dass bestimmte Spender nicht zu oft als Imputationswert verwendet werden, sondern eine
gleichmäßige Inanspruchnahme der beobachteten Werte gegeben ist. Durch die geeignete
Wahl der Hilfsvariable und daraus resultierender nächster Nachbarn wird hier die Band-
breite der Werte der interessierenden Variable gut abgedeckt, mit Ausnahme mancher
Ausreißer, wie in Tabelle 2.2 zu sehen ist. Zur Beurteilung der Imputationsmethoden ist
es wichtig auch zu untersuchen, inwieweit ihre Imputationswerte die Verteilung des inter-
essierenden Merkmals insgesamt beeinflussen. Daher werden in den Abbildungen 2.3 bzw.
2.4 die nach der Imputation resultierende Verteilung des Untersuchungsmerkmals darge-
stellt. Insbesondere bei den deterministischen Verfahren im unteren linken Quadranten
ist zu erkennen, dass die Begrenzung der Imputationswerte auf wenige Werte auch die
Verteilung des Untersuchungsmerkmals insgesamt stört.
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2.2.10 Zusammenfassende Gegenüberstellung der
Imputationsmethoden

In Tabelle 2.3 werden die relevanten Imputationsmethoden dieser Arbeit noch einmal
bezüglich bestimmter Eigenschaften miteinander verglichen. Die Tabelle bezieht sich ins-
besondere auf die theoretischen Ausführungen der letzten Abschnitte. Ein X steht für Trifft
(eher) zu und ein — für Trifft (eher) nicht zu. Die Spalte Hilfsvariable beschreibt, wie
Hilfsvariablen bei der Imputationsmethode berücksichtigt werden. Zum Beispiel geschieht
dies bei Nearest-Neighbour-Imputation über die Distanzberechnung und bei Hot-Deck-
Random-Imputation über die Imputationsklassen (IKL).

Methode Störung
der
Vertei-
lung

Zus.
Varianz-
kompo-
nente

Realer
Wert

Hilfs-
variable

Kom-
plexität
/
Rechen-
zeit

MW X — — IKL gering
Rat X — — Modell gering
Reg X — — Modell gering
NN — — X Distanz hoch
PreMean — — X Modell/

Distanz
hoch

StochReg — X — Modell gering
HDRI — X X IKL gering
Frac X X — IKL eher ge-

ring

Tabelle 2.3: Gegenüberstellung der Imputationsmethoden



3 Varianzschätzung unter fehlenden
Werten und Imputation

Das vorherige Kapitel beschäftigte sich schwerpunktmäßig mit den verschiedenen Anwort-
mechanismen und Imputationsmethoden. Varianzen wurden bis jetzt nur im Zusammen-
hang mit Imputationswerten betrachtet. Im Rahmen dieser Arbeit sind jedoch insbeson-
dere die Varianzen bestimmter Schätzstatistiken unter fehlenden Werten und Imputation
von Interesse. Dieser Sachverhalt steht im Fokus dieses Kapitels. Neben der Varianz und
ihren Komponenten werden auch verschiedene direkte und modellassistierende Metho-
den zur Schätzung dieser Varianz angegeben werden. Diese werden hinsichtlich der in
Abschnitt 2.2 beschriebenen Imputationsmethoden unterschieden. Zwei weitere, wichtige
Bestimmungsfaktoren in diesem Zusammenhang sind der Entstehungsort fehlender Werte
sowie der Response-Vektor z. Bevor sich der Thematik fehlender Werte und Imputation
gewidmet wird, erfolgt die Angabe von Varianzen und ihrer Schätzer bei vollständigen
Beobachtungen für die relevanten Stichprobendesigns dieser Arbeit.
Für die Erläuterungen dieses Kapitels wird auf lineare Statistiken wie den Totalwert τ
oder den Mittelwert y abgestellt. Diese werden geschätzt auf Basis einer Stichprobe S mit-
tels des klassischen Horvitz-Thompsons-Schätzers (vgl. Horvitz und Thompson, 1952).
Unter Auslassung spezieller Indizes für die Designkomponenten und bei vollständigen
Beobachtungen gilt:

τ̂ =
∑
i∈S

wi · yi (3.1)

ŷ =
∑
i∈S

wi · yi∑
i∈S wi

, (3.2)

wobei wi die Designgewichte darstellen. Erfolgen die Schätzungen auf der imputierten
Variable yIi mit

yIi :=
{
yi, wenn i ∈ R,
ỹi, wenn i ∈M,

(3.3)

statt auf den vollständigen Beobachtungen yi, werden die Schätzer als τ̂I und ŷI bezeich-
net. Verallgemeinert werden die beiden Schätzer durch die Verwendung von θ̂ und θ̂I als
Schätzer für θ. Falls sich die Imputation auf eine spezielle Methode bezieht, wird statt I
im Index die Abkürzung des Verfahrens verwendet.
Nichtlineare Statistiken wie Armutsmaße oder Kalibrierungsansätze wie der GREG-Schät-
zer werden nicht betrachtet. Hier sind unter Umständen spezielle Linearisierungen not-
wendig, welche in dieser Arbeit nicht behandelt werden.
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3.1 Varianzschätzung für Totalwertschätzer im
Rahmen verschiedener Stichprobendesigns bei
vollständigen Beobachtungen

Der grundlegendste Fall eines Stichprobendesigns ist die einfache Zufallsstichprobe (Simple-
Random-Sampling: SRS).1 Hier wird aus der Grundgesamtheit der Größe N eine Stichpro-
be der Größe n gezogen. Im Folgenden wird vom Modell ohne Zurücklegen ausgegangen.
Im Falle von vollständigen Beobachtungen kann die Varianz des Totalwertschätzers an-
gegeben werden durch:

V (τ̂SRS) = N2 ·
(
N − n
N

)
· σ

2

n
, (3.4)

mit σ2 = 1
N − 1

N∑
i=1

(yi − yU)2 ,

und τ̂SRS =
n∑
i=1

N

n
· yi =

n∑
i=1

wi · yi,

wobei wi definiert ist durch wi = N/n und
(
N − n
N

)
die Endlichkeitskorrektur darstellt,

welche im Falle des Ziehens ohne Zurücklegen relevant ist.2
Der erwartungstreue Standardvarianzschätzer für (3.4) ist gegeben durch:

V̂ (τ̂SRS) = N2 ·
(
N − n
N

)
· s

2

n
, (3.5)

mit s2 = 1
n− 1

n∑
i=1

(yi − y)2

(vgl. Lohr, 1999, S. 29 ff.).
Ein etwas komplexeres Stichprobendesign ist die geschichtete Zufallsstichprobe (Stratified-
Random-Sampling: StrRS). Hier wird die Grundgesamtheit in H Schichten eingeteilt, die
aus insgesamt N1, N2, . . . NH Einheiten bestehen. Aus den einzelnen Schichten werden
Stichproben der Größe n1, n2, . . . nh gezogen. Im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe
gilt für die Varianz:

V (τ̂StrRS) =
H∑
h=1

N2
h ·
(
Nh − nh
Nh

)
· σ

2
h

nh
, (3.6)

mit σ2
h = 1

Nh − 1

Nh∑
i=1

(yhi − yUh)
2 ,

mit τ̂StrRS =
H∑
h=1

nh∑
i=1

Nh

nh
· yhi =

H∑
h=1

nh∑
i=1

whi · yhi,

1 Vgl. zu diesem Abschnitt insbesondere Lohr, 1999, S. 29 ff., Särndal et al., 1992, S. 124 ff. aber auch
die Ausführungen in Bruch, 2010.

2 Im Rahmen dieser Arbeit werden beide Schreibweisen
n∑

i=1
yi und

∑
i∈S

yi als Summe über die Einheiten

der Stichprobe äquivalent verwendet.



Kapitel 3. Varianzschätzung unter fehlenden Werten und Imputation 27

mit whi = Nh/nh. Ein erwartungstreuer Varianzschätzer für (3.6) ist definiert durch:

V̂ (τ̂StrRS) =
H∑
h=1

N2
h ·
(
Nh − nh
Nh

)
· s

2
h

nh
, (3.7)

mit s2
h = 1

nh − 1

nh∑
i=1

(yhi − yh)
2 ,

(vgl. Lohr, 1999, S. 99 ff.).
Bei der klassischen zweistufigen Zufallsstichprobe ist die Grundgesamtheit U aufgeteilt in
insgesamt L Primäreinheiten (Primary-Sampling-Unit(s): PSU) U1, . . . , Ud, . . . , UL. Diese
PSU setzen sich wiederum aus den Einheiten der zweiten Stufe (SSU, Secondary-Sampling-
Unit(s)) der Größe N1, . . . , Nd, . . . NL zusammen. Bei diesem Design bilden die SSU auch
die Einheiten der letzten Stufe (USU, Ultimate-Sampling-Unit(s)). Auf der ersten Stufe
wird aus den L PSU eine einfache Zufallsauswahl von l PSU durchgeführt. Aus den so
gewonnen Einheiten werden auf der zweiten Stufe nd Einheiten aus den Nd SSU durch
einfache Zufallsauswahl ausgewählt. Die Beobachtungswerte werden mit ydi bezeichnet
(vgl. auch Lohr, 1999, S. 145 f., Särndal et al., 1992, S. 144).
Die Varianz des Totalwertschätzers V (τ̂2St) im Fall der zweistufigen Zufallsstichprobe
besteht aus zwei Komponenten: zum einen entsteht Variabilität zwischen den PSU und
zum anderen ergibt sich Variabilität innerhalb der PSU mit Bezug auf die SSU. Die
Varianz der zweistufigen Zufallsstichprobe resultiert damit aus der Varianz der ersten
Stufe addiert um die Varianz der zweiten Stufe (ein ausführlicher Beweis zur Herleitung
der wahren Varianz des Totalwertschätzers findet sich in Lohr, 1999, S. 204 ff.) und es
gilt:

V (τ̂2St) = L2 ·
(
L− l
L

)
· σ

2
τ

l
+ L

l

L∑
d=1

(
Nd − nd
Nd

)
·N2

d ·
σ2
d

nd
, (3.8)

mit σ2
τ = 1

L− 1

L∑
d=1

(
τd −

τ

L

)2
,

σ2
d = 1

Nd − 1 ·
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. Dabei ist τd der Totalwert in der PSU d, geschätzt durch:

τ̂d =
nd∑
i=1

Nd

nd
· ydi.

Der erste Term aus (3.8) ist die Varianz auf der ersten Stufe und beinhaltet σ2
τ die Varianz

zwischen den Totalwerten der einzelnen PSU und σ2
d ist die Varianz zwischen den einzelnen

Einheiten in der PSU d. Der zweite Term aus (3.8), die Varianz auf der zweiten Stufe, ist
der Varianz im Fall der geschichteten Zufallsstichprobe gemäß Formel (3.6) sehr ähnlich.
Es wird jedoch die Variabilität innerhalb der PSU und nicht der Schichten gemessen.
Außerdem findet eine Hochrechnung der Varianz um den Quotienten L/l statt (vgl. Lohr,
1999, S. 147).
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Als direkter Varianzschätzer kann folgender erwartungstreuer Schätzer verwendet werden:

V̂ (τ̂2St) = L2 ·
(
L− l
L

)
· s

2
τ

l
+ L

l

l∑
d=1

(
Nd − nd
Nd

)
·N2

d ·
s2
d

nd
, (3.9)

mit s2
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)2

,

und s2
d = 1
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(ydi − yd)
2 ,

(vgl. Lohr, 1999, S. 147).
Häufig wird in der Literatur, insbesondere auch bei den später noch vorzustellenden
Resampling-Methoden, bei der Varianzschätzung nur die erste Stufe berücksichtigt. Der
Hintergrund liegt darin, dass mit den Varianzschätzern der einzelnen Stufen nicht die
korrespondierende Varianz der Stufe geschätzt wird. Wie in Särndal et al. (1992) und
Lohr (1999) beschrieben, wird mit dem Varianzschätzer der ersten Stufe deutlich mehr
geschätzt als die Varianz der ersten Stufe. So gilt für dessen Erwartungswert:
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(vgl. Lohr, 1999, S. 209 f.).
Daher kann es ausreichen, nur die erste Stufe des Stichprobendesigns bei der Varianzschätz-
ung zu berücksichtigen. Dies gilt nur unter ganz bestimmten Bedingungen. Nach Särndal
et al. (1992), Bruch (2010) und Bruch et al. (2011) hängt dies vom Auswahlsatz auf
den verschiedenen Stufen sowie vom Varianzanteil der zweiten Stufe ab.
Der erste Bestimmungsfaktor ist der Auswahlsatz auf der ersten Stufe. Der Vergleich von
(3.10) mit der tatsächlichen Varianz beim zweistufigen Stichprobendesign in (3.8) zeigt,
dass ein umso größerer Anteil der Gesamtvarianz abgedeckt wird, je kleiner der Auswahl-
satz auf der ersten Stufe ist. Es ist zu sehen, dass sich Formel (3.10) von Formel (3.8)
nur um den Ausdruck (1 − l/L) im zweiten Term unterscheidet, welcher die Endlich-
keitskorrektur auf der ersten Stufe beschreibt. Bei kleinem Auswahlsatz auf der ersten
Stufe nähert sich diese Größe Eins an und der direkte Varianzschätzer der ersten Stufe
wird fast die gesamte Varianz abdecken. Bei größerem Auswahlsatz auf der ersten Stufe
wird er hingegen nicht so viel Varianz auf der zweiten Stufe abdecken und eine separate
Varianzschätzung auf der zweiten Stufe ist notwendig.
Ein weiterer wichtiger Faktor ist, wie viel Varianz sich auf der zweiten Stufe befindet bzw.
inwieweit sich die Varianz zwischen den Stufen verteilt. Liegt ein großer Anteil der Varianz
auf der erste Stufe, wird durch Anwendung des direkten Varianzschätzers der ersten Stufe
auch ein großer Anteil der gesamten Varianz geschätzt. Dies ist z.B. der Fall bei sehr
homogenen Einheiten innerhalb und sehr heterogenen Einheiten zwischen den PSU. Ein
anderes Anwendungsbeispiel ist eine sehr stark unterschiedliche PSU-Größe. In diesen
Fällen ist die Varianz auf die ersten Stufe konzentriert. Befindet sich jedoch ein großer
Anteil der Varianz auf der zweiten Stufe, z.B. bei sehr heterogenen Einheiten innerhalb der
PSU, muss die zweite Stufe bei der Varianzschätzung unbedingt berücksichtigt werden.
Der Varianzschätzer der ersten Stufe ist in diesem Fall nicht in der Lage, die gesamte
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Varianz zu erfassen. Eine ausschließliche Berücksichtigung der ersten Stufe kann bei dieser
Konstellation zu einer drastischen Unterschätzung der Varianz führen.
Der letzte entscheidende Bestimmungsfaktor ist der Auswahlsatz auf der zweiten Stufe.
In diesem Fall kann ceteris paribus davon ausgegangen werden, dass bei kleineren Stich-
probenumfängen auf der zweiten Stufe der Varianzanteil durch die größere Unsicherheit
zunimmt.
Aufgrund bestimmter Konstellationen dieser Parameter kann es daher notwendig sein, alle
Stufen des Stichprobendesigns bei der Varianzschätzung zu berücksichtigen. Daher wird
im Rahmen dieser Arbeit auf Varianzschätzer abgestellt, welche alle Stufen des Stichpro-
bendesigns berücksichtigen.
Es wird zusätzlich noch in dieser Arbeit eine zweistufige stratifizierte Zufallsstichprobe
verwendet. Die Schichtung liegt hier auf der ersten Stufe vor. Diese stellt lediglich eine
Kombination der zweistufigen Zufallsstichprobe mit der geschichteten Zufallsstichprobe
dar. Die Varianz und ihre Schätzung entsprechen daher denen aus (3.8) bzw. (3.9) unter
Berücksichtigung einer Schichtung auf der ersten Stufe. Auf eine Angabe und Interpreta-
tion wird daher an dieser Stelle verzichtet.
Wie beschrieben gelten diese Varianzen und ihre Schätzer nur im Falle vollständiger Beob-
achtungen. Im Falle fehlender Werte und Imputation werden weitere Varianzkomponenten
auftreten. Die dargestellten Varianzschätzer können nicht mehr angewendet werden. Dies
wird in den Abschnitten 3.4.2 und 3.6 im Detail erläutert. Daher wird in den nächsten
Abschnitten die Annahme vollständiger Beobachtungen aufgelöst.

3.2 Fälle der Entstehung von fehlenden Werten
Bevor es zu einer ausführlichen Erläuterung der einzelnen Komponenten der Varianz bei
fehlenden Werten und Imputation kommen kann, müssen zunächst Faktoren beschrieben
werden, welche den Response-Vektor z bezüglich einer Auskunft zum Untersuchungs-
merkmal y determinieren. Darunter ist ein Vektor zu verstehen, welcher eine Einheit im
Datensatz bezüglich dieses Merkmals als beobachtet (z.B. ausgedrückt durch Eins) oder
fehlend (z.B. gekennzeichnet durch Null) klassifiziert. Dieser bestimmt, ob bestimmte Va-
rianzkomponenten auftreten und wie die Varianz genau zerlegt wird. Weiterhin ist noch
von der gezogenen Stichprobe S auszugehen mit dem Vektor s, welcher eine Einheit als
für die Stichproben gezogen klassifiziert.
In diesem Zusammenhang werden in dieser Arbeit drei Fälle unterschieden. Diese werden
dahingehend abgegrenzt, wo fehlende Werte entstehen und ob der Response-Vektor von
Simulationsdurchlauf zu Simulationsdurchlauf neu erzeugt oder einmalig festgelegt wird.
Wird zunächst der Ort der Entstehung fehlender Werte betrachtet, ergeben sich zwei
Möglichkeiten. Zum einen ist es denkbar, dass die fehlenden Werte schon in der Grund-
gesamtheit existieren, zum anderen können sie sich als Realisationen der Stichprobe er-
geben (für letzteren Fall vgl. Särndal und Lundström, 2005, S. 44 ff.). Fallen fehlende
Werte in der Grundgesamtheit an, kann auch das zweite Abgrenzungskriterium herange-
zogen werden. So ist es möglich, mit einem wechselndem Response-Vektor zu arbeiten.
Hier werden fehlende Werte bezüglich des Untersuchungsmerkmals in jedem Simulations-
durchlauf immer wieder neu in die Grundgesamtheit eingebaut (vgl. z.B. Haziza, 2010,
Fay, 1991 und Shao und Steel, 1999). In dieser Arbeit wird in diesem Fall auch öfters
von Entstehung variabler fehlender Werten oder von einem variablen Response-Vektor
die Rede sein. Die Erzeugung fehlender Werte wird in diesem Fall als stochastisch auf-
gefasst. Zum anderen ist es denkbar, fehlende Werte bzw. den Response-Vektor einmalig
in der Grundgesamtheit zu erzeugen und daraus die Stichprobenziehung wiederholt vor-
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zunehmen. Die Einheiten der Grundgesamtheit besitzen für jeden Simualtionsdurchlauf
den gleichen Antwortstatus hinsichtlich y. Entweder sie sind immer antwortende Einhei-
ten oder für sie liegt grundsätzlich ein fehlender Wert vor. Hier wird in der Arbeit auch
von einem fixen oder festen Response-Vektor oder festen fehlenden Werte gesprochen.
Der Prozess der Erzeugung fehlender Werte ist hier deterministisch. Im Vergleich zu dem
Vorliegen eines konstanten Response-Vektor wird für den Fall der Möglichkeit eines vari-
ierenden Antwortstatus mehr Variation durch die wiederholte Erzeugung fehlender Werte
entstehen. Dies wird im Detail in den folgenden Abschnitten sowie in der Simulationsstu-
die gezeigt werden. Das zweite Abgrenzungskriterium ist nur für den Fall fehlender Werte
in der Grundgesamtheit relevant. Bei Annahme der Entstehung fehlender Werte in der
Stichprobe werden fehlende Werte nur für die Einheiten der Stichprobe generiert. Feh-
lende Werte können in diesem Fall nur variabel sein, da die Stichprobe von Simulations-
zu Simulationsdurchlauf neu gezogen wird und hierauf basierend fehlende Werte erzeugt
werden. Zusammenfassend werden die drei Fälle noch einmal in den Abbildungen 3.1, 3.2
und 3.3 dargestellt. Der Fall 1 beschreibt die Erzeugung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit, der Fall 2 die Erzeugung fehlender Werte in der Stichprobe und der
Fall 3 den eines fixen Response-Vektors.
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Abbildung 3.1: Fall 1: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit (vgl.
hierzu auch Pfad 2 in Shao und Steel, 1999, S. 255)

Bezüglich der Unterscheidung von Fall 1 und Fall 2 sprechen Shao und Steel (1999) von
zwei verschiedenen Antwortpfaden. Im Fall 1 existiert zunächst eine Grundgesamtheit, in
welcher fehlende Werte vorliegen. Aus dieser Menge werden anschließend die Stichproben
gezogen. In der Literatur wird die Annahme dieses Falles auch häufig Reverse-Methode
oder Reverse-Framework genannt. Im Fall 2 ist es umgekehrt. Es erfolgt eine Erhebung
einer Stichprobe aus einer Grundgesamtheit ohne fehlende Werte, aber bestimmte Einhei-
ten antworten nach der Ziehung nicht. Die Annahme diese Pfades wird in der Literatur
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häufig unter den Begriffen Zwei-Phasen-Methode oder Zwei-Phasen-Framework verwen-
det. Fehlende Werte werden als eine Art zweite Phase der Stichprobenziehung aufgefasst
(vgl. Haziza, 2010, S. 2).
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Abbildung 3.2: Fall 2: Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe (vgl. hierzu auch
Pfad 1 in Shao und Steel, 1999, S. 255)

Unterschiede bezüglich der beiden Fällen 1 und 2 können sich insbesondere aus der
Abhängigkeit der Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Werte ergeben. Ein
Beispiel wäre, dass die Antwortwahrscheinlichkeit einer für die Stichprobe gezogenen Ein-
heit davon abhängig ist, welche anderen Einheiten sich in der Stichprobe befinden (vgl.
Berger et al., 2004, S. 6 f.). Solche Abhängigkeiten werden im Rahmen dieser Arbeit nicht
betrachtet. Wie in Berger et al. (2004) wird von einer Unabhängigkeit der Stichproben-
ziehung und der Erzeugung fehlender Werte ausgegangen. Abhängigkeiten von fehlenden
Werten beziehen sich in dieser Arbeit häufig auf bestimmte Hilfsvariablen. Die Konse-
quenz aus der Unabhängigkeit der Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Wer-
te ist, dass die erhaltenen Stichproben- und Response-Vektoren zwischen beiden Fällen
sehr ähnlich sind.
Obwohl diese Unabhängigkeit der Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Werte
vorausgesetzt wird, sind beide Fälle innerhalb dieser Arbeit bedeutsam. Der Grund liegt
darin, dass viele Autoren zur Herleitung von Varianzen bzw. ihrer Schätzer im Falle feh-
lender Werte und Imputation insgesamt aber auch von einzelnen Komponenten auf den
Satz der totalen Varianz zurückgreifen. Nach diesem gilt für die Varianz eines Schätzers
θ̂:

V (θ̂) = E(V (θ̂|Φ)) + V (E(θ̂|Φ)). (3.11)
Φ ist in diesem Fall ein Platzhalter für die bedingte Größe. Diese ergibt sich aus den bei-
den Fällen. Beim ersten Fall stellt der äußere Vorgang die Erzeugung fehlender Werte dar.
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Der Response-Vektor wird vor der Stichprobenziehung erzeugt. Diese beschreibt den in-
neren Vorgang, d.h. die Stichprobenziehung erfolgt bedingt dem Response-Vektor z. Φ ist
damit im ersten Fall z. Beim zweiten Fall ist es umgekehrt. Es erfolgt zunächst die Stich-
probenziehung und für die gegebene Stichprobenrealisation s wird der Response-Vektor
z generiert. Hier bezieht sich der innere Vorgang auf die fehlenden Werte konditioniert
auf die gezogene Stichprobe. Damit wird s im zweiten Fall für Φ verwendet (vgl. hierzu
auch Shao und Steel, 1999, S. 255). Welche Komponenten der Varianz sich für die drei
Fälle genau ergeben und welche Konsequenzen für Schätzer daraus resultieren, wird in
den folgenden Abschnitten und der Simulationsstudie detailliert erörtert werden.
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Abbildung 3.3: Fall 3: Einmalig generierter (fixer) Response-Vektor in der
Grundgesamtheit

Welcher Fall in der Forschung modelliert wird, hängt meist von Faktoren wie der Präferenz
des untersuchenden Wissenschaftlers und seinem Modellbildungsprozess, von der Art
des herzuleitenden Varianzschätzers oder des zu analysierenden Sachverhalts, inklusive
der Imputationsmethode, ab. So lassen sich z.B. bestimmte Varianzschätzer nur ablei-
ten, wenn für die Entstehung fehlender Werte bestimmte Annahmen getroffen werden.
Dies ist zum Beispiel bei den direkten Varianzschätzer in Abschnitt 3.6 öfters der Fall.
Zum anderen lassen sich einige bestehende Verfahren nur analysieren, wenn hinsichtlich
der Entstehung der fehlenden Werte bestimmte Annahmen getroffen werden können. So
wird zum Beispiel zur Untersuchung der Erfassung bestimmter Komponenten der Varianz
durch Resampling-Verfahren die Annahme der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit getroffen (vgl. Haziza, 2010 oder Mashreghi et al., 2014). Im
Rahmen dieser Arbeit sind, wie noch zu sehen sein wird, alle Fälle von Bedeutung und
müssen jeweils in Abhängigkeit des zu analysierenden Sachverhalts herangezogen werden.
Gerade der Fall eines fixen Response-Vektors ist von besonderem Interesse. So kann es
in manchen Untersuchungen notwendig sein, den Prozess der Erzeugung fehlender Werte
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deterministisch zu modellieren. Zudem kann dieser Fall als eine Art Vorstufe zum Fall der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit betrachtet werden. Durch
die Berücksichtigung des Falles eines fixen Response-Vektors und damit einer determi-
nistischen Betrachtungsweise können die Auswirkungen der Behandlung fehlender Werte
als stochastischer Prozess auf die Varianz und ihre Schätzung detailliert analysiert wer-
den. In der Simulationsstudie werden aus den genannten Gründen daher alle drei Fälle
berücksichtigt.
Welcher Fall in der Praxis am realistischsten ist, kann an dieser Stelle nicht geklärt wer-
den. Alle Fälle sind denkbar. Eine Person kann z.B. grundsätzlich immer die Auskunft
verweigern, ihr Antwortverhalten kann aber auch variieren oder von der konkreten Erhe-
bung abhängen.3

3.3 Varianz bei fehlenden Werten
Ziel des folgenden Abschnittes ist die allgemeinen Auswirkungen fehlender Werte auf die
Varianz des Schätzers θ̂NR zu untersuchen. Dabei wird auf die Ausführungen von Särndal
und Lundström (2005, S. 44 ff.) zurückgegriffen. Diese gehen von der Entstehung feh-
lender Werte in der Stichprobe aus, wie in Abbildung 3.2 dargestellt.
In diesem Abschnitt wird noch nicht auf die Imputation und deren Auswirkungen auf
die Varianz eingegangen. Daher wird der Schätzer in diesem Abschnitt statt θ̂I mit θ̂NR
bezeichnet, um den Fokus der Auswirkungen fehlender Werte (Nonresponse: NR) hervor-
zuheben.
Um die Auswirkungen von fehlenden Werten auf die Varianz eines Schätzers zu verste-
hen, gilt es zunächst, die Auswirkungen auf den entsprechenden Punktschätzer θ̂NR zu
betrachten. Durch das Auftreten von fehlenden Werten wird die gesamte Verzerrung, wel-
che durch die Schätzung θ̂NR− θ entsteht, bei Ausblendung der Imputation, aufgesplittet
in:

θ̂NR − θ = (θ̂ − θ) + (θ̂NR − θ̂). (3.12)

θ̂ − θ beschreibt den Stichprobenfehler, also den Fehler, der aus der Betrachtung der
Stichprobe an der Stelle der gesamten Bevölkerung entsteht. Der zweite Term θ̂NR − θ̂
beschreibt den Nonresponse-Fehler, also jenen Fehler, der aufgrund fehlender Werte in
der Stichprobe auftritt (vgl. Särndal und Lundström, 2005, S. 44 ff.).
Wie beschrieben, gehen Särndal und Lundström (2005) von einer Generierung feh-
lender Werte in der Stichprobe aus, wie in Abbildung 3.2 dargestellt. Es werden zunächst
alle möglichen Stichproben S gebildet, welche bezüglich eines bestimmten Stichprobende-
signs gezogen werden können, beschrieben durch p(S). Auf der zweiten Stufe werden alle
möglichen Response-Vektoren z berechnet, welche für einen gegebenen Stichprobenvektor
s für eine unbekannte Response-Verteilung realisiert werden können, beschrieben durch
q(z|s). Die entsprechenden Erwartungswerte und Varianzen bezüglich beider Verteilungen
werden mit Ep bzw. Vp und Eq bzw. Vq bezeichnet. Operationen, welche sich auf beide
Verteilungen gemeinsam beziehen, werden mit Index pq gekennzeichnet.

3 Vgl. zu den Ausführungen in diesem Abschnitt auch die Untersuchungen im Dacseis-Projekt
(https://www.uni-trier.de/index.php?id=29730), insbesondere die Berichte von Berger et al. (2004)
und Bihler et al., 2004, sowie die Veröffentlichung von Bjørnstad, 2007 mit dazugehörender Diskus-
sion.
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Während der Stichprobenfehler θ̂ − θ bei geeigneter Designwahl meist Null oder Nahe
an Null ist, wird der Nonresponse-Fehler θ̂NR − θ̂ häufig von Null abweichen. Der Grund
liegt darin, dass fehlende Werte in Abhängigkeit der beschriebenen Ausfallmechanismen
zu einer gewissen Verzerrung führen. Der bedingte erwartete Nonresponse-Fehler, also
die Nonresponse-Verzerrung bei einer gegebenen Stichprobe, geben Särndal und Lund-
ström (2005) an durch:

BNR|s = Eq((θ̂NR − θ̂)|s) = Eq(θ̂NR|s)− θ̂. (3.13)

Die gesamte Nonresponse-Verzerrung wird errechnet durch Bildung des Erwartungswertes
über alle möglichen Stichproben:

BNR = Ep(BNR|s) = Epq(θ̂NR − θ̂) = Epq(θ̂NR)− Ep(θ̂). (3.14)

Der erwartete Stichprobenfehler ist weiterhin gegeben durch:

BSAM = Ep(θ̂ − θ) = Ep(θ̂)− θ. (3.15)

Die gesamte Verzerrung der interessierenden Statistik θ̂NR ist damit beschrieben durch:

Bpq(θ̂NR) = Epq(θ̂NR − θ) = BSAM +BNR. (3.16)

Damit setzt sich die gesamte Verzerrung aus einer Stichproben- und einer Nonresponse-
Komponente zusammen.
Neben der gesamten Verzerrung ist es auch möglich die Varianz des Schätzers θ̂NR zu
zerlegen. Allgemein wird diese angegeben durch:

V (θ̂NR) = Epq(θ̂NR − Epq(θ̂NR))2. (3.17)

Um diese Varianz präziser darzustellen, bedienen sich Särndal und Lundström (2005)
der Varianzzerlegung aus Abschnitt 3.2, gemäß derer die Varianz eines Schätzers die Va-
rianz der konditionierten Erwartung plus die Erwartung der bedingten Varianz ist. Sie
nutzen hierbei aus, dass gemäß des zweiten Pfades auf die Stichprobe konditioniert wird.
Es gilt:

V (θ̂NR) = VpEq(θ̂NR|s) + EpVq(θ̂NR|s). (3.18)

Der erste Term bezieht sich auch hier auf die Stichprobenziehung, insbesondere die da-
durch entstehende Variabilität und der zweite Term auf die Variabilität durch fehlende
Werte. Eine genauere Interpretation der einzelnen Komponenten wird in Zusammenhang
mit der Imputation in Abschnitt 3.4.2 gegebenen. An dieser Stelle wird eher eine formale
Auseinandersetzung stattfinden mit dem Ziel der Darstellung der Auswirkung fehlender
Werte auf die Varianz. Nach (3.13) ist Eq(θ̂NR|s) = θ̂ +BNR|s und damit:

V (θ̂NR) = Vp(θ̂ +BNR|s) + EpVq(θ̂NR|s). (3.19)

Kann aufgrund einer bestimmten Verteilung q(z|s) die Annahme getroffen werden, dass
die bedingte Verzerrung durch fehlende Werte BNR|s = 0 ist, vereinfacht sich die Varianz
(3.19) zu
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V (θ̂NR) = Vp(θ̂) + EpVq(θ̂NR|s). (3.20)

Der erste Term Vp(θ̂) beschreibt in diesem Fall die Stichprobenvarianz, wie sie im Falle
vollständiger Beobachtungen vorliegt (vgl. Abschnitt 3.1). Sie hängt nicht von fehlenden
Werten oder der Verteilung q(z|s) ab. EpVq(θ̂NR|s) beschreibt weiterhin die Varianz, welche
durch die fehlenden Werte entsteht.
Gleichung 3.20 zeigt damit, dass, selbst wenn keine Verzerrung des Punktschätzers auf-
grund der fehlenden Werte vorliegt, diese dennoch zu einer Steigerung der Varianz führen
kann. Dies ergibt sich im Vergleich zur Varianz des Punktschätzers im Falle einer vollständ-
igen Beobachtung wie in Abschnitt 3.1 definiert. Diese beträgt lediglich Vp(θ̂), wird also
nur durch die Stichprobenvarianz determiniert. Liegt jedoch eine bedingte Verzerrung
durch fehlende Werte vor, damit BNR|s 6= 0, gilt (3.19). Gemäß der Varianz zweier Zu-
fallsvariablen kann Vp(θ̂ +BNR|s) beschrieben werden durch:

Vp(θ̂ +BNR|s) = Vp(θ̂) + Vp(BNR|s) + 2 · Covp(θ̂, BNR|s).

Für die Varianz des Punktschätzers V (θ̂NR) aus (3.18) resultiert:

V (θ̂NR) = Vp(θ̂) + EpVq(θ̂NR|s)
+ Vp(BNR|s) + 2 · Covp(θ̂, BNR|s). (3.21)

Gegenüber (3.20) ergibt sich damit noch eine zusätzliche Varianzerhöhung um den Sum-
manden Vp(BNR|s)+2·Covp(θ̂, BNR|s) wenn zusätzlich eine Verzerrung BNR|s 6= 0 aufgrund
von fehlenden Werten und einer bestimmten Verteilung q(z|s) vorliegt (vgl. Särndal
und Lundström, 2005, S. 47). Es kann also festgehalten werden, dass fehlende Werte
zu einer Erhöhung der Varianz eines Punktschätzers führen. Es müssen Varianzschätzer
gefunden werden, welche die verschiedenen Komponenten abdecken. Jedoch sind die in
diesem Abschnitt beschriebenen Komponenten noch nicht ausreichend. Maßnahmen zur
Kompensation fehlender Werte besitzen ebenfalls Einfluss auf die Varianz eines Schätzers.

3.4 Varianz bei Imputation
Bisher wurde nur allgemein auf die Auswirkungen fehlender Werte auf die Varianz ei-
nes Schätzers eingegangen. Die Auswirkungen der Anwendung bestimmter Maßnahmen
zur Kompensation fehlender Werte auf die Varianz eines Schätzers wurde bis jetzt un-
terschlagen. In diesem Abschnitt wird insbesondere untersucht, wie die Anwendung der
in Abschnitt 2.2 beschriebenen Imputationsverfahren die Varianz eines Schätzers beein-
flusst. In diesem Zusammenhang ist die Zerlegung der Gesamtvarianz in ihre einzelnen
Komponenten von Bedeutung und hier spielen u.a. die drei Fälle der Entstehung fehlender
Werte eine Rolle.

3.4.1 Quellen der Unsicherheit und die dazugehörenden
Varianzkomponenten bei Imputation hinsichtlich der
Entstehung fehlender Werte

Diese drei Fälle der Entstehung fehlender Werte wurden in Abschnitt 3.2 ausführlich
erläutert (vgl. zu den Ausführungen dieses Abschnittes auch Shao und Steel, 1999,
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Fay, 1991, Mashreghi et al., 2014, Haziza, 2010, Chauvet et al., 2011, Särndal und
Lundström, 2005, Berger et al., 2004, Bjørnstad, 2007 mit dazugehörender Diskus-
sion sowie Bihler et al., 2004). Im Rahmen der drei Fälle entstehen verschiedene Quellen
der Unsicherheit, welche sich insbesondere aus dem Zusammenspiel von Stichprobenzie-
hung, dem Auftreten fehlender Werte und der Imputation ergeben. Aus diesen Quellen
der Unsicherheit resultieren die einzelnen Varianzkomponenten der Gesamtvarianz. Die
drei beschriebenen Fälle der Entstehung fehlender Werte bestimmen daher sowohl das
Auftreten wie auch die Reihenfolgen des Auftretens der einzelnen Komponenten.

Grundgesamtheit (GG)Fall 1:

GG mit NR

NR Ṽ 1
NRStochastischer Prozess

Stichprobe mit NR

Stichprobenziehung Ṽ 1
Sdurch das Design

Imputierte Stichprobe

Imputation Ṽ 1
ImpZuf. Imp. Verf.

Abbildung 3.4: Quellen der Unsicherheit mit dazugehörenden Varianzkomponenten in Fall
1 und der Verwendung eines zufälligen Imputationsverfahrens (vgl. hierzu
auch Pfad 2 in Shao und Steel, 1999, S. 255)

Der erste Fall wurde in Abschnitt 3.2 mit der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit bezeichnet. Der dazugehörende Prozess wird in Abbildung 3.4 dar-
gestellt. Wie in Abschnitt 3.2 erläutert, wird hier zunächst von einer Grundgesamtheit
ausgegangen, in welcher fehlende Werte entstehen. In diesem Fall wird dieser Vorgang
als stochastischer Prozess aufgefasst. Es wird damit unterstellt, dass das Antwortverhal-
ten nicht grundsätzlich festgelegt ist und sich von Fall zu Fall ändern kann. Im Rahmen
der Simulationsstudie wird in jedem Simulationsdurchlauf die Generierung des Response-
Vektors neu durchgeführt. Durch diesen Vorgang entsteht die erste Quelle der Unsicherheit
bzw. Variabilität, welche in Zusammenhang mit der Entstehung fehlender Werte steht.
Die entsprechende Varianzkomponente wird als Varianzkomponente bezüglich fehlender
Werte bezeichnet und durch Ṽ 1

NR gekennzeichnet. Die Angabe im Exponent bezieht sich
auf den Fall der Entstehung von fehlenden Werten und damit hier auf den ersten Fall. Die
Tilde über den einzelnen Varianztermen soll zum Ausdruck bringen, dass die einzelnen
Komponenten bezüglich eines zufälligen Imputationsverfahrens zu betrachten sind.4
Aufgrund des Auftretens fehlender Werte liegt nun eine Grundgesamtheit mit fehlenden
Werten vor. Aus dieser wird anschließend eine Stichprobe nach einem bestimmten Design
gezogen. Dadurch ergibt sich die nächste Quelle der Unsicherheit und zwar diejenige die
mit der Stichprobenziehung zusammenhängt. Diese wird als Stichprobenkomponente (der
gesamten Varianz des imputierten Schätzers) bezeichnet, angegeben durch den Term Ṽ 1

S .

4 Im Falle eines deterministischen Imputationsverfahrens werden die Varianzterme ohne Tilde angegeben.



Kapitel 3. Varianzschätzung unter fehlenden Werten und Imputation 37

Die Variabilität wird naturgemäß insbesondere vom zugrunde liegenden Stichprobende-
sign determiniert.
Aufgrund der Stichprobenziehung resultiert eine Stichprobe mit fehlenden Werten. Wird
zur Kompensation der fehlenden Werte die Imputation gewählt und dabei auf ein zufälliges
Imputationsverfahren zurückgegriffen, entsteht die letzte Quelle der Unsicherheit. Wie
in Abschnitt 2.2.1 beschrieben, führen zufällige Imputationsverfahren zu größeren Vari-
anzen eines bestimmten Punktschätzers als deterministische Imputationsverfahren. Bei
zufälligen Methoden entsteht zusätzliche Variabilität durch die randomisierte Auswahl
von Imputationswerten bzw. deren Komponenten, wie z.B. zufälliger Störgrößen. Die da-
durch auftretende Varianz wird als Imputationsvarianz bezeichnet. Die entsprechende
Varianzkomponente wird als Imputationskomponente der Varianz definiert und durch das
Symbol Ṽ 1

Imp ausgedrückt.
Grundgesamtheit (GG)Fall 1:

GG mit NR

NR V 1
NRStochastischer Prozess

Stichprobe mit NR

Stichprobenziehung V 1
Sdurch das Design

Imputierte Stichprobe

Imputation Ṽ 1
ImpDet. Imp. Verf.

Abbildung 3.5: Quellen der Unsicherheit mit dazugehörenden Varianzkomponenten in
Fall 1 und der Verwendung eines deterministischen Imputationsverfahrens
(vgl. hierzu auch Pfad 2 in Shao und Steel, 1999, S. 255)

Die Imputationskomponente fällt nicht an, wenn ein deterministisches Imputationsverfah-
ren verwendet wird, wie in Abbildung 3.5 zu sehen ist.5
Wie in Abschnitt 3.2 beschrieben, ändert sich in Fall 2 der Entstehungsort fehlender Wer-
te. Diese entstehen zu einem späteren Zeitpunkt in der Stichprobe, wie in Abbildung 3.6
dargestellt. Hierdurch ändert sich die Reihenfolge, des Auftretens der Quellen der Un-
sicherheit. Aus der Grundgesamtheit erfolgt zunächst die Stichprobenziehung, wodurch
zunächst die Stichprobenkomponente der Varianz Ṽ 2

S betroffen ist. Fehlende Werte ent-
stehen anschließend in der Stichprobe, wobei erst an dieser Stelle die Varianzkomponente
bezüglich fehlender Werte tangiert wird.
In Abschnitt 3.2 wurde bereits erläutert, dass der äußere Vorgang hier die Erzeugung
fehlender Werte darstellt und sich der innere Vorgang auf die Stichprobenziehung bezieht.
Bei Fall 1 ist es genau umgekehrt. Der Imputationsvorgang ist in beiden Fällen immer
der innerste Vorgang, da die Imputationen auf die fehlenden Werte in einer Stichprobe
vorgenommen werden.
5 Die Symbole der Stichprobenkomponente und der Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte be-

sitzen hier keine Tilde, da sich die beiden Varianzkomponenten, wie zuvor beschrieben, im Vergleich
zum Fall eines zufälligen Imputationsverfahren unterscheiden.
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Wie im weiteren Verlauf der Arbeit noch zu sehen sein wird, führt diese unterschiedliche
Reihenfolge zu einer veränderten Zusammensetzung der Gesamtvarianz des imputierten
Schätzers. Aufgrund der in Abschnitt 3.2 getroffenen Annahme der Unabhängigkeit der
Stichprobenziehung und der Erzeugung fehlender Werte resultiert jedoch eine gleiche Ge-
samtvarianz. Auch dieser Sachverhalt wird im weiteren Verlauf der Arbeit zu sehen sein.

Grundgesamtheit (GG)Fall 2:

Stichprobe

Stichprobenziehung Ṽ 2
Sdurch das Design

Stichprobe mit NR

NR Ṽ 2
NRStochastischer Prozess

Imputierte Stichprobe

Imputation Ṽ 2
ImpZuf. Imp. Verf.

Abbildung 3.6: Quellen der Unsicherheit mit dazugehörenden Varianzkomponenten in Fall
2 und der Verwendung eines zufälligen Imputationsverfahrens (vgl. hierzu
auch Pfad 1 in Shao und Steel, 1999, S. 255)

Der dritte und damit letzte Fall der Entstehung fehlender Werte ist in Abbildung 3.7
angegeben. Dieser Fall wurde in Abschnitt 3.2 als Fall eines fixen Response-Vektors
bezeichnet. Wie im ersten Fall wird auch hier von der Entstehung fehlender Werte in
der Grundgesamtheit ausgegangen. Jedoch wird dieser Prozess der Generierung fehlender
Werte als deterministisch aufgefasst. Damit wird den Befragten unterstellt, dass sie ein
unveränderliches Antwortverhalten besitzen. In der Simulation wird dadurch in jedem Si-
mulationsdurchlauf mit dem gleichen Response-Vektor gearbeitet. Aus diesem Grund kann
die Variation, welche mit einem in jedem Simulationsdurchlauf neu generierten Response-
Vektor einhergeht, nicht entstehen. Die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte
Ṽ 1

NR tritt im Vergleich zu Fall 1 hier nicht auf. Für die beiden anderen Komponenten
gelten jedoch die in diesem Fall getätigten Erläuterungen.
Hierdurch stellt sich die Frage, inwieweit die drei beschriebenen Quellen der Unsicherheit
in der Praxis beobachtbar sind. Das Ziel besteht darin, die dazugehörenden Varianzkom-
ponenten über die Varianzschätzung zu messen. Als problematisch erweist sich hierbei
die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte dar. Wie in den Abschnitten 2.1 be-
schrieben, ist die Response-Verteilung bzw. der Ausfallmechanismus in den meisten Fällen
unbekannt (vgl. hierzu auch Särndal, 1992, S. 245). Informationen über das Antwortver-
halten sind häufig sehr begrenzt. Damit wird die Varianzkomponente bezüglich fehlender
Werte in der Praxis kaum beobachtbar sein. Eine Möglichkeit, diese Komponente mess-
bar zu machen, ist die Verwendung von Simulationen. Hier können Annahmen über den
Ausfallmechanismus bzw. das Antwortverhalten getroffen und die Auswirkungen auf die
Schätzer untersucht werden. Es können auch die Auswirkungen verschiedener Annahmen
verglichen werden. Auch im Rahmen dieser Arbeit ist es das Ziel die Varianzkomponente
bezüglich fehlender Werte über eine Simulationsstudie messbar zu machen (vgl. Kapitel
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5).

Grundgesamtheit (GG)Fall 3:

GG mit NR

NR Ṽ 1
NRDet. Prozess

Stichprobe mit NR

Stichprobenziehung Ṽ 3
Sdurch das Design

Imputierte Stichprobe

Imputation Ṽ 3
ImpZuf. Imp. Verf.

Abbildung 3.7: Quellen der Unsicherheit mit dazugehörenden Varianzkomponenten in Fall
3 und der Verwendung eines zufälligen Imputationsverfahrens

Die beiden anderen Komponenten sind hingegen unkritischer. Zumindest für den Daten-
bereitsteller sollte klar sein, nach welchem Stichprobendesign die Ziehung vorgenommen
und nach welcher Methode die Imputation durchgeführt worden ist (vgl. hierzu auch
Särndal, 1992, S. 245). Daher werden diese beiden Komponenten in der Praxis einfacher
zu beobachten sein.

3.4.2 Formale Zerlegung der Gesamtvarianz in einzelne
Varianzkomponenten

Zur Ableitung geeigneter Varianzschätzer ist eine formale Zerlegung der Varianz notwen-
dig, d.h. die Gesamtvarianz eines Schätzers wird in die zuvor beschriebenen Varianzkom-
ponenten zerlegt.
Die formale Betrachtungsweise erfordert zunächst eine Untersuchung des Gesamtfehlers
θ̂I − θ, welcher gemäß Chauvet et al. (2011) bei zufälligen Imputationsverfahren ausge-
drückt werden kann durch:

θ̂I − θ = (θ̂ − θ) + (EI(θ̂I)− θ̂) + (θ̂I − EI(θ̂I)). (3.22)

EI bezeichnet den Erwartungswert mit Bezug auf den Imputationsmechanismus, welcher
verwendet wird um den zufälligen Term zu ziehen. Der zweite Term aus (3.22) beschreibt
den Nonresponse-Fehler und der dritte Term den Imputationsfehler. Der erste Term ist
wie zuvor der Stichprobenfehler. Im Falle deterministischer Imputationsverfahren wäre
der Imputationsfehler Null (vgl. Chauvet et al., 2011, S. 462).
Zur Zerlegung der Gesamtvarianz des Schätzers θ̂I sind auch bei der formalen Betrach-
tung die drei Fälle von fehlenden Werte interessant. Je nachdem ob hier ein determinis-
tisches oder zufälliges Imputationsverfahren vorliegt, ob von einem festen oder variablen
Response-Vektor ausgegangen wird und nach welchen Größen die inneren Vorgänge im
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Sinne von Shao und Steel (1999) konditioniert werden, ergeben sich verschiedene Vari-
anzzerlegungen.
Zunächst wird der Fall deterministischer Imputationsverfahren betrachtet. Mashreghi
et al. (2014, S. 145) geben hier die Varianz des imputierten Schätzers θ̂I im Falle der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit an, wobei sich die Indizes
p und q wieder auf das Stichprobendesign bzw. den Antwortmechanismus beziehen:

V (θ̂I) = EqVp(θ̂I |z)︸ ︷︷ ︸
V 1
S

+VqEp(θ̂I |z)︸ ︷︷ ︸
V 1

NR

. (3.23)

Die Gesamtvarianz besteht hier aus zwei Komponenten, welche wiederum bedingte Er-
wartungswerte und Varianzen beinhalten. Da hier von variablen fehlenden Werten in
der Grundgesamtheit ausgegangen wird, erfolgt eine Konditionierung auf den Response-
Vektor z. Die erste Komponente ist wie folgt zu deuten. Der innere Vorgang bezieht sich
auf das Stichprobendesign. Er beschreibt die Varianz des Schätzers θ̂I über alle möglichen
Stichproben, welche für einen gegebenen Response-Vektor z gebildet werden können. An-
schließend erfolgt die Erwartungswertbildung über alle möglichen Response-Vektoren z.
Entscheidend ist jedoch, dass die Varianz dieser Komponente über die Stichprobenzie-
hung entsteht. Daher wird diese erste Komponente im Rahmen der Arbeit, wie in Ab-
schnitt 3.4.1 erläutert, als Stichprobenkomponente (der gesamten Varianz des imputierten
Schätzers) V 1

S bezeichnet. Im Gegensatz hierzu wird innerhalb der zweiten Komponente
aus (3.23) die Variabilität über die fehlenden Werte generiert. Hier wird zunächst der
Erwartungswert des Schätzers θ̂I über die möglichen Stichproben für einen gegebenen
Response-Vektor z berechnet. Die Varianz Vq bezieht sich auf alle möglichen Response-
Vektoren. Daher wird dieser Term, wie in Abschnitt 3.4.1 beschrieben, im Rahmen der
Arbeit auch als Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR bezeichnet.
Aber auch für die beiden anderen Fälle der Entstehung fehlender Werte können die Vari-
anzen formal definiert werden. Entstehen die fehlenden Werte in der Stichprobe, gilt für
die Varianz eines Schätzers bei deterministischen Imputationsverfahren:

V (θ̂I) = VpEq(θ̂I |s)︸ ︷︷ ︸
V 2
S

+EpVq(θ̂I |s)︸ ︷︷ ︸
V 2

NR

. (3.24)

Dies ist der Formel (3.18) sehr ähnlich, wobei hier vom konkreten Fall der Imputation
ausgegangen wird.
Der innere und äußere Vorgang sind im Vergleich zum Fall variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit gegenteilig zu betrachten. Dieser Sachverhalt wurde schon in den
Abschnitten 3.2 und 3.4.1 ausführlich diskutiert. Damit wird für die Stichprobenkompo-
nente V 2

S zunächst der Erwartungswert des Schätzers θ̂I über alle möglichen Response-
Vektoren gegeben einer konkreten Stichprobenrealisation berechnet. Anschließend erfolgt
die Varianzbildung über alle möglichen Stichproben. Im Rahmen der Komponente V 2

NR
wird zunächst die Varianz des Schätzers θ̂I über alle möglichen Response-Vektoren für die
Stichprobenrealisation s kalkuliert. Anschließend erfolgt die Erwartungswertbildung über
alle möglichen Stichproben.
Bei fixierten fehlenden Werten in der Grundgesamtheit tritt die Varianzkomponente bezüg-
lich fehlender Werte nicht auf, da die Erzeugung des Response-Vektors z einmalig erfolgt.
Dieser Prozess ist deterministisch. Der Vektor z stellt in diesem Fall keine Zufallsvariable,
sondern eine Konstante dar. Der äußere Vorgang der Erwartungswertbildung bezüglich
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des Antwortmechanismus Eq muss damit nicht betrachtet werden. Nur die Variabilität
des Schätzers θ̂I bezüglich der Stichprobenziehung für den gegebenen Response-Vektor z
tritt damit in Erscheinung. Daher wird (3.23) modifiziert zu:

V (θ̂I) = Vp(θ̂I |z)︸ ︷︷ ︸
V 3
S

. (3.25)

Für zufällige Imputationsverfahren geben Mashreghi et al. (2014, S. 145) die Varianz
eines Schätzers bei variablen fehlenden Werten in der Grundgesamtheit an durch:

V (θ̂I) = EqVpEI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 1
S

+VqEpEI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 1

NR

+EqEpVI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 1
Imp

. (3.26)

Entstehen fehlende Werte hingegen in der Stichprobe kann (3.26) umgeformt werden zu:

V (θ̂I) = VpEqEI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 2
S

+EpVqEI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 2

NR

+EpEqVI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 2
Imp

, (3.27)

(vgl. Chauvet et al., 2011).
Sind die fehlenden Werte in der Grundgesamtheit fixiert, ist die Varianz über die ver-
schiedenen Response-Vektoren Vq null und der mittlere Term aus (3.26) entfällt. Da z
in diesem Fall eine Konstante darstellt, braucht auch hier der Erwartungswert Eq nicht
betrachtet zu werden. Es resultiert:

V (θ̂I) = VpEI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 3
S

+EpVI(θ̂I |s, z)︸ ︷︷ ︸
Ṽ 3
Imp

. (3.28)

Bei zufälligen Imputationsverfahren kommt eine dritte Varianzkomponente hinzu, welche
aus der Zufälligkeit der Auswahl von Imputationswerten resultiert. Der letzte Term in
allen drei Gleichungen stellt diese Varianzkomponente dar.6 Sie wird, wie in Abschnitt
3.4.1 dargelegt, als Imputationskomponente bezeichnet, abgekürzt durch Ṽ ∗Imp, wobei ∗
den jeweiligen Fall fehlender Werte bezeichnet. VI beschreibt die Varianz, welche in Zu-
sammenhang mit der Imputation steht. Diese Erwartunswert- bzw. Varianzberechnung
bezüglich der Imputation bildet in allen Komponenten der Varianz den innersten Vor-
gang, unabhängig, welcher der Fälle (3.26),(3.27) oder (3.28) vorliegt. Wie in Abschnitt
3.4.1 erläutert, liegt der Grund darin, dass die Berechnung der Imputationswerte auf Basis
der Stichprobenziehung und des Response-Vektors erfolgt. Imputationswerte können na-
turgemäß erst dann berechnet werden, wenn klar ist, für welche Einheiten fehlende Werte
vorliegen bzw. welche Einheiten überhaupt in die Stichprobe gelangen. EI(θ̂I |s, z) und
VI(θ̂I |s, z) sind dahingehend so zu interpretieren, dass für eine gegebene Stichprobenreali-
sation s und einen Response-Vektor z die Erwartungswert- und Varianzbildung bezüglich
des Schätzers θ̂I über alle möglichen Imputationswerte erfolgt. Die Erwartungswerte und
6 Es wird hier grundsätzlich von der dritten Komponente gesprochen, auch wenn im Fall eines fixen

Response-Vektors nur zwei Komponenten vorhanden sind. Dies geschieht aus Gründen der Einheitlich-
keit. Die Komponente bezüglich fehlender Werte stellt die zweite Komponente dar und wird in diesem
Fall als nicht auftretend und damit null interpretiert.
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Varianzen Ep, Vp, Eq und Vq sind anschließend in Abhängigkeit des Falls an fehlenden
Werten und der zu berechneten Komponente über diesen innersten Vorgang zu bilden.
Die Gleichung (3.26) lässt sich einfach zur Gleichung (3.23) überführen. Im determinis-
tischen Fall ist VI(θ̂I |s, z) gleich Null und damit der gesamte dritte Term, die Imputa-
tionskomponente. Gegeben s und z ergibt sich bei deterministischen Imputationsverfahren
eine einzig mögliche Realisation an Imputationswerten. Daher braucht hier die Erwar-
tungswertbildung EI nicht betrachtet zu werden. Gleiche Erläuterungen können für die
beiden anderen Fälle von fehlenden Werten vollzogen werden.

3.4.3 Beitrag der einzelnen Komponenten zur Gesamtvarianz
Nach Haziza (2010) und Mashreghi et al. (2014) tragen die einzelnen Varianzkompo-
nenten in Abhängigkeit bestimmter Parameter in einem unterschiedlichen Ausmaß zur
Gesamtvarianz eines Schätzers bei. Dies wird erörtert unter der Annahme der Entstehung
fehlender Werte in der Grundgesamheit. Haziza (2010) und Mashreghi et al. (2014) ge-
ben die Ordnung des ersten Terms aus (3.23), die Stichprobenkomponente V 1

S , mit O(1/n)
an. Die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR ist jedoch nur von Ordnung
O(1/N). Der Beitrag zur gesamten Varianz des zweiten Terms beziffern sie mit O(n/N)
und ist nur signifikant bei einem großen Gesamtauswahlsatz f = n

N
. Intuitiv kann dies

damit erklärt werden, dass bei größer werdendem Stichprobenumfang n die Variabilität
durch die Stichprobenziehung geringer wird. Die Vernachlässigbarkeit von V 1

NR steht nach
Mashreghi et al. (2014, S. 145) z.B. auch bei der geschichteten Zufallsstichprobe im Zu-
sammenhang mit dem Gesamtauswahlsatz f . Die Auswahlsätze in den einzelnen Schichten
fh müssen hier nicht geringfügig sein.
Die beschriebene Abhängigkeit der Varianzkomponenten in ihrer absoluten Höhe wie auch
ihres relativen Beitrags zur Gesamtvarianz von bestimmten Parametern wird im Folgenden
an zwei konkreten Imputationsmethoden demonstriert. Zunächst erfolgt die Betrachtung
der Mittelwertimputation bei Verwendung der einfachen Zufallsstichprobe und des Mittel-
wertschätzers. Nach Mashreghi et al. (2014, S. 150) kann unter bestimmten Annahmen,
wie dem uniformen Antwortmechanismus und wie erörtert für den Fall der Entstehung
fehlender Werte in der Grundgesamtheit, die Varianz unter Aufsplittung der beiden Kom-
ponenten, approximiert werden durch:

V 1
S + V 1

NR ≈
1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2 + 1− pR
pR

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2, (3.29)

wobei pR die Antwortwahrscheinlichkeiten darstellen.
Die beiden Komponenten lassen sich auch beschreiben durch:

V 1
S = 1− f

pR · f
· ε (3.30)

bzw.

V 1
NR = 1− pR

pR
· ε (3.31)
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mit ε = 1
N2 ·

∑N
i=1(yi − yU)2. Die Beiträge der einzelnen Varianzkomponenten sind da-

her abhängig von den beiden Größen ηS = 1− f
pR · f

und ηNR = 1− pR
pR

. Bei Annahme der
Unverzerrtheit der Schätzung von p̂R = r/n für pR und damit unter uniformem Antwort-
mechanismus und f = n/N können diese Terme umgeformt werden zu:

η̂S = (N − n)
r

(3.32)

bzw.

η̂NR = (n− r)
r

= m

r
. (3.33)

Es ist zu sehen, dass (3.32) bei kleinem Stichprobenumfang n bzw. großer Grundgesamt-
heit N groß wird und folglich auch der Term V 1

S . In diesen Fällen liegt ein kleiner Ge-
samtauswahlsatz f vor. Die Komponente V 1

NR ist insbesondere abhängig vom Verhältnis
fehlender Werte zu den beobachten Einheiten. Bleibt dieses Verhältnis bei steigendem f
(entweder durch Sinken von N oder größer werdendem n) konstant, gewinnt die Kom-
ponente V 1

NR einen größeren Anteil, da sie unveränderlich bleibt, die Stichprobenkom-
ponente aber abnimmt. Bei kleinem n jedoch wird die gesamte Varianz hauptsächlich
von der Stichprobenkomponente V 1

S bestimmt. Die Komponente V 1
NR spielt damit nur bei

großen Stichprobenumfängen eine Rolle. Außerdem gewinnt sie an Bedeutung bei größer
werdendem Verhältnis fehlender Werte zu beobachteter Werte, wobei eine Schätzung ge-
rade dieser Varianzkomponente sehr schwierig wird, wenn das Verhältnis zu Gunsten der
fehlenden Werten sehr stark zunimmt. Weiterhin ist zu sehen, dass auch die Stichproben-
komponente V 1

S von der Anzahl der beobachteten Werte abhängig ist. Dies liegt daran,
dass diese Komponente die Variabilität bezüglich der Stichprobenziehung konditioniert
auf den Response-Vektor enthält. Nimmt r ab, so unterliegt auch die Berechnung der
Komponente V 1

S einer größeren Anzahl an fehlenden Werten und einer höheren Anzahl
an notwendigen Imputationen. Sie nimmt dadurch zu.
Im Falle zufälliger Imputationsverfahren kommt zu den beiden beschriebenen Kompo-
nenten noch die Imputationskomponente hinzu. In (3.26) ist dies die dritte Komponente,
bezeichnet als Ṽ 1

Imp. Nach Mashreghi et al. (2014, S. 145) entspricht die Ordnung die-
ser Komponenten die der ersten Komponenten Ṽ 1

S mit O(1/n). Die Ordnung der zweiten
Komponenten Ṽ 2

NR bleibt bei O(1/N). Damit spielen bei einem kleinen Auswahlsatz nur
die Komponente Ṽ 1

S und Ṽ 1
Imp eine Rolle. Der Term Ṽ 1

NR gewinnt weiterhin erst bei ei-
nem großen Auswahlsatz an Bedeutung und ist vorher vernachlässigbar (vgl. Mashreghi
et al., 2014, S. 145).
Auch dieser Sachverhalt lässt sich an einem Beispiel verdeutlichen. Bei der (gewichteten)
Hot-Deck-Random-Imputation7 kommt unter den beschriebenen Annahmen gegenüber
(3.29) der Term Ṽ 1

Imp hinzu, definiert durch:

Ṽ 1
Imp = (1− pR) ·N

n
· ε, (3.34)

(vgl. Mashreghi et al., 2014, S. 151).
7 Mashreghi et al. (2014) gehen von einer gewichteten Hot-Deck-Random-Imputation aus. Zur Berech-

nung der Gewichte vgl. Mashreghi et al., 2014, S. 145.
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Unter den bisher getätigten Annahmen kann der Term ηImp = (1− pR) ·N
n

umgeformt
werden zu:

η̂Imp = m ·N
n2 . (3.35)

Die Imputationskomponente der Varianz Ṽ 1
Imp nimmt absolut gesehen zu bei einem klei-

nem Stichprobenumfang und einer großen Anzahl an fehlenden Werten. Hier fallen mehr
Imputationen an. Bei großem Stichprobenumfang nimmt sie hingegen deutlich ab. Da sich
gegenüber der Mittelwertimputation an den beiden anderen Komponenten nichts geändert
hat, gelten hier die zuvor getätigten Erläuterungen. Gegenüber Komponenten Ṽ 1

NR wird
die Imputationskomponente besonders bei kleinem Auswahlsatz an Bedeutung gewinnen.
Um noch detailliertere Informationen über die einzelnen Komponenten zu erhalten, wird
im Rahmen der Simulationsstudie eine Monte-Carlo-Varianzzerlegung durchgeführt. Hier
sei auf die Ergebnisse in Abschnitt 5.3 verwiesen.

3.5 Varianz bei bestimmen Imputationsmethoden
Im vorherigen Abschnitt wurde schon kurz auf die theoretische Varianz für Mittelwert-
imputation und Hot-Deck-Random-Imputation eingegangen. In der Literatur finden sich
verschiedene Beispiele, wie sich die Varianzen für verschiedene Imputationsmethoden theo-
retisch aufschreiben lassen. Wie schon der vorherige Abschnitt hat erkennen lassen, sind
hierfür jedoch mehr oder weniger starke Annahmen notwendig. Der Grund liegt zum einen
darin, dass sich die theoretischen Varianzen ansonsten schwierig oder gar nicht herleiten
lassen. Zum anderen sind einige Parameter, z.B. der Antwortmechanismus q, in Praxis oft
nicht bekannt. Dieser Abschnitt gibt einen kurzen Überblick über die Varianzen weiterer
Imputationsmethoden.
So finden sich in der Literatur in Abhängigkeit der getätigten Annahmen bezüglich Re-
gressionsimputation verschiedene Ausdrucksweisen bei Verwendung des Mittelwertes als
interessierende Statistik. Es wird von einer Hilfsvariablen x ausgegangen.
Zum Beispiel geben Mashreghi et al. (2014) im Rahmen der einfachen Zufallsstichpro-
be, der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit und uniformem
Antwortmechanismus die Varianz für Regressionsimputation an durch:

V (ŷReg) ≈ [1− pR · f − (1− pR) · Cor2] · σ2

n · pR
, (3.36)

wobei Cor den Korrelationskoeffizient zwischen y und x beschreibt.
Kim und Shao (2014, S. 60) bzw. Kim (2001) interpretieren den Mittelwertschätzer bei
Anwendung von Regressionsimputation gemäß (2.9) als Regressionsschätzer im Sinne von
Cochran (1977, S. 339). Dementsprechend geben sie die Varianz an durch:

V (ŷReg) = 1
n
· σ2 + (1

r
− 1
n

) · σ2
u = σ2

r
· (1− (1− r

n
) · Cor2), (3.37)

wobei σ2
u = (1 − Cor2) · σ2 die Varianz der Störterme ist. Unterschiede zwischen (3.36)

und (3.37) können aus verschiedenen Herleitungen und Annahmen resultieren. Statt über
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den Weg des Regressionsschätzers verwenden Mashreghi et al. (2014) die Linearisierung
von Demnati und Rao (2004) zur Herleitung der Varianz aus (3.36).
Für stochastische Regressionsimputation muss nach Kim und Shao (2014, S. 60) bzw.
Kim (2001) zur Abdeckung der Imputationskomponente (3.37) um den Term m/n2 · σ2

u

erweitert werden:

V (ŷStochReg) = 1
n
· σ2 + (1

r
− 1
n

) · σ2
u + m

n2 · σ
2
u. (3.38)

Auf ähnlichem Weg könnte sich auch die Varianz für den Mittelwertschätzer bei Verhältnis-
imputation herleiten lassen. Formel (2.7) zeigt, dass hier ein einfacher Verhältnisschätzer
vorliegt, für den in der Literatur theoretische Varianzen existieren (vgl. z.B. Cochran,
1977, S. 334).
In Chen und Shao (2000, S. 121) wird die Varianz bei Nearest-Neighbour-Imputation
angegeben durch:

V (ŷNN) = 1
n2 · E[

∑
i∈R

(1 + di)2 · V (yi|xi)] + 1
n2V [

∑
i∈R

(1 + di) · ξ(xi)], (3.39)

wobei di die Anzahl der Inanspruchnahme einer Einheit als Spender beschreibt. Sie gehen
weiterhin von einer bestimmten unbekannten und nicht spezifizierten Funktion ξ(x) =
E(y|x) aus. Diese kann linear sein, z.B. in der Form ξ(x) = E(y|x) = α + β · x oder
vollständig unbekannt im Sinne einer nicht parametrischen Variante. Im letzteren Fall
wird kein Modell benötigt (vgl. Chen und Shao, 2000, S. 116 ff.).
Die Varianz eines Schätzers für den Fall von Fractional-Hot-Deck-Imputation auf Grund-
lage einer Superpopulation wird in Kim und Fuller (2004) erörtert. Hier erfolgt eine
Unterteilung in O Klassen. Grundsätzlich erfolgt die Unterstellung, dass die Beobach-
tungswerte Realisationen von Zufallsvariablen innerhalb einer Imputationsklasse κ sind,
damit gilt yi ∼ (µκ, σ2

κ). Des Weiteren nehmen sie zusätzlich an, dass diese Realisationen
unabhängig von der Stichprobenziehung, wie auch dem Antwortmechanismus, jedoch ge-
geben der Imputationsklasse betrachtet werden können. Das beschriebene Modell bezieht
sich sowohl auf Einheiten mit beobachtetem, wie fehlendem Wert. Damit gilt ebenfalls:
yi|(s, R) ∼ (µκ, σ2

κ). Es wird von noch einigen weiteren Annahmen ausgegangen, wie z.B.
dass der Imputationsmechanismus unabhängig von y ist und nur von der Anzahl der
Elemente n1, n2 . . . nO und der Anzahl der antwortenden Einheiten r1, r2 . . . rO in den ein-
zelnen Klassen abhängt (vgl. im Detail Theorem 1 in Kim und Fuller, 2004, S. 562).
Zudem muss die Wahrscheinlichkeit, dass Element i mindestens einmal als Spender für j
verwendet wird, größer als null sein, wobei sich beide Elemente in der gleichen Imputa-
tionsklasse befinden. Auch Bedingung (2.15) muss erfüllt sein und wi muss proportional
zu {p(i ∈ S)}−1 sein. Dann gilt für die Varianz des Schätzers θ̂frac:

V (θ̂Frac) = V (
O∑
κ=1

∑
i∈S

wi · µκ) + E(
O∑
κ=1

∑
i∈Rκ

ρ2
i · σ2

κ). (3.40)

Rκ ist die Menge der antwortenden Einheiten in Klasse κ und ρi definiert nach (2.18).
Der Erwartungswert E bezieht sich auf die gemeinsame Verteilung aus Superpopulations-
modell, Stichprobendesign, Nonresponse- und Imputationsmechanismus. Entsprechendes
gilt für die Varianz (vgl. Kim und Fuller, 2004, S. 562) .
Die Erläuterungen dieses und des vorherigen Abschnittes zeigen, dass es schwierig ist,
im Falle von fehlenden Werten und Imputation die Varianz in verallgemeinerte Form



Kapitel 3. Varianzschätzung unter fehlenden Werten und Imputation 46

wie bei vollständigen Beobachtungen aufzuschreiben. Hier ist das Treffen von Annahmen
unumgänglich, was die Angabe einer allgemeingültigen theoretischen Varianz für eine be-
stimmte Imputationsmethode erschwert bzw. unmöglich macht. Dennoch dienen sie zum
Teil als Basis für die Herleitung direkter Varianzschätzer. Die Varianz muss geschätzt
werden, da die beschriebenen theoretischen Varianzen auf Parameter bezüglich der ge-
samten Bevölkerung basieren, welche in der Praxis jedoch unbekannt sind. Hier liegt nur
die konkrete Stichprobe vor. Die nächsten Abschnitte beschäftigen sich daher mit der
konkreten Schätzung der einzelnen Varianzen. Begonnen wird im nächsten Abschnitt mit
den direkten Varianzschätzmethoden.

3.6 Direkte Varianzschätzung
Es ist von großem Vorteil, wenn die Varianz eines Schätzers unter Voraussetzung eines be-
stimmten Stichprobendesigns direkt durch eine Formel wiedergegeben werden kann. Dies
ist meist mit geringem computertechnischen Aufwand und Laufzeiten verbunden. Jedoch
sind solche Formeln für bestimmte Stichprobendesigns, Schätzstatistiken oder sonstigen
gegebenen Bedingungen überhaupt nicht oder nur sehr schwierig herleitbar. Und so verhält
es sich auch beim Vorliegen von fehlenden Werten und Imputation.
In Abschnitt 3.4.2 wurde die Zusammensetzung der Varianz eines Schätzers für solch
einen Fall erläutert. Eine Möglichkeit wäre die einfache Anwendung des Standardvari-
anzschätzers V̂p(ŷ) aus 3.1 auf den imputierten Datensatz. Dies kann aber zu deutlichen
Unterschätzungen der Varianz führen. Der Grund liegt darin, dass dieser sich nur auf die
Stichprobenvarianz konzentriert und die Variabilität, welche durch fehlende Werte bzw.
Imputation entsteht, nicht erfasst wird (vgl. Shao und Sitter, 1996, S. 1279, Saigo
et al., 2001, S. 189, Rao und Shao, 1992, S. 811). Zum anderen hat auch die gewählte
Imputationsmethode, insbesondere die deterministischen Verfahren und der Ausfallme-
chanismus, durchaus negative Effekte auf die Schätzung der Stichprobenvarianz. Damit
kann im Normalfall auch eine valide Schätzung der Stichprobenvarianz nicht gewährleistet
werden (vgl. Rao und Shao, 1992, S. 811, Little und Rubin, 2002, S. 61). Daher sollte
auf die Anwendung von Standardvarianzschätzer auf imputierte Daten verzichtet werden.
In der Literatur finden sich einige Vorschläge wie eine direkte Varianzschätzung gestaltet
werden kann, welche die verschiedenen Komponenten der Varianz berücksichtigt. Häufig
werden hierzu, wie bereits im vorherigen Abschnitt beschrieben, bestimmte Annahmen
getroffen, welche ihre Anwendung in der Praxis erschweren können. Einige solcher direk-
ten Varianzschätzer werden im Folgenden kurz vorgestellt und einer kritischen Betrach-
tung unterzogen. Sie hängen insbesondere von der gewählten Imputationsmethode ab.
Die direkten Varianzschätzer in diesem Abschnitt werden für den Fall der einfachen Zu-
fallsstichprobe angegeben. Der Grund liegt darin, dass ein großer Anteil dieser Verfahren
für dieses Stichprobendesign hergeleitet worden sind. Dies wird entsprechend bei der Be-
schreibung der Annahmen der einzelnen Verfahren gekennzeichnet. Ihre Übertragbarkeit
auf komplexere Stichprobendesigns bzw. Antwortmechanismen ist häufig nicht gegeben
oder führt zu nicht zufriedenstellenden Ergebnissen.

3.6.1 Mittelwertimputation
Ein direkter Varianzschätzer für Mittelwertimputation wird in Särndal und Lund-
ström (2005, S. 171) hergeleitet. Dieser basiert auf der einfachen Zufallsstichprobe. Er
leitet diesen Schätzer unter der Annahme der Entstehung fehlender Werte in der Stich-
probe ab. Wie in (3.21) kommt es zu einer separaten Ausweisung der Stichprobenkompo-
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nente ohne Konditionierung. In diesem Fall gilt nicht die Varianzzerlegung aus Abschnitt
3.4.2. Aber auch hier resultieren zwei Komponenten. Zur Ableitung eines Schätzers für
die einzelnen Komponenten greift Särndal und Lundström (2005) auf die von ihm
bezeichnete Composite-Method zurück. Für diese beiden Schätzer gilt:

V̂SAM = (1− n

N
) ·
s2
yR

n
(3.41)

und

V̂NR = (1
r
− 1
n

) · s2
yR
. (3.42)

Durch Summierung der beiden Komponenten führt zum Schätzer für die Gesamtvarianz:

V̂ (ŷMW ) = V̂SAM + V̂NR = (1
r
− 1
N

) · s2
yR
, (3.43)

mit s2
yR

= 1
r − 1 ·

∑
i∈R(yi − yR)2 und yR ist der Mittelwert der beobachteten Einheiten

(vgl. Särndal und Lundström, 2005, S. 171).
Der Varianzschätzer in (3.43) deckt im Gegensatz zum Standard Varianzschätzer die
vollständige Varianz ab. Es wird jedoch auch hier die Annahme getroffen, dass der Aus-
fallmechanismus MCAR ist. Nur in diesem Fall ist nach Little und Rubin (2002, S. 66 f.)
der Schätzer s2

yR
ein unverzerrter Schätzer für die tatsächliche Varianz.

Auch Haziza (2010, S. 4) leitet den Varianzschätzer aus (3.43) her. Jedoch nimmt er
fehlende Werte in der Grundgesamtheit an und es gilt die Varianzzerlegung aus (3.23).
Die einzelnen Komponenten bilden hier die Schätzungen für die Varianzen V 1

S und V 1
NR

aus Abschnitt 3.4.3. Hier gilt:

V̂ 1
S = (1− n

N
) ·
s2
yR

r
(3.44)

und

V̂ 1
NR = m

N
·
s2
yR

r
. (3.45)

Die Summe dieser beiden Komponenten ergibt den Varianzschätzer aus (3.43).

3.6.2 Hot-Deck-Random-Imputation
Ein direkter Varianzschätzer für Hot-Deck-Random-Imputation wird in Mashreghi et al.
(2014, S. 164) angegeben:

V̂ (ŷHDRI) = [1− p̂R · f + p̂R · (1− p̂R)] ·
s2
yR

r

= [1− r

N
+ r

n
· (1− r

n
)] ·

s2
yR

r
(3.46)

mit p̂R = r/n. Auch hier gelten die Annahmen des uniformen Antwortmechanismus.
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3.6.3 Verhältnisimputation
Ein Varianzschätzer für Verhältnisimputation wird in Rao (1990) gegeben. Basierend
auf dem Konzept der zwei Phasen Stichproben schlägt er den folgenden direkten Vari-
anzschätzer vor:

V̂ (ŷRat) =
( 1
n
− 1
N

)
· s2

yR
+
(1
r
− 1
n

)
· s2

eR
(3.47)

mit s2
eR

= ∑
i∈R e

2
i /(r− 1), wobei ei die Imputationsresiduen der antwortenden Einheiten

sind, mit ei = yi − β̂ · xi.
Ein weiterer direkter Varianzschätzer beschrieben durch Rao (1990) ist:

V̂ (ŷRat) =
( 1
n
− 1
N

)
· β̂2 · s2

xS
+ 2 ·

( 1
n
− 1
N

)
· β̂ · sxeR

+
(1
r
− 1
n

)
· s2

eR
, (3.48)

mit β̂ = ∑
i∈R yi/

∑
i∈R xi aus Abschnitt 2.2.3, sowie sxeR = ∑

i∈R ei · xi/(r − 1) und
s2
xS

= ∑
i∈S(xi − x)2/(n− 1).

Beide Varianzschätzer sind im Falle großer Stichprobenumfänge unverzerrt. Außerdem
basieren sie auf der Annahme, dass der Antwortmechanismus uniform ist. Ist dies nicht
der Fall, können starke Verzerrungen resultieren. (vgl. Lee et al., 1994, S. 233).
Ein weiterer direkter Varianzschätzer für Verhältnisimputation wird in Shao und Steel
(1999) gegeben und gemäß der reversierten Methode hergeleitet. Dieser Schätzer geht von
der Annahme aus, dass die fehlenden Werte in der Grundgesamtheit entstehen. Sie nutzen
die Tatsache aus, dass sich der innere Vorgang aus (3.23) auf den Stichprobenprozess
bezieht. Mittels Taylor Entwicklung und partieller Differentiation leiten sie den folgenden
Varianzschätzer für den Totalwert her:

V̂ (τ̂Rat) = N2 · ( x
xR

)2 · (1− r

N
) · s

2
e

r

+ 2 ·N2 · (1− n

N
) · ( x

xR
) · β̂ · sxe

n

+N2 · (1− n

N
) ·
β̂2 · s2

xS

n
, (3.49)

mit s2
e = 1

r − 1 · (
∑
i∈R yi − β̂ · xi)2 und sxe = 1

r − 1 ·
[∑

i∈R xi · (yi − β̂ · xi)
]
.

Der Vorteil dieses Schätzers liegt darin, dass er auch bei MAR geeignet ist und sich gut auf
geschichtete Designs übertragen lässt. Dies wird noch in der Simulationsstudie zu sehen
sein.
Ein letzter Varianzschätzer für Verhältnisimputation wird in Särndal (1992), Lee et al.
(1994) bzw. Deville und Särndal (1994) beschrieben. Dieser Schätzer ist den sog.
modellassistierenden Varianzschätzmethoden zuzurechnen. Diese Verfahren basieren auf
allgemeinen Regressionsmodellen und deren klassischen Annahmen. Außerdem wurden
sie für den Fall der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe hergeleitet. Für den
Varianzschätzer für die modellassistierenden Verfahren für den Totalwert gilt:
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V̂ (τ̂Rat)mod = N2
( 1
n
− 1
N

)
·
[
s2
yIS

+ C0 · σ̂2
e

]
+N2 ·

(1
r
− 1
n

)
· C1 · σ̂2

e , (3.50)

mit C0 = 1
n− 1 ·

(∑
i∈M

xi −
∑
i∈M x2

i∑
i∈R xi

+ 1
n
·
∑
i∈M xi ·

∑
i∈S xi∑

i∈R xi

)
,

C1 = xS · xM
xR

,

und σ̂2
e =

∑
i∈R e

2
i /(r − 1)

xR ·
[
1− (sxR/xR)2 /r

] .
xM beschreibt dabei den Mittelwert der Hilfsvariable der bezüglich y nicht antwortenden
Einheiten definiert durch ∑i∈M xi/m. xR und xS sind die entsprechenden Mittelwerte für
die antwortenden Einheiten und die Stichprobe. ei sind die Residuen mit ei = yi − β̂ · xi.
sxR ist die Standardabweichung der Hilfsvariable der antwortenden Einheiten. s2

yIS
ist die

Varianz der imputierten Werte der Stichprobe (vgl. Lee et al., 1994, S. 233, Särndal,
1992, S. 248 ff.).

3.6.4 Regressionsimputation
Ein Schätzer für die Varianz aus (3.36) für den Mittelwertschätzer unter Regressions-
imputation wird in Mashreghi et al. (2014) gegeben. Auch hier wird vom uniformen
Antwortmechanismus ausgegangen. Der Schätzer ist definiert als:

V̂ (ŷReg) = (1− p̂R · f − (1− p̂R) · Ĉor
2
R) ·

s2
yR

r

= (1− r

N
− (1− r

n
) · Ĉor

2
R) ·

s2
yR

r
, (3.51)

wobei Ĉor
2
R die Korrelation des Untersuchungsmerkmals y und der Hilfsvariable x der

antwortenden Einheiten der Stichprobe bezeichnet (vgl. Mashreghi et al., 2014, S. 160).
Kim (2001) nimmt hingegen als Varianzschätzer im Falle der Regressionsimputation die
geschätzte Varianz des klassischen Regressionsschätzers, da auch die entsprechende Vari-
anz aus (3.37) zugrunde liegt. Daher gilt für diesen Schätzer:

V̂ (ŷReg) = 1
n · (n− 1) ·

n∑
i=1

(ŷi − yI)2 + 1
r · (r − 2)

∑
i∈R

(yi − ŷi)2, (3.52)

wobei ŷi die prognostizierten Werte aus dem Regressionsmodell sind und yI definiert ist
durch yI = 1/n ·

n∑
i=1

ŷi. Der Schätzer aus (3.52) kann nach Kim (2001) umgeformt werden
zu

V̂ (ŷReg) = 1
n · (n− 1) ·

n∑
i=1

(y′

i − yI)2, (3.53)

mit
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y
′

i :=


ŷi, i ∈M,

ŷi + cr · (yi − ŷi), i ∈ R,
(3.54)

sowie

cr =
[
n · (n− 1)
r · (r − 2)

]1/2

. (3.55)

Die Anwendung der Schätzer aus (3.52) bzw. (3.53) erfordert einen starken Regres-
sionszusammenhang. Damit ist zum einen gemeint, dass eine hohe Korrelation zwischen
y und x vorhanden sein muss. Außerdem sollte der Ausfallmechanismus MAR sein. Für
MCAR kann es sein, dass der angenommene Zusammenhang den Ausfallmechanismus
nicht richtig widerspiegelt. Die Anwendbarkeit der beiden Schätzer in (3.51) und (3.52) in
Abhängigkeit des Ausfallmechanismus und der Korrelation zwischen y und x werden im
Rahmen einer Simulation verglichen. Die Ergebnisse finden sich in Anhang A in Abschnitt
A.3.2.
Im Falle von stochastischer Regressionsimputation bei zufälliger Ziehung der Residuen
des Regressionsmodells aus den antwortenden Einheiten schlägt Kim (2001) eine Modifi-
kation der beiden Schätzer vor. Es wird von zwei zu schätzenden Koeffizienten α und β
ausgegangen. So erfolgt eine Modifikation von (3.52) zu

V̂ (ŷStochReg) = 1
n · (n− 1) ·

n∑
i=1

(ŷi − yI)2

+ r−1 + n−2 ·m
r − 2 ·

∑
i∈R

(yi − ŷi)2. (3.56)

Bei Varianzschätzer (3.53) wird (3.55) zu

cI =
[
n · (n− 1) · (r−1 + n−2 ·m)

r − 2

]1/2

(3.57)

modifiziert (vgl. Kim, 2001, S. 76 f.).

3.6.5 Nearest-Neighbour-Imputation
Ein Varianzschätzer für die Varianz aus (3.39) im Falle von Nearest-Neighbour-Imputation
und eines Mittelwertschätzers wird in Chen und Shao (2000) gegeben. Die dort beschrie-
bene Beziehung ξ = E(y|x) wird über ein Modell erfasst. Der Schätzer ξ̂ wird entsprechend
über dessen Schätzung gewonnen.
Im Falle der einfachen Zufallsstichprobe und einer Imputationsklasse resultiert der fol-
genden Schätzer:

V̂ (ŷNN) = 1
n2

∑
i∈R

(1 + di)2 ·
[
yi − ξ̂(xi)

]2
+ 1
n · (n− 1)

n∑
i=1

[
ξ̂(xi)−

1
n
·
n∑
i=1

ξ̂(xi)
]2

, (3.58)
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(vgl. Chen und Shao, 2000, S. 123).
Problematisch ist die Anwendung dieses Schätzer, wenn ein Modell für ξ̂ nicht bestimmt
werden kann oder falsch spezifiziert ist. Dies kann zu deutlichen Verzerrungen führen.
Gerade bei Anwendungen auf realen Daten ist es oft schwierig, diese Beziehung zu schätzen
bzw. ein geeignetes Modell aufzustellen. Des Weiteren ist nach Beaumont und Bocci
(2009) zu beachten, dass der Varianzschätzer keine Endlichkeitskorrektur berücksichtigt.
Daher kann er im Falle von großen Auswahlsätzen beim Ziehen ohne Zurücklegen zu
großen Überschätzungen der Varianz führen. Beaumont und Bocci (2009) schlagen
daher noch einen weiteren Varianzschätzer im Zusammenhang mit Nereast-Neighbour-
Imputation vor, welcher jedoch eher auf die Anwendung von Schätzern für bestimmte
Domänen abstellt (vgl. hierzu im Detail Beaumont und Bocci, 2009, S. 403 ff.).

3.6.6 Kritische Bewertung der direkten Varianzschätzer
Auf die Vorteile direkter Varianzschätzer wurde schon eingegangen. Jedoch existieren sol-
che direkte Schätzer nicht für alle Imputationsmethoden. Insbesondere wenn die Imputa-
tionsmethode sehr komplex ist oder eine Kombination verschiedener Imputationsmetho-
den vorliegen, kann eine Herleitung schwierig werden. Aber auch komplexe Stichprobende-
signs können für einige dieser Schätzer Probleme bereiten. Dies gilt insbesondere dann,
wenn sie auf Basis der einfachen Zufallsstichprobe hergeleitet worden sind, sich aber die
übergeordneten Einheiten des Stichprobendesign, z.B. die Schichten, von den Imputa-
tionsklassen unterscheiden. In diesem Fall kann keine Aussage getroffen werden, ob ihre
Anwendung innerhalb der Schicht oder der Imputationsklasse zu erfolgen hat, um den
Anforderungen des Designs oder der Imputation gerecht zu werden. Dieser Sachverhalt
gilt besonders dann, wenn die Imputationsklassen zur Gewährleistung des uniformen Ant-
wortmechanismus dienen und dadurch eine Verletzung dieser Annahme auftritt. Dadurch
ergibt sich der nächste Nachteil. Die direkten Varianzschätzer basieren häufig auf streng-
en Annahmen oder auch Modellen. Diese können häufig in der Praxis nicht gegeben sein,
wodurch sie nicht mehr oder nur sehr eingeschränkt angewendet werden können. Die Simu-
lationsstudie und Beispiele im Anhang werden dies zeigen. Aufgrund dieser Nachteile sind
häufig Alternativen notwendig, welche in den nachfolgenden Kapiteln und Abschnitten
beschrieben werden sollen.
Zur Begegnung der Nachteile der direkten und modellassistierenden Varianzschätzer, wel-
che sich auf ihre Anwendung bei komplexen Stichprobendesigns und Imputationsmetho-
den, der unterschiedlichen Herleitung von Varianzschätzern bezüglich verschiedener Im-
putationsmethoden und ihrer starken Annahmen konzentrieren, können sog. Resampling-
Verfahren eingesetzt werden. Hier existieren eine ganze Reihe unterschiedlicher Methoden,
welche im Fokus dieser Arbeit stehen. Aus diesem Grund wird ihnen ein eigenes Kapitel
gewidmet, welches nachfolgend behandelt wird.



4 Resampling-Verfahren

4.1 Anwendung der Resampling-Verfahren zur
Schätzung der Varianz

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit der Anwendung von Resampling-Verfahren zur Schätz-
ung der Varianz bei komplexen Stichprobendesigns, insbesondere im Falle des Auftretens
fehlender Werte und Anwendung von Imputation. Einen allgemeinen Überblick dieser
Verfahren geben Bruch (2010), Bruch et al. (2011), Wolter (2007), Münnich (2008),
Shao und Tu (1995), Shao (2002), Eurostat (2013), Davison und Sardy (2004a)
sowie Davison und Sardy (2007). Dabei wird im nächsten Abschnitt zunächst deren
allgemeine Vorgehensweise präsentiert.

4.1.1 Allgemeine Vorgehensweise
Gemeinsam ist allen Resampling-Verfahren, dass aus der vorhandenen Stichprobe Sub-
stichproben gezogen werden. Diese werden auch Replikationen genannt. Die verschiedenen
Verfahren unterscheiden sich insbesondere dadurch, wie die Substichproben gezogen wer-
den. Für jede dieser Substichproben a wird die interessierende Statistik θ̂a berechnet.
Dies geschieht auf Basis der für die Substichprobe gezogenen Werte y∗i , welche durch
das für die Resampling-Methode charakterisierende Vorgehen ausgewählt werden. Die-
se Realisationen werden zusammengefasst zum Vektor y∗. Entsprechend müssen für die
meisten Methoden Anpassungen der Designgewichte wi stattfinden. Dies ist notwendig,
da häufig die Substichprobengröße nicht der ursprünglichen Stichprobengröße entspricht
oder Endlichkeitskorrekturen für den Fall des Ziehens ohne Zurücklegen einkalkuliert wer-
den müssen. Es resultieren die nach der Resampling-Methode angepassten Designgewichte
w∗i , zusammengefasst durch den Vektor w∗. Damit gilt:

θ̂a = T (y∗, w∗). (4.1)

Ziel dieses grundsätzlichen Vorgehens ist die Verteilung der interessierenden Statistik zu
reproduzieren. Um Informationen über die Varianz zu erhalten, wird die Variation dieser
Schätzwerte θ̂a der einzelnen Substichproben herangezogen. Die Varianz wird demnach
geschätzt durch:

V̂(θ̂) = 1
Ω ·

Ω∑
a=1

(θ̂a − θ̂a)2, (4.2)

wobei Ω die Anzahl der gezogenen Substichproben beschreibt.
Dieses beschriebene Vorgehen gilt für den Fall vollständiger Beobachtungen. Treten feh-
lende Werte auf und findet als deren Kompensation die Imputation statt, müssen diese
Vorgänge in die Resampling-Methode integriert werden. Zwei solche Ansätze werden im
nächsten Abschnitt vorgestellt.
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4.1.2 Resampling-Verfahren bei fehlenden Werten und
Imputation

Die entscheidende Frage in diesem Punkt ist, wie die Gesamtvarianz, welche durch das
Stichprobendesign, die fehlenden Werte bzw. die Imputation entsteht, durch die Resamp-
ling-Verfahren geschätzt werden kann. Des Weiteren ist es wichtig zu wissen, was die
Vorteile von Resampling-Verfahren gegenüber den zuvor erläuterten Verfahren sind.
Auch im Zusammenhang mit Resampling-Methoden sind bei der Berücksichtigung von
fehlenden Werten einige Annahmen zu berücksichtigen. So gehen viele Arbeiten (vgl.
z.B. Shao und Sitter, 1996, S. 114, Rao und Shao, 1992, S. 813, Shao et al., 1998,
S. 821), welche im Zusammenhang mit der Anwendung dieser Verfahren stehen, von ei-
nem uniformen Antwortmechanismus aus, wie er im Abschnitt 2.1 beschrieben wurde.
Zumindest sollten die Antwortwahrscheinlichkeiten innerhalb der gebildeten Imputations-
klassen die gleichen sein (vgl. z.B. Shao und Sitter, 1996, S. 114). Diese Annahme steht
häufig im Zusammenhang mit der Gewährleistung der unverzerrten Schätzung des im-
putierten Punktschätzers und der imputierten Stichprobenvarianz (vgl. Rao und Shao,
1992, S. 813). Die Simulationsstudie wird jedoch zeigen, dass Resampling-Verfahren bei
bestimmten Imputationsmethoden und Verwendung geeigneter Hilfsvariablen deutlich ro-
buster gegenüber der Verletzung der Annahme des uniformen Antwortmechanismus sind,
gerade im Vergleich zu den direkten Varianzschätzer.
Eine zweite wichtige Annahme ist das Vorliegen sogenannte Identifikatoren von fehlenden
Werten (vgl. Shao und Sitter, 1996, Rao und Shao, 1992, Shao et al., 1998). Die
nachfolgenden Ansätze zur Berücksichtigung von fehlenden Werten basieren darauf, dass
in der Stichprobe gekennzeichnet ist, ob es sich bei einem Wert um einen tatsächlich
beobachteten Wert handelt oder ob dieser Wert imputiert wurde. Dies kann in der Praxis
durchaus problematisch sein, wenn Anwendern Datensätze vorliegen, bei welchen diese
Unterscheidung nicht mehr ersichtlich ist.
Eine dritte Annahme, welche für die zunächst beschriebenen Resampling-Verfahren getrof-
fen werden soll, ist die Vernachlässigbarkeit der Varianzkomponenten bezüglich fehlender
Werte V 1

NR bzw. Ṽ 1
NR aus (3.23) respektive (3.26). Wie in Abschnitt 3.4.2 beschrieben,

ist dies entweder bei einem geringen Auswahlsatz oder einem fixen Response-Vektor z
der Fall. Damit ist zunächst nur die Stichproben- und Imputationskomponente der Va-
rianz von Bedeutung. Bei Anwendung zufälliger Imputationsverfahren werden im Fall
großer Auswahlsätze weitere Korrekturen im Zusammmenhang mit der Komponenten
Ṽ 1
Imp notwendig. Dieser Sachverhalt wie auch der Einbezug der Komponenten V 1

NR bzw.
Ṽ 1

NR werden in Abschnitt 4.7 näher erläutert. Beide Problematiken werden in den folgen-
den Ausführungen zunächst ausgeklammert. Weiterhin wird wie zuvor unterstellt, dass in
den verwendeten Hilfsvariablen keine fehlenden Werte vorliegen.
Nach Shao (2002) können Resampling-Verfahren, wie in Abschnitt 4.1.1 beschrieben, un-
ter den getroffenen Annahmen mittels zweier Ansätze auf den Fall fehlender Werte und
Imputation übertragen werden (vgl. im Folgenden Shao, 2002, S. 303 ff.). Bei der ersten
Möglichkeit spricht Shao (2002) von Reimputation. Hier werden die fehlenden und zuvor
imputierten Werte einer Substichprobe y∗i ∈M∗ gemäß dem gleichen Verfahren imputiert,
welches bei der ursprünglichen Stichprobe angewandt wurde. Dies geschieht auf Basis der
beobachteten Werte der Substichprobe y∗i ∈ R∗ und evtl. vorliegender Hilfsvariablen der
Substichprobe. Neben der gleichen Imputationsmethode und den gleichen Hilfsvariablen
muss auch berücksichtigt werden, wo die Imputationen der ursprünglichen Stichprobe
stattgefunden haben. Wurden diese in Imputationsklassen oder Schichten durchgeführt,
so muss dies auch in der Substichprobe geschehen. Die daraus resultierende imputier-
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te Variable wird y∗,reimp bezeichnet. Hierauf wird wiederum die interessierende Statistik
θ̂reimpa = T (y∗,reimp, w∗) und die Varianz nach (4.2) berechnet.
Wird dies über alle Substichproben hinweg durchgeführt, kann neben der Stichprobenzie-
hung auch der Imputationsprozess reproduziert und damit einhergehende Variation abge-
deckt werden. Bei zufälligen Imputationsmethoden können sich jedoch Nachteile ergeben.
Werden bei der Reimputation der fehlenden Werte über die Ω Replikationen hinweg un-
abhängige Zufallsterme benutzt, kann dies zu einer Überschätzung der Varianz führen.
Durch die Verwendung unabhängiger Zufallsterme wird nach Shao (2002) übermäßig
viel Variation kreiert.1 Dies gilt, wenn die Größe der Substichprobe kleiner ist als der
ursprüngliche Stichprobenumfang.
Die zweite Möglichkeit, die Varianz durch fehlende Werte bzw. Imputation nach Shao
(2002) zu berücksichtigen, ist die Adjustierung der imputierten Werte in jeder Repli-
kation. Hier werden die imputierten Werte ỹκj der ursprünglichen Stichprobe in jeder
Substichprobe gemäß der folgenden Formel angepasst:

ỹκj + E∗(ỹκj)− E(ỹκj). (4.3)

E∗(ỹκj) beschreibt den Erwartungswert des imputierten Wertes, wenn die Imputation
auf Basis der Substichprobe stattfindet. E(ỹκj) ist der Erwartungswert des imputier-
ten Wertes, wenn die Imputation auf Basis der ursprünglichen Stichprobe erfolgt (vgl.
Shao, 2002, S. 307). Der Index κ beschreibt in diesem Abschnitt, wo genau die Impu-
tationen stattfinden. Dies sind häufig aufgrund der schon beschriebenen Annahmen die
Imputationsklassen, es können z.B. aber auch die Schichten des Designs sein. In diesem
Abschnitt ist dieser Index damit sehr allgemein gehalten. Die auf diesem Wege adjustier-
te interessierende Variable wird mit y∗,adj bezeichnet und es erfolgt die Schätzung von
θ̂adja = T (y∗,adj, w∗) bzw. der Varianz nach (4.2).
Die Berechnungen von E∗(ỹκj) und E(ỹκj) hängen sehr stark vom gewählten Impu-
tationsverfahren ab. Für deterministische Imputationsverfahren ist E(ỹκj) = ỹκj und
E∗(ỹκj) = ỹ∗κj, wobei ỹ∗κj der imputierte Wert für den fehlenden Wert ist, wenn die
Imputation auf Basis der Substichprobe durchgeführt wird. Da sich in diesem Fall der
erste und dritte Term aus (4.3) zu Null subtrahieren, beschreibt (4.3) für deterministi-
sche Imputationsverfahren nichts anderes als die Anwendung des Imputationsverfahrens
der ursprünglichen Stichprobe auf die Werte der Substichprobe. Dies entspricht dem Vor-
gehen der Reimputation. Wird dies für jede Substichprobe vorgenommen, kann auch hier
der Stichproben- und Imputationsprozess reproduziert werden und die daraus entstehende
Varianz abgedeckt werden (vgl. hierzu auch Shao et al., 1998). Im Falle deterministischer
Imputationsverfahren besteht zwischen der Reimputation und der Adjustierung der im-
putierten Werte kein Unterschied und beide können benutzt werden.
Für zufällige Imputationsverfahren ergeben sich jedoch Unterschiede zwischen den Ver-
fahren. Für eine einfache Hot-Deck-Random-Imputation stellt E(ỹκj) den Mittelwert der
beobachtbaren Werte der ursprünglichen Stichprobe in der jeweiligen Kategorie κ dar.
E∗(ỹκj) ist der Mittelwert der beobachtbaren Werte der Substichprobe in der jeweiligen
Kategorie κ. Gleiches gilt für Fractional-Imputation, falls die dem Spender einer Ka-
tegorie zugeordneten Gewichte gleich groß sind. Falls dies nicht der Fall ist, wird die
Berechnung der beiden Größen deutlich komplexer und hängt im wesentlichen davon ab
wie die Gewichte bzw. Fractions genau berechnet werden. Diese Vorgehensweise muss bei

1 Die zweite von Shao (2002) vorgeschlagene Methode zur Reimputation, die Verwendung gleicher Zu-
fallsterme in der ursprünglichen Imputation, wird bei den Imputationsmethoden dieser Arbeit nicht
berücksichtigt.
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Imputationsmethode E∗(ỹκj) E(ỹκj)
Deterministisch ỹ∗κj ỹκj
HDRI y∗Rκ yRκ
Stochastische Regressionsimputation vgl. (4.5) vgl. (4.4)
Fractional Imputation y∗Rκ yRκ

Tabelle 4.1: Adjustierung imputierter Werte

der Berechnung des jeweiligen Mittelwertes berücksichtigt werden. Für stochastische Re-
gressionsimputation setzen sich E(ỹκj) und E∗(ỹκj) aus zufälligen und deterministischen
Komponenten zusammen. Es ergibt sich:

E(ỹκj) = ỹκj,reg + 1/rκ ·
∑
i∈Rκ

(yκi − ỹκi,reg) (4.4)

und

E∗(ỹκj) = ỹ∗κj,reg + 1/r∗κ ·
∑
i∈Rκ

(y∗κi − ỹ∗κi,reg), (4.5)

wobei ỹκj,reg den imputierten Wert für die ursprüngliche Stichprobe darstellt, wenn Re-
gressionsimputation verwendet wurde und ỹ∗κj,reg den jeweilige Wert für die Substichprobe.
rκ ist die Anzahl der beobachteten Einheiten in Kategorie κ und 1/r∗κ die Anzahl beobacht-
barer Einheiten in Kategorie κ in der Substichprobe. 1/rκ ·

∑
i∈R

(yκi − ỹκi) beschreibt den
Mittelwert der Residuen der beobachtbaren Werte wenn Regressionsimputation durch-
geführt wurde und 1/r∗κ ·

∑
i∈R

(y∗κi − ỹ∗κi) den entsprechenden Wert für die Substichprobe.

Sie decken die zufällige Komponente ab. Eine Übersicht über die jeweiligen Werte für
E∗(ỹκj) und E(ỹκj) mit Bezug auf die in dieser Arbeit verwendeten Imputationsmetho-
den wird in Tabelle 4.1 gegeben.
Im Falle zufälliger Imputationsverfahren führen die Adjustierung der imputierten Werte
und die Reimputation zu unterschiedlichen Ergebnissen. Bei der Reimputation werden
fehlende Werte der Substichprobe zufällig mit beobachtbaren Werten der Substichprobe
bzw. deren Komponenten, wie Residuen, imputiert. Diese unabhängige Verwendung von
Zufallstermen über die Ω Replikationen hinweg liefert nach Shao (2002), wie erläutert,
bei Substichprobengrößen kleiner als die ursprüngliche Stichprobengröße Überschätzungen
der Varianz. Bei der Adjustierung wird diesem Umstand Rechnung getragen, indem im-
putierte Werte in Richtung des Erwartungswertes E∗(ỹκj) angepasst werden. Dies ist so
zu verstehen, dass ein imputierter Wert in der Substichprobe erhöht bzw. verringert wird,
wenn dessen Erwartungswert in der Substichprobe größer bzw. kleiner ist als der analoge
Wert in der ursprünglichen Stichprobe.
Der imputierte Wert ỹκj ist über die Ω Replikationen gegeben, falls der entsprechende
fehlende Wert in die Substichprobe gelangt. Auch der Erwartungswert E(ỹκj) ist über die
Replikationen unveränderlich. Die einzige Größe, die damit umfassenderen Schwankungen
unterliegt, ist der Erwartungswert E∗(ỹκj). Der zufällige Anteil dieser Größe ist jedoch für
fehlende Einheiten einer Replikation in einer bestimmten Kategorie κ durch die Mittel-
wertbildung immer der Gleiche. Durch die Anpassung der imputierten Werte in Richtung
dieses Erwartungswertes der Substichprobe entsteht weniger Variation. Dies gilt im Ver-
gleich dazu, dass bezüglich verschiedener fehlender Werte sowie für gleiche fehlende Werte
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über die Replikationen hinweg, mit wechselnden zufälligen Termen reimputiert wird. Die
Varianz wird dadurch nicht überschätzt.
Die Reimputation besitzt hingegen Vorteile bezüglich ihrer einfacheren Implementierbar-
keit. Das originäre Imputationsschema der ursprünglichen Stichprobe kann direkt auf die
Daten der Substichprobe angewendet werden. Die beiden Erwartungswerte können unter
Umständen schwierig oder gar nicht zu bestimmen sein. Zudem kann im Falle einer zu
imputierenden kategorialen Variable Formel (4.3) nicht angewendet werden.
Ein in der Praxis sehr interessanter Bereich der Anwendung von Resampling-Verfahren
ist die Kombination von Imputationsverfahren. Damit ist gemeint, dass in unterschied-
lichen Imputationsklassen verschiedene Imputationsmethoden angewendet werden. Für
Resampling-Verfahren bedeutet dies, dass auch die zum Imputationsverfahren gehörende
Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte in der entsprechenden Impu-
tationsklasse in der Substichprobe angewendet wird. Wird z.B. in bestimmten Imputa-
tionsklassen die Mittelwertimputation vorgenommen, kann in diesen Klassen eine Reim-
putation mittels dieser Methode stattfinden. Wird in den anderen Klassen hingegen Hot-
Deck-Random-Imputation durchgeführt, so muss in diesen Klassen eine Adjustierung der
imputierten Werte gemäß (4.3) mit den entsprechenden Erwartungswerten aus Tabelle
4.1 vollzogen werden. So kommt es zu einer kombinierten Anwendung von Reimputation
und Adjustierung.
Die bis jetzt beschriebenen Verfahren gehen von einem einstufigen Design aus. Im Falle
zusätzlicher Stufen gilt es, diese Ansätze entsprechend anzupassen.

4.1.3 Resampling-Verfahren bei mehrstufigen
Stichprobendesigns

Wie in Abschnitt 3.1 beschrieben, kann es für Varianzschätzer unabdingbar sein, alle
Stufen eines mehrstufigen Stichprobendesigns zu berücksichtigen. Der zentrale Punkt in
diesem Zusammenhang ist ein großer Varianzanteil auf der zweiten bzw. noch tiefer lie-
gender Stufen des Stichprobendesigns. In solchen Fällen müssen die Varianzschätzer die
entstehende Varianz aller Stufen abdecken.
Dies gilt auch für Resampling-Methoden. Eine Möglichkeit zur Umsetzung dieser Verfah-
ren und einer Gewährleistung eines Varianzschätzers, welcher alle Stufen eines Stichpro-
bendesigns abdeckt, ist es die Resampling-Methode separat auf allen Stufen anzuwenden
(vgl. im Folgenden auch Bruch, 2010 oder Bruch et al., 2011). Im Falle eines zweistu-
figen Stichprobendesigns ohne Schichtung und einer linearen Statistik θ gilt:

V̂mult

(
θ̂2St

)
= (1− f1) ·

Ω1∑
a=1

θ̂a − 1
Ω1
·

Ω1∑
v=1

θ̂v

2

(4.6)

+ L

l
·

Ω1∑
a=1

(1− f2,d) ·
Ω2∑
o=1

θ̂d,o − 1
Ω2

Ω2∑
j=1

θ̂d,j

2

,

mit f1 = l/L, f2,d = nd/Nd und θ̂a = T (y∗1, w∗1), mit w∗1 = w∗d · wdi. y∗1 stellt die Be-
obachtungen der interessierenden Variablen für Elemente der letzten Stufe dar, welche
aber über das Resampling von Elementen der ersten Stufe gewonnen wurden. w∗d sind
die nach der Resampling-Methode angepassten Designgewichte der ersten Stufe. wdi sind
die nicht angepassten Gewichte der zweiten Stufe, da auf der ersten Stufe alle Einhei-
ten einer gezogenen PSU berücksichtigt werden. Weiterhin gilt θ̂d,o = T (y∗2, w∗di). y∗2 sind
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die Realisation von Elementen der letzten Stufe, welche auch über das Resampling von
Elementen der letzten Stufe erhalten wurden. w∗di sind die nach der Resampling-Methode
angepassten Designgewichte der zweiten Stufe. Ω1 beschreibt die Anzahl der Replikatio-
nen auf der ersten und Ω2 die Anzahl der Replikationen auf der zweiten Stufe. Es ist
denkbar, Ω2 zwischen den PSU zu variieren. Zur besseren Vergleichbarkeit wird hier auf
eine gleichbleibende Anzahl an Replikationen über die PSU hinweg abgestellt.
Die Anwendung von Formel (4.6) setzt voraus, dass Resampling-Verfahren z.B. sinnvoll
innerhalb der PSU angewendet werden können. Dies muss aber nicht unbedingt so sein.
Vielmehr kann es notwendig werden, den Punktschätzer der Resampling-Methode auf
der zweiten Stufe θ̂o über die PSU hinweg zu berechnen, wobei die Ziehung der Sub-
stichproben weiterhin innerhalb der PSU erfolgt. Dieses Vorgehen setzt voraus, dass die
Endlichkeitskorrekturen 1 − f1 und 1 − f2,d in die Berechnung der Punktschätzer der
Resampling-Methode integriert werden können. Dies gilt insbesondere für die Endlich-
keitskorrektur der zweiten Stufe.2 Im einfachsten Fall konstanter Auswahlsätze innerhalb
der PSU kann sie über ihre Wurzel in die Gewichtsberechung miteinkalkuliert werden
(vgl. hierzu auch die Erläuterungen in Rao und Shao, 1996, McCarthy, 1966 und
Valliant, 1987). Bei unterschiedlichen Auswahlsätzen werden die Gewichtsanpassungen
aufwendiger, wie es z.B. in Abschnitt 4.6.3 beschrieben wird.
Gemäß dieses Vorgehens modifiziert sich Formel (4.6) zu:

V̂mult

(
θ̂2St

)
=

Ω1∑
a=1

θ̂a − 1
Ω1
·

Ω1∑
v=1

θ̂v

2

(4.7)

+ L

l
·

Ω2∑
o=1

θ̂o − 1
Ω2

Ω2∑
j=1

θ̂j

2

.

Liegt auf der ersten Stufe eine Schichtung vor, kann der Term Lh/lh nur im Falle konstan-
ter Auswahlsätze der PSU über die Schichten hinweg, z.B. im Falle einer proportionalen
Allokation, vor die Summe gezogen werden. Ansonsten ist dieses Vorgehen nicht anwend-
bar.
Die bisherigen Ausführungen zu den Resampling-Methoden bei mehrstufigen Stichpro-
bendesigns gelten ausschließlich für vollständige Beobachtungen. Bei Auftreten fehlender
Werte muss wieder auf die im vorherigen Abschnitt beschriebenen Verfahren der Reim-
putation und Adjustierung der imputierten Werte zurückgegriffen werden. Diese beiden
Methoden müssen entsprechend der Formeln (4.6) und (4.7) innerhalb der Resampling-
Methode auf allen Stufen des Stichprobendesigns durchgeführt werden. Wird ein kleiner
Auswahlsatz und ein deterministisches Imputationsverfahren angenommen, so ist in den
folgenden Erläuterungen nur die Stichprobenkomponente V 1

S von Bedeutung. In diesem
Zusammenhang ist entscheidend, dass selbst bei ausschließlicher Vornahme der Imputa-
tion auf der letzten Stufe des Stichprobendesigns auch die Varianzen übergeordneter Stu-
fen beeinflusst werden. So werden z.B. im zweistufigen Design3 bei der Berechnung von
Totalwerten die imputierten Einheiten der letzten Stufen zu Gesamtwerten der einzelnen

2 Für die Endlichkeitskorrektur der ersten Stufe gilt diese Aussage z.B. im Falle des Vorliegens einer
Schichtung auf der ersten Stufe. Da in (4.7) keine Schichtung vorliegt, könnte die Varianz der ersten
Stufe wie in (4.6) angegeben werden. Aus Gründen der Einheitlichkeit und da der Schätzer (4.7) im
späteren Verlauf im Rahmen einer Schichtung auf der ersten Stufe relevant ist, wird hier auf eine
Einberechnung in den Punktschätzer abgestellt.

3 vgl. hierzu auch die Ausführungen zum mehrstufigen Stichprobendesign bei vollständigen Beobachtun-
gen in Abschnitt 3.1.
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PSU aufsummiert. Durch diesen Vorgang ist die Varianz dieser Stufe von den Imputa-
tionen betroffen, sogar dann, wenn auf der Stufe selbst keine Imputationen vorgenommen
worden sind. Daher müssen bei separater Anwendung von Resampling-Verfahren auf den
einzelnen Stufen Reimputationen und Adjustierungen der imputierten Werte nicht nur
auf der zweiten Stufe, sondern auch auf der ersten Stufe durchgeführt werden. Nur auf
diesem Wege ist es möglich, die Varianz korrekt abzudecken.
Aus diesem Grund müssen θ̂a und θ̂d,o bzw. θ̂o in (4.6) und (4.7) durch θ̂reimpa , θ̂reimpd,o , θ̂reimpo

bzw. θ̂adja , θ̂adjd,o , θ̂adjo ersetzt werden. Diese beschreiben die korrespondierenden reimputier-
ten bzw. adjustierten Schätzer.
Nachteilig kann sich bei diesen Verfahren der größere Aufwand auswirken, der sowohl hin-
sichtlich der Programmierung, wie auch durch längere Laufzeiten entsteht. Der Haupt-
grund liegt darin, dass die einzelnen Resampling-Verfahren auf allen Stufen des Stich-
probendesigns nach Formel (4.6) bzw. (4.7) separat angewendet werden müssen. Dies
gilt ebenfalls für die Verfahren zur Berücksichtigung der Imputation aus dem vorherigen
Abschnitt. Im Rahmen dieser Arbeit wird lediglich die Methode des Balanced-Repeated-
Replication, welche in Abschnitt 4.6 erläutert wird, nach diesem Prinzip bei mehrstufigen
Stichprobendesigns angewendet.
Zudem wird noch eine weitere Resampling-Methode im Falle eines mehrstufigen Designs
berücksichtigt, welche alle Stufen des Stichprobendesigns innerhalb der Berechnung des
Punktschätzers integriert. Dadurch muss das Verfahren nicht auf allen Stufen des Stich-
probendesigns separat angewendet werden. Hierbei handelt es sich um den Rescaling-
Bootstrap ohne Zurücklegen, welcher in Abschnitt 4.5 dargestellt wird. Weitere in die-
ser Arbeit vorgestellte Resampling-Verfahren werden im Falle mehrstufiger Designs nicht
berücksichtigt. Der Grund liegt in ihren erzielten Resultaten für das einstufige Stichpro-
bendesign im Rahmen der Simulationsstudie in Abschnitt 5.2, aber auch in Voruntersu-
chungen bezüglich ihrer Anwendung bei mehrstufigen Stichprobendesigns.

4.1.4 Vor- und Nachteile von Resampling-Verfahren
Die großen Vorteile von Resampling-Verfahren gegenüber den zuvor erläuterten Vari-
anzschätzmethoden werden in Shao (2002, S. 303) erläutert. So ist ein zentraler Vorteil,
dass im Vergleich zu den direkten oder modellassistierenden Methoden nicht für jedes Pro-
blem eine neue theoretische Formel hergeleitet werden muss. Das grundlegende Vorgehen
wird beibehalten. Für Änderungen der interessierenden Statistik oder der Imputations-
methode sind häufig nur geringe Anpassungen notwendig. Wie zuvor erläutert, ergeben
sich dadurch bei den Imputationsmethoden große Vorteile. Durch ihr unkompliziertes
Vorgehen kann auch die Behandlung von komplexen Problemen, wie z.B. das Vorlie-
gen mehrstufiger Stichprobendesigns oder die Kombination von Imputationsverfahren auf
einfachem Wege gelöst werden. Gegenüber den modellassistierenden Methoden sind die
Verfahren auch bei Abweichung vom Modell robust. Des Weiteren sind die getroffen An-
nahmen bei Auftreten fehlender Werte meist nicht so streng wie im Falle der direkten
Varianzschätzung.
Dem gegenüber stehen insbesondere der computertechnische Aufwand, insbesondere in
Form längerer Rechenzeiten (vgl. z.B. Münnich, 2008, S. 327). Diese hängen von der
Anzahl der Replikationen ab. Häufig ist ein Konflikt zwischen den längeren Berechnungs-
zeiten und der Genauigkeit der Messung gegeben. Diese steigt mit der Zunahme an Repli-
kationen. Aufgrund immer leistungsstärkerer Computer muss dieser Kritikpunkt zuneh-
mend relativiert werden. Aber auch ihre Implementierung ist aufwendiger im Vergleich
zu direkten Varianzschätzern oder modellassistierenden Methoden. Diese lassen sich zu-
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mindest für einfache Imputationsmethoden häufig durch eine einfache Formel ausdrücken.
Für Resampling-Verfahren ist der Programmieraufwand deutlich höher.
In den nachfolgenden Abschnitten werden verschiedene Resampling-Verfahren vorgestellt.
Die erste vorzustellende Methode wird als Random-Groups bezeichnet.

4.2 Random-Groups
Dieses Verfahren wird insbesondere in Wolter (2007) erläutert und stellt die einfachste
Form eines Resampling-Verfahrens dar. Dabei ergibt sich das folgende Vorgehen (vgl. im
Folgenden Shao und Tang, 2011): Es werden zufällig G Gruppen von ungefähr gleicher
Größe gebildet. Jede dieser Gruppen bildet eine Substichprobe mit dem dazugehörenden
Vektor der interessierenden Variable yg. Es ergeben sich dadurch G Replikationen. Die
Designgewichte wi,g, der sich in einer Gruppe bzw. Replikation befindlichen Einheiten,
werden bestimmt durch wi,g = wi · G, zusammengefasst zum Gewichtevektor wg. An-
schließend wird der Punktschätzer jeder Substichprobe durch θ̂g = T (yg, wg) berechnet.
Für den Varianzschätzer gilt:

V̂RG (τ̂) = 1
G · (G− 1) ·

G∑
g=1

(
θ̂g −

1
G
·
G∑
l=1

θ̂l

)2

, (4.8)

(vgl. Shao und Tang, 2011, S. 509).
Nach Wolter (2007) sowie Shao und Tang (2011) muss das verwendete Stichproben-
design innerhalb der Gruppen widergespiegelt werden. Damit ist zum Beispiel gemeint,
dass im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe eine Gruppe alle H Schichten beinhalten
sollte. Die Gruppen werden in diesem Fall über die Schichten hinweg gebildet. Dieses Vor-
gehen macht den Einbezug von Endlichkeitskorrekturen zur Berücksichtigung des Ziehens
ohne Zurücklegen schwierig. Dies gilt insbesondere wenn die Auswahlsätze z.B. zwischen
den Schichten variieren. Der in Shao und Tang (2011) dargestellte Schätzer geht daher
von kleinen Auswahlsätzen bzw. vernachlässigbaren Endlichkeitskorrekturen aus.
Zur Berücksichtigung fehlender Werte und Imputation stellen Shao und Tang (2011)
insbesondere auf die Reimputation ab. Bei Anwendung dieses Ansatzes auf den Vektor
yg, unter Rückgriff evtl. vorliegender Hilfsvariablen oder Imputationsklassen, resultiert
für jede Gruppe und damit jede Substichprobe der reimputierte Vektor yg,reimp. Für den
Punktschätzer gilt:

θ̂g = T (yg,reimp, wg). (4.9)

Die Varianz wird weiterhin nach (4.8) berechnet. Im Falle zufälliger Imputationsverfahren
sollte jedoch auf die Adjustierung der imputierten Werte abgestellt werden. Dadurch
ergibt sich der adjustierte Vektor yg,adjust. Der Punktschätzer wird berechnet durch:

θ̂g = T (yg,adjust, wg). (4.10)

Die Methode der Random-Groups zeigt gegenüber den anderen Resampling-Methoden
einen großen Nachteil. Da für jede Substichprobe immer nur eine Gruppe verwendet wird,
können die Schätzungen in jeder Replikationen nur auf sehr wenigen Einheiten basieren,
welche entsprechend hochgewichtet werden. Dies gilt insbesondere, wenn viele Gruppen
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mit wenigen Elementen gebildet werden. Varianzschätzungen können hier sehr instabil
sein, da die geringe Anzahl an Elementen keine valide Grundlage mehr bildet. Treten
zusätzlich noch fehlende Werte auf, welche zu imputieren sind, kann die Schätzung sehr
ungenau werden. Daher wären eher größere wenige Gruppen sinnvoll. Jedoch gehen wenige
Gruppen mit einer geringen Anzahl von Substichproben einher, worunter auch wieder
die Qualität der Schätzung leiden kann. Um diesem Nachteil zu begegnen und stabilere
Gruppen zu erhalten, gehen die Resampling-Methoden, welche im nächsten Abschnitt
behandelt werden, bei der Substichprobenbildung von einer Löschung einzelner Einheiten
bzw. Gruppen aus. Diese Methoden werden unter dem Begriff Jackknife subsumiert.

4.3 Jackknife
Grundlegend ist der Methode des Jackknife, dass eine Substichprobe dadurch gebildet
wird, indem Elemente der ursprünglichen Stichprobe für die Replikation gelöscht werden.
So wird beim Delete-1-Jackknife im Falle einer einfachen Zufallsstichprobe immer ein
Element der ursprünglichen Stichprobe gelöscht, bis alle Elemente einmal ausgelassen
wurden. Dadurch ergeben sich n Replikationen. Der Vektor der interessierenden Variable
nach Löschung eines Elementes wird als y−1 bezeichnet. Es wird hier davon ausgegangen,
dass die Elemente direkt gelöscht werden und nicht mit einer Gewichtszuweisung von Null
gearbeitet wird.
Zur Kalkulation der Statistik in jeder Substichprobe muss der Tatsache Rechnung ge-
tragen werden, dass sie nicht auf Basis der vollständigen Stichprobengröße n sondern
auf n − 1 Einheiten geschätzt wird. Dies geschieht über die Adjustierung der Designge-
wichte. Demnach werden die Gewichte der nicht gelöschten Einheiten angepasst durch
wi,−1 = wi · n/(n − 1). Die Gewichte werden durch den Gewichtevektor w−1 zusammen-
gefasst.
Die interessierende Statistik wird anschließend berechnet durch θ̂−i = T (y−1, w−1). θ̂−i
stellt damit die interessierende Statistik dar, welche auf Basis der Replikation unter Aus-
lassung von Element i berechnet wurde. Die Varianz wird anschließend berechnet durch:

V̂d1JK
(
θ̂
)

= n− 1
n
·
n∑
i=1

θ̂−i − 1
n
·
n∑
j=1

θ̂−j

2

, (4.11)

(vgl. Shao und Tu, 1995, S. 4 ff.).
Auch auf stratifizierte Stichprobendesigns kann der Delete-1-Jackknife einfach angewendet
werden. Hier existieren zwei Möglichkeiten. So kann der Delete-1-Jackknife-Punktschätzer
über die Schichten hinweg berechnet werden. In diesem Fall wird bei Löschung des Ele-
mentes i in Schicht h die Gewichte des Elementes j in Schicht t wie folgt adjustiert:

w
(hi)
t,j :=

{
wtj, wenn t 6= h,
whj · nh/ (nh − 1) , wenn t = h, j 6= i,

(4.12)

(vgl. Davison und Sardy, 2004a, S. 14). Problematisch stellt sich bei diesem Vorge-
hen die Integration der schichtspezifischen Endlichkeitskorrektur 1 − fh dar. Im Falle
eines konstanten Auswahlsatzes über Schichten hinweg könnte diese Korrektur über ihre
Wurzel in die Punktschätzung integriert werden. Andernfalls können beim Modell ohne
Zurücklegen Überschätzungen auftreten. Für lineare Statistiken ist es auch möglich, den
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Delete-1-Jackknife innerhalb der einzelnen Schicht anzuwenden, d.h. die Elemente wer-
den nacheinander in jeder Schicht gelöscht und die einzelnen Punktschätzer innerhalb der
Schichten berechnet. Dann wird der Delete-1-Jackknife-Varianzschätzer wie folgt berech-
net:

V̂d1JK,strat
(
θ̂
)

=
H∑
h=1

(1− fh) · (nh − 1)
nh

nh∑
i=1

(
θ̂h,−i − θ̂h

)2
. (4.13)

θ̂h,−i entspricht in diesem Fall der interessierenden Größe in Schicht h unter Auslassung des
Elementes i. θ̂h ist der Mittelwert dieser Statistik über die verschiedenen Replikationen in
Schicht h und fh wie zuvor der Auswahlsatz in der entsprechenden Schicht h (vgl. Davison
und Sardy, 2004a, S. 14, Münnich, 2008, S. 326). Ein Vorteil dieses Vorgehens ist die
einfache Berücksichtigung der Endlichkeitskorrektur 1 − fh, wobei hier der Auswahlsatz
zwischen den Schichten variieren kann. In diesem Fall sind nur die Gewichte der Einheiten
der betrachteten Schicht h von Interesse. Diese werden wie in (4.12) angepasst durch:

whj,−1 = whj · nh/ (nh − 1) . (4.14)

Die einzelnen Gewichte werden wieder zum Vektor wh,−1 zusammengefasst. Für θ̂h,−i gilt
θ̂h,−i = T (yh,−1, wh,−1), wobei yh,−1 der Vektor der interessierenden Variable in Schicht h
unter Auslassung eines Elementes darstellt.
Der Delete-1-Jackknife besitzt grundsätzlich zwei größere Nachteile. Zum einen setzt er
glatte Statistiken voraus (vgl. Münnich, 2008, S. 326). Im Falle nicht linearer Statistiken
können Inkonsistenzen resultieren (vgl. Shao und Wu, 1989, S. 1176). Das bekannteste
Beispiel hierfür ist der Median und wird in Efron (1982) näher erläutert.
Zudem kann bei großen Stichprobengrößen n der Rechenaufwand erheblich ansteigen,
da hier eine große Anzahl an Replikationen resultiert. Dies kann ihn insbesondere für
Erhebungen in der Amtlichen Statistik unpraktikabel machen. Auch im Rahmen der Si-
mulationsstudie dieser Arbeit kann der Delete-1-Jackknife aufgrund dieses hohen Rechen-
aufwandes nicht berücksichtigt werden.

4.3.1 Delete-a-Group-Jackknife
Eine Möglichkeit den Aufwand von n Replikationen zu reduzieren, ist, in einer Substich-
probe mehr als ein Element zu löschen. Auf diesem Wege sind weniger Replikationen
notwendig um alle Elemente einmal auszulassen. Ein solches Vorgehen wird z.B. mit dem
Delete-a-Group-Jackknife erreicht. Diese Modifikation des Delete-1-Jackknife wird z.B. in
Kott (1998) oder Kott (2001) beschrieben. Statt eines Elementes werden hier Grup-
pen von Elementen in einer Substichprobe gelöscht. Die verbliebenen Werte der interes-
sierenden Variable werden als y−g bezeichnet. Zur Gruppenbildung wird in dieser Arbeit
eine zufällige Einteilung durchgeführt. Wichtig ist, dass die Gruppen ungefähr die gleiche
Größe besitzen und ein Element nicht in mehreren Gruppen auftaucht (vgl. Bienas et al.,
2003, S. 539).
Wie zuvor beim Delete-1-Jackknife müssen auch hier die Designgewichte der nicht gelösch-
ten Einheiten zur Berechnung des Delete-a-Group-Jackknife-Punktschätzers angepasst
werden. Hier muss jedoch der Tatsache Rechnung getragen werden, dass die Löschung
einer ganzen Gruppe stattfindet. Es gilt:
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wj,−g = wj · n/ (n− ng) , (4.15)

wobei ng die Anzahl der Elemente ist, welche sich in Gruppe g befinden (vgl. Kott, 2001,
S. 522). Die Gewichte werden zum Gewichtevektor w−g zusammengefasst. Wiederum wird
anschließend die interessierende Statistik berechnet durch θ̂−g = T (y−g, w−g). θ̂−g ist damit
die interessierende Statistik, welche ohne die Elemente der Gruppe g berechnet wurden.
Für die geschätzte Varianz mittels des Delete-a-Group-Jackknife gilt:

V̂dgJK (τ̂) = G− 1
G
·
G∑
g=1

(
θ̂−g −

1
G
·
G∑
l=1

θ̂−l

)2

, (4.16)

wobei G die Anzahl der gebildeten Gruppen (vgl. Shao und Tu, 1995, S. 195) ist.
Bei geschichteten Designs kann entsprechend der beiden Möglichkeiten des Delete-1-
Jackknife vorgegangen werden, wobei einzelne Gruppen in den Schichten gelöscht werden
und eine entsprechende Gewichtsanpassung erfolgt. Im Rahmen der Simulationsstudie
wird die Erweiterung von (4.13) auf den Delete-a-Group-Jackknife verwendet werden. Die
Varianz wird hier geschätzt durch:

V̂dgJK,strat

(
θ̂
)

=
H∑
h=1

(1− fh) · (Gh − 1)
Gh

Gh∑
g=1

(
θ̂h,−g − θ̂h

)2
, (4.17)

mit θ̂h,−g = T (yh,−g, wh,−g). yh,−g ist der Vektor der Untersuchungsvariable in Schicht h
ohne die Elemente der Gruppe g dieser Schicht. wh,−g ist ein Vektor, welcher die Gewichte
wh,j enthält. Hinsichtlich der Bestimmung dieser Gewichte gilt für Element j bei Löschung
der Gruppe g in Schicht h:

wh,j = whj · nh/ (nh − nhg) . (4.18)

nhg ist die Anzahl der Elemente in Schicht h, welche sich in der gelöschten Gruppe g
befinden. Gh ist die Anzahl der gebildeten Gruppen in Schicht h.
Wie beschrieben besteht der große Vorteil des Delete-a-Group-Jackknife in dem redu-
zierten Aufwand und den schnelleren Laufzeiten, insbesondere gegenüber dem Delete-1-
Jackknife. Die Qualität des Verfahrens hängt entscheidend von der Anzahl der gebildeten
Gruppen ab, welche die Anzahl der Replikationen bestimmen. Eine kleine Gruppenanzahl
führt zu schnelleren Laufzeiten, aber auch zu einer größeren Variabilität der Schätzung.
Bei vielen Anwendungen ist es häufig nicht so einfach, die optimale Anzahl an Grup-
pen zu bestimmen. Des Weiteren kann die Qualität der Methode leiden, wenn die Daten
Klumpenstrukturen aufweisen. Werden ganze Cluster gelöscht und unterscheiden sich die-
se sehr stark, kann die Varianzschätzung mittels dieser Methode sehr variabel werden. Als
Beispiel können Einheiten übergeordneter Stufen bei mehrstufigen Stichprobendesigns ge-
nannt werden.

4.3.2 Jackknife bei fehlenden Werten und Imputation
Ein bekannter Artikel, welcher sich mit der Anwendung des Delete-1-Jackknife im Falle
fehlender Werte und Imputation beschäftigt, ist derjenige von Rao und Shao (1992).
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Im Rahmen von Nearest-Neighbour-Imputation sind für diese Resampling-Methode Be-
sonderheiten gegeben. Diese werden in Chen und Shao (2001) näher erläutert und hier
werden auch Modifikationen des Delete-1-Jackknife speziell für diese Imputationsmethode
präsentiert. Im Rahmen der Simulationsstudie dieser Arbeit wird der Delete-1-Jackknife
aufgrund seines hohen Aufwandes bei großen Stichprobenumfängen nicht berücksichtigt.
Für detaillierte Erläuterungen wird daher auf diesen Artikel verwiesen.
Dieser Abschnitt stellt insbesondere auf den Delete-a-Group-Jackknife ab. Die Erkennt-
nisse aus Rao und Shao (1992) und Shao (2002) für den Delete-1-Jackknife können
aber auch auf diese Methode übertragen werden. Auch für den Delete-a-Group-Jackknife
gilt, dass durch die Löschung ganzer Gruppen, die Substichprobengröße kleiner als die
ursprüngliche Stichprobengröße ist. Eine einfache Reimputation der imputierten Werte
wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben, würde im Falle von zufälligen Imputationsverfahren
zu einer Überschätzung der Varianz führen. In diesem Fall müssen die imputierten Werte
in jeder Substichprobe, also die Stichprobenwerte ohne die gelöschten Elemente, wieder
durch Formel (4.3) adjustiert werden. Grundlage dieser Adjustierungen ist der imputierte
um die Gruppe g reduzierte Vektor yI−g bzw. yIh,−g, wobei bei letzterem beachtet werden
muss, dass die Schichten nicht unbedingt die Imputationsklassen darstellen müssen. Aus
Gründen der Übersichtlichkeit wird die Anwendungen nachfolgend am Vektor y−g de-
monstriert. Nach der Anwendung von (4.3) ergibt sich die adjustierte imputierte Variable
y−g,adjust. Für den Punktschätzer in jeder Replikation für den Delete-a Group-Jackknife
gilt:

θ̂−g = T (y−g,adjust, w−g). (4.19)

Die Varianzschätzung erfolgt anschließend wie im Falle vollständiger Beobachtungen nach
(4.16). Im stratifizierten Fall würde entsprechend auf (4.17) zurückgegriffen werden.
Im Falle deterministischer Imputationsverfahren können sowohl die Adjustierung impu-
tierter Werte wie auch die Reimputation angewendet werden. Beide führen dann zu glei-
chen Ergebnissen. Bei Anwendung der Reimputation würde die reimputierte Variable
y−g,reimp resultieren und entsprechend verwendet werden:

θ̂−g = T (y−g,reimp, w−g). (4.20)

Auch hier erfolgt die Varianzschätzung nach (4.16).

4.4 Bootstrap
Die gängigste Variante eines Bootstrap ist der Monte-Carlo-Bootstrap. Im Falle einer ein-
fachen Zufallsstichprobe werden aus der ursprünglichen Stichprobe n Einheiten y∗1, y∗2 . . . y∗n
in Höhe der Stichprobengröße nach dem Modell mit Zurücklegen gezogen. Die dazu-
gehörenden Realisationen der entsprechenden Untersuchungsvariable y∗ wird Bootstrap-
Stichprobe genannt. Dieser Vorgang der Substichprobenziehung wird B mal wiederholt
und für jede Substichprobe die interessierende Statistik θ̂∗b berechnet. Die Varianz wird
berechnet durch

V̂boot,MC

(
θ̂
)

= 1
B − 1 ·

B∑
b=1

(
θ̂∗b −

1
B
·
B∑
v=1

θ̂∗v

)2

, (4.21)
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mit θ̂∗b = T (y∗, w∗boot). w∗boot stellt die Designgewichte der ursprünglichen Stichprobe der in
die Bootstrap-Stichprobe gelangten Elemente dar (vgl. z.B. Münnich, 2008, S. 326, vgl.
Shao und Tu, 1995, S. 11 ff.).
Für geschichtete Stichprobendesigns erfolgt die Substichprobenziehung unabhängig in je-
der Schicht (vgl. Davison und Sardy, 2004a, S. 21, Davison und Sardy, 2007, S. 374).

4.4.1 Monte-Carlo-Bootstrap bei fehlenden Werten und
Imputation

Die wohl bekannteste Variante eines Monte-Carlo-Bootstrap bei fehlenden Werten bzw.
Imputation ist der Bootstrap von Shao und Sitter (1996). Wie beim Bootstrap üblich,
werden hier n Einheiten mit Zurücklegen aus der imputierten Stichprobe mit den Werten
der interessierenden Variable yI gezogen. Es resultiert wieder die Bootstrap-Stichprobe mit
yI∗ mit den dazugehörenden Hilfsinformationen. Die Größe der Substichprobe entspricht
der ursprünglichen Stichprobengröße. Zur Reproduktion des ursprünglichen Imputations-
prozesses kann sowohl eine Reimputation, wie auch die Adjustierung der imputierten
Werte in jeder Substichprobe erfolgen. Dies gilt auch für zufällige Imputationsverfahren.
Shao und Sitter (1996) benutzen in ihrem Artikel die Reimputation innerhalb jeder
Substichprobe, gemäß dem folgenden Vorgehen:
Es wird davon ausgegangen dass z∗i den entsprechen Response-Indikator für die Bootstrap-
Stichprobe beschreibt, mit z∗i = 0, falls die Einheit i der Bootstrap-Stichprobe einen feh-
lenden Wert besitzt und zuvor imputiert wurde (y∗M = y∗i ∈ M∗) und 1, wenn dieser
beobachtet worden ist (y∗R = y∗hi ∈ R∗). Um die Imputation bei der Varianzschätzung
zu berücksichtigen, werden die fehlenden Werte y∗M der Bootstrap-Stichprobe in jeder
Substichprobe auf Basis der beobachtbaren Werte y∗R reimputiert. Um y∗reimp zu ge-
nerieren, wird das gleiche Imputationsverfahren benutzt, welches für die ursprüngliche
Stichprobe verwendet wurde. Die interessierende Statistik wird anschließend durch θ̂∗b =
T (y∗reimp, w∗boot) berechnet und die Varianzschätzung erfolgt nach (4.21). Nach Shao (2002,
S. 309) ist eine Anpassung der imputierten Werte nach (4.3) aus den genannten Gründen
nicht notwendig.
Anders verhält es sich, wenn geschichtete Designs vorliegen. Nach Rao und Wu (1988)
müssen bei kleinen Stichprobenumfängen statt nh nh − 1 Einheiten mit Zurücklegen un-
abhängig in jeder Schicht aus der ursprünglichen Stichprobe gezogen werden. Damit ent-
spricht die Substichprobegröße bei geschichteten Designs nicht mehr derjenigen der ur-
sprünglichen Stichprobe. Im Falle zufälliger Imputationsverfahren können daher bei einer
einfachen Reimputation in jeder Substichprobe deutliche Überschätzungen der Varianz
auftreten. Die Adjustierung der imputierten Werte nach (4.3) ist hier sinnvoll (vgl. Shao,
2002, S. 310). Im Rahmen des Shao und Sitter-Bootstrap ist damit das Stichprobendesign
von entscheidender Bedeutung, ob eine Reimputation oder Adjustierung der imputier-
ten Werte angewendet werden kann. Wie zuvor beschrieben, spielt es bei einer einfachen
Zufallsstichprobe keine Rolle, welche der beiden Methoden verwendet wird. Liegen hinge-
gen stratifizierte Designs oder Strukturen vor, wie z.B. auf der zweiten Stufe oder darauf
folgenden Stufen eines mehrstufigen Stichprobendesigns, muss die Adjustierung der im-
putierten Werte innerhalb jeder Substichprobe des Shao und Sitter-Bootstrap erfolgen.
Der Shao und Sitter-Bootstrap weist einige Nachteile auf. Zum einen kann er auch mit
deutlichen Überschätzungen der Varianz einhergehen. Der Monte-Carlo-Bootstrap im
Allgemeinen berücksichtigt keine Endlichkeitskorrektur für den Fall des Ziehens ohne
Zurücklegen. Diese ist bei großen Auswahlsätzen relevant. Daher kann auch der Shao und
Sitter-Bootstrap in solchen Fällen zu deutlichen Verzerrungen führen. Hier müssen alter-
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native Bootstrap-Varianten gefunden werden. Zum anderen kann er nach Saigo et al.
(2001) zu deutlichen Unterschätzungen der Varianz führen, im Falle kleiner Stichpro-
benumfänge innerhalb der Schichten. Der Grund liegt auch hier darin, dass die Größe der
Substichprobe in den verschiedenen Schichten in Höhe von nh − 1 nicht mit der Größe
der ursprünglichen Stichprobe übereinstimmt. Aus diesem Grund schlagen sie eine weitere
Modifikation des Bootstrap vor, welche sie Repeated-Half-Sample-Bootstrap nennen.

4.4.2 Repeated-Half-Sample-Bootstrap
Hier werden bei Annahme einer gerade Anzahl von Einheiten in den Schichten anstelle
von nh−1 Einheiten n∗h = nh/2 für die Substichprobe gezogen, allerdings im Modell ohne
Zurücklegen. Anschließend werden diese Einheiten verdoppelt, wodurch eine Substichpro-
bengröße von nh erreicht wird (vgl. Saigo et al., 2001, S. 191 f.). Im Falle einer ungeraden
Stichprobengröße in den Schichten schlagen Saigo et al. (2001) eine modifizierte Version
dieses Bootstrap vor.
In diesem Zusammenhang gehen sie von zwei Überlegungen aus:

1. Werden n∗h = (nh − 1)/2 ohne Zurücklegen gezogen und alle Einheiten verdoppelt,
resultieren nur nh−1 Einheiten. Wird nun zufällig von diesen Einheiten eine weitere
gezogen, um die gewünschte Stichprobengröße zu erhalten, wird mit dem Repeated-
Half-Sample-Bootstrap eine Varianz bei Vorliegen eines Totalwertschätzers geschätzt,
welche V ∗(τ) = ∑H

h=1(nh + 3) · s2
h/n

2
h beträgt.

2. Werden hingegen n∗h + 1 Einheiten gezogen und repliziert, resultieren nh + 1 Einhei-
ten. Wird davon eine zufällig gelöscht, liegt die Varianz bei V ∗(τ) = ∑H

h=1(nh + 1) ·
s2
h/n

2
h.

Nach Saigo et al. (2001) wird ein unverzerrter Varianzschätzer dann erreicht, wenn die
erste Methode mit einer Wahrscheinlichkeit von 1/4 und die zweite Methode mit einer
Wahrscheinlichkeit von 3/4 benutzt wird. Das weitere Vorgehen entspricht dem Shao
und Sitter-Bootstrap (vgl. Saigo et al., 2001, S. 191 f.). Wie in Saigo et al. (2001) be-
schrieben, wird dadurch ein approximativ unverzerrter Bootstrap mit Substichproben-
größe in Höhe der ursprünglichen Stichprobengröße erreicht. Dadurch ist es bei dieser
Version des Bootstrap auch im Falle eines zufälligen Imputationsverfahrens möglich, ei-
ne Reimputation in jeder Substichprobe durchzuführen, ohne dass Überschätzungen der
Varianz auftreten. Hier spielt es keine Rolle, ob die Reimputation oder die Adjustier-
ung der imputierten Werte in jeder Substichprobe zur Berücksichtigung der durch die
Imputation entstehende Varianz gewählt wird. Es können damit die Vorteile der Reim-
putation wie z.B. die einfachere Umsetzbarkeit ausgenutzt werden. Wird diese gewählt,
resultiert die reimputierte nach dem Vorgehen des Repeated-Half-Sample-Bootstrap er-
haltene interessierende Variable y∗repeat,reimp mit dem dazu gehörenden Gewichtevektor
w∗repeat. Dieser beinhaltet die Designgewichte der ursprünglichen Stichprobe dieser Ein-
heiten. Hier muss keine Anpassung der Gewichte erfolgen, da die Substichprobengröße
mit der ursprünglichen Stichprobengröße übereinstimmt. Der Punktschätzer wird berech-
net durch θ̂∗b = T (y∗repeat,reimp, w∗repeat). Das weitere Vorgehen ist mit dem des Shao und
Sitter-Bootstrap identisch und die Varianzschätzung erfolgt nach (4.21).
Aber auch der Repeated-Half-Sample-Bootstrap besitzt einen entscheidenden Nachteil.
Wie der Shao und Sitter-Bootstrap berücksichtigt diese Version des Bootstrap keine
Endlichkeitskorrektur. Dies kann im Falle großer Ausfallsätze innerhalb der Schichten
fh = nh/Nh zu deutlichen Überschätzungen der Varianz führen. Diese Problematik trat
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auch schon für die Random-Group-Methode sowie den Delete-a-Group-Jackknife auf.
Wie beschrieben wird diese Integration komplexer, wenn z.B. bei stratifizierten Designs
unterschiedliche Auswahlsätze in den Schichten vorliegen. Zwei solche Methoden, wel-
che in der Lage sind, Endlichkeitskorrekturen auch bei variierenden Auswahlsätzen zu
berücksichtigen, sind der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen und die Methode des
Balanced-Repeated-Replication. Diese werden in den nachfolgenden Abschnitten näher
erläutert.

4.5 Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen
Eine Möglichkeit zur Behebung des beschriebenen Problems der Berücksichtigung der
Endlichkeitskorrektur ist eine weitere Version des Bootstrap, der Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zurücklegen, welcher von Chipperfield und Preston (2007, S. 169 f.) entwickelt
wurde. Dieses Verfahren stellt eine Weiterentwicklung des von Rao und Wu (1988) vorge-
schlagenen Rescaling-Bootstrap dar, welcher zunächst in Abschnitt 4.5.1 kurz beschrieben
wird. Im Rahmen dieser Arbeit wird jedoch größten Teils auf die Weiterentwicklung von
Chipperfield und Preston (2007) abgestellt. Seine Übertragung auf mehrstufige Stich-
probendesigns wird in Preston (2009, p. 228 ff.) gegeben. Sowohl die ein- wie auch die
mehrstufige Variante des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen werden in den nächsten
Abschnitten vorgestellt. Beide Varianten gehen von vollständigen Beobachtungen aus.
Anschließend wird in dieser Arbeit ein Ansatz vorgeschlagen, wie diese beiden Varian-
ten auf Fälle des Vorliegens fehlender Werte und ihrer Kompensation über Imputation
übertragen werden können.

4.5.1 Ursprüngliche Version nach Rao und Wu
In seiner ursprünglichsten Version stellt der Rescaling-Bootstrap eine Resampling-Methode
dar, welche noch auf dem Modell mit Zurücklegen basiert. Genauer gesagt, werden im Fal-
le einer geschichteten Zufallsstichprobe eine bestimmte Anzahl von n∗h Einheiten aus der
ursprünglichen Stichprobe mit Zurücklegen gezogen. Rao und Wu (1988) schlagen hier
die Verwendung von

n∗h =
⌊

(1− fh) · (nh − 2)2

1− 2 · fh) · (nh − 1)

⌋
(4.22)

vor. Anschließend erfolgt eine Anpassung der für die Substichprobe gezogenen Werte y∗hi
durch:

yhi = yh + (y∗hi − yh) ·
√
Ch, (4.23)

mit Ch = n∗h · (1− fh)
(nh − 1) ,

wobei yh den Schichtmittelwert darstellt. Die Designgewichte werden berechnet durch
w∗hi = Nh/n

∗
h. Für die interessierende Statistik ergibt sich θ̂∗b = T (y∗h, w∗h), wobei y∗h und

w∗h die entsprechenden Vektoren von y∗hi und w∗hi sind (vgl. Rao und Wu, 1988, S. 232,
Davison und Sardy, 2004a, S. 22, Mashreghi et al., 2014, S. 147).
Dieser ursprüngliche Rescaling-Bootstrap besitzt eine Reihe von Nachteilen. Das größte
Problem liegt in der Bestimmung der Substichprobengröße. So kritisieren Davison und
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Sardy (2004a), dass deren Bestimmung nach (4.22) unter bestimmten Parameterkon-
stellationen zu n∗h > nh führen kann. Dadurch kann die Berechnung des Rescaling-
Punktschätzers nicht mehr möglich sein. Mashreghi et al. (2014) schlagen als Alter-
native die Verwendung von nh − 3 vor. Aber auch diese Wahl kann Probleme mit sich
bringen, wie die Simulationsstudie in Abschnitt 5.2 zeigen wird. Preston (2009) kritisiert
zudem, dass die Reskalierung auf die Beobachtungswerte durchgeführt wird. Dadurch ist
seine Anwendung nur bei glatten Statistiken möglich. Ein letzter Kritikpunkt wird in
Saigo et al. (2001) gegeben. Nach ihrer Auffassung liefert die ursprüngliche Version des
Rescaling-Bootstrap keine korrekten Schätzer im Falle von imputierten Daten.
Rao et al. (1992) modifizierten diese Methode und führten die Reskalierungen auf die
Designgewichte und nicht mehr auf die Beobachtungswerte durch. Im Rahmen dieser Ar-
beit wird wie bereits erläutert zu einem überwiegenden Teil auf eine weitere Modifikation
des Rescaling-Bootstrap abgestellt, welcher in Chipperfield und Preston (2007) vor-
geschlagen wird und den beschriebenen Nachteilen begegnen soll. Zusätzlich besitzt diese
Methode große Vorteile bei der Anwendung mehrstufiger Stichprobendesigns. Der große
Unterschied im Vergleich zu der beschriebenen originären Version des Rescaling-Bootstrap
ist jedoch die Verwendung des Modells ohne Zurücklegen für die Substichprobenziehung.
Daher wird diese Version im Folgenden auch oft als Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen
bezeichnet.

4.5.2 Allgemeines Vorgehen
Auch beim Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen wird eine Substichprobe nicht in Höhe
der ursprünglichen Stichprobengröße gezogen. Im Falle der einfachen Zufallsstichprobe
werden von den n Elementen der betrachteten Stichprobe n∗ = bn/2c Elemente gezo-
gen, aber nicht im Modell mit Zurücklegen sondern im Modell ohne Zurücklegen (vgl.
hierzu und im Folgenden Chipperfield und Preston, 2007, S. 169 f.). Bei vorausge-
hender Schichtung erfolgt dieser Vorgang unabhängig in jeder Schicht. Im Gegensatz z.B.
zum Repeated-Half-Sample-Bootstrap werden diese gezogenen Einheiten aber nicht ver-
doppelt. Beim Rescaling-Bootstrap erfolgt im Falle der einfachen Zufallsstichprobe eine
Adjustierung der Gewichte aller Einheiten der ursprünglichen Stichprobe durch:

w∗i =
(

1− λ+ λ · n
n∗
· δi
)
· wi, (4.24)

mit dem Gewichtevektor w∗Resc aller Beobachtungen, wobei δi den Wert 1 annimmt, wenn
das betrachtete Element für die Substichprobe gezogen wurde und ansonsten den Wert 0.

λ ist definiert durch λ =
√
n∗ · (1− f)

(n− n∗) . Wie zu sehen ist, wird bei der Berechnung des

Rescaling-Gewichtes die Endlichkeitskorrektur (1− f) berücksichtigt. Dadurch kann eine
Überschätzung der Varianz bei einem großen Auswahlsatz vermieden werden. Und dies
ist der große Vorteil gegenüber den zuvor vorgestellten Bootstrap-Verfahren wie des Shao
und Sitter-Bootstrap und des Repeated-Half-Sample-Bootstrap, wie sich später noch bei
der Simulationsstudie zeigen wird.
Zur Berechnung des Bootstrap-Punktschätzers werden anschließend die Gewichte w∗i ver-
wendet. Hier gilt θ̂∗b = T (yS, w∗Resc). Wichtig ist an dieser Stelle noch einmal hervorzu-
heben, dass bei dieser Variante des Bootstrap alle Elemente der ursprünglichen Stich-
probe yS bei Berechnung der einzelnen für die Varianzschätzung relevanten Bootstrap-
Punktschätzer berücksichtigt werden. Die in der Substichprobe enthaltenen Elemente, für
welche δi = 1 gilt, bekommen jedoch ein höheres Gewicht. Dies wird deutlich, wenn in
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Formel (4.24) δi auf 0 bzw. 1 gesetzt wird. Dabei erhöht sich das Gewicht der gezogenen
Elemente gegenüber den nicht gezogenen Elementen um den Term λ · n

n∗
. Dies resultiert

aus der Tatsache, dass n, n∗ und λ nur positive Werte annehmen können. Die für die
Substichprobe gezogenen Elemente (δi = 1) besitzen in diesem Zusammenhang im Ver-
gleich zu den nicht gezogenen ein umso größeres Gewicht, je kleiner der Auswahlsatz f
ist. Jedoch gewinnen die nicht gezogenen Elementen mit größer werdendem Auswahlsatz
immer mehr an Bedeutung. Wird angenommen, dass der Schichtumfang n gerade ist und
damit n∗ = n/2, gilt für den zusätzlichen Term λ · n

n∗
= 2 ·

√
(1− f). Mit großem f nähert

sich dieser Term Null und die Gewichte w∗i nach (4.24) unterscheiden sich kaum noch.
Wie zuvor erfolgt die Varianzschätzung auf Basis der einzelnen aus den B Wiederholungen
resultierenden Bootstrap-Punktschätzer nach Formel (4.21).
Im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe ändert sich (4.24) zu:

w∗hi =
(

1− λh + λh ·
nh
n∗h
· δhi

)
· whi, (4.25)

mit dem Gewichtevektor λh =
√
n∗h ·

(1− fh)
(nh − n∗h)

aller Beobachtungen. δhi nimmt auch

hier den Wert 1 an wenn eine Einheit i der Schicht h für die Substichprobe gezogen
wurde und ansonsten 0 (vgl. Chipperfield und Preston, 2007, S. 169 f.). Bezüglich
der Einflussnahme für die Substichprobe gezogener und nicht gezogener Einheiten gelten
die Erläuterungen aus dem Fall der einfachen Zufallsstichprobe. Die Einflussnahme der
nicht für die Substichprobe gezogenen Einheiten wächst mit steigendem fh.

4.5.3 Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen bei mehrstufigen
Stichprobendesigns

Neben seiner Vorteile bei höheren Auswahlsätzen durch die Berücksichtigung der Endlich-
keitskorrektur bei der Berechnung der Rescaling-Gewichte besitzt der Rescaling-Bootstrap
einen weiteren Vorteil. Im Falle des Vorliegens mehrstufiger Stichprobendesigns kann die
Methode unkompliziert auf mehrere Stufen erweitert werden. Dies geschieht über die Ad-
justierung der Designgewichte auf der entsprechenden Stufe.
Diese Erweiterung des Rescaling-Bootstrap auf mehrstufige Stichprobendesigns wird in
Preston (2009) beschrieben, wobei dieser ein dreistufiges Design mit einer stratifizierten
ersten Stufe verwendet. Im Rahmen dieses Abschnittes wird auf ein zweistufiges Stich-
probendesign abgestellt werden, ebenfalls mit einer Schichtung auf der ersten Stufe. Das
grundsätzliche Vorgehen des Rescaling-Bootstrap besteht im mehrstufigen Fall darin, auf
jeder Stufe für die Substichprobe die Hälfte der Einheiten ohne Zurücklegen zu ziehen und
die Designgewichte dementsprechend anzupassen. Im Detail wird der Rescaling-Bootstrap
ohne Zurücklegen wie folgt umgesetzt. Zunächst werden im Rahmen der Substichpro-
benbildung aus den lh PSU der betrachteten Stichprobe l∗h = blh/2c PSU zufällig ohne
Zurücklegen ausgewählt. Es erfolgt eine Berechnung der Rescaling-Gewichte w∗hd auf dieser
Stufe gemäß:

w∗hd =
(

1− λh + λh ·
lh
l∗h
· δhd

)
· whd. (4.26)
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Für λh gilt λh =
√
l∗h ·

(1− fh)
(lh − l∗h)

und δhd ist eine Indikatorvariable, welche den Wert 1

annimmt, wenn PSU d in Schicht h gezogen wird und ansonsten gilt δhd = 0.
Auf der zweiten Stufe wird dieser Vorgang entsprechend durchgeführt. Demnach werden
von den nhd USU in der d-ten PSU der ursprünglichen Stichprobe n∗hd = bnhd/2c USU
zufällig ohne Zurücklegen ausgewählt. Dieser Vorgang wird unabhängig von der Substich-
probenziehung der ersten Stufe gemacht, d.h. die Substichprobenziehung der zweiten Stufe
findet aus allen lh PSU der ursprünglichen Stichprobe statt und nicht aus den l∗h Einheiten
der Substichprobe.
Die Rescaling-Gewichte auf dieser Stufe sind definiert durch:

w∗hdi = whdi ·
whd
w∗hd
· (1− λh + λh ·

lh
l∗h
· δhd − λhd ·

√
lh
l∗h
· δhd

+ λhd ·
√
lh
l∗h
· δhd ·

nhd
n∗hd
· δhdi), (4.27)

wobei λhd definiert ist durch λhd =
√
n∗hd · fh ·

(1− fhd)
(nhd − n∗hd)

und δhdi besitzt den Wert 1

wenn die USU i in PSU d in Schicht h gezogen wird und ansonsten 0.
Die neuen Gewichte errechnen sich aus:

w∗i = w∗hd · w∗hdi, (4.28)

mit dem Gewichtevektor w∗Resc (vgl. Preston, 2009, S. 228 f.).
Auch hier gilt tendenziell die Aussage, dass bei geringen Auswahlsätzen auf den jeweiligen
Stufen die Gewichte der für die Substichprobe gezogenen Einheiten im Vergleich zu den
nicht gezogenen Einheiten deutlich größer sind als im Fall von großen Auswahlsätzen. Hier
nimmt der Einfluss der nicht gezogenen Einheiten deutlich zu. Im Vergleich zum einstu-
figen Design können hier jedoch weniger eindeutige Aussagen getroffen werden, da mehr
Parameter eine Einflussnahme auf die Gewichtsanpassung besitzen. So beeinflussen zum
Beispiel die Auswahlsätze der ersten Stufe auch die Gewichtsanpassung auf der zweiten
Stufe. Dies muss bei der folgenden Interpretation beachtet werden.
Für die Gewichte aus (4.26) gelten die getätigten Erläuterungen aus dem einstufigen
Design, aber bezüglich der PSU als relevante Einheit. Bei kleinen Auswahlsätzen von
PSU innerhalb der Schichten fh sind die angepassten Gewichte der für die Substichprobe
gezogenen Einheiten (δhd = 1) deutlich größer. Es kommt jedoch zu einer Annäherung
der Gewichte mit steigendem fh. Auf der zweiten Stufe wird die Analyse der Gewichte
komplexer, da hier wie beschrieben auch die erste Stufe Einfluss besitzt. Bei einer geraden
Anzahl an Stichprobenumfängen auf den Stufen kann (4.27) umgeformt werden zu:

w∗hdi = whdi ·
whd
w∗hd
· (1−

√
(1− fh) + 2 ·

√
(1− fh) · δhd

−
√

2 ·
√
fh · (1− fhd) · δhd + 2 ·

√
2 ·
√
fh · (1− fhd) · δhd · δhdi). (4.29)

Hierbei wird berücksichtigt, ob eine Einheit über ihre PSU auf der ersten Stufe für die
Substichprobe gezogen worden ist (δhd = 1). Wird eine Einheit auch auf der zweiten
Stufe gezogen (δhdi = 1), so kommt bei der Gewichtsadjustierung zusätzlich der Term
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2 ·
√

2 ·
√
fh · (1− fhd) · δhd · δhdi hinzu. Bei gegebenen fh ist auch hier das Gewicht der für

die Substichprobe gezogenen Einheiten (δhd = 1 und δhdi = 1) bei kleinen Auswahlsätzen
fhd deutlich größer. Bei großen Auswahlsätzen nimmt der Einfluss der auf der ersten aber
nicht auf der zweiten Stufe gezogenen Einheiten (δhd = 1 und δhdi = 0) zu. An dem Term
2·
√

2·
√
fh · (1− fhd)·δhd·δhdi lässt sich des Weiteren auch der folgende Sachverhalt deuten.

Werden Einheiten auf der ersten Stufe nicht für die Substichprobe gezogen, jedoch auf
der zweiten Stufe (δhd = 0 und δhdi = 1), so erfolgt eine Anpassung der Designgewichte
dieser Einheiten um den gleichen Term, wie für Einheiten, welche auf keiner der beiden
Stufen gezogen werden (δhd = 0 und δhdi = 0). Der Indikator δhdi taucht in (4.27) bzw.
(4.29) nur in diesem Term auf, welcher verschwindet im Fall von δhd = 0. Damit kann der
Fall δhd = 0 und δhdi = 1 auch als nicht für die Substichprobe gezogen betrachtet werden.
Sowohl der Fall δhd = 0 und δhdi = 1 wie auch der Fall δhd = 0 und δhdi = 0 können
mit großen fhd an Bedeutung gewinnen. Bei gegebenen fh und immer größer werdender
fhd konvergieren die beiden letzten Terme aus (4.29) gegen Null. Liegen zusätzlich große
Auswahlsätze in den Schichten fh vor, wird auch der Term 2 ·

√
(1− fh) · δhd kleiner. Die

Gewichtsanpassungen der für die Substichprobe gezogenen Einheiten auf der zweiten Stufe
können sich unter diesen Umständen denjenigen der nicht gezogenen Einheiten annähern.
Diese beträgt whd

w∗hd
· (1−

√
(1− fh)). Auf der ersten Stufe wurde schon erläutert, dass die

Unterschiede zwischen den Gewichten bei großen fh geringer sind.
Die auf diesem Wege errechneten Gewichte werden beim Bootstrap-Punktschätzer in
(4.21) verwendet. Es gilt: θ̂∗b = T (ys, w∗Resc). Wie im einstufigen Fall werden für die
Berechnung des Punktschätzers in der Substichprobe alle Einheiten der ursprünglichen
Stichprobe ys benutzt.
Die Wahl von l∗h = blh/2c,und n∗hd = bnhd/2c ist nach Preston (2009, S. 229) die optima-
le Substichprobengröße. Dies hat zudem den Vorteil, dass negative Gewichte vermieden
werden (vgl. Preston, 2009, S. 229).
Das beschriebene Vorgehen des Rescaling Bootstrap wird auch bei mehr als zwei Stufen
beibehalten. Die Gewichtsanpassung auf folgenden Stufen wird rekursiv fortgesetzt (vgl.
hierzu Preston, 2009, S. 229, insbesondere die auf dieser Seite angegebene Formel zur
Erweiterung des Rescaling-Bootstrap auf zusätzliche Stufen).
Und dies ist ein weiterer großer Vorteil dieses Verfahrens. Es muss nicht auf jeder Stu-
fe ein neuer Varianzschätzer, wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben, konzipiert werden. Auf
jeder Stufe müssen nur die Gewichte angepasst werden, um die Varianz auf den verschie-
denen Stufen zu berücksichtigen. Damit erfolgt die Berücksichtigung der verschiedenen
Stufen schon bei der Berechnung des Rescaling-Punktschätzers. Dadurch ist der Rescaling-
Bootstrap auch bei Stichprobendesigns mit deutlich mehr als drei Stufen unkompliziert
und programmiertechnisch einfach anwendbar. Zudem können die Laufzeiten für solche
Stichprobendesigns im Vergleich zu anderen Resampling-Methoden deutlich geringer sein.
Die Gewichtsberechnung kann zwar sehr aufwendig werden. Im Falle von zwei Stufen ist
sie noch übersichtlich, aber bei deutlich mehr als zwei Stufen kann sich dies schnell ändern.
Aber dadurch, dass der Rescaling-Bootstrap nicht auf jeder Stufe vollständig und sepa-
rat angewendet wird, sondern die einzelnen Stufen in der Berechnung des Punktschätzers
berücksichtigt werden, können Laufzeiten reduziert werden.
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4.5.4 Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen bei fehlenden
Werten und Imputation

Der zuvor beschriebene Rescaling-Bootstrap basiert sowohl im einstufigen wie auch im
mehrstufigen Design auf vollständigen Daten. Ein Ziel dieser Arbeit und insbesondere
dieses und des nächsten Abschnittes ist es, diese Methode auf den Fall fehlender Wer-
te und Imputation hin zu modifizieren. Die Ansätze zur Übertragung von klassischen
Resampling-Methoden auf den Fall von Imputation, wie sie in der Literatur angewandt
werden, sind hier, wie noch zu sehen sein wird, nur begrenzt übertragbar, da sich der
Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen von den klassischen Methoden unterscheidet. Hier
muss ein neuer Ansatz entwickelt werden, welcher in den folgenden Ausführungen sowohl
für das ein- wie auch mehrstufige Design theoretisch hergeleitet wird. Zunächst wird das
einstufige Design betrachtet. In diesem Abschnitt wird aus Gründen der Übersichtlichkeit
von der einfachen Zufallsstichprobe ausgegangen. Das Verfahren kann jedoch auch für die
geschichtete Zufallsstichprobe angewendet werden, wie die Simulationsstudie zeigen wird.
Um die Imputation zu berücksichtigen, muss zunächst gemäß den Ausführungen in Ab-
schnitt 4.1.2 überlegt werden, ob in der Substichprobe eine Reimputation fehlender Werte
möglich ist oder eine Adjustierung der imputierten Werte gemäß (4.3) stattfinden muss.
Und hier ist entscheidend, dass für jede Replikation bn/2c Einheiten und nicht n Einhei-
ten gezogen werden. Dadurch würde eine einfache Reimputationen bei zufälligen Imputa-
tionsverfahren zu Überschätzungen der Varianz führen. Daher wäre es hier sinnvoll, die
Adjustierung der imputierten Werte in jeder Replikation gemäß Formel (4.3) zu verwen-
den. Die Simulationsstudie wird später noch zeigen, dass dies bei zufälligen Imputations-
verfahren das richtige Vorgehen ist. Bei deterministischen Imputationsverfahren führen
beide Methoden zu gleichen Ergebnissen und auch eine Reimputation kann hier angewen-
det werden.
Problematisch stellt sich für den Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen dar, dass im Ver-
gleich zu anderen klassischen Resampling-Verfahren zwar nur die Hälfte der Einheiten
gezogen werden, jedoch zur Berechnung des Punktschätzers alle Einheiten eingehen. Über
die Gewichtung in (4.24) wird jedoch ein größerer Einfluss der Einheiten, welche für die
Substichprobe ausgewählt wurden (δi = 1), zumindest bei einem kleinen Auswahlsatz,
gewährleistet. Hier bekommen Einheiten, welche nicht gezogen wurden (δi = 0) ein deut-
lich kleineres Gewicht. Mit zunehmendem Auswahlsatz wird das Gewicht dieser nicht
gezogenen Einheiten im Vergleich zu den gezogen Einheiten immer größer und sie besit-
zen einen größeren Einfluss bei der Berechnung des Punktschätzers. Und für solche Fälle
ist es wichtig zu wissen, wie eine Reimputation bzw. eine Adjustierung der imputierten
Werte durchgeführt werden kann.
Hier wäre eine erste Überlegung, die Reimputation bzw. Adjustierung in jeder Substich-
probe auf alle imputierten Werte, unabhängig ihrer Ziehung für die Substichprobe, durch-
zuführen. Der Hintergrund für dieses Vorgehen besteht darin, dass für die Berechnung
des Rescaling-Punktschätzers alle Einheiten der ursprünglichen Stichprobe berücksichtigt
werden. Bei deterministischen Imputationsverfahren würden in jeder Substichprobe exakt
die gleichen Imputationswerte wie die der ursprünglichen Stichprobe resultieren und über
die Substichproben hinweg würde keine Variation entstehen. Dieses Vorgehen wäre nicht
geeignet.
Im Rahmen dieser Arbeit werden daher zwei Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ohne
Zurücklegen vorgeschlagen.

• Modifikation 1 : Bei der ersten Modifikation werden nur die imputierten Werte der
für die Substichprobe gezogenen Einheiten, also die Einheiten bei denen δi den Wert
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1 annimmt und i ∈ M , reimputiert bzw. adjustiert. Dieser Vorgang geschieht auf
Basis der für die Substichprobe gezogenen beobachteten Einheiten (δi = 1 und
i ∈ R). Dies würde den Gedanken eines einfachen Shao und Sitter-Bootstrap wider-
spiegeln. Durch diese Vorgehensweise wird möglicherweise die Varianz nicht rich-
tig erfasst. Der Grund liegt darin, dass zur Berechnung des Punktschätzers des
Rescaling-Bootstrap zum einen imputierte Werte eingehen, welche auf Basis der
für die Substichprobe gezogenen beobachteten Einheiten reimputiert oder adjus-
tiert worden sind. Hierbei handelt es sich um die Einheiten mit fehlendem Wert
und δi = 1. Wurden die Einheiten für die Substichprobe nicht gezogen und δi = 0,
gehen in dieser Modifikation für fehlende Werte jene Imputationswerte ein, welche
auf Basis der ursprünglichen Stichprobe imputiert worden sind. Bei Betrachtung
aller Substichproben wird eine fehlende Einheit in manchen Substichproben mit
dem Imputationswert der ursprünglichen Stichprobe, in anderen Substichproben mit
dem reimputierten bzw. adjustierten Wert eingehen, also Werte deren Berechnungen
auf unterschiedlichen Datengrundlagen basieren. Über die Substichproben hinweg
entsteht dadurch zu viel Variation, welche in dieser Form im ursprünglichen Im-
putationsprozess nicht entstanden ist. Dadurch können sich Überschätzungen der
Gesamtvarianz ergeben und damit Verzerrungen auftreten. Resampling-Verfahren
sollen das ursprüngliche Stichproben- und Imputationsschema möglichst gut wider-
spiegeln, was hier dann nicht der Fall wäre. Im originären Imputationsprozess gab
es die beiden verschiedenen Datengrundlagen zur Imputation in dieser Form nicht.

• Modifikation 2 : Daher wird noch eine weitere Modifikation vorgeschlagen, bei der
zusätzlich auch die Imputationswerte der nicht für die Substichprobe gezogenen Ein-
heiten, also mit δi = 0 reimputiert bzw. nach (4.3) adjustiert werden. Damit gehen
Einheiten mit fehlendem Wert über die Substichproben hinweg immer mit dem reim-
putierten bzw. adjustierten Wert ein. Imputationswerte der ursprünglichen Stichpro-
be kommen in den Substichproben nicht mehr vor. Dadurch wird die beschriebene
ungewünschte Variation vermieden, welche im ursprünglichen Imputationsprozess
nicht aufgetreten ist.

Die getätigten Ausführungen spielen jedoch, wie erläutert, nur bei einem großen Aus-
wahlsatz ein Rolle. Bei einem kleinen Auswahlsatz besitzen die Elemente mit δi = 0 kaum
Einfluss bei der Berechnung des Punktschätzers des Rescaling-Botstrap und zwischen den
Modifikationen bestehen kaum Unterschiede. In diesem Fall fallen bei der Berechnung der
Punktschätzer der Substichproben hauptsächlich die Elemente mit δi = 1 ins Gewicht.
Die Reimputationen bzw. Adjustierungen mit großem Einfluss auf die Varianzschätzung
sind bei beiden Modifikationen damit hier bei den fehlenden Werten mit δi = 1 geben.
Zur Umsetzung der beiden Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ergibt sich zusam-
menfassend das folgende Vorgehen:
Bei beiden Modifikation werden in jeder Substichprobe die für die Substichprobe gezo-
genen fehlenden Werte betrachtet, also die Einheiten i ∈ M bei denen δi den Wert 1
annimmt. Bei der Adjustierung der imputierten Werte werden die beiden Erwartungswer-
te aus (4.3) auf Basis der entsprechenden beobachteten Werte i ∈ R mit δi = 1 berechnet.
Bei der Reimputation sind diese Einheiten die Grundlage zur Wiederholung des Impu-
tationsschemas der ursprünglichen Stichprobe. Im Rahmen der zweiten vorgeschlagenen
Modifikation werden zusätzlich die imputierten Werte der nicht gezogenen Einheiten, die
sich durch ein δi = 0 mit i ∈ M auszeichnen, nach Formel (4.3) adjustiert bzw. reimpu-
tiert. Die Erwartungswertberechnung bzw. die Wiederholung des ursprünglichen Imputa-
tionsschemas geschieht auf Basis der entsprechenden beobachtbaren Werte mit δi = 0 und
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i ∈ R. Der auf Grundlage der Adjustierung gewonnene Vektor wird für Modifikation 1 als
yM1,adjust und für Modifikation 2 als yM2,adjust bezeichnet. Entsprechend resultieren bei
Anwendung der Reimputation die Vektoren yM1,reimp und yM2,reimp. Der Punktschätzer
des Rescaling-Bootstrap wird in Abhängigkeit der Modifikation und ob die Reimputa-
tion oder Adjustierung zugrunde liegt, berechnet durch θ̂∗b,resc1,adjust = T (yM1,adjust, w

∗
Resc),

θ̂∗b,resc2,adjust = T (yM2,adjust, w
∗
Resc), θ̂∗b,resc1,reimp = T (yM1,reimp, w

∗
Resc) bzw. θ̂∗b,resc2,reimp =

T (yM2,reimp, w
∗
Resc).4 Die Varianzschätzung erfolgt wie beim Bootstrap üblich nach (4.21).

4.5.5 Rescaling-Bootstrap bei fehlenden Werten für mehrstufige
Stichprobendesigns

Auch der in 4.5.3 beschriebene Rescaling-Bootstrap im Falle mehrstufiger Stichprobende-
signs basiert auf dem Fall vollständiger Beobachtungen. Daher wird in diesem Abschnitt
ein Ansatz entwickelt, wie das Verfahren auf den Fall fehlender Werte bzw. Imputation
übertragen werden kann. Auch hier gilt es, die Varianz abzudecken, wie sie durch den
ursprünglichen Ziehungs- und Imputationsprozess entstanden ist. Die Varianzen auf den
einzelnen Stufen müssen richtig erfasst werden. Bezüglich der Berücksichtigung der Im-
putation beim Rescaling-Bootstrap müssen die im Rahmen des einstufigen Stichproben-
designs getätigten Aussagen auf das mehrstufige Design übertragen werden. Dabei ist die
folgende Überlegung zu tätigen, wobei auch in diesem Abschnitt grundsätzlich auf ein
zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ersten Stufe abgestellt wird.
Ausgehend von dem in Abschnitt 4.5.3 beschriebenen Verfahren ist es denkbar, dass eine
bestimmte Einheit auf der letzten Stufe durch Ziehung ihrer PSU (δhd = 1) auf der ersten
Stufe oder über die zweite Stufe (δhdi = 1) in die Substichprobe gelangt. Denkbar wäre
es auch, dass sie auf beiden Stufe gezogen wird (δhd = 1 oder δhdi = 1) oder überhaupt
nicht (δhd = 0 oder δhdi = 0). Dadurch ergeben sich vier Kategorien:

• K1: Eine Einheit gelangt nur über ihre PSU auf der ersten Stufe in die Substichprobe
(δhd = 1 und δhdi = 0)

• K2: Eine Einheit gelangt nur auf der zweiten Stufe in die Substichprobe (δhd = 0
und δhdi = 1)

• K3: Eine Einheit gelangt auf beiden Stufen in die Substichprobe (δhd = 1 und
δhdi = 1)

• K4: Eine Einheit gelangt auf keiner der Stufen in die Substichprobe (δhd = 0 und
δhdi = 0)

Auch beim mehrstufigen Design gilt die Aussage des einstufigen Designs aus Abschnitt
4.5.4: Die Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte muss in jeder Sub-
stichprobe getrennt innerhalb der für die Substichprobe gezogenen wie auch der nicht
gezogenen Elemente vollzogen werden. Werden die nicht für die Substichprobe gezoge-
nen Imputationswerte außer Acht gelassen, geht je nachdem, ob eine Einheit ausgewählt
worden ist oder nicht, einmal der reimputierte bzw. adjustierte Werte ein oder der Impu-
tationswert der ursprünglichen Stichprobe. Dadurch kann über die Substichprobe hinweg
zu viel Variation entstehen, welche auf diese Art im ursprünglichen Imputationsprozess
nicht aufgetreten ist. Daher kann die Varianz überschätzt werden. Dies trifft jedoch nur

4 Für die detaillierte Berechnung von w∗Resc siehe Abschnitt 4.5.2.
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bei großen Auswahlsätzen zu, wenn auch die nicht für die Substichprobe gezogenen Ele-
mente ein größeres Gewicht besitzen. Eine Reimputation bzw. Adjustierung der imputier-
ten Werte auf die gesamte Stichprobe würde wie im einstufigen Fall bei deterministischen
Imputationsverfahren in jeder Substichprobe zu den originären Imputationswerten der ur-
sprünglichen Stichproben führen. Dadurch würde über die Substichproben hinweg keine
Variation entstehen und die Varianz wird unterschätzt.
Aber auch die Trennung in für die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Einhei-
ten, wie sie im einstufigen Fall verwendet worden ist, reicht hier nicht aus. Dafür existiert
ein wichtiger Grund.
Unter denen am Anfang diese Kapitels getätigten Annahmen der kleinen Auswahlsätze
oder des fixen Response-Vektors müssen nur die Stichprobenkomponente und bei den
zufälligen Imputationsverfahren zusätzlich die Imputationskomponente der Varianz be-
rücksichtigt werden. Des Weiteren wird der Fall betrachtet, dass fehlende Werte auf der
letzten Stufe entstehen. Selbst in diesem Fall reicht eine Durchführung der Reimputa-
tion bzw. Adjustierung der imputierten Werte ausschließlich auf der letzten Stufe nicht
aus. Wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben wurde, muss dem Umstand Rechnung getragen
werden, dass Imputationen, selbst wenn sie nur auf Einheiten der letzten Stufe vollzogen
worden sind, auch die Varianz übergeordneter Stufen beeinflussen. So gehen z.B. beim
zweistufigen Design die imputierten Werte in die Berechnung der Totalwerte der einzel-
nen PSU ein und beeinflussen die Varianz dieser Stufe. Daher muss hier eine Reimputation
bzw. Adjustierung der imputierten Werte in der Substichprobe sowohl auf der ersten als
auch zweiten Stufe vorgenommen werden.
Aus diesen Gründen muss einerseits eine Trennung zwischen für die Substichprobe gezo-
genen und nicht gezogenen Elementen vollzogen werden und andererseits zwischen den
verschieden Stufen. Und dies führt für ein zweistufiges Stichprobendesign zu den am An-
fang dieses Abschnittes beschriebenen vier Kategorien. Die logische Konsequenz wäre
damit, die Reimputation bzw. Adjustierung in jeder Substichprobe getrennt in allen vier
Kategorien K1 bis K4 vorzunehmen. Jedoch gilt es zu beachten, dass die Einheiten in K2,
wie in Abschnitt 4.5.3 beschrieben, beim Rescaling-Bootstrap den gleichen Gewichtsan-
passungen unterliegen wie die auf keiner Stufe für die Substichprobe gezogenen Einheiten.
Sie werden damit behandelt wie nicht für die Substichprobe gezogen. Um z.B. die Stich-
probenkomponente korrekt zu erfassen, könnte es sinnvoll sein, dass die Reimputationen
bzw. Adjustierungen der imputierten Werte mit dem Substichprobenbildungsprozess in
Verbindung stehen. Die Konsequenz wäre die Zusammenlegung der Kategorien K2 und
K4. Reimputationen bzw. Adjustierungen würden separat innerhalb der Kategorien K1,
K3 sowie in dieser zusammengelegten Kategorie durchgeführt werden. Für eine Anwen-
dung der Reimputation bzw. Adjustierungen separat in den Kategorien K1 bis K4 oh-
ne Zusammenlegung könnte hingegen eine stabilere Varianzschätzung aufgrund gleicher
Gruppengrößen sprechen. Durch die Zusammenlegung entsteht eine größere und zwei klei-
nere Kategorien. Um dies zu überprüfen, werden beide in dieser Arbeit vorgeschlagenen
Varianten zur Kategorienbildung gegenüber anderen Möglichkeiten der Kategorienabgren-
zung zur Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte in der Simulationsstudie
verglichen.
Zusammenfassend ergibt sich für die beiden Varianten das folgende allgemeine Vorge-
hen. Es werden Kategorien Kπ gebildet, welche die zuvor beschriebene Trennung von für
die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Elementen und den verschiedenen Stu-
fen berücksichtigen. Die Reimputation bzw. Adjustierung eines imputierten Wertes eines
fehlenden Wertes in der Substichprobe innerhalb einer Kategorie i ∈MKπ werden auf Ba-
sis der entsprechenden beobachtbaren Werte i ∈ RKπ der Kategorie vorgenommen. Dies
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erfolgt unter Umständen unter Rückgriff auf Hilfsvariablen. Liegen Imputationsklassen
vor, so erfolgen die Reimputationen und Adjustierungen der imputierten Werte innerhalb
einer Kategorie zusätzlich innerhalb dieser Klassen. Es resultiert wie zuvor das reimpu-
tierte bzw. adjustierte Untersuchungsmerkmal mit dem Vektor yKπ ,reimp bzw. yKπ ,adjust.
Der Rescaling-Bootstrap-Punktschätzer wird berechnet durch θ̂∗b,resc = T (yKπ ,reimp, w∗Resc)
bzw. θ̂∗b,resc = T (yKπ ,adjust, w∗Resc) und die Varianz geschätzt durch (4.21).5
Durch dieses Vorgehen ist es auch beim Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen im Fall
des mehrstufigen Stichprobendesigns möglich, fehlende Werte und Imputationen zu be-
rücksichtigen.

4.6 Balanced-Repeated-Replication

4.6.1 Allgemeine Beschreibung
Die letzte in dieser Arbeit verwendete Resampling-Methode ist Balanced-Repeated-Repli-
cation (BRR). Die Anfänge dieses Verfahrens gehen zurück auf McCarthy (1966) bzw.
McCarthy (1969). Für den BRR sind geschichtete Stichprobendesigns Anwendungs-
voraussetzung. In ihrer Basisversion geht die Methode von zwei Einheiten pro Schicht
aus. Für die Substichprobe wird eine dieser Einheiten gezogen. Es wird von einem Half-
Sample gesprochen. Würden die Substichproben über alle möglichen Kombinationen von
Half-Samples gebildet werden, gilt Ω = 2H . Bei einer großen Anzahl von Schichten würde
dies zu einem erheblichen Aufwand führen. Um die Komplexität zu reduzieren, kommt
es zu einer ausbalancierten Auswahl von Ω Half-Samples mit Ω � 2H (vgl. Shao et al.,
1998, S. 822, Münnich, 2008, S. 325 f., Wolter, 2007, S. 107 ff., Davison und Sardy,
2004a, S. 18, Bruch et al., 2011, S. 19).
Wird für diese Auswahl eine Ω×H Matrix benutzt, mit dem (a,h)-ten Eintrag δah = +1
oder -1, in Abhängigkeit davon ob das erste oder das zweite Element in der jeweiligen
Schicht ausgewählt wird, dann wird von einer ausbalancierten Auswahl gesprochen, wenn
gilt:

Ω∑
a=1

δahδah′ = 0 ∀ h 6= h
′
, (4.30)

(vgl. Shao et al., 1998, S. 822, Münnich, 2008, S. 325 f., Wolter, 2007, S. 107 ff., Da-
vison und Sardy, 2004a, S. 18, Bruch et al., 2011, S. 19).
Dies wird beim BRR häufig mittels einer Hadamard-Matrix realisiert. Deren Zeilen stehen
für das jeweilige Half-Sample und die Spalten für die jeweilige Schicht. Die Anzahl der
Replikationen ist festgelegt durch H + 1 ≤ Ω ≤ H + 4. Die Zeilen und Spalten einer
Hadamard-Matrix sind orthogonal. Damit werden die Half-Sample unabhängig realisiert
und die Erfüllung der Bedingung (4.30) ist gegeben (vgl. Davison und Sardy, 2004a,
S. 18, Münnich, 2008, S. 325 f., Shao et al., 1998, S. 822 und Bruch et al., 2011, S.
19). Da genau die Hälfte der Einheiten für die Substichprobe gezogen wird, müssen die
Designgewichte zur Berechnung von θ̂a mit zwei multipliziert werden (vgl. Davison und
Sardy, 2004a, S. 17).
In der Praxis bestehen Schichten selten nur aus zwei Einheiten. Ist die Anzahl der Elemen-
te größer als zwei, werden die Einheiten einer Schicht zufällig in zwei Gruppen eingeteilt.
Diese besitzen die Größe n∗h = bnh/2c und nh − n∗h. Für das Half-Sample wird anstelle
5 Für die detaillierte Berechnung von w∗Resc siehe Abschnitt 4.5.3.
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eines Elementes eine dieser Gruppen nach dem zuvor beschriebenen Vorgehen gezogen
(vgl. Wolter, 2007, S. 128 ff., Davison und Sardy, 2004a, S. 17 ff. Rao und Shao,
1996, S. 343 f., Rao und Shao, 1996, Münnich, 2008, S. 326, Shao et al., 1998, S. 824).
Auch in diesem Fall muss eine Anpassung der Designgewichte erfolgen, welche zudem
auch der Tatsache Rechnung tragen müssen, dass Stichproben in der Realität häufig
ohne Zurücklegen gezogen werden. Damit gilt es auch hier, die Endlichkeitskorrektur
zu berücksichtigen. Ein solcher Ansatz zur Gewichtsanpassung beim BRR basierend auf
dieser Gruppenstruktur und Berücksichtigung der Endlichkeitskorrektur wird in Davison
und Sardy (2004a, S. 18 f.) gegeben. Demnach werden die Gewichte angepasst durch:

w∗h,i :=



whi ·

1 +
{

(nh − n∗h) · (1− fh)
n∗h

}1/2
 , δah = 1,

whi ·

1−
{
n∗h · (1− fh)
nh − n∗h

}1/2
 , δah = −1.

(4.31)

In (4.31) ist zu sehen, dass eine Einbeziehung der Endlichkeitskorrektur (1 − fh) in die
Gewichtsberechnung erfolgt. Damit wird dem Ziehungsmodell ohne Zurücklegen Rech-
nung getragen. Die angepassten Gewichte der einzelnen Einheiten werden zu dem Ge-
wichtevektor wBRR zusammengefasst. Diese Vorgehen umfasst wieder alle Einheiten der
Stichprobe, wobei die für die Substichprobe gezogenen Elemente nach (4.31) zumindest
bei kleineren Auswahlsätzen ein deutlich größeres Gewicht besitzen. Die nicht gezogenen
Elemente gewinnen aber auch hier mit größerem Auswahlsatz immer mehr an Bedeu-
tung. Zur Berechnung des Punktschätzers in der Substichprobe wird daher der Vektor
der Beobachtungsvariable in Höhe der Stichprobengröße yS verwendet. Es gilt:

θ̂BRR,a = T (yS, wBRR). (4.32)

Für den Varianzschätzer gilt unter Verwendung von (4.2):

V̂BRR

(
θ̂
)

= 1
Ω ·

Ω∑
a=1

(
θ̂BRR,a − θ̂BRR

)2
, (4.33)

mit θ̂BRR = 1/Ω ·∑Ω
r=1 θ̂BRR,a.

Dieses Vorgehen kann zu einem sehr variablen BRR-Varianzschätzer führen. Dies gilt
insbesondere für eine kleine Schichtanzahl. Daraus resultiert eine geringe Anzahl an Re-
plikationen. Um dieser Variabilität zu begegnen, besteht eine Möglichkeit darin, in jeder
Replikation die Gruppierung der Einheiten Ψ mal zu wiederholen und den Varianzschätzer
Ψ Mal zu berechnen. Anschließend erfolgt die Durchschnittsbildung über die einzelnen
Varianzschätzer einer Replikation (vgl. Rao und Shao, 1996, S. 344).

4.6.2 Vergleich zwischen BRR und Rescaling-Bootstrap
Zwischen den Methoden, welche unter der Kategorie Bootstrap fallen, und dem BRR
existieren normalerweise große Unterschiede, insbesondere bezüglich der Substichproben-
ziehung. Jedoch zeigen sich hinsichtlich des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen und
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des BRR in der Variante von Davison und Sardy (2004a) einige Gemeinsamkeiten. Die-
se sind herauszustellen, da sie bezüglich der Anwendung des BRR in dieser Arbeit unter
fehlenden Werten und Imputation von Bedeutung sind.
So wird bei beiden Methoden als Substichprobe die Hälfte der ursprünglichen Stichproben-
größe gezogen, wenn diese gerade sein sollte. Das Ziehungsmodell ist bei beiden Verfahren
ohne Zurücklegen und zur Integration der Endlichkeitskorrektur werden alle Einheiten
der ursprünglichen Stichprobe für die Berechnung des Punktschätzers berücksichtigt. Die
Gewichtsanpassungen nach (4.25) und (4.31) sind im Falle eines einstufigen stratifizierten
Designs identisch.
Wird z.B. beim Rescaling-Bootstrap eine Einheit nicht gezogen und damit δhi = 0, entfällt
der letzte Term in (4.25) und bei Einsetzen von λh resultiert:

w∗hi = whi

(
·1−

√
(1− fh) ·

n∗h
(nh − n∗h)

)
. (4.34)

Dies entspricht der Gewichtsanpassung für Einheiten des BRR von Davison und Sardy
(2004a) in (4.31), welche nicht für das Half-Sample gezogen worden sind. Wird hingegen
eine Einheit ausgewählt (δhi = 1) ergibt sich bei Einsetzen von λh in (4.25):

w∗hi =whi ·
[
1−

√
(1− fh) ·

n∗h
(nh − n∗h)

+ nh
n∗h
·
√

(1− fh) ·
n∗h

(nh − n∗h)

]

= whi ·
[
1− (

√
(1− fh) ·

n∗h
(nh − n∗h)

· (1− nh
n∗h

))
]

= whi ·
[
1− n∗h − nh

n∗h
·
√

(1− fh) ·
n∗h

(nh − n∗h)

]

= whi ·
[
1 + nh − n∗h

n∗h
·
√

(1− fh) ·
n∗h

(nh − n∗h)

]

= whi ·
[
1 +

√
(1− fh) ·

nh − n∗h
n∗h

]
.

Die letzte Zeile entspricht damit der Gewichtsanpassung derjenigen Elemente des BRR
in (4.31), welche für das Half-Sample gezogen worden sind.
Wie aber auch erwähnt, gibt es wichtige Unterscheide zwischen beiden Methoden. Beim
Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen erfolgt die Auswahl der Elemente mittels einer Zu-
fallsauswahl. Es wird eine individuell festgelegte Anzahl von B Substichproben gezogen
und die Varianz wie beim Bootstrap üblich auf Basis der Monte-Carlo-Approximation
berechnet. Beim BRR hingegen werden Gruppen gebildet und z.B. mittels Hadarmard-
Matrizen ausgewählt. Ziel ist die Gewährleistung einer ausbalancierten Auswahl. Dadurch
können gerade Ausreißer bei ihrer Ziehung für die Substichprobe nicht so stark ins Ge-
wicht fallen wie bei der einfachen Zufallsauswahl. Die Zahl der Replikationen kann ohne
wiederholte Gruppierung nicht individuell festgelegt werden, sondern ist durch die An-
zahl der Schichten determiniert. Auch sprechen beide Verfahren in ihrer grundsätzlichen
Ausrichtung andere Stichprobendesigns an. Der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen
wurde u.a. speziell für mehrstufige Stichprobendesigns entwickelt. Aus den in Abschnitt
4.5.3 genannten Gründen entfaltet er gerade hier seine Vorteile. Er kann aber natürlich
auch im Falle von einstufigen stratifizierten Designs angewendet werden. Der BRR stellt
besonders auf diese Designs ab. Seine Übertagung auf mehrstufige Stichprobendesigns
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kann gemäß des in Abschnitt 4.1.3 erläuterten zweiten Vorgehens vorgenommen werden.
Jedoch ist diese Anwendung beim mehrstufigen Design deutlich komplizierter und rechen-
intensiver wie für den Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen. Zur Erfassung der Varianz
aller Stufen muss der BRR auf allen Stufen separat angewendet werden. Wird zum Bei-
spiel ein stratifiziertes zweistufiges Design betrachtet, so werden auf der ersten Stufe die
PSU in den einzelnen Schichten zu Gruppen zusammengefasst. Diese Gruppierung von
PSU kann unter Umständen negative Effekte mit sich bringen, bei sehr homogenen PSU.
Auf der zweiten Stufen können die PSU als Schichten behandelt werden. Dadurch ist
die Durchführung des BRR möglich. Durch diese Anwendung des BRR auf allen Stu-
fen kann seine Berechnung sehr aufwendig werden, gerade wenn das Stichprobendesign
viele Stufen beinhaltet. Beim Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen erfolgt eine andere
Vorgehensweise. Hier werden alle Stufen des Designs über die Gewichtung innerhalb der
Berechnung des Punktschätzers integriert, wodurch der Varianzschätzer nicht separat auf
beiden Stufen berechnet werden muss.

4.6.3 BRR bei fehlenden Werten und Imputation
Die grundlegende Behandlung des BRR unter fehlenden Werten und Imputation wird in
Shao et al. (1998) gezeigt. Dort wird jedoch von einer vernachlässigbaren Endlichkeits-
korrektur ausgegangen. Wird stattdessen zur Integration dieser Korrektur der Ansatz
über (4.31) gewählt, muss auf anderem Wege vorgegangen werden. Hier stellt sich wieder
das bekannte Problem, dass durch die Gewichtsanpassung in (4.31) auch die Einheiten
in die Berechnung des Punktschätzers mit eingehen, welche für die Substichprobe, in die-
sem Fall das Half-Sample, nicht gezogen wurden. Diese Einheiten bekommen mit größeren
Auswahlsätzen ein immer größeres Gewicht, da wie in Abschnitt 4.6.2 beschrieben, die Ge-
wichtsanpassung im einstufigen stratifizierten Design derjenigen des Rescaling-Bootstrap
ohne Zurücklegen entspricht. Es ergibt sich damit die gleiche Problematik wie bei dieser
Methode. Daher wird im einstufigen Design zur Berücksichtigung von fehlenden Werten
und Imputation vorgeschlagen, auch hier die in 4.5.4 beschriebene zweite Modifikation
anzuwenden.
Damit wird eine separate Reimputation bzw. Adjustierung der imputierten Werte zwi-
schen den für die Substichprobe gezogenen (δah = 1) bzw. nicht gezogenen Elemente (δah =
−1) vorgenommen. Da auch hier die Substichprobengröße der Hälfte der ursprünglichen
Stichprobengröße entspricht, gelten die Erläuterungen des Rescaling-Bootstrap ohne Zu-
rücklegen (vgl. hierzu auch Shao, 2002). Bei deterministischen Imputationsverfahren
können sowohl die Reimputation wie auch die Adjustierung angewendet werden, bei
zufälligen Imputationsverfahren nur die Adjustierung. In Änderung zu (4.32) gilt damit:

θ̂BRR,a = T (yM2,adjust, wBRR) (4.35)

bzw.

θ̂BRR,a = T (yM2,reimp, wBRR). (4.36)

Es wird nur die zweite Modifikation berücksichtigt. Der Grund hierfür stellen die in Ab-
schnitt 4.5.4 erläuterten Nachteile der Modifikation 1 dar. Die über Modifikation 2 adjus-
tierten bzw. reimputierten Vektoren des Untersuchungsmerkmals werden durch yM2,adjust
respektive yM2,reimp gekennzeichnet. Die Varianzschätzung erfolgt weiterhin über Formel
(4.33).
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Im mehrstufigen Stichprobendesign existieren die in Abschnitt 4.6.2 beschriebenen Unter-
schiede zwischen Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen und dem BRR. Letztere Methode
wird im Rahmen dieser Arbeit beim mehrstufigen Design gemäß (4.7) bzw. dem in Ab-
schnitt 4.6.2 beschriebenen Anwendung durchgeführt. Es muss daher das Vorgehen des
Rescaling-Bootstrap in 4.5.5 auf die separate Anwendung des BRR auf den verschiede-
nen Stufen übertragen werden. Auch hier gilt es zu beachten, dass sich die Imputation
niedriger Stufen auf die Varianz übergeordneter Stufen auswirkt. Damit muss die Reimpu-
tation bzw. Adjustierung bei der separaten Anwendung des BRR auf den einzelnen Stufen
immer mit durchgeführt werden. Auf jeder Stufe muss auch hier eine Trennung von für die
Substichprobe gezogen und nicht gezogenen Elementen vollzogen werden. Wird von ei-
nem zweistufigen Design ausgegangen, resultieren auf der ersten Stufe der Punktschätzer
θ̂BRR,a = T (yM2,adjust,1, wBRR,1) bzw. θ̂BRR,a = T (yM2,reimp,1, wBRR,1). yM2,adjust,1 bzw.
yM2,reimp,1 stellt die reimputierte bzw. adjustierten Vektor des Untersuchungsmerkmals
dar. Die Reimputation bzw. Adjustierung wird getrennt für fehlende Werte auf der letz-
ten Stufe durchgeführt, je nachdem ob ihre PSU für die Substichprobe gezogen wurde oder
nicht. Der Gewichtevektor wBRR,1 beinhaltet die bezüglich der Einheiten der ersten Stufe
nach (4.31) angepassten Designgewichte der Einheiten der letzten Stufe w∗i,1 = w∗hd ·whdi.
Es gilt:

w∗hd :=



whd ·

1 +
{

(lh − l∗h) · (1− fh)
l∗h

}1/2
 , δahd = 1,

whd ·

1−
{
l∗h · (1− fh)
lh − l∗h

}1/2
 , δahd = −1.

(4.37)

Auf der zweiten Stufe wird hingegen mittels des BRR auf die Punktschätzer θ̂BRR,o =
T (yM2,adjust,2, wBRR,2) bzw. T (yM2,adjust,2, wBRR,2) abgestellt. yM2,adjust,2 bzw. yM2,reimp,2
stellen auch hier den reimputierten bzw. adjustierten Vektor des Beobachtungsmerkmals
dar. Die Reimputation bzw. Adjustierung findet hier jedoch separat zwischen Imputations-
werten statt, die auf der letzten Stufe für die Substichprobe gezogen bzw. nicht gezogen
wurden. wBRR,2 ist dementsprechend der Vektor der Gewichte w∗hdi,2, welche berechnet
werden durch:

w∗hdi,2 :=



whdi ·

1 +
{

(nhd − n∗hd) · (1− fhd)
n∗hd

}1/2
 , δahdi = 1,

whdi ·

1−
{
n∗hd · (1− fhd)
nhd − n∗hd

}1/2
 , δahdi = −1.

(4.38)

nhd stellt weiterhin die Anzahl der Elemente in der PSU d dar und des Weiteren gilt
n∗hd = bnhd/2c.
Wird des weiterhin davon ausgegangen, dass Lh/lh über die Schichten konstant ist, z.B.
im Falle einer proportionalen Allokation oder einer gleichen PSU-Größe in der Grundge-
samtheit und Stichprobe auf der ersten Stufe, kann die Varianz unter Rückgriff auf (4.7)
geschätzt werden durch:
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V̂mult

(
θ̂2St

)
=

Ω1∑
a=1

θ̂BRR,a − 1
Ω1
·

Ω1∑
v=1

θ̂BRR,v

2

(4.39)

+ Lh
lh
·

Ω2∑
o=1

θ̂BRR,o − 1
Ω2

Ω2∑
j=1

θ̂BRR,j

2

.

Die Anwendung von Schätzer (4.6) ist nicht zu empfehlen. Dies würde bedeuten, dass
der BRR auf der zweiten Stufe innerhalb einer PSU angewendet werden muss. Ohne
Schichtung innerhalb der PSU entspreche dies einer Anwendung des BRR, welche dem Fall
des Vorliegens einer Schicht gleichkäme. In diesem Fall wäre der Schätzer sehr variabel.
Aber auch das Vorgehen aus (4.39) kann Probleme mit sich bringen. Die Problematik
der Gruppierung sehr homogener PSU wurde schon in Abschnitt 4.6.2 beschrieben. Des
Weiteren kann dieses Vorgehen nicht mehr im Falle eines über die Schichten variierenden
Terms Lh/lh angewendet werden.

4.7 Resampling-Verfahren unter Berücksichtigung
der Varianzkomponente bezüglich fehlender
Werte

4.7.1 Allgemeine Problematik
Die bisher beschriebenen Resampling-Verfahren gehen von einer vernachlässigbaren Vari-
anzkomponente bezüglich fehlender Werte der Varianz aus. Damit ist die zweite Kompo-
nente V 1

NR bzw. Ṽ 1
NR in (3.23) respektive (3.26) gemeint. Diese Komponente kann in Fällen

außer Acht gelassen werden, wenn entweder die fehlenden Werte in der Grundgesamtheit
nur einmalig erzeugt werden oder der Gesamtauswahlsatz klein ist. Liegt jedoch ein großer
Gesamtauswahlsatz vor und sind fehlende Werte in der Grundgesamtheit bzw. der Stich-
probe variabel, führen die beschriebenen Methoden zu einer deutlichen Unterschätzung
der Varianz. Der Grund liegt darin, dass die Resampling-Verfahren über die Substichpro-
ben hinweg mit dem gegebenen Response-Vektor arbeiten. Jede Einheit ist als beobachtet
oder fehlend eindeutig festgelegt. Der Response-Vektor wird vor der Reimputation bzw.
Adjustierung in jeder Substichprobe nicht neu erzeugt. Damit kann die Variation, welche
durch die wiederholte Erzeugung des Response-Vektors in jedem Simulationsdurchlauf
resultiert, entweder in der Grundgesamtheit oder der Stichprobe, nicht berücksichtigt
werden.
Dieser Sachverhalt lässt sich am besten für den Fall der Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit zeigen (vgl. hierzu und im Folgenden auch die Erläu-
terungen in Mashreghi et al., 2014 bzw. Haziza, 2010). Der Grund liegt darin, dass
Resampling-Verfahren im Falle des Vorliegens fehlender Werte und deren Kompensation
über Imputation eher bezüglich dieses Vorgehens analysiert werden können gegenüber
dem Auftreten fehlender Werte in der Stichprobe. Dies betrifft insbesondere die Ausrich-
tung des äußeren Vorganges auf den Ausfallmechanismus und den inneren Vorgang auf
das Stichprobendesign. Die Grundlage bilden die beiden Formeln aus (3.23) bzw. (3.26).
Werden zunächst die deterministischen Imputationsverfahren herangezogen, entfällt die
Komponente Ṽ 1

Imp und es werden die beiden Komponenten V 1
S = EqVp(θ̂I |z) und V 1

NR =
VqEp(θ̂I |z) aus (3.23) betrachtet. Nach Mashreghi et al. (2014, S. 146) muss ein valider
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Schätzer für V 1
S die Stichprobenvariabilität des imputierten Schätzers konditioniert auf

den Response-Vektor z erfassen. Und genau diesen Vorgang decken Resampling-Verfahren
ab. Sie reproduzieren für einen gegebenen Response-Vektor z über die Selektion von Sub-
stichproben die beschriebene Variation des Schätzers durch die Stichprobenziehung. Wie
anfangs erläutert geschieht dies nur für einen konkreten Response-Vektor. Die zweite
Komponente V 1

NR = VqEp(θ̂I |z), welche die Variation über die verschiedenen Response-
Vektoren beschreibt, wird dadurch nicht abgedeckt (vgl. Mashreghi et al., 2014, S. 146).
Diese Analyse kann für den Fall der Entstehung fehlender Werte in der Grundgesamtheit
leicht vollzogen werden, da auch für Resampling-Verfahren die einmalige Generierung
des Response-Vektors zeitlich vor der Substichprobenziehung liegt. Für den Fall der Ent-
stehung fehlender Werte in der Stichprobe lässt sich die Abdeckung des Anteils an der
Gesamtvarianz der Resampling-Verfahren nicht so einfach demonstrieren. Denn hier sind
die einzelnen Varianzkomponenten anders definiert. Nach (3.24) stellt der äußere Vorgang
die Stichprobenziehung dar und der innere Vorgang bezieht sich auf den Antwortmecha-
nismus. Damit erfolgt hier die Stichprobenziehung vor der Generierung des Response-
Vektors. Wie beschrieben, ist es bei Resampling-Verfahren gegenteilig zu betrachten. Die
Simulationsstudie wird später zeigen, dass die erste Komponente Ṽ 2

S bei dieser Zerlegung
nicht mit dem durch die Resampling-Methoden abgedeckten Anteil übereinstimmt.
Nach der Varianzzerlegung in (3.26) sind für zufällige Imputationsverfahren drei Terme
zu berücksichtigen. Zusätzlich kommt die Imputationskomponente Ṽ 1

Imp hinzu. Der zweite
Term aus (3.26) Ṽ 1

NR = VqEpEI(θ̂I |s, z), die Varianzkomponente durch fehlende Werte,
wird durch die klassischen Resampling-Verfahren auch hier nicht erfasst. Nach Mash-
reghi et al. (2014, S. 146) werden die erste und dritte Komponente Ṽ 1

S = EqVpEI(θ̂I |s, z)
bzw. Ṽ 1

Imp = EqEpVI(θ̂I |s, z) für kleine Auswahlsätze erfasst. Bei großen Auswahlsätzen
zeigen sich aber auch hier Probleme. So liegt nach den Autoren für bestimmte Resampling-
Verfahren eine schlechte Approximationsgüte der gemeinsamen Verteilung aus Stichpro-
ben und Donoren vor. Dies gilt für Resampling-Methoden, welche Endlichkeitskorrekturen
beim Modell ohne Zurücklegen über Reskalierungen berücksichtigen (vgl. Mashreghi
et al., 2014, S. 146). Damit ist z.B. der Rescaling-Bootstrap aus Abschnitt 4.5.2 und der
BRR aus Abschnitt 4.6 betroffen. Auch hier können Unterschätzungen der Varianz die
Folge sein.
So wird nach Mashreghi et al. (2014) zum Beispiel bei der ursprünglichen Version des
Rescaling-Bootstrap aus 4.5.1 bei (gewichteter) Hot-Deck-Random-Imputation im Fal-
le der einfachen Zufallsstichprobe und uniformer Ausfallmechanismus die Varianz Ṽ 1

S +
(1− f) · Ṽ 1

Imp abgedeckt. Der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen aus Abschnitt 4.5.2
deckt die gleiche Quantität ab. Dies werden die Simulationsergebnisse aus Abschnitt 5.3.5
zeigen. Der BRR aus 4.31 verwendet, wie in Abschnitt 4.6.2 beschrieben, die gleichen
Reskalierungen wie der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen, welche für die schlechte
Approximationsgüte verantwortlich sind. Nicht erfasst werden in diesem Fall die Kompo-
nenten Ṽ 1

NR +f · Ṽ 1
Imp. Damit führen die Verfahren bei einem kleinen Auswahlsatz f zu un-

verzerrten Schätzern, jedoch auch hier bei einem großen Auswahlsatz zu Unterschätzungen
der Varianz (vgl. Mashreghi et al., 2014, S. 146).
Und genau dieser letzte Punkt muss noch einmal herausgestellt werden. Die bisher erläu-
terten Resampling-Verfahren können bei kleinen Auswahlsätzen ohne Probleme angewen-
det werden, um die Varianz bei Auftreten von fehlenden Werten und der Durchführung
von Imputationen zu schätzen. In diesem Fall ist wie in 3.4.3 erläutert die Varianzkom-
ponente durch fehlende Werte V 1

NR bzw. Ṽ 1
NR vernachlässigbar klein. Liegen jedoch große

Auswahlsätze vor, insbesondere ein großer Gesamtauswahlsatz f , müssen die Resampling-
Verfahren angepasst werden. Und hier werden in Haziza (2010) und Mashreghi et al.
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(2014) verschiedene Ansätze gegeben, welche im nächsten Abschnitt näher erläutert wer-
den.

4.7.2 Verfahren zur Berücksichtigung der Varianzkomponente
bezüglich fehlender Werte

Alle diese Ansätze gehen von der strengen Annahme des uniformen Antwortmechanismus
aus. Die Anwendung von Imputationsklassen ist daher sinnvoll. Außerdem wurden sie
für Fälle hergeleitet, bei welchen die Imputationsklassen den Schichten entsprechen. Die
Methoden in den Arbeiten von Mashreghi et al. (2014) wurden insbesondere an der
ursprünglichen Version des Rescaling-Bootstrap nach Rao und Wu (1988) demonstriert.
Die Probleme dieser Methode wurden in 4.5.1 beschrieben.
Die intuitiv naheliegendste Methode ist es, die Erzeugung der fehlenden Werte innerhalb
der Substichproben zu reproduzieren (vgl. im Folgenden Mashreghi et al., 2014). Die
Response-Vektoren z∗hi werden in jeder Stichprobe neu erzeugt und anschließend impu-
tiert. Mashreghi et al. (2014) schlagen vor, die Response-Vektoren über eine Bernoulli
Verteilung zu erzeugen mit:

z∗hi ∼ Bernoulli(p̂Rh). (4.40)

Falls die Schichten den Imputationsklassen entsprechen gilt:

p̂Rh = rh/nh. (4.41)

Ansonsten müssten die Imputationsklassen oder sonstige Abgrenzungen zur Gewährleist-
ung des uniformen Antwortmechanismus zugrunde gelegt werden.
Die Erzeugung der fehlenden Werte und die Ziehung der Einheiten für die Substichprobe
muss unabhängig erfolgen. Werden bei dem Verfahren Reskalierungen zur Berücksichti-
gung der Endlichkeitskorrektur durchgeführt, muss es zur Anpassung dieser Faktoren
kommen. Und dadurch kann dieses Vorgehen sehr aufwendig werden. Diese Anpassung
unterscheidet sich nicht nur zwischen den Imputationsmethoden, sondern auch zwischen
den Resampling-Verfahren. So wird z.B. bei der Mittelwertimputation beim Rescaling-
Bootstrap nach Rao und Wu (1988) statt Ch = ((1 − fh) · n∗h/(nh − 1)) aus Abschnitt
4.5.1 CI

h = ((1− p̂Rh ·fh) ·n∗h/(rh−1)) verwendet.6 Wenn für p̂Rh ·fh = rh/Nh gilt, sind sich
die Faktoren sehr ähnlich. Statt der Stichprobengröße wird die Anzahl der antwortenden
Einheiten genommen (vgl. Mashreghi et al., 2014, S. 146 ff.).
Wie sich an der Beschreibung dieses Verfahrens erkennen lässt, ist die Umsetzung sehr
aufwendig und computerintensiv. Wie schon beschrieben, muss die Reskalierungskontstan-
te für jede Imputationsmethode und Resampling-Methode separat hergeleitet werden. In
jeder Substichprobe wird zudem nicht nur die Ziehung und die Imputation wiederholt,
sondern auch die Generierung des Response-Vektors. Das kann je nach Vorgehen zu deut-
lich längeren Rechenzeiten führen. Im Abschnitt 4.3 ihres Artikels geben Mashreghi
et al. (2014) zudem an, wie dieses Vorgehen auch auf Methoden übertragen werden kann,
bei denen die Reskalierung auf die Gewichte und weniger auf die Untersuchungsvariable
vorgenommen wird.

6 Die Rescaling-Faktoren für weitere Imputationsmethoden werden in Tabelle 1 in Abschnitt 4.2 in Mash-
reghi et al. (2014) gegeben.



Kapitel 4. Resampling Verfahren 83

Eine weitere Möglichkeit, die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte zu berück-
sichtigen, besteht darin, den direkten Schätzer für V 1

NR einfach zum Varianzschätzer
der Resampling-Methode hinzu zu addieren (vgl. Haziza, 2010, S. 8). Bei deterministi-
schen Imputationsmethoden decken die Verfahren die erste Komponente der Varianz ab.
Durch die Addition des direkten Schätzers der zweiten Komponente könnte die gesamte
Varianz erfasst werden. So würde bei Mittelwertimputation bei der einfachen Zufalls-
stichprobe dem Resampling-Varianzschätzer der in (3.45) beschriebenen Schätzer V̂ 1

NR =
m/N · s2

R/r hinzugefügt werden. Voraussetzung für dieses Vorgehen ist, dass ein direkter
Varianzschätzer der zweiten Stufe vorliegt. Außerdem müssen die Bedingungen aus Ab-
schnitt 3.6 zur Herleitung des Schätzers beachtet werden. Der direkte Schätzer der zweiten
Stufe müsste zudem immer separat mitberechnet werden, was unter Umständen z.B. bei
mehrstufigen Stichprobendesigns sehr aufwendig werden kann.
Statt die zweite Varianzkomponente separat zu schätzen und additiv zu berücksichtigen,
besteht nach Mashreghi et al. (2014, S. 150) eine weitere Möglichkeit darin, die Va-
rianzkomponente bezüglich fehlender Werte durch Verwendung von Korrekturfaktoren
bezüglich der Resampling-Methode zu berücksichtigen. Dies wird nachfolgend ausführlich
erläutert.

4.7.3 Berücksichtigung der Varianzkomponente bezüglich
fehlender Werte über Korrekturfaktoren

4.7.3.1 Allgemeines Vorgehen

Bei deterministischen Imputationsverfahren ist der Ausgangspunkt wiederum die Überle-
gung, dass Resampling-Verfahren die Stichprobenkomponente V 1

S abdecken. Ziel ist es
einen bestimmten Korrekturfaktor αI zu finden, welcher mit der Varianzschätzung der
Resampling-Methode multipliziert wird, um die gesamte Varianz Vges abzudecken. Damit
muss gelten:

Vges = αI · V 1
S . (4.42)

Dieser Korrekturfaktor αI muss letztendlich geschätzt werden. Das Vorgehen von Mash-
reghi et al. (2014) wird im Rahmen dieser Arbeit in vier Schritten zusammengefasst.
Demnach ergibt sich der folgende allgemeine Ablauf:

1. Varianzermittlung: Die Varianz beider Komponenten wird zunächst approximativ
hergeleitet. Hierzu ist es meist notwendig, bestimmte Annahmen zu treffen bzw.
von starken Vereinfachungen auszugehen. Mashreghi et al. (2014) gehen in ihrem
Fall von der einfachen Zufallsstichprobe, von einem uniformen Antwortmechanismus
sowie der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus. Korrek-
turfaktoren für den Fall eines fixen Response-Vektors sind nur für zufällige Imputati-
onsverfahren notwendig. Ein Korrekturfaktor für Hot-Deck-Random-Imputation für
diesen Fall wird im Rahmen dieser Arbeit nach Vorstellung des allgemeinen Ablaufs
und zwei konkreten Beispielen der Korrekturfaktoren für den Fall der Entstehung
variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit angegeben und im Anhang her-
geleitet. Für den Fall der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe ist die Her-
leitung nicht mehr so einfach möglich. Der Grund liegt darin, dass sich die beiden
Komponenten vom Fall der Entstehung fehlender Werte in der Grundgesamtheit in
ihrer Höhe unterscheiden. Resampling-Verfahren decken hier nicht die Komponente
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V 2
S ab. Hier wird im Rahmen der Simulationsstudie geschaut, inwieweit die Korrek-

turfaktoren aus dem Fall variabler fehlender Werte übernommen werden können.

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Bei deterministischen Imputationsverfahren gilt:

Vges = V 1
S + V 1

NR. (4.43)

Damit kann (4.42) umgeformt werden zu:

αI = V 1
S + V 1

NR
V 1
S

. (4.44)

Es wird hier auf die theoretisch hergeleiteten Varianzen V 1
S und V 1

NR aus Schritt 1
zurückgegriffen. Ziel ist es insbesondere, dass die theoretischen Varianzen V 1

S und
V 1

NR durch die Annahmen und Vereinfachungen so dargestellt werden können, dass
sich möglichst viele Parameter und Terme aus dem Bruch (4.44) rauskürzen lassen.
Dies gilt insbesondere für die Variationen in V 1

S und V 1
NR und wird gleich anhand

der Beispiele für ausgewählte Imputationsmethoden verdeutlicht.

3. Schätzung des Korrekturfaktors: Es muss ein Schätzer α̂I für αI gefunden werden.
Hierzu müssen einige Parameter geschätzt werden. Diese hängen von der Impu-
tationsmethode ab. Insbesondere muss die Antwortwahrscheinlichkeit pR geschätzt
werden. Unter der Annahme des uniformen Antwortmechanismus gilt hier:

p̂R = r

n
. (4.45)

Wie noch zu sehen ist, taucht in den (geschätzten) Korrekturfaktoren der Gesamt-
auswahlsatz f auf. Dieser wird benötigt, da wie in Abschnitt 3.4.3 erläutert, der
Anteil der Varianzkomponente durch fehlende Werte insbesondere von dieser Größe
abhängig ist.

4. Verknüpfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Der geschätzte Kor-
rekturfaktor wird multiplikativ mit der Resampling-Methode verknüpft. Die Varianz
wird mit Hilfe des Resampling-Verfahrens geschätzt und anschließend mit dem Kor-
rekturfaktor multipliziert. Da α̂I eine Konstante darstellt, kann die Größe auch über
ihre Wurzel mit den Gewichten multipliziert werden. Dies ist vor allem bei Ansätzen
von Bedeutung, welche auf Replikationsgewichte abstellen.

Dieses allgemeine Vorgehen kann an Beispielen konkreter Imputationsverfahren demon-
striert werden.

4.7.3.2 Mittelwertimputation

Im Rahmen der Mittelwertimputation können die Schritte zur Herleitung des Korrek-
turfaktors von Mashreghi et al. (2014, S. 150) wie folgt dargestellt werden (vgl. im
Folgenden hierzu auch Mashreghi et al., 2014, S. 150):
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1. Varianzermittlung: Nach Mashreghi et al. (2014, S. 150) gilt für die Varianz der
einzelnen Komponenten im Falle von Mittelwertimputation und dem Mittelwert
als interessierende Statistik bei einfacher Zufallsstichprobe und der Annahme des
uniformen Ausfallmechanismus und Entstehung fehlender Werte in der Grundge-
samtheit:

V 1
S ≈

1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2 (4.46)

und

V 1
NR ≈

1− pR
pR

· 1
N2

N∑
i=1

(yi − yU)2. (4.47)

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Aus diesen beiden Komponenten kann die Kon-
stante αMW berechnet werden gemäß (4.44). Es gilt:

αMW = V 1
S + V 1

NR
V 1
S

(4.48)

=

1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2 + 1− pR
pR

· 1
N2

N∑
i=1

(yi − yU)2

1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2
.

Für diesen Bruch können viele mathematische Operationen durchgeführt werden.
Insbesondere lässt sich die Variation des Untersuchungsmerkmals in der Grundge-
samtheit ∑N

i=1(yi − yU)2 rauskürzen. Dies ist dem Umstand zu verdanken, dass von
der einfachen Zufallsstichprobe ausgegangen wird. Bei komplexeren Stichprobende-
signs kann die Stichprobenkomponente aus (4.46) nicht mehr so stark vereinfacht
dargestellt werden.
Nach Durchführung der verschiedener mathematischen Operationen, welche im De-
tail in Abschnitt A.1.1 im Anhang A angeben werden, resultiert aus (4.48):

αMW = (1− pR · f)/(1− f). (4.49)

Bei Vorliegen des Totalwertes als interessierende Statistik resultiert der gleiche Fak-
tor. Für diesen Schätzer werden die Varianzen der einzelnen Komponente in (4.46)
und (4.47) mit N2 multipliziert. Diese Größe kürzt sich jedoch bei der Berechnung
des Korrekturfaktors im Rahmen der Quotientenbildung wieder heraus. Folglich sind
die Faktoren für beide Statistiken identisch.
An Formel (4.49) lässt sich die Interpretation dieses Korrekturfaktors αMW noch ein-
mal verdeutlichen. Er beschreibt damit die Größe, um welche die gesamte Varianz
die Stichprobenkomponente V 1

S aufgrund der Berücksichtigung von V 1
NR übersteigt.

Wenn der Auswahlsatz f sehr klein ist, damit auch der Anteil der Varianzkompo-
nente durch fehlende Werte, liegt αMW sehr nahe bei Eins und die gesamte Varianz
wird durch die Varianzkomponente V 1

S abgedeckt. Mit immer höher werdendem
Auswahlsatz wird auch (4.49) immer größer, da die Varianzkomponente bezüglich
fehlender Werte V 1

NR immer mehr an Gewicht gewinnt.
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3. Schätzung des Korrekturfaktors: Um einen Schätzer (4.49) zu finden, müssen hier
lediglich die Antwortwahrscheinlichkeiten pR geschätzt werden. Der Gesamtauswahl-
satz f ist im Normalfall bekannt. Damit gilt:

α̂MW = (1− p̂R · f)/(1− f). (4.50)

Die Antwortwahrscheinlichkeit pR wird gemäß (4.45) geschätzt.

4. Verknüpfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Die bisher vorge-
stellten Resampling-Methoden schätzen nur die Stichprobenkomponente der Varianz
V 1
S . Werden die berechneten Varianzschätzer jedoch mit α̂MW multipliziert, resul-

tiert ein Varianzschätzer für die gesamte Varianz. Wie bereits beim allgemeinen
Vorgehen erwähnt, kann die Multiplikation dieses Faktor entweder direkt auf die
mittels des Resampling-Verfahrens ermittelte Varianz vorgenommen werden oder
die Konstante α̂MW wird über ihre Wurzel in den Punktschätzer einkalkuliert. So
müsste zum Beispiel beim Rescaling-Bootstrap nach Chipperfield und Preston
(2007) aus Abschnitt 4.5 die adjustierten Gewichte multipliziert werden mit:

wαi = w∗i ·
√
α̂MW . (4.51)

Es ergibt sich der Gewichtevektor wα und es gilt im Falle der Mittelwertimpu-
tation und der Anwendung von Reimputation und der Modifikation 2 für den
Punktschätzer der Substichprobe: θ̂∗b,resc2,reimp = T (yM2,reimp, w

α).

Neben der Mittelwertimputation geben Mashreghi et al. (2014) diese Konstanten auch
für andere deterministische Imputationsverfahren an. Zum Beispiel beträgt die Konstante
für Regressionsimputation bei einer verwendeten Hilfsvariable:

α̂Reg = 1− p̂R · f − (1− p̂R) · ĈorR
(1− f) · (1− (1− p̂R) · ĈorR)

. (4.52)

ĈorR ist der auf Basis der beobachteten Einheiten der Stichprobe berechnete Korrela-
tionskoeffizient zwischen y und x.

4.7.3.3 Hot-Deck-Random-Imputation im Falle variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit

Im Falle zufälliger Imputationsverfahren sind einige Besonderheiten zu beachten. In Mash-
reghi et al. (2014, S. 151) wird ein Korrekturfaktor für die (gewichtete) Hot-Deck-Random-
Imputation hergeleitet. Auch dieses Vorgehen kann wieder in vier Schritte zusammenge-
fasst werden (vgl. im Folgenden hierzu auch Mashreghi et al., 2014, S. 151).

1. Varianzermittlung: Es gilt insbesondere zu beachten, dass bei zufälligen Imputa-
tionsverfahren zusätzlich noch die Imputationskomponente Ṽ 1

Imp der Gesamtvarianz
hinzukommt. Unter den gegebenen Annahmen entsprechen nach Mashreghi et al.
(2014) die ersten und zweiten Varianzkomponenten Ṽ 1

S bzw. Ṽ 1
NR denjenigen für die

Mittelwertimputation aus (4.46) und (4.47). Damit gilt auch für diese Komponenten:
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Ṽ 1
S ≈

1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2 (4.53)

und

Ṽ 1
NR ≈

1− pR
pR

· 1
N2

N∑
i=1

(yi − yU)2. (4.54)

Für die Imputationskomponente gilt nach Mashreghi et al. (2014):

Ṽ 1
Imp ≈

1− pR
n ·N

·
N∑
i=1

(yi − yU)2. (4.55)

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Auch in diesem Schritt sind die Besonderheiten
zufälliger Imputationsverfahren zu berücksichtigen. Zwar werden wie bei den de-
terministischen Imputationsverfahren die Stichprobenkomponente Ṽ 1

S grundsätzlich
erfasst, die Komponente Ṽ 1

NR hingegen nicht. Durch das Hinzukommen von Ṽ 1
Imp

ergibt sich jedoch eine Problematik. Wie bereits erörtert decken die Resampling-
Verfahren bei einem kleinen Auswahlsatz f diese Komponente ab. Bei einem großen
Auswahlsatz liegt jedoch eine schlechte Approximationsgüte der gemeinsamen Ver-
teilung aus Stichproben und Donoren vor. Dies gilt für Resampling-Verfahren, wel-
che Reskalierungen zur Berücksichtigung der Endlichkeitskorrektur verwenden. Dies
gilt es ebenfalls zu korrigieren.
Nach Mashreghi et al. (2014) ist es möglich, diesen Anteil an der Imputationskom-
ponente zu quantifizieren, welcher durch Resampling-Verfahren mit Reskalierungen
abgedeckt wird. Er beträgt für die in Abschnitt 4.7.1 in diesem Zusammenhang auf-
geführten Resampling-Verfahren (1−f) · Ṽ 1

Imp. Damit wird, wie erläutert, bei einem
kleinen Auswahlsatz f die Imputationskomponente zum größten Teil abgedeckt. Bei
einem sehr kleinen Auswahlsatz wird jedoch nur ein Bruchteil davon erfasst.
Insgesamt erfasst wird durch die Resampling-Verfahren der folgende Varianzterm:

Ṽ 1
S + (1− f) · Ṽ 1

Imp ≈
1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2

+ (1− f) · 1− pR
n ·N

·
N∑
i=1

(yi − yU)2. (4.56)

αHotDeck wird wie im deterministischen Fall über den Quotienten aus der Gesamtva-
rianz dividiert durch den von klassischen Resampling-Verfahren abgedeckte Anteil
an der Varianz berechnet. Damit wird αHotDeck berechnet durch:

αHotDeck =
Ṽ 1
S + Ṽ 1

NR + Ṽ 1
Imp

Ṽ 1
S + (1− f) · Ṽ 1

Imp

. (4.57)
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Der Zähler ist damit der Summand aus den Varianzkomponenten (4.53), (4.54) und
(4.55). Der Nenner ist in (4.56) gegeben. Nach einigen mathematischen Operationen,
welche in Abschnitt A.1.2 im Anhang A angegeben sind, resultiert für αHotDeck:

αHotDeck = 1 + pR · (1− pR)− pR · f
[1 + pR · (1− pR)] · (1− f) . (4.58)

Auch hier wird wieder der Umstand ausgenutzt, dass die Variation des Untersu-
chungsmerkmals in der Grundgesamtheit in allen drei Varianzkomponenten vor-
kommt. Dadurch kann sie wieder rausgekürzt werden.

3. Schätzung des Korrekturfaktors: Wie im deterministischen Fall muss wieder ein
Schätzer für (4.58) gefunden werden. Hierzu gilt es, die Teilnahmewahrscheinlich-
keit pR durch (4.45) zu schätzen. Der Schätzer α̂HotDeck wird anschließend berechnet
durch:

α̂HotDeck = (1 + p̂R · (1− p̂R))− p̂R · f
(1 + p̂R · (1− p̂R)) · (1− f) . (4.59)

4. Verknüpfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Wie auch im deter-
ministischen Fall wird die Varianz des Resampling-Verfahrens mit dem berechneten
Korrekturfaktor α̂HotDeck multiplikativ verknüpft.

4.7.3.4 Hot-Deck-Random-Imputation im Falle eines fixen Response-Vektors
in der Grundgesamtheit

Eine wichtige Annahme im Rahmen des Artikels von Mashreghi et al. (2014) ist, dass
der Response-Vektor in der Grundgesamtheit immer wieder von Neuem generiert wird.
Im Rahmen dieser Arbeit ist jedoch auch der Fall eines fixen Response-Vektors in der
Grundgesamtheit relevant. Daher wird in diesem Abschnitt eine Modifikation des beschrie-
benen Korrekturfaktors vorgenommen werden. Bei einem fixen Response-Vektor können
die zuvor dargestellten Korrekturfaktoren nicht mehr verwendet werden. Durch die mul-
tiplikative Verknüpfung der durch Resampling-Verfahren geschätzten Varianz mit dem
Korrekturfaktor wird die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR bzw. Ṽ 1
NR

einkalkuliert, egal ob sie tatsächlich vorhanden ist oder nicht. Im Falle der Entstehung
variabler fehlender Werte ist sie vorhanden, daher wird sie durch Berücksichtigung der
Korrekturfaktoren in die Varianz auch korrekt integriert. Im Falle eines fixen Response-
Vektors in der Grundgesamtheit entsteht die Komponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR
bzw. Ṽ 1

NR jedoch nicht. Hier darf der Korrekturfaktor nicht verwendet werden, da sonst
die Varianz durch die nicht auftretende Varianzkomponente überschätzt wird. Es ergeben
sich in Abhängigkeit der Art von Imputationsmethoden zwei verschiedene Vorgehenswei-
sen. Im Falle deterministischer Imputationsverfahren und eines fixen Response-Vektors
in der Grundgesamtheit werden Varianzen ohne Berücksichtigung von Korrekturfaktoren
geschätzt. Bei zufälligen Imputationsverfahren muss wiederum eine Besonderheit Beach-
tung finden. Hier gilt es, die in Abschnitt 4.7.1 beschriebene schlechte Approximationsgüte
der gemeinsamen Verteilung aus Stichproben und Donoren der Resampling-Verfahren bei
einem großen Auswahlsatz f zu korrigieren. Jedoch darf die Varianzkomponente bezüglich
fehlender Werte bei einem fixen Response-Vektor nicht erfasst werden. Daher wird im
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Rahmen dieser Arbeit für diesen Fall ein modifizierter Korrekturfaktor hergeleitet, wel-
cher diese Problematik berücksichtigt. Es wird aber wieder auf die bekannten Schritte
zurückgegriffen:

1. Varianzermittlung: Gegenüber dem Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit ist die erfassende Varianz um die Komponente Ṽ 1

NR reduziert.
Die gesamte Varianz besteht damit nur noch aus der Stichproben- und Imputa-
tionskomponente aus (4.53) und (4.55):

Ṽ 1
S ≈

1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2 (4.60)

und

Ṽ 1
Imp ≈

1− pR
n ·N

·
N∑
i=1

(yi − yU)2. (4.61)

2. Herleitung des Korrekturfaktors: Wie im Fall der Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit wird für die in Abschnitt 4.7.1 in diesem Zusammen-
hang aufgeführten Resampling-Verfahren der Term Ṽ 1

S + (1 − f) · Ṽ 1
Imp erfasst. Es

gilt:

Ṽ 1
S + (1− f) · Ṽ 1

Imp ≈
1− f
pR · f

· 1
N2 ·

N∑
i=1

(yi − yU)2

+ (1− f) · 1− pR
n ·N

·
N∑
i=1

(yi − yU)2. (4.62)

αHotDeck errechnet sich damit im Fall eines fixen Response-Vektors und zufälliger
Imputationsverfahren gemäß:

α̂HotDeck =
Ṽ 1
S + Ṽ 1

Imp

Ṽ 1
S + (1− f) · Ṽ 1

Imp

. (4.63)

Unter Verwendung von (4.60) und (4.61) im Zähler und (4.62) im Nenner ergibt
sich nach dem üblichen Vorgehen (vgl. die Herleitung dieses Korrekturfaktors in
Abschnitt A.1.3 in Anhang A) folgender Korrekturfaktor:

αHotDeck =
1 + (1− pR) · pR

(1− f)
1 + (1− pR) · pR

. (4.64)

3. Schätzung des Korrekturfaktors: Die Konstante aus (4.64) wird geschätzt durch:

α̂HotDeck =
1 + (1− p̂R) · p̂R

(1− f)
1 + (1− p̂R) · p̂R

. (4.65)
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4. Verknüpfung des Korrekturfaktors mit der Resampling-Methode: Durch multiplika-
tive Verknüpfung der durch die mittels Resampling-Methode geschätzte Varianz
und dem modifizierten Korrekturfaktor aus (4.65) kann auch im Falle eines fixen
Response-Vektors in der Grundgesamtheit und zufälliger Imputationsverfahren die
Varianz auch bei einem großen Auswahlsatz f unverzerrt geschätzt werden. Die
beschriebenen Verzerrungen werden hierdurch vermieden.

4.7.3.5 Kritische Bewertung

Im Vergleich zu der additiven Berücksichtigung der Komponente V 1
NR besitzt die Ver-

wendung von Korrekturfaktoren den Vorteil, dass ein direkter Varianzschätzer nicht se-
parat berechnet werden muss. Daher wird die multiplikative Verknüpfung im Folgen-
den vorgezogen. Gegenüber der Generierung eines neuen Response-Vektors in jeder Sub-
stichprobe bietet die Verwendung von Korrekturfaktoren den Vorteil, dass das Verfahren
computertechnisch weniger aufwendig ist und gleiche Korrekturfaktoren für verschiede-
ne Resampling-Methoden verwendet werden können. Letzterer Punkt gilt zumindest für
deterministische Imputationsmethoden. Beide Möglichkeiten zur Erfassung der Varianz
bezüglich fehlender Werte V 1

NR werden in der Simulationsstudie miteinbezogen. Die Gene-
rierung eines neuen Response-Vektors findet über den unabhängigen Rescaling-Bootstrap
Berücksichtigung.
Jedoch gilt es, auch für die Verwendung von Korrekturfaktoren die Nachteile bzw. Be-
schränkungen zu beachten. Neben den schon beschriebenen Annahmen des uniformen
Antwortmechanismus wurden diese Korrekturfaktoren für die einfache Zufallsstichpro-
be hergeleitet. Für komplexere Stichprobendesigns bzw. Imputationsmethoden sind diese
Faktoren schwer oder gar nicht ableitbar. Das beste Beispiel sind mehrstufige Stichpro-
bendesigns. Um z.B. α̂MW herzuleiten, müssen in (4.48) die Variationen ∑N

i=1(yi−yU)2 in
jedem Term auftauchen und vor die Klammer gezogen werden. Bei klassischen zweistu-
figen Stichprobendesigns beziehen sich diese Variationen auf der ersten Stufe jedoch auf
die Totalwerte der PSU und auf der zweite Stufe auf die Einheiten innerhalb der PSU.
Auch müssen diese Variationen zwischen der Stichprobenkomponente und der Kompo-
nente bezüglich fehlender Werte und der Imputationskomponente nicht übereinstimmen.
Die Frage, die sich stellt, ist, ob die Korrekturfaktoren, wie in diesem Abschnitt be-
schrieben und unter den Bedingungen der einfachen Zufallsstichprobe hergeleitet, auch
für komplexere Stichprobendesigns verwendet werden können, um die Varianzkompo-
nente bezüglich fehlender Werte bzw. die schlechte Approximationsgüte bei zufälligen
Imputationsverfahren bei großen Auswahlsätzen zu berücksichtigen. Dies wird in der
Simulationsstudie noch näher untersucht werden. Es kann jedoch schon gesagt werden,
dass ein wichtiger Faktor sein kann, wie ähnlich die Varianz des komplexen Stichprobende-
signs derjenigen bei Verwendung der einfachen Zufallsstichprobe ist. Sind sich diese beiden
sehr ähnlich, können die hergeleiteten Korrekturfaktoren gut zur Berücksichtigung bzw.
vollständigen Erfassung der beiden Varianzkomponenten verwendet werden. In diesem
Fall würde die mittels der Resampling-Methode geschätzte Varianz unter dem komplexen
Design behandelt werden, als wäre sie unter der einfachen Zufallsstichprobe geschätzt
worden. Wie zuvor würde sie mit dem Korrekturfaktor multipliziert werden. Liegen star-
ke Abweichungen des komplexen Stichprobendesigns zur einfachen Zufallsstichprobe vor,
kann es möglich sein, dass die Varianzkomponenten nicht gut erfasst werden.
Nach Cochran (1977, S. 99) können z.B. im Falle der geschichteten Zufallsstichprobe
bei proportionaler Allokation große Abweichungen bei einer großen Varianz zwischen den
Schichten bestehen. Dies trifft insbesondere bei sehr homogenen Schichten zu. Bei einem
großen Gesamtstichprobenumfang n findet jedoch eine Annäherung statt. Hier gewinnt
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auch die Varianzkomponente bezüglich fehlende Werte an Bedeutung. Homogene PSU
können auch im Falle der klassischen zweistufigen Zufallsstichprobe zur Abweichung von
der einfachen Zufallsstichprobe führen. Dies zeigte schon Kish (1965, S. 162) im Zusam-
menhang mit dem von ihm hergeleiteten Designeffekt im Fall des Ziehens mit Zurücklegen
und einer gleichen PSU-Größe. Ein hoher Intraclass-Correlation-Coefficient, als Maßstab
für homogene PSU (vgl. Lohr, 1999, S. 139), führt hier zu Unterschieden in den Vari-
anzen der einfachen Zufallsstichprobe und der zweistufigen Zufallsstichprobe (vgl. Kish,
1965, S. 162, Ganninger, 2010, S. 36). Des Weiteren ist auch der Einfluss einer un-
terschiedlichen PSU-Größe zu beachten. In diesem Zusammenhang stellt sich die Frage
bei welcher Parameterkonstellation durch die Abweichung zur einfachen Zufallsstichprobe
Verzerrungen entstehen. Und dieser Sachverhalt lässt sich sehr gut mit Hilfe einer Monte-
Carlo-Simulation analysieren. Diese wird im nächsten Kapitel durchgeführt. Im Rahmen
mehrstufiger Stichprobendesigns werden neben heterogenen auch homogene PSU, sowie
gleiche und eine ungleiche PSU-Größe betrachtet, so dass die Verwendung von Korrek-
turfaktoren, abgeleitet auf Basis der einfachen Zufallsstichprobe, überprüft werden kann.



5 Simulation

5.1 Simulationsbeschreibung
Ziel der folgenden Simulationsstudie ist eine empirische Überprüfung der im Rahmen die-
ser Arbeit getroffenen theoretischen Aussagen. Die zuvor beschriebenen Schätzer bezüglich
der Varianz unter fehlenden Werten und Imputation werden hinsichtlich ihre Anwendbar-
keit im Rahmen komplexer Stichprobendesigns auf ihre Eignung hin verglichen. Es erfolgt
zudem eine Zerlegung der Varianz für einfachere Stichprobendesigns.
Um diese Untersuchungen durchzuführen, wird auf eine Monte-Carlo-Simulationsstudie
zurückgegriffen. Aus den verschiedenen Grundgesamtheiten dieser Arbeit werden wieder-
holt Stichproben gezogen und die Varianzschätzer für jede dieser Stichproben berechnet.
Auf diesem Wege sollen Informationen hinsichtlich ihrer Verteilung gewonnen werden.
Bevor die Ergebnisse dieser Simulationsstudie präsentiert werden, wird eine ausführliche
Beschreibung dieser Studie vorgenommen. Dazu werden zunächst die Grundgesamtheiten
dargestellt. Diese unterscheiden sich bezüglich des verwendeten Stichprobendesigns und
dem relevanten Untersuchungsgegenstand. Hinsichtlich der verwendeten Stichprobende-
signs wird zwischen einer geschichteten Zufallsstichprobe und einem zweistufigen Stich-
probendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe unterschieden. Hier stehen
die zuvor vorgestellten Methoden im Vordergrund. Im Falle der Varianzzerlegung wer-
den auf stratifizierte Designs verzichtet und es werden die einfache Zufallsstichprobe und
die klassische zweistufige Zufallsstichprobe verwendet. Den Abschnitt abschließen werden
Informationen über die Erzeugung fehlender Werte, die Schätzer, die Szenarien und des
Benchmark. Nicht alle Schätzer und Szenarien werden im Rahmen dieses Abschnittes
beschrieben. Detailliertere Beschreibungen finden sich im Anhang A in den Abschnitten
A.2.1 und A.2.2. Die Simulationsstudie wird mit Hilfe der statistischen Programmierspra-
che R (vgl. R Core Team, 2015) umgesetzt. Als weitere Beispiele von Simulationsstu-
dien in der Literatur in Zusammenhang mit der Varianzschätzung unter Imputation sind
diejenigen in Brick et al. (2005), Mashreghi et al. (2014), Saigo et al. (2001), Shao
et al. (1998), Davison und Sardy (2007) sowie die entsprechenden Simulationsstudien
im Rahmen des DACSEIS-Projektes1 zu nennen.

5.1.1 Einstufiges stratifiziertes Stichprobendesign
Für das einstufige stratifizierte Stichprobendesign wird der synthetische Datensatz AME-
LIA verwendet, welcher auf den Daten von EU-SILC 2005 basiert (vgl. im Folgenden für
die Datensatzbeschreibung inklusive der einzelnen Variablen Alfons et al., 2011 sowie
Kolb, 2012). Der Datensatz besteht aus vier Regionen mit insgesamt 10.012.600 Personen
bzw. 3.781.289 Haushalten. Da insbesondere die Resampling-Verfahren computertechnisch
sehr aufwendig sein können, gerade unter der Berücksichtigung von Imputationen und be-
sonders bei Untersuchungen mit großen Auswahlsätzen, findet eine Konzentration auf die
Region 3 statt. Diese Region besteht aus insgesamt 821.472 Haushalten.

1 https://www.uni-trier.de/index.php?id=29730
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Zur Sicherstellung einer validen Varianzschätzung muss der Datensatz jedoch noch ent-
sprechend aufbereitet werden. Die Untersuchungen werden grundsätzlich auf Haushalts-
ebene durchgeführt, d.h. personenbezogene Variablen müssen über die Haushaltsnummer
auf Haushaltsebene transformiert werden. Dies gilt z.B. für das persönliche Einkommen.
Diese Variable wird über die Mitglieder des Haushaltes zum Haushaltseinkommen auf-
summiert und stellt die Untersuchungsvariable y dar. Innerhalb dieser Größe werden ver-
schiedene persönliche Einkommenskomponenten berücksichtigt. Für die Berechnung des
gesamten Haushaltseinkommens wird somit der folgende Befehl verwendet (zur Beschrei-
bung der einzelnen Variablen, welche die Komponenten des berechneten Haushaltsein-
kommens bilden, vgl. Alfons et al. (2011, S. 14) bzw. Kolb (2012, S. 182 ff.)) :

yk<−PY020D+PY050D+PY070D+PY090D+PY100D+PY110D+PY120D+PY130D+
PY140D+PY010C

y<−tapply ( yk , HID,sum)

Die Verteilung des Untersuchungsmerkmals y zeigt Abbildung 5.1. Die schwarz gestrichel-
te Linie ist das Ergebnis der Kerndichteschätzung. Es ist zu sehen, dass die Verteilung
sehr rechtsschief ist, wie es bei Einkommensvariablen üblich ist. Dies stellt eine Her-
ausforderung für die Varianzschätzung dar, gerade unter fehlenden Werten und deren
Kompensation über Imputation.
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Abbildung 5.1: Histogramm und Kerndichteschätzung des Untersuchungsmerkmals im
einstufigen stratifizierten Stichprobendesign
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Schicht 1 2 3 4 5 6 7
Anzahl 40.489 39.811 20.211 25.128 31.477 33.382 34.848
Schicht 8 9 10 11 12 13 14
Anzahl 31.248 24.951 31.281 37.807 37.572 29.576 33.604
Schicht 15 16 17 18 19 20 21
Anzahl 28.303 37.130 29.063 35.395 26.487 32.350 31.950
Schicht 22 23 24 25
Anzahl 31.378 35.521 36.367 46.143

Tabelle 5.1: Schichtgrößen

Des Weiteren wird zudem eine Schichtung verwendet. Hierzu werden 25 Schichten gebil-
det durch Zusammenlegung von verschiedenen Gemeinden. So wird sichergestellt, dass
innerhalb einer Schicht genügend Einheiten für die Varianzschätzung zur Verfügung ste-
hen. Die ersten 24 Schichten werden aus jeweils 15 Gemeinden gebildet. Die verbleibenden
Gemeinden werden Schicht 25 zugeordnet. Tabelle 5.1 gibt eine Übersicht über die daraus
resultierenden Schichtgrößen in der Grundgesamtheit.

Histogramm der metrischen Hilfsvariable
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Abbildung 5.2: Histogramm und Kerndichteschätzung der metrischen Hilfsvariable im ein-
stufigen stratifizierten Stichprobendesign

Die verwendeten Hilfsvariablen aus dem Datensatz hängen von der Imputationsmetho-
de ab. So können beispielsweise bei der Verhältnisimputation nur metrische Variablen
verwendet werden. Da im Datensatz keine metrischen Variablen vorhanden sind, wird
diese über ein Modell erzeugt. Zur Erzeugung der metrischen Variablen wird das folgende
Modell verwendet:

xmetrisch = (α + β · y + u)/δ (5.1)
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wobei u ∼ N(µ, σu).
Der Parameter δ wird zur Normierung der Werte auf ein bestimmtes Intervall verwendet.
Dies ist notwendig, da für die Erzeugung der fehlenden Werte nach dem in Abschnitt
5.1.4 beschriebenen Vorgehen die Hilfsvariablen nicht eine zu große Bandbreite besitzen
dürfen. Die Verteilung der metrischen Hilfsvariable wird in Abbildung 5.2 gegeben. Durch
den großen Einfluss des Störterms ist sie normalverteilt. Der Korrelationskoeffizient der
metrischen Hilfsvariable zum Untersuchungsmerkmal beträgt 0.1.
Für anderen Verfahren, wie z.B. die Hot-Deck-Random-Imputation müssen Imputations-
klassen gebildet werden. Hier eignen sich insbesondere kategoriale Variablen (vgl. z.B.
Shao und Sitter, 1996, S. 1281). Im Rahmen dieser Untersuchung werden zwei ver-
schiedene kategoriale Variablen aus dem Datensatz mit einem unterschiedlich starken
Zusammenhang zum Einkommen berücksichtigt: Zum einen der Haushaltstyp mit einem
geringen Zusammenhang2 und zum anderen die Haushaltsgröße mit einem großen Zu-
sammenhang.3 Der Haushaltstyp besteht aus sechs Kategorien und wird in den Szenari-
en hauptsächlich als Hilfsvariable zur Bildung von Imputationsklassen oder im Rahmen
von Predictive-Mean-Matching im Regressionsmodell verwendet. Auch die Haushaltsgröße
wird auf sechs Kategorien zugrunde gelegt, indem die ursprüngliche sechste Kategorie und
die darauf folgenden zu einer Kategorie zusammengefasst werden. Es soll dadurch verhin-
dert werden, dass durch eine zu niedrige Besetzung einer Zelle bzw. Zellkombination zu
wenige Elemente für eine valide Varianzschätzung zur Verfügung stehen. Diese Variable
wird im Rahmen eines Szenarios bei Nearest-Neighbour-Imputations in Abwandlung zu
den übrigen Szenarien als Untersuchungsmerkmal verwendet (vgl. hierzu im Detail Ab-
schnitt 5.2.2.2). Eine genaue Übersicht über die Besetzung der einzelnen Kategorien beider
Variablen wird in Tabelle 5.2 gegeben.

Kategorie 1 2 3 4 5 6
Haushaltstyp 209.990 90.672 114.442 136.762 145.594 124.012
Haushaltsgröße 169.622 233.416 178.743 169.228 50.759 19.704

Tabelle 5.2: Größe der einzelnen Kategorien

5.1.2 Mehrstufiges stratifiziertes Stichprobendesign
Im Rahmen mehrstufiger Stichprobendesigns wird eine andere Grundgesamtheit verwen-
det. Die Implementation dieser Grundgesamtheit in R orientiert sich an der Erzeugung der
synthetischen Grundgesamtheit für das mehrstufige Stichprobendesign in Bruch et al.
(2011) Kapitel 4. Im Rahmen dieser Arbeit werden die für die Simulation benötigten
Variablen jedoch zusammen aus einer multivariaten Normalverteilung gezogen.4 Dies hat
insbesondere zwei Gründe.
Zum einen wirken im Rahmen von mehrstufigen Stichprobendesigns eine Mehrzahl von
Einflüssen auf die Varianzschätzung. Insbesondere die Untersuchungsvariable y besitzt
einen starken Einfluss. So können schiefe Verteilungen negative Einflüsse auf die Vari-
anzschätzung besitzen. Durch diese Vielzahl von Einflüssen ist es sehr schwierig oder
gar unmöglich, einzelne Einflüsse zu separieren und die Auswirkung der Variation ei-
nes bestimmten Parameters auf die Varianzschätzung zu untersuchen. Dies erschwert
2 Das Eta-Quadrat liegt bei 0.0066. Dies deutet auf einen geringen Zusammenhang hin. Da der Haus-

haltstyp kategorial ist, muss auf dieses Maß zurückgegriffen werden.
3 Das Eta-Quadrat liegt bei 0.268
4 In Bruch et al. (2011) wird das Untersuchungsmerkmal aus einer Log-Normalverteilung gezogen.
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zusätzlich die Überprüfung der Wirksamkeit der unterschiedlichen Ausgestaltung einzelner
Methoden auf die Varianzschätzung. Gerade dies ist jedoch das Ziel dieses Bereiches der
Simulationsstudie. Verschiedene Varianten von Resampling-Methoden unter Imputation
werden unter den Erfordernissen von mehrstufigen Stichprobendesigns verglichen. Durch
die Wahl der Normalverteilung kann überprüft werden, ob die Methoden grundsätzlich
funktionieren. Im Laufe der Simulationsstudie werden aber auch hier bestimmte Parame-
ter bezüglich komplexerer Anforderungen variiert.
Zum anderen spielt hier insbesondere die Varianz auf den verschiedenen Stufen eine große
Rolle. Im Rahmen dieser Arbeit sind auch mehrstufige Stichprobendesigns relevant, bei
denen nicht die gesamte Varianz auf der ersten Stufe liegt. In manchen Szenarien ist
es wichtig, dass ein möglichst großer Anteil der Varianz auf den nachfolgenden Stufen
vorhanden ist. Solche Szenarien lassen sich gut über die Erstellung der Grundgesamtheit
aus einer Normalverteilung bewerkstelligen, durch geeignete Wahl ihrer Parameter. Zur
Implementation eines mehrstufigen Stichprobensdesigns ist es weiterhin notwendig, dass
eine ausreichend große Grundgesamtheit zur Verfügung steht. Daher wurde ihre Größe auf
2.500.000 Einheiten auf der letzten Stufe festgelegt, wobei von einem zweistufigen Design
mit Stratifizierung auf der ersten Stufe ausgegangen wird.
Damit gilt für den Datensatz ζ = (y, x1, x2), wobei y weiterhin das Untersuchungsmerkmal
und x1 und x2 die beiden Hilfsmerkmale sind:

ζ ∼ N(µ,Σ), (5.2)

wobei für die Parameter µ und Σ gilt:

µ = (1.000, 500, 800) (5.3)

und

Σ =

500 130 70
130 200 70
70 70 150

 . (5.4)

Die Verteilung des Untersuchungsmerkmals ist in Abbildung 5.3 zu sehen. Die Bestim-
mung der Parameter liegen verschiedene Kriterien zugrunde. Es wird für die Beobach-
tungsvariable y eine große Varianz gewählt, so dass auch auf der zweiten Stufe genügend
Varianz vorhanden ist. Daher ist diese Varianzkomponente am größten. Die Varianzen
innerhalb der Hilfsvariablen sind deutlich geringer. Dies hängt mit der Erzeugung feh-
lender Werte in Abschnitt 5.1.4 zusammen. Hilfsvariablen mit großer Varianz erschweren
die Anwendung der dort beschriebenen Modelle. Die Kovarianzen zwischen den Vari-
ablen dürfen nicht zu hoch gewählt werden, da für die mehrstufigen Designs die Analyse
des Ausfallmechanismus MAR im Vordergrund steht. Bei höherer Korrelation zwischen
einer bzw. mehrerer Hilfsvariablen zum Untersuchungsmerkmal, wäre auch ein Einfluss
des Untersuchungsmerkmals auf die Generierung der fehlenden Werte gegeben und der
Ausfallmechanismus hätte sich somit in Richtung NMAR verlagert. Der Korrelationsko-
effizient der ersten Hilfsvariable zum Untersuchungsmerkmal beträgt 0.41 und derjenige
der zweiten Hilfsvariable zum Untersuchungsmerkmal 0.25.
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Abbildung 5.3: Histogramm und Kerndichteschätzung des Untersuchungsmerkmals im
Szenario des mehrstufigen Stichprobendesigns

Im Rahmen der Simulationsstudie für das mehrstufige Stichprobendesign werden haupt-
sächlich einfache Imputationsmethoden wie Mittelwertimputation und Hot-Deck-Random-
Imputation verwendet. Die Begründung liegt auch hier in der Vielzahl an Einflüssen des
mehrstufigen Stichprobendesigns und der Gewährleistung der Untersuchung des Einflus-
ses eines bestimmten Parameters bzw. eines originären Methodenvergleichs. Für Imputa-
tionsverfahren wie Mittelwertimputation und Hot-Deck-Random-Imputation ist es jedoch
wieder notwendig, eine kategoriale Hilfsvariable zu erzeugen, um die Imputationsklassen
zu bilden. Die Grundlage hierfür ist die metrische Hilfsvariable x1. Den Einheiten wird
anhand der Ausprägungen dieser Variable die Kategorie 1 bis 6 zugeordnet, in dem Sinne,
dass sich Einheiten mit einer ähnlich hohen Ausprägung bezüglich x1 in einer Katego-
rie befinden. Aufgrund dieses Generierungsprozesses besitzt die kategoriale Hilfsvariable
einen gewissen, aber nicht zu hohen Zusammenhang zum Untersuchungsmerkmal. Das
Zusammenhangsmaß Eta-Quadrat liegt hier bei 0.155. Die Besetzung der einzelnen Ka-
tegorien ist in Tabelle 5.3 dargestellt. Diese kategoriale Variable wird für diese beiden
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Kategorie 1 2 3 4 5 6
Besetzung 417.004 416.618 416.931 416.565 416.574 416.308

Tabelle 5.3: Größe der einzelnen Kategorien im mehrstufigen Design

Imputationsmethoden als alleinige Hilfsvariable in den betreffenden Szenarien benutzt.
In einem großen Teil der Szenarien sind die einzelnen Schichten und die einzelnen PSU
gleich groß. Dadurch liegt auch ein großer Anteil der Varianz auf der zweiten Stufe. Bei
einer stark unterschiedlichen PSU-Größe liegt ein großer Anteil der Varianz auf der ers-
ten Stufe und die gewünschten Untersuchungen können nicht mehr durchgeführt werden.
Außerdem soll zunächst einmal der Einfluss einer unterschiedlichen PSU-Größe ausge-
klammert werden, um einen originären Vergleich der Methoden zu gewährleisten. Daher
besteht in einem großen Anteil der Szenarien jede Schicht aus 50 PSU und jede PSU
aus 2.000 USU. Wie im Fall der einstufigen geschichteten Zufallsstichprobe werden 25
Schichten verwendet. Damit ergeben sich insgesamt 1250 PSU.
Jedoch ist auch die Untersuchung der Auswirkung einer unterschiedlichen PSU-Größe auf
die Varianzschätzung wichtig. In bestimmten Szenarien werden daher auch eine unter-
schiedliche Schicht- und PSU-Größe berücksichtigt. Die Wahl der Größe der PSU und
der Schichten wurde dahingehend vorgenommen, dass eine ausreichende Anzahl an PSU
innerhalb der Schichten und USU innerhalb der PSU zur validen Durchführung der Va-
rianzschätzung zur Verfügung stehen. Innerhalb der Simulationsstudie werden zwei Sze-
narien unterschieden, in denen die Schicht- und PSU-Größe unterschiedlich stark variiert
werden. Bei kleinerer Variation liegt die Schichtgröße zwischen 46 und 52 PSU pro Schicht
und zwischen 1.900 und 2.100 USU pro PSU. Im Falle einer größeren Variation resultiert
eine Schichtgröße zwischen 40 und 60 PSU pro Schicht und eine PSU-Größe zwischen
1.000 und 3.000 USU pro PSU. Die Befehle in R zur Erzeugung der Schichten und PSU
im Falle stark unterschiedlicher PSU-Größen werden in Abschnitt A.2.3 im Anhang A
angegeben.
Des Weiteren wird in der Simulationsstudie noch zwischen heterogenen und homogenen
PSU unterschieden. Bei heterogenen PSU unterscheiden sich die Einheiten innerhalb der
PSU sehr stark. Es liegt eine große Varianz innerhalb der PSU vor und damit auch auf
der zweiten Stufe. Dies ist bei Verwendung des normalverteilten Untersuchungsmerkmals
der Fall. Bei homogenen PSU sind sich die Einheiten innerhalb der PSU sehr ähnlich.
Hier liegt die Varianz zu einem großen Anteil zwischen den PSU und damit auf der ersten
Stufe des Stichprobendesigns. Homogene PSU werden in der Simulationsstudie durch die
Sortierung des normalverteilten Untersuchungsmerkmals nach der Höhe seine Ausprägung
erreicht.

5.1.3 Varianzzerlegung
In Rahmen dieser Simulationsstudie wird der Betrachtung der einzelnen Komponenten
der Varianz, wie sie in Abschnitt 3.4.2 behandelt worden sind, besondere Aufmerksam-
keit geschenkt. Genauer gesagt werden die einzelnen Komponenten aus (3.23), (3.24),
(3.25), (3.26), (3.27) und (3.28) für das ein- und mehrstufige Stichprobendesign mittels
einer Monte-Carlo-Simulation berechnet und dargestellt. In einem weiteren Schritt wer-
den für die wichtigsten Szenarien im einstufigen Stichprobendesign gezeigt, welche dieser
Komponenten einzelne Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen genau
abdecken. Diese Resampling-Methode ist von besonderer Bedeutung, da im Rahmen die-
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ser Arbeit ein Ansatz entwickelt worden ist, wie dieses Verfahren auf den Fall fehlender
Werte und deren Kompensation über Imputation übertragen werden kann.
Um den Beitrag einzelner Komponenten fehlerfrei darzustellen, ist es unabdingbar, andere
Einflüsse, wie z.B. die Schiefe der Verteilung des Untersuchungsmerkmals oder zusätzliche
Auswirkungen komplexer Imputationsmethoden und Stichprobendesigns, möglichst gering
zu halten. Daher wird als Grundgesamtheit diejenige aus dem mehrstufigen Design aus
Abschnitt 5.1.2 verwendet. Hier ist das Untersuchungsmerkmal normalverteilt. Bezüglich
des Stichprobendesigns wird zur Komplexitätsreduktion auf eine Stratifizierung verzich-
tet. Es wird im einstufigen Fall die einfache Zufallsstichprobe und im mehrstufigen Fall ein
zweistufiges Stichprobendesign ohne Stratifizierung auf der ersten Stufe verwendet. Des
Weiteren findet eine Konzentration auf einfache Imputationsmethoden wie Mittelwert-
und Hot-Deck-Random-Imputation statt. Zur Gewährleistung der Qualität dieser Metho-
den werden sie wie zuvor innerhalb der Imputationsklassen angewendet.
Ziel dieser Varianzzerlegung ist es, weiterhin auch den Einfluss bestimmter Parameter zu
untersuchen. Hierbei geht es insbesondere um die Überprüfung der theoretischen Aussagen
aus Abschnitt 3.4.3. Diese Untersuchung muss ceteris paribus vorgenommen werden. Es
wird von Szenario zu Szenario ein Parameter, wie z.B der Auswahlsatz, die Rate oder
der Fall der Entstehung fehlender Werte sowie die Imputationsmethode variiert. Alle
anderen Parameter werden konstant gehalten. Nur auf diesem Weg ist der Einfluss eines
Parameters zu bestimmen.
Wichtig ist in diesem Zusammenhang, wie die Varianzzerlegung simulativ umgesetzt wird.
Hier werden die inneren und äußeren Vorgänge der Varianzkomponenten aus (3.23), (3.24),
(3.25), (3.26), (3.27) und (3.28) unter Verwendung von Programmierschleifen reproduziert.
Die Varianz wird über die Durchführung einer Monte-Carlo-Simulation zerlegt (Monte-
Carlo-Zerlegung der Varianz).5 Dieser Vorgang wird im Folgenden am Beispiel der Im-
putationskomponente Ṽ 1

Imp aus (3.26), im Falle der Entstehung variabler fehlender Werte
in der Grundgesamtheit und Hot-Deck-Random-Imputation erläutert. Sie ist in der Va-
rianzzerlegung (3.26) definiert durch EqEpVI(θ̂I |s, z). Diese Komponente lässt sich, wie
in Abschnitt 3.4.2 beschrieben, über drei Vorgänge darstellen und simulativ wie folgt
umsetzen. Der innerste Vorgang ist der Imputationsprozess. Gegeben einer konkreten
Stichprobenrealisation und eines gegebenen Response-Vektors wird der Imputationspro-
zess 100-mal wiederholt und für den erhaltenen imputierten Vektor und mit den entspre-
chenden Designgewichten die interessierende Statistik geschätzt. Anschließend wird über
diese 100 Schätzer die Varianz berechnet. Der direkt übergeordnete Vorgang ist die Stich-
probenziehung. Auch diese wird 100-mal wiederholt. Für jede dieser 100 Wiederholungen
wird der innerste Vorgang der Berechnung der bedingten Imputationsvarianz vollzogen.
Es resultieren damit 100 dieser Varianzen, über die der Mittelwert berechnet wird. Der
äußerste Vorgang ist die Generierung des Response-Vektors. Dieser Prozess wird 1.000-mal
wiederholt und in allen diesen Wiederholungen die beiden zuvor beschrieben Vorgänge
durchgeführt. Auch über die 1.000 erhaltenen Erwartungswerte wird wieder ein Mit-
telwert gebildet, welcher die Monte-Carlo-Approximation Varianzkomponente Ṽ 1

Imp dar-
stellt. Es resultieren dadurch für eine Komponente im Fall zufälliger Imputationsverfahren
1.000 · 100 · 100 = 10.000.000 Wiederholungen. Daher können für die inneren Vorgänge
mit nur 100 Wiederholungen gearbeitet werden. Wie noch zu sehen sein wird, sind die
dadurch gewonnen Schätzungen der Komponenten über die hohe Anzahl der Wiederholun-

5 Auch in Mashreghi et al. (2014) in Abschnitt 7 wird eine Varianzzerlegung durchgeführt, jedoch
in einem deutlich geringeren Umfang und für die geschichtete Zufallsstichprobe. Dort wird auch ein
anderer Ansatz für die Varianzzerlegung gewählt. Mashreghi et al. (2014) schätzen die einzelnen
Komponenten über eine Linearisierung.
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gen insgesamt sehr stabil. Vereinfacht, unter Auslassung bestimmter Komplexitäten des
Imputationsprozesses, lässt sich der Programmiercode für die Imputationskomponente im
Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit und Hot-Deck-Random-Imputation
in R wie folgt darstellen:

EW. Imp . Var <− rep (NA,1000 )

for ( i in 1 :1000) {

##### Generierung des Response Vektors z #####

z <− nr gen (IKL)

#### IKL b e s c h r e i b t d i e Variab le , nach der d i e
#### I m p u t a t i o n s k l a s s e n g e b i l d e t werden .
#### Basierend auf d i e s e r Var iab l e wird der A u s f a l l e r z e u g t .

Var . pes t . imp <−rep (NA,100 )

for (u in 1 : 100 ) {

n <− 1250000
nr <−c ( 1 : length ( y ) )

##### S t i c h p r o b e n z i e h u n g durch e i n f a c h e Z u f a l l s s t i c h p r o b e #####

S . ID <− sample ( nr , s i z e=n)
S . ID <− as . vector ( unlist (S . ID) )

z s <− z [ S . ID ]
y s <− y [ S . ID ]

IKL s <− IKL [ S . ID ]
gew s <− gew [ S . ID ] #### gew i s t der Gewichtevek tor

p . e s t . imp <− rep (NA,100 )

for ( j in 1 : 100 ) {

##### Anwendung der Imputationsmethode #####

Imp <− tapply ( c ( 1 : length ( IKL s ) ) , IKL s , function (x , l , u , p , y )
HotDeck ( y s [ x ] , z s [ x ] ) )

#### HotDeck i s t d i e Funktion , we lche
#### d i e Hot−Deck−Random−Imputat ion d u r c h f u e h r t .

y imp <− unlist ( sapply ( Imp , function ( x ){y<−x$yNA. imputed }) )
y s [ ! z s ] <− y imp
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##### Berechnung des i m p u t i e r t e n S c h a e t z e r s #####

p . e s t . imp [ j ] <− s t a t i s t i c ( y s , gew s )

#### Die Funktion s t a t i s t i c berechne t d i e
#### i n t e r e s s i e r e n d e S t a t i s t i k , h i e r den Tota lwer t .

}
##### Berechnung der Varianz der 100 i m p u t i e r t e n Schae t zer

Var . pes t . imp [ u ] <− var (p . e s t . imp)

}
##### Berechnung des Erwartungswertes der 100 Varianzen #####

EW. Imp . Var [ i ] <− mean( Var . pes t . imp)

}

##### Berechnung der Imputationskomponente #####

Bed . Imp . Var <− mean(EW. Imp . Var )

Auch die beiden anderen Komponenten werden gemäß dieses Vorgehens umgesetzt, wobei
hier die Erwartungswerte und Varianzen in anderer Reihenfolge gebildet werden, wie
Formel (3.26) zeigt. Im Falle der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe werden
im äußersten Vorgang die Stichproben gezogen, wogegen der untergeordnete Vorgang die
Erzeugung des Response-Vektors ist, wie in Abschnitt 3.4.2 theoretisch erläutert wurde
und in (3.27) dargestellt ist. Bei den deterministischen Imputationsverfahren sind nur
zwei Komponenten mit jeweils zwei Vorgängen relevant. Daher können hier für den inneren
Vorgang statt 100 Wiederholungen 1.000 verwendet werden. Im Fall eines festen Response-
Vektors entfällt die Schätzung der Komponente bezüglich fehlender Werte.
Für mehrstufige Stichprobendesigns wird wie erläutert ein zweistufiges Design ohne Schich-
tung verwendet. Es wird hier nur der Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit betrachtet. Fehlende Werte werden hier auf der letzten Stufe gebil-
det und es wird ausschließlich die Mittelwertimputation verwendet. Daher ist die Varianz
auf der ersten Stufe des Stichprobendesigns vollständig der Stichprobenkomponente V 1

S

zuzurechnen. Diese wird daher berechnet, indem zunächst für einen gegebenen Response-
Vektor wiederholt die im Szenario vorgesehene Anzahl von PSU gezogen wird. Es werden
alle Einheiten der gezogenen PSU berücksichtigt und fehlende Werte durch die Mittelwert-
imputation und basierend auf Imputationsklassen imputiert. Der interessierende Schätzer
wird auf diesen imputierten Daten für jede der Wiederholungen berechnet. Anschließend
erfolgt die Varianzbildung über die Schätzer der einzelnen Wiederholungen. Diese Vari-
anzberechnung wird für jeden einzelnen der generierten Response-Vektoren durchgeführt
und anschließend der Erwartungswert über die verschiedenen Varianzen gebildet. Er re-
sultiert die Stichprobenkomponente V 1

S1 der ersten Stufe. Für beide Vorgänge werden
1.000 Wiederholungen angesetzt. Dieser Varianz der ersten Stufe wird diejenige Varianz
V1 gegenübergestellt, welche auf Basis von vollständigen Beobachtungen berechnet wor-
den ist. Dadurch soll die Auswirkung der Imputation der Einheiten der letzten Stufe auf
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die Varianz der ersten Stufe verdeutlicht werden.
Die Varianzzerlegung auf der zweiten und damit letzten Stufe ist derjenigen aus der ein-
fachen Zufallsstichprobe im Falle der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit sehr ähnlich. Es fallen beide Varianzkomponenten V 1

S und V 1
NR an, welche auf

der zweiten Stufe durch V 1
S2 und V 1

NR2 bezeichnet werden. Es gibt jedoch einen Unter-
schied zur einfachen Zufallsstichprobe. Der innere Vorgang wird zusätzlich gegeben der
Realisationen der ersten Stufe durchgeführt. So wird z.B. für die Stichprobenkomponente
V 1
S2 für einen gegebenen Response-Vektor und eine gegebene Realisation von PSU auf

der ersten Stufe die Stichprobenziehung auf der zweiten Stufe wiederholt und entspre-
chend der interessierende imputierte Schätzer berechnet. Über die erhaltenen Schätzer
wird die Varianz gebildet. Auf der übergeordneten Stufe werden wiederholt PSU gezogen
und für jede erhaltene Stichprobenrealisation von PSU der beschriebene Vorgang der Va-
rianzberechnung durchgeführt. Über die erhaltenen Varianzen wird der Erwartungswert
gebildet. Dieser Vorgang wird für verschiedene Response-Vektoren wiederholt und über
die erhaltenen Größen der Erwartungswert berechnet. Es resultiert die Komponente V 1

S2.
Aufgrund dieses Vorgehens wird die Zerlegung computertechnisch sehr aufwendig und nur
für den Fall eines deterministischen Imputationsverfahrens durchgeführt. Hier werden für
die beiden inneren Vorgänge 100 Wiederholungen und für den äußeren Vorgang 1.000
Wiederholungen veranschlagt. Dadurch resultieren schon für den deterministischen Fall
10.000.000 Wiederholungen.

5.1.4 Erzeugung der fehlenden Werte
Unabhängig von dem verwendeten Datensatz bzw. dem Stichprobendesign müssen die feh-
lenden Werte erzeugt werden. Auch für den im einstufigen Design verwendeten Datensatz
AMELIA liegen in den interessierenden Variablen keine fehlenden Werte vor.
Zudem bietet die Erzeugung fehlender Werte den großen Vorteil der Überprüfung des
Einflusses des Antwortmechanismus auf die Varianzschätzung. Es wird die Möglichkeit
gegeben, verschiedene Szenarien zu bilden, welche sich hinsichtlich Parameter wie der
Ausfallrate, dem Antwortmechanismus oder der Stelle der Entstehung fehlender Werte
unterscheiden.
Das genaue Vorgehen der Generierung fehlender Wert hängt in diesem Zusammenhang
insbesondere vom betrachten Antwortmechanismus ab. Im Rahmen dieser Arbeit wird
insbesondere die in 2.1 beschriebene Einteilung der Antwortmechanismen in MCAR, MAR
und NMAR zugrunde gelegt.
Im Falle von MCAR werden in Höhe einer bestimmten Ausfallrate zufällig Einheiten
(im einstufigen Design z.B. die Haushalte) entweder aus der Grundgesamtheit oder der
Stichprobe gezogen, welche bezüglich des Untersuchungsmerkmals y einen fehlenden Wert
besitzen. Für alle verwendeten Szenarien wird angenommen, dass für die Hilfsvariablen
xk für k = 1, . . . , K keine fehlenden Werte vorliegen.
Für die Fälle von MAR und NMAR wird auf Antwortwahrscheinlichkeiten der einzelnen
Haushalte abgestellt, welche nach einem logistischen Modell berechnet werden (vgl. im
Folgenden Enderle et al., 2013, S. 95). Liegt z.B. MAR mit einer metrischen Hilfsvariable
x1 vor, gilt für die Berechnung der Antwortwahrscheinlichkeiten der Einheit i:

pRi = exp(α̃ + β̃ · x1i)
1 + exp(α̃ + β̃ · x1i)

. (5.5)

Die Parameter α̃ und β̃ werden z.B. in Abhängigkeit der zu erzielenden Ausfallrate und der
Stärke des Zusammenhanges des Response-Vektors z mit der metrischen Hilfsvariablen
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x1 bestimmt. Sie unterscheiden sich zwischen den Szenarien und die jeweiligen Werte
werden in der Szenarienbeschreibung im Anhang A in Abschnitt A.2.2 angegeben. Ist die
Hilfsvariable kategorial statt metrisch, erfolgt die Berechnung nach:

pRi = exp(α̃ + γ̃i)
1 + exp(α̃ + γ̃i)

. (5.6)

γ̃i beschreibt einen Parameter, dessen Wert für die Einheit i sich dahingehend bestimmt,
in welcher Kategorie der kategorialen Variablen x2 sich i befindet. Eine Kategorie wird
in diesem Zusammenhang auf Null gesetzt. In manchen Szenarien werden fehlende Werte
auch bezüglich zweier Variablen generiert. Handelt es sich hierbei z.B. um eine metrische
und kategoriale Variable gilt:

pRi = exp(α̃ + β̃ · x1i + γ̃i)
1 + exp(α̃ + β̃ · x1i + γ̃i)

. (5.7)

Im Falle von MAR werden für die Erzeugung fehlender Werte in den meisten Szenarien auf
Hilfsvariablen zurückgegriffen, welche zum Untersuchungsmerkmal einen nicht zu großen
Zusammenhang aufweisen. Der Grund liegt darin, dass bei einem großen Zusammenhang
zu den Hilfsvariablen auch das Untersuchungsmerkmal Einfluss auf die Erzeugung fehlen-
der Werte besitzt. Dadurch kann sich der Ausfallmechanismus schnell in Richtung NMAR
ändern. Ein Ausfallmechanismus MAR wäre unter Umständen nicht mehr gegeben.
Wird der Antwortmechanismus zu NMAR geändert, hängt die Antwortwahrscheinlichkeit
von i nicht mehr von den Hilfsvariablen, sondern vom Untersuchungsmerkmal y ab. Da
dieses Merkmal im Rahmen dieser Arbeit größtenteils metrisch ist, gilt:

pRi = exp(α̃ + β̃ · yi)
1 + exp(α̃ + β̃ · yi)

. (5.8)

Nach der Berechnung der Antwortwahrscheinlichkeiten wird im folgenden Schritt der
Response-Vektor z gebildet und damit festgelegt, ob eine Einheit bezüglich y einen beob-
achteten oder einen fehlenden Wert besitzt. Eine Einheit i antwortet, wenn gilt pRi > ωi,
wobei ωi aus einer Gleichverteilung U(0, 1) gezogen wird. Aufgrund dieses Vorgehens vari-
iert die Ausfallrate von Response-Vektor-Erzeugung zu Response-Vektor-Erzeugung. Die
Differenzen sind bei einer gegebenen Parameterkonstellation gering. Jedoch kann im Fol-
genden die Ausfallrate nicht exakt angegeben werden.
Die genaue Verteilung und der Zusammenhang des Response-Vektors mit den wichtigsten
Variablen für die einstufige geschichtete Zufallsstichprobe und das mehrstufige Stichpro-
bendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe wird in den Abbildungen 5.4 und
5.5 wiedergegeben. In beiden Abbildungen sind jeweils die Fälle der Erzeugung fehlender
Werte in der Grundgesamtheit zum einen bezüglich der erzeugten metrischen Variable und
zum anderen hinsichtlich der kategorialen Variable enthalten. Eine detaillierte Beschrei-
bung der Variablen wurde in den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 gegeben. Die Ausprägung
TRUE bzw. 1 des Response-Vektors steht für eine antwortende Person, FALSE oder NULL
für eine Einheit mit fehlendem Wert. In Abbildung 5.4 befindet sich die Verteilung des
Response-Vektors im Zusammenhang mit der metrischen Hilfsvariable im linken oberen
Quadranten. Die rote Linie kennzeichnet die Unterscheidung der Mittelwerte der Kategori-
en Beobachtet und Fehlend. Es ist zu sehen, dass fehlende Werte eher mit einem höheren
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Wert der Hilfsvariable auftreten. Es handelt sich damit um einen Ausfallmechanismus
MAR. Der gleiche Sachverhalt gilt für die Erzeugung fehlender Werte nach der metri-
schen Hilfsvariable im mehrstufigen Design mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe,
dargestellt in der linken Hälfte in Abbildung 5.5. Werden fehlende Werte bezüglich der
kategorialen Hilfsvariable erzeugt (im linken unteren Quadranten in Abbildung 5.4 bzw. in
der rechten Hälfte von Abbildung 5.5), ist zu sehen, dass der Ausfall deutlich größer in den
Kategorien 4, 5 und 6 ist, repräsentiert durch den roten Balken. Des Weiteren werden im
einstufigen Design noch die Verteilung des Response-Vektors unter MCAR und NMAR
dargestellt. Bei ersterem ist der Ausfall in allen Kategorien gleich verteilt. Bei NMAR
ist der Ausfall größer mit steigendem Einkommen, welches das Untersuchungsmerkmal
präsentiert.

Abbildung 5.4: Verteilung fehlender Werte für die beiden Hilfsvariablen im einstufigen
stratifizierten Design

Entscheidend ist zudem, wo genau dieser Prozess der Generierung fehlender Werte durch-
geführt wird. Wie zuvor beschrieben, können fehlende Werte ein einziges Mal oder wie-
derholt in der Grundgesamtheit sowie nach der Stichprobenziehung gebildet werden. Dies
hat einen entscheidenden Einfluss auf die Varianzschätzung. Daher sollen im Rahmen der
Simulationsstudie alle drei dieser Möglichkeiten berücksichtigt werden.
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Im Falle einer einmaligen Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit wird die
zuvor beschriebene Berechnung der Antwortwahrscheinlichkeiten und die Auswahl der ant-
wortenden bzw. nicht antwortenden Einheiten auf alle Einheiten in der Grundgesamtheit
durchgeführt. Es resultiert ein einzelner Response-Vektor z, welcher in jedem Simulations-
durchlauf zugrunde gelegt wird. Anschließend werden in Abhängigkeit des Stichproben-
designs die jeweiligen Einheiten zur Berechnung der interessierenden Statistik in jedem
Simulationsdurchlauf gezogen. Im Rahmen der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit wird hingegen der Prozess der Erzeugung des Response-Vektors
z in jedem Simulationsdurchgang vor der Stichprobenziehung auf Basis der Einheiten
der Grundgesamtheit durchgeführt. In jedem Simulationsdurchgang wird daher ein neu-
er Response-Vektor z in Länge der Grundgesamtheit erzeugt. Im Fall der Entstehung
fehlender Werte in der Stichprobe findet zunächst in jedem Simulationsdurchlauf die
Stichprobenziehung statt. Anschließend werden für die gezogenen Einheiten nach den be-
schriebenen Modellen die Antwortwahrscheinlichkeiten berechnet und die antwortenden
Einheiten nach dem beschriebenen Verfahren ermittelt. Es resultiert auch hier in jedem
Simulationsdurchlauf ein neuer Response-Vektor z, aber in Länge der Stichprobengröße.
Dieser Vorgang wird unabhängig bestimmter Besonderheiten der Stichprobenrealisationen
durchgeführt und hängt nur von der Hilfsvariablen ab. Die erhaltenen Response-Vektoren
sind daher dem Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit sehr ähnlich.

Abbildung 5.5: Verteilung fehlender Werte für die beiden Hilfsvariablen im mehrstufigen
Design mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe
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5.1.5 Szenarien
Die einzelnen Szenarien unterscheiden sich sehr stark bezüglich der Ausprägung der ein-
zelnen Parameter. Daher kann an dieser Stelle nur ein kurzer Überblick über die wich-
tigsten Parameter gegeben werden. Eine ausführliche Darstellung erfolgt im Anhang A
in Abschnitt A.2.2. Beispiele solcher Parameter, welche variiert werden, sind die Impu-
tationsmethode, der Fall der Entstehung fehlender Werte, der Ausfallmechanismus, die
Stichprobengröße (bzw. der Auswahlsatz) oder die Ausfallrate. Die ersten drei Parameter
und ihre Ausprägungen wurden im Rahmen der Arbeit ausführlich erläutert. Für den
Auswahlsatz und die Ausfallrate gelten folgende allgemeine Erläuterungen.
Die einzelnen Szenarien unterscheiden sich bezüglich der Stichprobengröße. Im einstu-
figen stratifizierten Stichprobendesign werden zwei Auswahlsätze verwendet.6 Im Rah-
men kleiner Auswahlsätze werden insgesamt 40.000 Einheiten gezogen. Es ergibt sich
ein Gesamtauswahlsatz von fast 5 %. Zudem wird ein größerer Gesamtauswahlsatz von
ungefähr 46 % mit einer Stichprobengröße von 380.000 Einheiten verwendet. Die Stich-
probenumfänge werden hier proportional auf die Schichten verteilt. Für das mehrstufige
Design mit Schichtung auf der ersten Stufe erfolgt auf der ersten Stufe eine Gleichauftei-
lung des Stichprobenumfangs und auf der zweiten Stufe eine proportionale Aufteilung auf
die PSU.7 Es werden drei verschiedene Stichprobenumfänge verwendet. Im Rahmen der
kleinsten Stichprobengröße werden in jeder Schicht lh = 5 PSU bei einem Gesamtstichpro-
benumfang von 25.000 Einheiten gezogen. Bei einem mittleren Stichprobenumfang werden
lh = 10 Einheiten auf der ersten Stufe gezogen und der Gesamtstichprobenumfang be-
trägt 125.0000 Einheiten. Im Rahmen eines großen Auswahlsatzes werden lh = 38 PSU in
jeder Schicht ausgewählt und der Gesamtstichprobenumfang liegt bei 625.000 Einheiten.
Für die Varianzzerlegung im Zusammenhang mit der einfachen Zufallsstichprobe wer-
den drei Stichprobenumfänge verwendet: 40.000 (kleiner Auswahlsatz von 1,6 %), 125.000
(mittlerer Auswahlsatz von 50 %) und 2.250.000 (hoher Auswahlsatz von 90 %). Für die
Varianzzerlegung im mehrstufigen Design wird auf folgende Umfänge abgestellt: l = 125
PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf
der zweiten Stufe sowie l = 950 gezogene PSU und ein Gesamtstichprobenumfang von
1.250.000 Einheiten.
Die Ausfallrate beträgt insgesamt im einstufigen stratifizierten Stichprobendesign zwi-
schen 21 % und 24 %. Für Szenarien, in denen der Response-Vektor über die metrische
Hilfsvariable erzeugt wird, liegt sie etwas höher als bei Generierung der fehlenden Werte
über die kategoriale Variable. Bei der Erzeugung nach dem kategorialen Hilfsmerkmal im
Falle von MAR unterscheidet sich die Ausfallrate zwischen den sechs Kategorien deut-
lich, mit Werten zwischen 0 % und ca. 45 %. Diese Ausfallraten werden in einzelnen
Kategorien und auch insgesamt in manchen Szenarien zur Überprüfung der Auswirk-
ungen eines höheren Ausfalls auf die Varianzschätzung deutlich erhöht. Im mehrstufigen
Stichprobendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe liegt sie bei Erzeugung
fehlender Werte nach der kategorialen Hilfsvariable bei ungefähr 22 %, bei Erzeugung
nach der metrischen Hilfsvariable bei ca. 36 %. Bei letzterem sollen die Auswirkungen

6 Die genaue betragsmäßige Definition von kleinen, mittleren und großen Auswahlsätzen bzw. Stichpro-
bengrößen ist vom Szenario und dem beabsichtigten Untersuchungsgegenstand abhängig. Die Szenarien
sind jedoch so konstruiert, dass im Falle eines größeren Gesamtauswahlsatzes f auch die Auswahlsätze
innerhalb jeder Schicht fh größer sind. Daher werden Szenarien durch die allgemeine Bezeichnung
kleinere, mittlere und große Auswahlsätze abgegrenzt.

7 Auch hier werden die Szenarien so konstruiert, dass mit einem größeren Gesamtauswahlsatz f sowohl
größere Auswahlsätze an PSU innerhalb der Schichten fh wie auch größere Auswahlsätze innerhalb der
PSU fhd einhergehen.
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höherer Ausfallraten überprüft werden. Die Erzeugung fehlender Werte nach der me-
trischen Hilfsvariable spielt im Rahmen der Simulationsstudie im mehrstufigen Fall nur
eine untergeordnete Rolle. Auch im mehrstufigen Design können, bei Verwendung der
kategorialen Variablen, die Ausfallraten innerhalb der Kategorien in der Größenordnung
des einstufigen Designs schwanken. Im Falle der Varianzzerlegung für die einfachen Zu-
fallsstichprobe liegt sie bei einer kleinen Ausfallrate bei ungefähr 5 %, bei der mittleren
Ausfallrate bei ungefähr 22,5 % und bei ungefähr 43 % im Rahmen der großen Ausfallrate.
Für das zweistufige Design liegt die Rate bei ungefähr 22,5 %.

5.1.6 Schätzer
Die interessierende Statistik stellt der Totalwert dar. Als Punktschätzer wird der Horvitz-
Thompson-Schätzer verwendet, wie in Formel (3.1) bzw. Abschnitt 3.1 definiert.
Im Rahmen der Simulation werden verschiedene, der in den vorangegangenen Kapitel
theoretisch erörterte Varianzschätzer berücksichtigt. Welche der Methoden genau in den
einzelnen Szenarien zur Anwendung kommen, hängt insbesondere von der zugrunde lie-
genden Imputationsmethode ab, aber auch die Laufzeiten der einzelnen Verfahren sind
entscheidend. Gerade Resampling-Verfahren gehen mit längeren Rechenzeiten einher. Eine
Berücksichtigung aller in den vorherigen Kapiteln und Abschnitten beschriebenen Vari-
anzschätzmethoden in allen Szenarien ist daher nicht sinnvoll.
Problematisch stellt sich im Rahmen der Varianzschätzer die Einhaltung der Annahme des
uniformen Antwortmechanismus dar. Für verschiedene Methoden (vgl. Abschnitt 3.6 und
4.1.2) sollte dieser zumindest innerhalb der Imputationsklassen gewährleistet sein. Dies
ist bei bestimmten Imputationsmethoden in Abhängigkeit des Ausfallmechanismus nicht
möglich. Werden fehlende Werte in Abhängigkeit einer metrischen Variable erzeugt, wel-
che eine Vielzahl von Werten zulässt, insbesondere auch nicht ganzzahlige Realisationen,
können die Antwortwahrscheinlichkeiten sehr unterschiedlich sein. Dies ist in der Simula-
tionsstudie in den MAR-Szenarien der Fall, bei denen die nach dem Modell (5.1) erzeugte
Variable dem Ausfallmechanismus zugrunde liegt. Dies betrifft vor allem die Szenari-
en mit Verhältnisimputation, deterministischer wie stochastischer Regressionsimputation,
Nearest-Neighbour-Imputation und Predictive-Mean-Matching. Die Variable bzw. die Va-
riablen nach denen fehlende Werte erzeugt worden sind, werden grundsätzlich auch in das
Imputationsmodell integriert. Eine ausschließliche Abstellung auf kategoriale Variablen
zur Gewährleistung des uniformen Ausfallmechanismuses für die fünf aufgezählten Impu-
tationsmethoden wäre aus unterschiedlichen Gründen nicht sinnvoll. Verhältnisimputation
setzt metrische Variablen voraus. Bei ausschließlicher Verwendung von kategorialen Varia-
blen, im Rahmen der deterministischen und stochastischen Regressionsimputation, wäre
die Variation der unabhängigen Variable zu gering. Dies gilt insbesondere, wenn die ver-
wendete kategoriale Variable auch zur Bildung der Imputationsklasse verwendet und Re-
gressionsimputation innerhalb der Klasse durchgeführt wird. Hier würde gar keine Varia-
tion entstehen. Dieser Sachverhalt gilt auch für Predictive-Mean-Matching. Diese Metho-
de basiert ebenfalls auf einem Regressionsmodell. Nearest-Neighbour-Imputation ist bei
Verwendung von kategorialen Variablen der Hot-Deck-Random-Imputation basierend auf
Imputationsklassen sehr ähnlich. Der Grund liegt darin, dass viele Einheiten mit gleicher
Distanz vorliegen können, aus welchen Zufallsstichproben gezogen werden müssen. Die
daraus entstehenden Problematiken werden schon im Rahmen von Hot-Deck-Random-
Imputation behandelt. Daher wird auch bei Nearest-Neighbour-Imputation, die nach dem
Modell (5.1) erzeugte metrische Variable, zur Distanzermittlung benutzt. Durch die Ver-
wendung dieser metrischen Variable zur Erzeugung fehlender Werte in diesen Szenarien
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kann die Annahme des uniformen Ausfallmechanismus nicht aufrechterhalten werden. Wie
noch zu sehen sein wird, sind hierdurch aber insbesondere die direkten Varianzschätzer
und weniger die Resampling-Verfahren betroffen.
Aus diesen Erläuterungen ergibt sich ebenfalls die Bildung der Imputationsklassen. Die-
se werden, wenn ihre Verwendung erfolgt, in den meisten Szenarien über die Schichten
hinweg gebildet. Die Ausnahmen werden nachfolgend erläutert. Da die Annahme des uni-
formen Ausfallmechanismus nicht aufrecht erhalten werden kann, wird bei der determi-
nistischen und stochastischen Regressionsimputatiom sowie bei der Verhältnisimputation
auf die Bildung von Imputationsklassen verzichtet. Die Hilfsvariablen gehen hier über
das Imputationsmodell ein. In Abschnitt 2.2 wurden bereits erwähnt, dass für Mittel-
wertimputation und Hot-Deck-Random-Imputation in ihrer ursprünglichen Version keine
Hilfsinformationen verwendet werden. Zur Begegnung dieses Nachteils werden diese Ver-
fahren innerhalb von Imputationsklassen angewendet.8 Wie in den Abschnitten 5.1.1 und
5.1.2 beschrieben, werden diese über die kategoriale Variable Haushaltstyp gebildet. Damit
liegen sechs Klassen vor. Auch für die Fractional-Imputation, welche in dieser Arbeit als
eine Form von der Hot-Deck-Random-Imputation benutzt wird, werden aus diesem Grund
Imputationsklassen und damit die kategoriale Hilfsvariable verwendet. Gleiches gilt für
Nearest-Neighbour-Imputation. Wie hier noch zu sehen sein wird, resultieren für dieses
Verfahren sehr variable Varianzschätzer. Um diese Variabilität etwas einzudämmen, wer-
den Imputationsklassen durch eine synthetisch erzeugte Variable gebildet, welche zu der
metrischen Hilfsvariable aus (5.1) einen starken Zusammenhang besitzt.9 Sie dient als Di-
stanzmaß. Außerdem sind Nearest-Neighbour-Verfahren bei großen Stichprobenumfängen
sehr computerintensiv aufgrund der Berechnung der Distanzmatrix. Durch die Bildung
von Imputationsklassen und der Berechnung von Distanzmatrizen innerhalb der Klassen
wird eine große Distanzmatrix vermieden. Aus diesem Grund wird auch für Predictive-
Mean-Matching auf Imputationsklassen abgestellt, wobei hierzu die Schichtungsvariable
genommen wird. Gegenüber Nearest-Neighbour-Imputation wird das kategoriale Hilfs-
merkmal im zugrunde liegenden Regressionsmodell verwendet.
Imputationen innerhalb der Berechnung des Punktschätzers werden daher gemäß dieser
Vorgehensweise und in Abhängigkeit der Imputationsmethode in der Imputationsklas-
se oder auf der gesamten Stichprobe durchgeführt. Für die Varianzschätzer wird dies
bestmöglich implementiert. Kritisch ist in diesem Zusammenhang, dass für die geschichte-
ten Stichprobendesigns die Imputationsklassen und Schichten nicht übereinstimmen. Die
direkten Varianzschätzer aus Abschnitt 3.6 werden innerhalb der Schichten durchgeführt.
Dadurch kann es im Falle von MAR zu Annahmeverletzungen dieser Verfahren kom-
men. Wie in Abschnitt 3.6 erläutert, setzen die direkten Varianzschätzer häufig MCAR
oder den uniformen Antwortmechanismus voraus. Eine gleichzeitige Berücksichtigung der
Schichten und der Imputationsklassen ist für viele der direkten Schätzer sehr schwierig
oder gar nicht möglich. Für Resampling-Verfahren kann die Nichtübereinstimmung von
Schichten und Imputationsklasse in der Durchführung berücksichtigt werden. Dies wurde
schon in Kapitel 4 beschrieben. Grundsätzlich werden die Substichproben innerhalb der
Schichten und die Reimputationen bzw. Adjustierungen im Falle des Vorhandenseins von

8 Im Rahmen der Simulationsstudie wird für Hot-Deck-Random-Imputation ausschließlich die unge-
wichtete Ziehung von Spendern verwendet. Durch die Berücksichtigung unterschiedlicher Auswahl-
wahrscheinlichkeiten wird das Verfahren sehr computerintensiv. Die Spender werden außerdem mit
Zurücklegen innerhalb der Imputationsklassen gezogen.

9 Diese Hilfsvariable zur Bildung der Imputationsklassen bei Nearest-Neighbour-Imputation wird nicht
über ein Modell erzeugt, sondern die Einheiten werden entsprechend ihrer Ausprägung der metrischen
Hilfsvariablen den einzelnen Kategorien zugeordnet. Aufgrund der beschriebenen Variabilität werden
hier 78 Imputationsklassen gebildet. Das Eta-Quadrat zur metrischen Hilfsvariable beträgt 0.99.
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Imputationsklassen in diesen Kategorien durchgeführt. Eine Ausnahme bildet der Delete-
a-Group-Jackknife. Hier haben Voruntersuchungen gezeigt, dass bessere Resultate erzielt
werden können, bei Anwendung der Reimputationen bzw. Adjustierungen innerhalb der
Schichten. Ein Grund hierfür ist seine schichtbezogene Anwendung wie in (4.17) definiert.
Eine andere Ausnahme bildet der Rescaling-Bootstrap aus Abschnitt 4.7.3. Mashreghi
et al. (2014) gehen bei dessen Herleitung von übereinstimmenden Schichten und Imputa-
tionsklassen mit gleichen Antwortwahrscheinlichkeiten innerhalb der Kategorien aus. Hier
muss geschaut werden, ob diese Annahmeverletzung bezüglich der Anwendung negative
Auswirkungen hat.
Des Weiteren basieren die in Abschnitt 4.7.3 dargestellten Korrekturfaktoren zur Berück-
sichtigung der Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte sowie der schlechten Ap-
proximationsgüte bei zufälligen Imputationsverfahren und großen Gesamtauswahlsätzen
auf der einfachen Zufallsstichprobe und uniformen Antwortmechanismus. Diese müssen
in der Simulationsstudie auch bei komplexen Stichprobendesigns berücksichtigt werden,
um die im Rahmen dieser Arbeit wichtigen Aussagen bei großen Auswahlsätzen, insbe-
sondere über das Auftreten bestimmter Varianzkomponenten und die Anwendung von
Resampling-Verfahren, zu überprüfen. Hierzu wird untersucht, ob sich die Verwendung
dieser Korrekturfaktoren auch eignet, wenn keine einfache Zufallsstichprobe und kein uni-
former Antwortmechanismus vorliegt.
In Abschnitt 4.1.2 wurde die Unterscheidung zwischen Reimputation und Adjustierung
der imputierten Werte in jeder Substichprobe vorgenommen. Bei deterministischen Impu-
tationsverfahren können beide Vorgehensweisen angewendet werde, da sie zu den gleichen
Ergebnissen führen. Aufgrund der einfacheren Umsetzung wird im Rahmen der Simu-
lation in diesem Fall auf die Reimputation abgestellt und daher in den entsprechenden
Abschnitten von Reimputation gesprochen. Bei zufälligen Imputationsverfahren geht die
Reimputation, wie beschrieben mit Überschätzungen der Varianz einher. Für diese Ver-
fahren wird daher die Adjustierung der imputierten Werte angewendet und in den ent-
sprechenden Abschnitten erfolgt die Verwendung dieses Begriffes. Davon unabhängig wird
im Rahmen von Hot-Deck-Random-Imputation auch ein Vergleich zwischen den beiden
Ansätzen durchgeführt, um die Überschätzung der Reimputation aufzudecken.
Aus Gründen der Vergleichbarkeit sollten Resampling-Verfahren auf einer einheitlichen
Anzahl an Substichproben basieren. Dies wird auch in dieser Arbeit angestrebt. Im Falle
der einstufigen geschichteten Zufallsstichprobe ist dieser Sachverhalt unproblematisch. Die
einzelnen Parameter der Resampling-Verfahren werden dahingehend bestimmt, dass den
einzelnen Resampling-Verfahren 125 Substichproben zugrunde liegen. Bei den Bootstrap-
Verfahren werden B Replikationen entsprechend gewählt. Beim BRR kann die Anzahl
über die wiederholte Anwendung nach Rao und Shao (1996) aus Abschnitt 4.6.1 erreicht
werden. Beim Delete-a-Group-Jackknife werden 5 Gruppen in jeder Schicht gewählt, wo-
mit insgesamt 125 Substichproben resultieren. Bei der Random-Group-Methode werden
125 Gruppen über die Schichten hinweg gebildet. Bei den mehrstufigen Stichprobendesigns
werden nur der Rescaling-Bootstrap und der BRR berücksichtigt. Auch hier gelten die
entsprechenden Erläuterungen aus dem einstufigen Design. Es liegen 125 Substichproben
zugrunde. Jedoch stellt die Anwendung des BRR auf der zweiten Stufe eine Ausnahme
dar. Diese Methode wird gemäß dem in den Abschnitten 4.6.2 und 4.6.3 beschriebenen
Vorgehen umgesetzt. Die PSU werden in diesem Fall wie Schichten behandelt. Die Anzahl
der für die Stichprobe gezogenen PSU der einzelnen Szenarien bestimmt hier die Anzahl
der Substichproben. Unter Berücksichtigung der wiederholten Anwendung des BRR nach
Rao und Shao (1996) ergeben sich für den BRR auf der zweiten Stufe deutlich mehr
als 125 Substichproben. Dies gilt es bei den Interpretationen zu beachten. Eine einheit-



Kapitel 5. Simulation 110

liche Substichprobenanzahl ist im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns sehr schwierig
einzuhalten.
Die für die Simulation benötigten Schätzer wurden direkt in R umgesetzt. In diesem
Zusammenhang wurde für die deterministische und stochastische Regressionsimputation
sowie den BRR auf die R-Codes im Anhang von Davison und Sardy (2004b) zurückge-
griffen. Der BRR wird jedoch in dieser Arbeit unter Imputation wie in Abschnitt 4.6.3
beschrieben, verwendet. Dementsprechend mussten die Funktionen aus Davison und
Sardy (2004b) angepasst werden. Auch die R-Codes für die beiden Imputationsmetho-
den mussten bezüglich der Gegebenheiten der Simulationsstudie abgewandelt werden.
Eine Übersicht, inklusive einer genauen Bezeichnung und kurzen Beschreibung der ein-
zelnen Varianzschätzmethoden dieser Arbeit, wird in den Tabellen in Abschnitt A.2.1 im
Anhang A gegeben.

5.1.7 Benchmark Problematik

Abbildung 5.6: Stabilität der Monte-Carlo-Varianz für den Fall von Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsätzen und der Entstehung variabler fehlender Werte in
der Grundgesamtheit

Als Benchmark im Rahmen von Simulationen in Zusammenhang mit Varianzschätzungen,
insbesondere wenn die wahre Varianz schwer oder nicht ermittelt werden kann, dient die
Monte-Carlo-Varianz. Dies ist im Rahmen von Imputationen häufig der Fall, vor allem
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wenn eine sehr komplexe Imputationsmethode vorliegt. Auch in dieser Arbeit wird auf die
Monte-Carlo-Varianz als Benchmark zurückgegriffen. Diese Varianz stellt genauer gesagt
die Varianz der verschiedenen Punktschätzer dar, welche im Rahmen der Monte-Carlo-
Simulation für die einzelnen aus der Grundgesamtheit gezogenen Stichproben berechnet
werden. Die hierzu notwendige Anzahl an Stichproben hängt sehr stark vom Anwen-
dungsfall ab. Um die Stabilität des Benchmarks zu gewährleisten, ist es oft notwendig
die Berechnung der Monte-Carlo-Varianz auf 10.000 Stichproben vorzunehmen. Dies ver-
deutlichen die folgenden Abbildungen 5.6 und 5.7.

Abbildung 5.7: Stabilität der Monte-Carlo-Varianz für den Fall von Mittelwertimputa-
tion, kleinen Auswahlsätzen und der Entstehung fehlender Werte in der
Stichprobe

In Abbildung 5.6 wird die Erzeugung fehlender Werte wiederholt in der Grundgesamt-
heit vorgenommen und in Abbildung 5.7 in der Stichprobe. Beiden Abbildungen liegt
Mittelwertimputation zugrunde. Die Abbildungen zeigen die Stabilität des Schätzers in
Abhängigkeit der Anzahl der gezogenen Stichproben. Es lässt sich feststellen, dass bis zu
10.000 Wiederholungen bei beiden Fällen keine Stabilität gegeben ist. Die rote Linie be-
schreibt in beiden Fällen den Wert der Monte-Carlo-Varianz bei 50.000 Wiederholungen.
Es ist zu sehen, dass im Fall der Entstehung fehlender Werte in der Grundgesamtheit bis
zu einer Anzahl von 10.000 Simulationsdurchläufe die Monte-Carlo-Varianz zum Teil sehr
hoch über der roten Linie liegt. Im Falle der Entstehung in der Stichprobe nähert sich
die Monte-Carlo-Varianz zunächst von unten. Eine Stabilität wird in beiden Fällen erst
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zwischen 10.000 und 20.000 Wiederholungen erreicht. Jedoch kommt es auch hier noch
zu kleineren Veränderungen. Durch diese Instabilitäten ist es möglich, dass die Monte-
Carlo-Varianz beider Fälle für eine gleiche Anzahl an zugrunde liegenden Stichproben
geringfügig voneinander abweichen, obwohl eine Übereinstimmung erwartet wird.
Als Konsequenz dieser Instabilitäten wird die Monte-Carlo-Varianz im Rahmen der Vari-
anzzerlegung bei einstufigen -und mehrstufigen Stichprobendesigns ohne Schichtung auf
Basis von 10.000 Wiederholungen berechnet. Liegen komplexere Stichprobendesigns mit
Schichtungen vor, werden sogar 20.000 Stichproben verwendet. Bei einer besonders in-
stabilen Monte-Carlo-Varianz in einigen wenigen Szenarien wird sogar auf 50.000 erhöht.
Im Gegensatz zum Benchmark konvergieren die Varianzschätzmethoden meist deutlich
schneller. Des Weiteren sind insbesondere die Resampling-Verfahren mit größeren Lauf-
zeiten verbunden. Daher werden die Varianzschätzmethoden auf 1.000 Stichproben be-
rechnet.

5.2 Ergebnisse bezüglich des einstufigen
stratifizierten Stichprobendesigns

In den nachfolgenden Abschnitten werden die Ergebnisse der Simulationsstudie analysiert.
Zunächst werden die Resultate bezüglich des einstufigen Stichprobendesigns dargestellt.
Es folgt die Interpretation der Ergebnisse bezüglich der Varianzzerlegung im einstufigen
Design. Der letzte Teil der Ergebnisinterpretation der Simulationsstudie bildet die Dar-
stellung der Resultate für die mehrstufigen Stichprobendesigns.
Bezüglich des einstufigen stratifizierten Stichprobendesigns erfolgt zunächst die Darstel-
lung der Ergebnisse verschiedener in den vorangegangenen Abschnitten behandelter Va-
rianzschätzmethoden. Hier steht der Methodenvergleich im Vordergrund. Es werden ein-
fachere Imputationsmethoden wie Mittelwertimputation zugrunde gelegt. Anschließend
erfolgt die Betrachtung ausgewählter Varianzschätzmethoden für komplexere Imputa-
tionsmethoden wie Nearest-Neighbour-Imputation. Der darauf folgende Abschnitt zeigt
die Ergebnisse der Anwendung von Varianzschätzern hinsichtlich komplexerer Anwen-
dungsfälle wie die Kombination von Imputationsmethoden, höherer Ausfallraten oder der
Variation des Ausfallmechanismus. Der Abschnitt der Darstellung der Simulationsergeb-
nisse des einstufigen Stichprobendesigns schließt mit den für diese Arbeit so wichtigen
Fällen größerer Auswahlsätze.
Wie in Abschnitt 5.1.7 beschrieben, werden die Varianzschätzmethoden für 1.000 Stichpro-
ben berechnet. Die Verteilungen dieser Schätzergebnisse der einzelnen Varianzschätzme-
thoden für das einstufige Stichprobendesign werden durch Boxplots visualisiert. Der Mit-
telwert der 1.000 Schätzergebnisse wird durch einen schwarzen Punkt im Boxplot re-
präsentiert. Die rote Linie stellt die in Abschnitt 5.1.7 beschriebene Monte-Carlo-Varianz
dar, welche als Benchmark verwendet wird.

5.2.1 Vergleich verschiedener Varianzschätzmethoden
Ziel dieses Abschnitts ist der Vergleich verschiedener in den vorherigen Kapiteln und Ab-
schnitten beschriebenen Methoden bezüglich ihrer Eignung der Schätzung der Varianz
bei Vorhandensein von fehlenden Werten und der Anwendung von Imputationen. Die
meisten Verfahren liegen für Mittwertimputation, Verhältnisimputation, Regressionsim-
putation und Hot-Deck-Randomimputation vor. Daher bezieht sich der Vergleich auf diese
Imputationsmethoden.
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5.2.1.1 Mittelwertimputation

Zunächst wird der Fall der Mittelwertimputation betrachtet.10 Abbildung 5.8 gibt die Er-
gebnisse der Varianzschätzung im Falle kleiner Auswahlsätze wieder. Fehlende Werte wur-
den in jedem Simulationsdurchlauf in der Grundgesamtheit erzeugt. Es wurden in diesem
Szenario keine Korrekturfaktoren zur Erfassung der Varianz bezüglich fehlender Werte
berücksichtigt, mit Ausnahme der unabhängigen Rescaling-Bootstrap-Methoden und des
direkten Varianzschätzers, bei denen die Erfassung immanent ist. Die Varianz bezüglich
fehlender Werte ist aufgrund des geringen Gesamtauswahlsatzes vernachlässigbar gering.
Fast alle Methoden sind entweder unverzerrt oder überschätzen die Varianz. Daher kann
hier auf die Erfassung dieser Komponente der Varianz verzichtet werden.
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Abbildung 5.8: Vergleich der Varianzschätzer im Fall von Mittelwertimputation, kleiner
Auswahlsätze, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit und MAR

An den Ergebnissen in Abbildung 5.8 ist zu sehen, dass insbesondere der BRR (BRR), der
Delete-a-Group-Jackknife (Group) und die beiden Modifikationen des Rescaling-Bootstrap
ohne Zurücklegen (Resc oZ M1 bzw. Resc oZ M2 ) zu den besten und unverzerrten Schätz-
ungen führen. Der BRR ist für einstufige stratifizierte Designs entwickelt worden und führt
häufig für solche Designs zu guten Ergebnissen. Zwischen den beiden Modifikationen des

10Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.2 im Anhang A.
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Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen besteht kein großen Unterschied. Diese unterschei-
den sich dahingehend, dass in der Modifikation 2 auch die Imputationswerte der nicht für
die Substichprobe gezogenen Elemente mittels Mittelwertimputation reimputiert werden.
Es liegen kleine Auswahlsätze vor und, wie in Abschnitt 4.5.2 bzw. 4.5.4 beschrieben, be-
sitzen die nicht gezogenen Elemente nur einen geringen Einfluss auf die Varianzschätzung,
wodurch nur marginale Unterschiede bestehen. Auch der Delete-a-Group-Jackknife liefert
gute Ergebnisse. Seine Umsetzung über Formel (4.17) ermöglicht eine gute Anpassung an
das stratifizierte Design. Er ist jedoch nicht ganz so effizient wie der Rescaling-Bootstrap
ohne Zurücklegen.
Der unabhängige Rescaling-Bootstrap führt in Abhängigkeit der Substichstichproben-
größe zu drastischen Überschätzungen der Varianz. Dies gilt insbesondere für die Me-
thode Resc Unab3, bei der die nach Formel (4.22) von Rao und Wu (1988) vorgeschla-
gene optimale Stichprobengröße verwendet wird. Formel (4.22) führt in diesem Fall unter
den gegebenen Parameter zu Substichprobengrößen in jeder Schicht für welche n∗h > nh
gilt. In Abschnitt 4.5.1 wurde schon erwähnt, dass dies mit Problemen bei der Berech-
nung des Rescaling-Bootstrap einhergehen kann. Durch die von Mashreghi et al. (2014)
vorgeschlagene Wahl von nh − 3 (Schätzer Resc Unab1 ) kann die Verzerrung zwar et-
was reduziert werden, die Überschätzung ist aber immer noch sehr groß. Erst durch ei-
ne Substichprobengröße von n∗h = nh/2 (Schätzer Resc Unab2 ), wie sie im Rahmen des
Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen verwendet wird, kann die Verzerrung drastisch ver-
ringert werden. Komplett beseitigt werden kann die Überschätzung auch bei dieser Größe
nicht. Aber die Ergebnisse zeigen, dass die Wahl der Substichprobengröße der zentrale
Parameter für das Gelingen des unabhängigen Rescaling-Bootstrap ist. Es ist jedoch auch
zu beachten, dass hier eine wichtige Annahme des unabhängigen Rescaling-Bootstrap aus
Abschnitt 4.7.2 nicht eingehalten werden konnte. Die Schichten entsprechen nicht den
Imputationsklassen. Bei Einhaltung dieser Annahme können daher deutlich bessere Er-
gebnisse resultieren.
Auch der Shao und Sitter-Bootstrap (Shao/Sitter) und der Repeated-Half-Sample-Boot-
strap (Repeated-Half ) führen zu einer Überschätzung der Varianz. Dies steht im Zusam-
menhang mit der fehlenden Endlichkeitskorrektur beider Verfahren. Im Falle hoher Aus-
wahlsätze wären die Überschätzungen noch größer.
Die Random-Group-Methode (RG) liefert verzerrte Ergebnisse. Dies hängt mit dem Sub-
stichprobenbildungsprozess des Verfahrens zusammen. Diese Problematik wurde schon
in Abschnitt 4.2 beschrieben. Die Substichproben stellen die einzelnen gebildeten Grup-
pen dar. Die Schätzungen in jeder Replikation basieren nur auf sehr wenigen Einheiten,
welche entsprechend hochgewichtet werden. Auf diesem Wege sind die Varianzschätzer
nicht besonders stabil. Des Weiteren verwendet die Methode keine Endlichkeitskorrektur,
wodurch die Überschätzungen noch größer werden.
Der direkte Varianzschätzer (Dir) aus (3.43) führt in dieser Anwendung zu deutlichen
Unterschätzungen. Dies liegt in Zusammenhang mit dem Ausfallmechanismus, welcher
in diesem Szenario MAR ist. In Abschnitt 3.6.1 wurde beschrieben, dass dieser Vari-
anzschätzer auf MCAR basiert. Im Fall dieses Ausfallmechanismus im Abschnitt 5.2.3.3
wird zu sehen sein, dass die Ergebnisse auf Basis des direkten Varianzschätzers aus (3.43)
nahezu unverzerrt sind.
Die dargestellten Ergebnisse beziehen sich auf den Fall der Entstehung variabler fehlen-
der Werte in der Grundgesamtheit (z var GG). Abbildung 5.9 beinhaltet den Vergleich
zu den Fällen der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe (z Stich) und eines fixen
Response-Vektors (z var zfix) in der Grundgesamtheit für den Rescaling-Bootstrap ohne
Zurücklegen. Da kleine Auswahlsätze vorliegen, besitzt die Varianzkomponente bezüglich
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fehlender Werte V 1
NR einen sehr kleinen Anteil. Die Fälle der Entstehung variabler fehlen-

der Werte in der Grundgesamtheit und eines fixen Response-Vektors unterscheiden sich
daher kaum. Auch im Fall der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe bestehen
kaum Unterschiede. Dieser Sachverhalt wird näher in Abschnitt 5.3.1 erläutert. Der Fall
der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit und der Entstehung feh-
lender Werte in der Stichprobe liefern sehr ähnliche Stichproben und Response-Vektoren.
Dies hängt damit zusammen, dass fehlende Werte ausschließlich in Abhängigkeit der ka-
tegorialen Hilfsvariable erzeugt werden. Besonderheiten des Stichprobendesigns besitzen
keinen Einfluss. Bezüglich der gesamten Varianz besteht kein Unterschied, sondern ledig-
lich in der Höhe ihrer einzelnen Komponenten.
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Abbildung 5.9: Vergleich des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen für die drei
Fälle an fehlenden Werten bei kleinen Auswahlsätzen, MAR und
Mittelwertimputation
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5.2.1.2 Verhältnisimputation
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Abbildung 5.10: Vergleich der Varianzschätzer im Fall von Verhältnisimputation, klei-
ner Auswahlsätze, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit und MAR

Abbildung 5.10 zeigt die Varianzschätzergebnisse bei Verwendung von Verhältnisimputa-
tion und Erzeugung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit mit Bezug auf
die metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1).11 Ansonsten gelten die gleichen Parameter-
konstellationen wie im Falle der Mittelwertimputation. Die Ergebnisse zwischen beiden
Szenarien sind ähnlich. Der BRR, der Delete-a-Group-Jackknife (Group) und die bei-
den Modifikationen des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen (Resc oZ M1 bzw. Re-
sc oZ M2 ) führen wieder zu nahezu unverzerrten Schätzungen. Die Varianz der Vari-
anz beim Delete-a-Group-Jackknife ist jedoch etwas höher. Der Repeated-Half-Sample-
Bootstrap (Repeated-Half ) und der Shao und Sitter-Bootstrap (Shao/Sitter) führen zu
Überschätzungen aufgrund der fehlenden Endlichkeitskorrektur. Die Random-Group-Me-
thode (RG) liefert wieder sehr instabile Schätzungen. Auffallend sind in diesem Sze-
nario jedoch die guten Schätzungen beim unabhängigen Rescaling-Bootstrap. Dies gilt
aber nur für die Variante 2 (Resc Unab2 ), bei welcher die Substichprobe der Hälfte
der ursprünglichen Stichprobengröße und damit derjenigen des Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zurücklegen entspricht. Die Verwendung von n∗h = nh − 3 (Resc Unab1 ) bzw. der in
11Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.3 im Anhang A.
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(4.22) vorgeschlagenen Substichprobengröße (Resc Unab3 ) führen wieder zu deutlichen
Überschätzungen der Varianz. Es gelten hier aber auch weiterhin die Probleme der Annah-
meverletzung der Übereinstimmung von Imputationsklasse und Schicht (vgl. Abschnitt
4.7.2).
Des Weiteren wurden bei der Verhältnisimputation noch die Varianzschätzer aus Ab-
schnitt 3.6.3 berücksichtigt. Für alle diese Schätzer resultiert eine geringe Varianz der Vari-
anz. Dabei weist der direkte Varianzschätzer Dir Shao/Steel von Shao und Steel (1999)
aus (3.49) die geringste Verzerrung auf. Unter der gegebenen Parameterkonstellation ist
diese Methode im Falle der Verhältnisimputation vorzuziehen. Es bleibt jedoch anzumer-
ken, dass seine Anwendbarkeit in dieser Form auf die Verhältnisimputation beschränkt
ist. Wie bei allen direkten Varianzschätzer muss er für andere Imputationsmethoden se-
parat hergeleitet werden, was unter Umständen nicht immer möglich ist. Bei der modell-
assistierenden Varianzschätzung (Mod) aus Formel (3.50) sind kleinere Überschätzungen
zu beobachten. Das dem Verfahren zugrunde liegende Modell gibt unter Umständen das
tatsächliche Imputationsmodell oder den Zusammenhang des Untersuchungsmerkmals y
zur Hilfsvariable x nicht vollständig wieder.
Die direkten Varianzschätzer von Rao (1990) (Rao1 bzw. Rao2 ) aus Formel (3.47) bzw.
(3.48) sind sehr stark verzerrt, mit großen Unterschätzungen. Der Grund könnte hier
in der mangelnden Vereinbarkeit dieser Methoden mit dem Stichprobendesign und dem
Ausfallmechanismus dieses Szenarios liegen.

5.2.1.3 Regressionsimputation

Auch bei Regressionsimputation in Abbildung 5.11 resultieren ähnliche Ergebnisse.12 Es
zeigen sich die guten Schätzungen mittels Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen (Re-
sc oZ M1 bzw. Resc oZ M2 ), sowie dem BRR und dem Delete-a-Group-Jackknife (Group),
wobei die beiden letzten ein klein wenig unterschätzen. Große Unterschiede zeigen sich
jedoch bezüglich des unabhängigen Rescaling-Bootstrap. Im Rahmen der Mittelwertim-
putation war es sinnvoll für die Substichprobengröße die Hälfte der ursprünglichen Stich-
probengröße zu nehmen (vgl. Schätzer Resc Unab2 ). Bei der Regressionsimputation ist
die von Rao und Wu (1988) vorgeschlagene Substichprobengröße aus (4.22) die bessere
Wahl (vgl. Schätzer Resc Unab3 ). Der Vergleich mit den Ergebnissen der Mittelwertim-
putation zeigt, wie schwierig es ist, die optimale Substichprobengröße beim unabhängigen
Rescaling-Bootstrap zu bestimmen. Sie ist von einigen Faktoren abhängig, wie in die-
sem Fall zum Beispiel von der Imputationsmethode. Diese Problematik erschwert seine
Anwendung. Eine Überprüfung der Eignung der direkten Varianzschätzer aus Abschnitt
3.6.4 wird in Abschnitt A.3.2 im Anhang A vorgenommen. Bezüglich dieser Schätzer sind
andere Parameterkonstellationen von Interesse. Daher werden sie von den Resampling-
Verfahren getrennt untersucht.

12In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Verhältnisimputation aus Abschnitt A.2.2.3
im Anhang A.
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Abbildung 5.11: Vergleich der Varianzschätzer im Fall von Regressionsimputation, klei-
ner Auswahlsätze, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit und MAR

5.2.1.4 Hot-Deck-Random-Imputation

Das erste zufällige Imputationsverfahren dieser Simulationsstudie ist die Hot-Deck-Ran-
dom-Imputation.13 Die Varianzschätzungen für diese Methode im Falle kleiner Auswahl-
sätze, Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit sowie des Vorliegens von MAR
sind in Abbildung 5.12 angegeben. Die Resultate in Bezug auf den Vergleich der einzelnen
Methoden sind den Ergebnissen des deterministischen Falles, insbesondere für Mittelwert-
imputation bei der entsprechenden Parameterkonstellation, sehr ähnlich. Insbesondere die
Parameter der Erzeugung fehlender Werte sind hier identisch. Fehlende Werte werden
in Abhängigkeit der kategorialen Variablen Haushaltsgröße gebildet. Dementsprechend
führen der BRR, der Delete-a-Group-Jackknife (Group) und die beiden Modifikationen
des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen (Resc oZ M1 bzw. Resc oZ M2 ) wiederum zu
unverzerrten Schätzungen der Varianz. Die Random-Group-Methode (RG), der Shao und
Sitter-Bootstrap (Shao/Sitter) und der Repeated-Half-Sample-Bootstrap (Repeated-Half )
überschätzen aus den bekannten Gründen die Varianz. Der direkte Varianzschätzer (Dir)
aus Formel (3.46) stellt im Vergleich zum direkten Varianzschätzer der Mittelwertimputa-
tion aus (3.43) nur eine Erweiterung um die zu schätzende Imputationskomponente dar.

13In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.2
im Anhang A.
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Im Falle von MAR zeigten sich schon im deterministischen Fall große Unterschätzungen.
Und so verhält es sich auch für die Hot-Deck-Random-Imputation.
Für den unabhängigen Rescaling-Bootstrap zeigt sich im Fall der zufälligen Imputa-
tionsmethode jedoch eine Besonderheit. Die Ergebnisse liegen unabhängig von der Wahl
der Substichprobengröße sehr dicht aneinander, unterschätzen die Varianz aber deutlich.
Diese Resampling-Methode könnte in diesem Fall nicht mit der Adjustierung der im-
putierten Werte in jeder Substichprobe kompatibel sein, wodurch sich die Verzerrungen
ergeben. Auch die beschriebene Verletzung der Annahme aus Abschnitt 4.7.2 bezüglich
der von den Schichten abweichenden Imputationsklassen kann hier starke Auswirkungen
haben. Hier bedarf es weiterer Untersuchungen.
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Abbildung 5.12: Vergleich der Varianzschätzer im Fall von Hot-Deck-Random-
Imputation, kleiner Auswahlsätze, Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit und MAR

Diese Ähnlichkeit der Ergebnisse zwischen Mittelwert- und Hot-Deck-Random-Imputation
bezieht sich nur auf den ordinalen Vergleich der Schätzmethoden. Zwischen der Höhe der
absoluten Varianzen und der Resampling-Verfahren bestehen große Unterschiede zwischen
den beiden Imputationsmethoden. Die Hot-Deck-Random-Imputation ist im Gegensatz
zur Mittelwertimputation ein zufälliges Imputationsverfahren. Die Varianz ist hier viel
höher, da hier noch zusätzlich die Imputationskomponente geschätzt werden muss. Au-
ßerdem wird statt der Reimputation die Adjustierung der imputierten Werte innerhalb der
Resampling-Verfahren angewandt, um die Imputation zu berücksichtigen. Dieser Sachver-
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halt wurde in Abschnitt 4.1.2 erläutert. Wird bei zufälligen Imputationsverfahren wie Hot-
Deck-Random-Imputation die Reimputation verwendet, können große Überschätzungen
der Varianz entstehen. Dies wird in Abbildung 5.13 anhand des Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zurücklegen Modifikation 2 dargestellt. In Abbildung 5.12 wurde dieses Verfahren
(Resc oZ M2 ) auf Basis der Adjustierung der imputierten Werte in jeder Substichprobe
verwendet. Dieser Schätzer wird zur Abgrenzung gegenüber der Reimputation in Abbil-
dung 5.13 mit Resc oZ M2 Adjust bezeichnet. Der obere Schätzer (Resc oZ M2 Reimp)
greift hingegen auf die Reimputation zurück, also der einfachen Wiederholung der Hot-
Deck-Random-Imputation der ursprünglichen Stichprobe in jeder Substichprobe. Es zeigt
sich eine deutliche Überschätzung der Varianz unter der Verwendung der Reimputation.
Die Adjustierung der imputierten Werte führt hingegen zu einer unverzerrten Schätzung.
Der Grund liegt wie in Abschnitt 4.1.2 beschrieben darin, dass bei Resampling-Methoden
unter Anwendung zufälliger Imputationsverfahren und unabhängiger Verwendung von Zu-
fallstermen von Substichprobe zu Substichprobe Überschätzungen der Varianz auftreten,
wenn die Substichprobengröße nicht der Größe der ursprünglichen Stichprobe entspricht.
Und dies ist beim Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen der Fall, da hier in jeder Sub-
stichprobe nur die Hälfte der zugrunde liegenden Stichprobe genommen wird.
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Abbildung 5.13: Vergleich der Reimputation und Adjustierung für den Rescaling-
Bootstrap ohne Zurücklegen im Rahmen von Hot-Deck-Random-
Imputation
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5.2.1.5 Fazit bezüglich des Vergleichs verschiedener Varianzschätzmethoden

Die Varianzschätzungen mittels des BRR, die Modifikationen des Rescaling-Bootstrap und
der Delelete-a-Group-Jackknife führten in den verschiedenen Szenarien zu den besten Er-
gebnissen. Für letztere Methode war die Varianz der Varianz jedoch meist etwas höher.
Bei einige Methoden zeigen sich Überschätzungen aufgrund der Nichtberücksichtigung
einer Endlichkeitskorrektur und dem verwendeten Ziehungsmodell ohne Zurücklegen der
ursprünglichen Stichprobe. Im Falle von Verhältnisimputation führte der direkte Vari-
anzschätzer von Shao und Steel (1999) zu guten Ergebnissen. Für andere Imputations-
methoden konnten die direkten Varianzschätzer nicht überzeugen. Ein möglicher Grund
lag im MAR-Ausfallmechanismus, wodurch die Annahmen dieser Methoden verletzt sind.
Auch beim unabhängigen Rescaling-Bootstrap können Annahmeverletzungen zu den teil-
weise negativen Resultaten beigetragen haben. Hier stellte sich zusätzlich das Problem
der Substichprobengrößenbestimmung.

5.2.2 Varianzschätzung für komplexere Imputationsmethoden
Im diesem Kapitel werden ausgewählte Resampling-Methoden bezüglich ihrer Eignung
zur Schätzung der Varianz bei Verwendung komplexerer Imputationsverfahren überprüft.
Es werden nicht mehr alle in Abschnitt 5.2.1 berücksichtigten Varianzschätzer verwen-
det. Zum einen sind die Laufzeiten der einzelnen Verfahren bei komplexeren Imputa-
tionsmethoden wie Nearest-Neighbour-Imputation oder Predictive-Mean-Matching deut-
lich länger. Zum anderen steht hier im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt nicht der Me-
thodenvergleich im Vordergrund. Das Ziel besteht in diesem Abschnitt in der Darstellung
bestimmter Problematiken bei der Durchführung der Varianzschätzung bei komplexen
Imputationsmethoden.
Im Rahmen dieses Abschnittes werden daher der BRR, der Rescaling-Bootstrap ohne
Zurücklegen Modifikation 2,14 sowie der Shao und Sitter-Bootstrap berücksichtigt. Die
Wahl der beiden ersten Verfahren wurde aufgrund ihrer guten Ergebnisse beim Metho-
denvergleich im Abschnitt 5.2.1 getroffen. Gegenüber des Delete-a-Group-Jackknife waren
die Varianzen der Varianzen meist etwas geringer. Der Shao und Sitter-Bootstrap wird
zur Kontrolle miteinbezogen, da zumindest ein Verfahren noch berücksichtigt werden soll,
welches im Rahmen der Simulation in Abschnitt 5.2.1 nicht gut funktioniert hat. Bezüglich
dieses Verfahrens zeigten sich Überschätzungen der Varianz aufgrund der fehlenden In-
tegration der Endlichkeitskorrektur. Dieser negative Effekt ist jedoch gut interpretierbar.
Daher wird das Verfahren hier verwendet.

5.2.2.1 Stochastische Regressionsimputation

Die erste vorgestellte komplexere Imputationsmethode ist die stochastische Regressions-
imputation, da Imputationswerte aus einem deterministischen und einem zufälligen Anteil
bestehen.15 Die Varianzschätzungen werden in Abbildung 5.14 gezeigt. Hier führt die Ad-
justierung der imputierten Werte in jeder Substichprobe mit den Erwartungswerten aus
Tabelle 4.1 beim BRR, den Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen Modifikation 2 zu fast
unverzerrten Schätzungen.

14Der unabhängige Rescaling-Bootstrap wird in den nächsten Szenarien nicht mehr berücksichtigt. Daher
ist im Folgenden der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen gemeint, wenn vom Rescaling-Bootstrap
die Rede ist.

15In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Verhältnisimputation aus Abschnitt A.2.2.3
im Anhang A.
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Abbildung 5.14: Vergleich der Varianzschätzer im Fall der stochastischen Regressionsim-
putation, der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit, kleiner Auswahlsätze und MAR

5.2.2.2 Nearest-Neighbour-Imputation

Bei Nearest-Neighbour-Imputationen und ihrem Spezialfall Predictive-Mean-Matching re-
sultiert die Komplexität bei der Anwendung von Resampling-Verfahren insbesondere aus
der Bestimmung des nächsten Nachbarn in der Substichprobe. So zeigt sich bei der
Nearest-Neighbour-Imputation in Abbildung 5.15 ein etwas kurioses Bild.16 Zeichneten
sich die Varianzschätzer in den Abschnitten 5.2.1 und 5.2.2.1 durch eine eher symmetri-
sche Verteilung aus, liegt hier eine großer Anteil der Schätzungen unterhalb der roten
Linie und des Benchmark. Auf der anderen Seite zeigen sich für alle drei Verfahren viele
Ausreißer nach oben. Diese sind teilweise so hoch, dass sie nicht mehr im sichtbaren Be-
reich der Abbildung liegen. Diese unsymmetrischen Verteilungen können insbesondere aus
den Reimputationen und damit der Bestimmung des nächsten Nachbarn in der Substich-
probe resultieren. So kann zum Beispiel der nächste Nachbar einer fehlenden Einheit nicht
für die Substichprobe gezogen werden. Dann ist es möglich, dass der Beobachtungswert
einer Einheit, welche basierend auf den Hilfsvariablen die geringste Distanz zu der Einheit
mit fehlendem Wert aufweist, stark vom ursprünglichen Imputationswert abweichen kann.
Dies gilt insbesondere bei einer schiefen Verteilung des Untersuchungsmerkmals bei dem

16Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.4 im Anhang A.
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Ausreißer als nächster Nachbar in Erscheinung treten können. Ist dies für mehrere fehlen-
de Einheiten einer Substichprobe der Fall, kann die darauf basierende Varianzschätzung
mittels Resampling-Verfahren deutlich zu hoch ausfallen, da der Punktschätzer dieser
Substichprobe von denjenigen der übrigen Substichproben stark abweichen kann. Aus
diesem Vorgang kann die stark asymmetrische Verteilung resultieren. Die Mittelwerte der
Varianzschätzungen liegen jedoch zumindest für den BRR und Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zurücklegen sehr nahe am Benchmark. Beim Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen
führen die Ausreißer zu kleineren Überschätzungen der Varianz. Der BRR führt hier
zu den besten Ergebnissen, da diese Methode durch die ausbalancierte Auswahl über
die Hadamard-Matrizen weniger ausreißeranfällig ist. Der Substichprobenbildungprozess
in Verbindung mit der Reimputation ist hier entscheidend. Dieser kann auch für die
großen Unterschätzungen beim Shao und Sitter-Bootstrap verantwortlich sein. Hier ent-
steht durch das Substichprobenziehungsschema mit Zurücklegen und die darauf basierende
Reimputation zu wenig Variabilität. Hier wären Überschätzungen aufgrund der fehlenden
Endlichkeitskorrektur erwartet worden. Durch die Ziehung mit Zurücklegen ist es denk-
bar, dass für Einheiten mit fehlendem Wert bestimmte Spender über die Substichproben
hinweg zu häufig als nächster Nachbar klassifiziert werden und dadurch zu wenig Variation
entsteht. Dieser Sachverhalt bedarf weiterführender Untersuchungen.
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Abbildung 5.15: Vergleich der Varianzschätzer im Fall von Nearest-Neighbour-
Imputation, der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundge-
samtheit, kleiner Auswahlsätze und MAR
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Die Entstehung der Ausreißer wird natürlich sehr stark von den verwendeten Variablen
begünstigt. Das Einkommen als Untersuchungsmerkmal ist sehr schief verteilt. Die zur
Distanzberechnung verwendete metrische Hilfsvariable wurde nach dem in (5.1) beschrie-
benen Modell erzeugt und besitzt zum Untersuchungsmerkmal nur eine geringe Korrela-
tion. Um diesen Sachverhalt näher zu untersuchen, wird die Varianzschätzung durch die
drei Resampling-Methoden noch für ein weiteres Untersuchungsmerkmal durchgeführt.17

In Abbildung 5.16 wird die Gesamtanzahl der Kategorie 2, der Variable Hausgröße aus
Tabelle 5.2 geschätzt. Als Hilfsvariable wird das bisherige Untersuchungsmerkmal Ein-
kommen verwendet. Für diesen Fall ist in Abbildung 5.16 zu sehen, dass sich für den
Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen und den BRR unverzerrte Resultate ergeben. Die
Verteilung der Schätzergebnisse ist deutlich symmetrischer und die Ausreißeranzahl gerin-
ger. Weitere detaillierte Vergleiche zum vorherigen Szenario, insbesondere bezüglich der
absoluten Höhe der Ausreißer können nicht durchgeführt werden, da Skalierungen und
absolute Höhen der Varianzen stark unterschiedlich sind.
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Abbildung 5.16: Vergleich der Varianzschätzer im Fall von Nearest-Neighbour-Imputation
bei Schätzung der Gesamtanzahl der Kategorie 2 der Haushaltsgröße und
des Einkommens als Hilfsvariable

17Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.4 im Anhang A.



Kapitel 5. Simulation 125

5.2.2.3 Predictive-Mean-Matching

Die Varianzschätzer für eine zweite Variante von Nearest-Neighbour-Verfahren, dem Predictive-
Mean-Matching, werden in Abbildung 5.17 gegeben.18
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Abbildung 5.17: Varianzschätzung im Fall von Predictive-Mean-Matching, der Entste-
hung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, kleiner Aus-
wahlsätze und MAR

Wie in Abschnitt 5.1.6 beschrieben wird das Imputationsverfahren innerhalb der Schich-
ten durchgeführt, da eine Anwendung auf die gesamte Stichprobe rechentechnisch zu
aufwendig wäre. Die kategoriale Hilfsvariable Haushaltstyp, welche sonst zur Bildung der
Imputationsklassen verwendet wird, ist schon neben der metrischen Variable im Imputa-
tionsmodell berücksichtigt. Zunächst werden die Schätzungen des Rescaling-Bootstrap oh-
ne Zurücklegen (Resc oZ M2 ) und des BRR betrachtet. Hier lässt sich feststellen, dass der
BRR die Varianz unverzerrt schätzt. Der Rescaling-Bootstrap hingegen überschätzt die
Varianz deutlich. Der Grund hierfür könnte in der Schätzung der für das Predictive-Mean-
Matching notwendigen prognostizierten Werten19 liegen in Verbindung mit dem Substich-
probenbildungsprozess. Über die Zufallsauswahl kann es beim Rescaling-Bootstrap inner-
halb der Schichten zu einer unglücklichen Einteilung von gezogenen und nicht gezogen

18Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.5 im Anhang A.

19Vgl. hierzu Anschnitt 2.2.7.
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Elementen kommen, innerhalb derer die Reimputation stattfindet. Dadurch kann es zu
einer schlechten Schätzung des zugrunde liegenden Regressionsmodells und einer subop-
timalen Bestimmung des nächsten Nachbarn kommen. Die ausbalancierte Auswahl beim
BRR wirkt sich hier vorteilhaft aus. Für den Rescaling-Bootstrap müsste daher eine sta-
bilere Schätzung des zugrunde liegenden Regressionsmodells realisiert werden. Daher wird
in dieser Arbeit vorgeschlagen, die prognostizierten Werte vor der Substichprobenziehung
auf Basis der gesamten Stichprobe zu schätzen. Die auf diesem Wege erhaltenen prognosti-
zierten Werte werden bei der Reimputation innerhalb der Schichten und separat zwischen
den für die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Einheiten für Bestimmung des
nächsten Nachbarn verwendet. Dies geschieht beim Schätzer Resc oZ M2 PM. Dadurch
resultiert eine fast unverzerrte Varianzschätzung. Um eine stabile Varianzschätzung mit-
tels des Rescaling-Bootstrap im Falle von Predictive-Mean-Matching zu gewährleisten,
sollte die Schätzung der prognostizierten Werte daher schon vor der Substichprobenzie-
hung erfolgen.

5.2.2.4 Fractional-Imputation
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Abbildung 5.18: Vergleich der Varianzschätzer im Fall von Fractional-Imputation, der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, kleiner
Auswahlsätze und MAR
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In diesem Abschnitt wird zum ersten Mal eine Methode berücksichtigt, bei welcher sich der
Imputationswert aus mehreren Einzelwerten berechnet.20 Abbildung 5.18 zeigt die Ergeb-
nisse der Varianzschätzung bei Verwendung von Fractional-Imputation. Es sind kleinere
Ungenauigkeiten zu erkennen. Dies kann insbesondere mit der Komplexität der Imputa-
tionsmethode in Verbindung stehen. Wie in Abschnitt 2.2.9 beschrieben worden ist, liegt
hier formal eine Hot-Deck-Random-Imputation mit D verschiedenen Imputationswerten
vor. Jedoch erfolgt über die Durchschnittsbildung eine Annäherung an die Verteilungen
deterministischer Imputationsverfahren.

5.2.2.5 Fazit bei Anwendung der Resampling-Methoden für komplexe
Imuptationsmethoden

Interessant waren hier besonders die Ergebnisse für die Verfahren, welche auf den nächsten
Nachbar als Imputationswert abstellen. Herausforderungen bezüglich der Varianzschätz-
ung sind insbesondere durch die Auswahl des nächsten Nachbarn in der Substichprobe ge-
geben. Hier zeigte der BRR durch seine ausbalancierte Auswahl Vorteile. Beim Rescaling-
Bootstrap ohne Zurücklegen ist eine weitere Modifikation im Rahmen von Predictive-
Mean-Matching notwendig. Hier müssen die prognostizierten Werte auf Basis des zugrun-
de liegenden Regressionsmodells vor der Substichprobenziehung bestimmt werden.

5.2.3 Untersuchungen zu bestimmten Problematiken der
Varianzschätzung unter Imputation

Dieser Abschnitt der Simulationsergebnisse dient der Darstellungen bestimmter Proble-
matiken der Varianzschätzung unter Imputation, wie sie in der Praxis auftreten können.
Wie im vorherigen Abschnitt steht hier der Methodenvergleich nicht mehr im Vorder-
grund. Es wird wieder eine Konzentration auf die drei Resampling-Verfahren Rescaling-
Bootstrap ohne Zurücklegen, den BRR und den Shao und Sitter-Bootstrap stattfinden.
Im Abschnitt 5.2.3.3 beim Vergleich verschiedener Antwortmechanismen bei der Mit-
telwertimputation wird zusätzlich der direkte Varianzschätzer für Mittelwertimputation
einbezogen werden. Grund hierfür ist die Überprüfung der in Abschnitten 3.6 und 5.2.1.1
aufgestellten Behauptung seiner Unverzerrtheit im Falle von MCAR.

5.2.3.1 Erhöhung der Rate der fehlenden Werte

Abbildung 5.19 zeigt eine Erhöhung der Rate der fehlenden Werten auf ungefähr 46 %.21

Hierzu wurde der Parameter α̃ in Formel (5.6) heruntergesetzt, so dass weniger Einheiten
teilnehmen. Es ist zu sehen, dass der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen und der BRR,
beide ohne Berücksichtigung von Korrekturfaktoren für die Varianzkomponente bezüglich
fehlender Werte, die Varianz etwas unterschätzen. Der Shao und Sitter-Bootstrap liegt
am dichtesten am Benchmark. Hier gilt es jedoch zu beachten, dass zwei gegenteilige
Effekte auftreten. Wie der Rescaling-Bootstrap und der BRR würde diese Methode die
Varianz unterschätzen. Aber der Shao und Sitter-Bootstrap verwendet keine Endlichkeits-
korrektur, durch welche Überschätzungen resultieren, welche die Unterschätzungen gerade
ausgleichen. Damit ist das Verfahren nicht unbedingt unverzerrt, sondern profitiert von
diesen beiden glücklichen Umständen.
20In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.2

im Anhang A.
21Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.6 im Anhang A.
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Abbildung 5.19: Erhöhung der Ausfallrate bei Mittelwertimputation, Erzeugung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit, kleinen Auswahlsätze und MAR

Zentral in diesem Szenario sind damit die durch die Erhöhung der Rate der fehlenden Wer-
te gegebenen Verzerrungen. Diese lassen sich zum einen durch den fehlenden Korrektur-
faktor erklären. Wie in Abschnitt 3.4.3 erläutert, steigt die Varianzkomponente bezüglich
fehlender Werte ceteris paribus bei Erhöhung der Ausfallrate. Diese Varianzkomponen-
te kann so groß werden, dass die Berücksichtigung der Korrekturfaktoren erforderlich
wird. Daher wird in Abbildung 5.19 noch der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen an-
gegeben, welcher den in Abschnitt 4.7.3 beschriebenen Korrekturfaktor für Mittelwertim-
putation beinhaltet (Resc oZ M2 KF).22 Aber auch diese Methode bringt noch kleinere
Unterschätzungen mit sich. Dies kann mit der größeren Ausfallrate erklärt werden. Mit ei-
ner größeren Anzahl fehlender Werte wird auch die Varianzschätzung instabiler. Dadurch
können solche Ungenauigkeiten resultieren.

5.2.3.2 Erzeugung fehlender Werte in den gering besetzten Kategorien

Nach Tabelle 5.2 sind die Kategorien 2 und 3 der Hilfsvariable Haushaltstyp zur Bil-
dung der Imputationsklassen am geringsten besetzt. Werden fehlende Werte bezüglich

22Die Simulationsergebnisse für Resampling-Verfahren, welche diese Korrekturfaktoren zur Abdeckung
der Komponente bezüglich fehlender Werte berücksichtigen, werden ausführlich in Abschnitt 5.2.4 ge-
geben.
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des Untersuchungsmerkmals hauptsächlich in diesen Kategorien erzeugt,23 ist in Abbil-
dung 5.20 zu sehen, dass die Varianzschätzungen mit Ungenauigkeiten in Form kleinerer
Unterschätzungen einhergehen. Da fehlende Werte schwerpunktmäßig in Kategorien er-
zeugt werden, welche im Vergleich zu den anderen Kategorien deutlich schwächer besetzt
sind, treten kleinere Instabilitäten bei der Schätzung auf. In den übrigen Kategorien sind
jedoch noch genug Einheiten vorhanden, so dass diese Ungenauigkeiten nicht drastisch
sind. Dies gilt für den BRR und den Rescaling-Bootstrap. Beim Shao und Sitter-Bootstrap
sind weiterhin Überschätzungen zu erkennen, welche jedoch nicht so groß sind. Dies liegt
daran, dass diese Ungenauigkeiten erzeugten Unterschätzungen einen gegenteiligen Effekt
ausüben.

BRR

Resc_oZ_M2

Shao/Sitter

0.0e+00 2.0e+16 4.0e+16 6.0e+16 8.0e+16 1.0e+17 1.2e+17 1.4e+17

Varianzschätzung

●● ●●●● ●●● ●● ●●

● ● ●●●

● ●●●●●●●●

●

●

●

Abbildung 5.20: Erzeugung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit in den
gering besetzten Kategorien bei Mittelwertimputation, kleinen Aus-
wahlsätze und MAR

5.2.3.3 Vergleich unterschiedlicher Ausfallmechanismen

Abbildung 5.21 zeigt den relativen Bias der Schätzungen der drei Ausfallmechanismen
MCAR, MAR und NMAR, wie in Abschnitt 2.1 behandelt.24 Für alle drei Szenarien liegt
die Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, Mittelwertimputation
23Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.7 im Anhang A.
24Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen der Szenarien in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.8 im Anhang A.
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und kleine Auswahlsätze vor. Die Ergebnisse für den Fall von MAR sind aus Abschnitt
5.2.1.1 bekannt. Die drei Resampling-Verfahren liefern in allen drei Fällen die bekannten
Ergebnisse. Der BRR und der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen führen zu guten Er-
gebnissen, der Shao und Sitter-Bootstrap geht mit Überschätzungen der Varianz einher.
Wie in den Abschnitten 3.6 und 5.2.1.1 beschrieben, ist der direkte Varianzschätzer bei
Mittelwertimputation vom Ausfallmechanismus abhängig. Für MCAR ist er fast unver-
zerrt, für die beiden anderen Fälle sind deutliche Unterschätzungen zu sehen. Dieser Va-
rianzschätzer berücksichtigt keine Hilfsinformationen und kann daher im Falle von MAR
nicht verwendet werden.
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Abbildung 5.21: Vergleich der verschiedenen Ausfallmechanismen für Mittelwertimputa-
tion, die Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
und kleine Auswahlsätze

Im Falle von MCAR ist es jedoch auffällig, dass kleinere Unterschätzungen der Varianz
auftreten, selbst für den Rescaling-Bootstrap und den BRR, obwohl die beiden anderen
Antwortmechanismen deutlich komplexer sind. Dies hängt mit den Erläuterungen des
vorherigen Abschnittes zusammen. Entscheidend ist wiederum die am geringsten besetzte
Ausprägung der Hilfsvariable Haushaltstyp, damit die Kategorie 2. Im Falle von MAR
wurden fehlende Werte so erzeugt, dass der Ausfall in anderen Kategorien auftritt (vgl.
Abbildung 5.4). Auch im Falle von NMAR ist der Ausfall in dieser Kategorie nicht zu
groß. Bei MCAR ist der Ausfall jedoch in allen Kategorien ungefähr gleich verteilt. Da
die gesamte Anzahl an fehlenden Werten in allen Szenarien annähernd gleich groß ist,
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ist der Ausfall in diesem Szenario in Kategorie 2 größer als für MAR und NMAR. Die
Ergebnisse des vorherigen Abschnittes haben schon gezeigt, dass bei höherem Ausfall
dieser Kategorie Ungenauigkeiten bei der Varianzschätzung einhergehen. Und so verhält
es sich auch in diesem Szenario.
Die Varianzschätzungen im Falle von NMAR liefern mit Ausnahme des Shao und Sitter-
Bootstrap unter den gegebenen Parameterkonstellationen der Simulationsstudie zwar gu-
te Ergebnisse. Es ist jedoch zu beachten, dass der Punktschätzer hier verzerrt ist (vgl.
Abschnitt A.3.1 im Anhang A) und daher spielen Varianzschätzungen nur noch eine un-
tergeordnete Rolle.25

5.2.3.4 Kombination von Imputationsverfahren
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Abbildung 5.22: Kombination aus Mittelwert- und Hot-Deck-Random-Imputation bei
kleinen Auswahlsätzen und Entstehung variabler fehlender Werten in der
Grundgesamtheit

In der Praxis kann es häufig notwendig sein, auf mehr als ein Imputationsverfahren zurück
zugreifen, welche in den verschiedenen Imputationsklassen angewendet werden. In solchen
Fällen, insbesondere in Kombination mit komplexen Stichprobendesigns, bieten sich große

25Eindeutige Aussagen zur Qualität der Varianzschätzer können aufgrund der gegebenen Verzerrung des
Punktschätzers auch nicht getroffen werden.
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Vorteile durch die Anwendung von Resampling-Verfahren (vgl. Abschnitt 4.1.4). Abbil-
dung 5.22 zeigt die Kombination von unterschiedlichen Imputationsverfahren.26 In den
Kategorien 1, 3 und 5 der Variablen Haushaltstyp erfolgt die Anwendung von Mittel-
wertimputation, in den Kategorien 2, 4 und 6 von Hot-Deck-Random-Imputation. Auch
hier zeigen sich die bekannten Resultate. Der Rescaling-Bootstrap und der BRR führen zu
fast unverzerrten Ergebnissen. Kleinere Unterschätzungen sind der Komplexität durch die
Kombination der Imputationsverfahren geschuldet. Für die beiden Resampling-Methoden
zeigen sich insgesamt sehr gute Schätzungen, was die Vorteilhaftigkeit der Anwendung sol-
cher Verfahren im Falle der Kombination von Imputationsmethoden unterstreicht. Beim
Shao- und Sitter-Bootstrap zeigen sich, wie erwartet, auch in diesem Szenario kleinere
Überschätzungen.

5.2.3.5 Fazit zu den Spezialuntersuchungen

Der Abschnitt hat die Vorteilhaftigkeit der Anwendung von Resampling-Verfahren im Fal-
le der Kombination von Imputationsverfahren gezeigt. Probleme treten hingegen auf, wenn
fehlende Werte schwerpunktmäßig in den gering besetzten Kategorien erzeugt werden. Es
wurde außerdem auf die Notwendigkeit der Berücksichtigung von Korrekturfaktoren zur
Erfassung der Komponente bezüglich fehlender Werte hingewiesen. Dieser Sachverhalt
wird im nächsten Abschnitt vertieft.

5.2.4 Große Auswahlsätze
Im Rahmen dieser Arbeit wurde ausführlich auf die Problematiken der Anwendung von
Resampling-Verfahren bei großen Auswahlsätzen hingewiesen. Zum einen gilt es, wie in
Abschnitt 4.7 beschrieben, bestimmte Korrekturfaktoren zu berücksichtigen, um die Va-
rianzkomponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR bzw. Ṽ 1
NR

27 zu erfassen sowie bestimmte
Adjustierungen im Falle zufälliger Imputationsverfahren vorzunehmen. Zum anderen ge-
winnen beim Rescaling-Bootstrap oder beim BRR nach (4.31) auch die nicht für die Sub-
stichprobe gezogenen Elemente bei der Berechnung des Punktschätzers der Resampling-
Methode an Bedeutung. Da die Berechnung von Resampling-Methoden bei großen Aus-
wahlsätzen mit größeren Laufzeiten einhergehen, werden in diesem Abschnitt nur noch
der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen und der BRR betrachtet.

5.2.4.1 Mittelwertimputation

Abbildung 5.23 zeigt die Ergebnisse der Varianzschätzung für den Fall großer Auswahlsätze
und der Verwendung von Mittelwertimputation.28 Das erste Panel beinhaltet den Fall der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, das zweite die Entstehung
fehlender Werte in der Stichprobe und das dritte den eines festen Response-Vektors in der
Grundgesamtheit. Beim Rescaling-Bootstrap wird die Unterscheidung getroffen, ob eine

26In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.2
im Anhang A.

27Wie Abschnitt 4.7.3 beschrieben, beziehen sich die Korrekturfaktoren auf den Fall der Entstehung feh-
lender Werte in der Grundgesamtheit und die in diesem Fall definierte Varianzkomponente bezüglich
fehlender Werte. Die Korrekturfaktoren werden in der Simulationsstudie auch für den Fall der Entste-
hung fehlender Werte in der Stichprobe verwendet. Dieser Sachverhalt wird im Rahmen der Varianz-
zerlegung in Abschnitt 5.3.1 näher erläutert.

28Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.9 im Anhang A.
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Reimputation der imputierten Werte innerhalb der gezogenen Elemente oder auch inner-
halb der nicht gezogenen Elemente durchgeführt wird. Werden nur gezogene Einheiten
berücksichtigt, wird weiterhin von Modifikation 1 gesprochen und es erfolgt eine Kenn-
zeichnung mit M1. Wird eine Reimputation separat innerhalb der gezogenen und nicht
gezogenen Elemente durchgeführt, stellt dies weiterhin die Modifikation 2 dar mit dem ent-
sprechenden Kürzel M2. Außerdem erfolgt eine Differenzierung bezüglich der Verfahren,
welche einen Korrekturfaktor zur Erfassung der Varianzkomponente bezüglich fehlender
Werte V 1

NR berücksichtigen und denjenigen, welche diese Größen nicht beinhalten. Für den
Fall der Einbeziehung solcher Faktoren besitzt die Methode das entsprechende Kürzel KF.
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Abbildung 5.23: Vergleich der Varianzschätzer im Fall großer Auswahlsätze für
Mittelwertimputation und MAR

Bei einem Vergleich der drei Fälle in Abbildung 5.23 kann festgestellt werden, dass sich
die Ergebnisse der Fälle der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit (z var GG) und der Stichprobe (z Stich) sehr ähnlich sind. Dies gilt sowohl für den
Benchmark wie auch bezüglich der Varianzschätzer. Hier spielen getätigte Annahmen aus
Abschnitt 3.2 ein Rolle. Dieser Sachverhalt wird ausführlich im Rahmen Varianzzerlegung
in Abschnitt 5.3.1 erörtert. Bei Vorliegen eines fixen Response-Vektors in der Grund-
gesamtheit (z fix GG) ist die Varianz aufgrund des Wegfallens der Varianzkomponente
bezüglich fehlender Werte V 1

NR naturgemäß kleiner. Hier liefert die zweite Modifikation
ohne Verwendung des Korrekturfaktors für den Rescaling-Bootstrap und den BRR die
beste Lösung und unverzerrte Schätzergebnisse. Bezüglich der beiden Fälle der Entste-
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hung von variablen fehlenden Werten muss der Korrekturfaktor berücksichtigt werden.
Diese Resultate bekräftigen die Ausführungen der Abschnitte 3.4.2, 4.7.1 und 4.7.3 der
Arbeit. Bei einem fixen Response-Vektor fällt die Varianzkomponente bezüglich fehlen-
der Werte V 1

NR nicht an. Wird der Korrekturfaktor eingerechnet, wird unterstellt, dass
diese Varianzkomponente vorhanden ist, obwohl sie in diesem Fall überhaupt nicht auf-
tritt. So kommt es zu einer Überschätzung der Varianz, wie im unteren Panel der Ab-
bildung zu sehen ist. Bei den beiden Szenarien mit variablem Response-Vektor im ersten
und zweiten Panel muss der Korrekturfaktor aus (4.50) verwendet werden. Die Varianz-
komponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR besitzt durch den großen Gesamtauswahlsatz
einen relativ hohen Anteil. Bei Nichtberücksichtigung des Korrekturfaktors wird die Va-
rianz drastisch unterschätzt. Durch die Berücksichtigung des Korrekturfaktors kann diese
Unterschätzung deutlich verringert werden. Es existieren hier aber immer noch kleinere
Abweichungen vom Benchmark. Diese können zum einen mit dem Untersuchungsmerkmal
erklärt werden, welche das Einkommen darstellt. Hier ist die Verteilung sehr schief wie in
Abbildung 5.1 gezeigt wurde. Im Rahmen der mehrstufigen Designs wird eine normalver-
teilte Variable verwendet werden, wodurch bessere Ergebnisse resultieren. Diese Schiefe
scheint sich auch eher auf die Schätzung der Varianzkomponente bezüglich fehlender Wer-
te V 1

NR auszuwirken, da im Falle eines festen Response-Vektors unverzerrte Schätzungen
vorhanden sind. Zum anderen sind die Ergebnisse vergleichbar mit den Resultaten der
Simulationsstudie von Mashreghi et al. (2014). Die Größenordnung der relativen Ver-
zerrung liegt ebenfalls zwischen minus 2% und 6%. Wie in Abschnitt 5.1.6 beschrieben,
konnten zudem auch bestimmte Annahmen wie der uniforme Antwortmechanismus oder
die einfache Zufallsstichprobe nicht eingehalten werden. Dies kann ebenfalls einen Anteil
an der Verzerrung besitzen. Aber trotz dieser Problematiken kann der relative Bias im
Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit beim Rescaling-
Bootstrap durch die Berücksichtigung des Korrekturfaktors von fast 18% auf 3% reduziert
werden.
Der zweite wichtige Punkt im Rahmen großer Auswahlsätze ist die Überprüfung der
Notwendigkeit der zusätzlichen Reimputation der imputierten Werte der nicht für die
Substichprobe gezogenen Einheiten, wie in dieser Arbeit vorgeschlagen. Diese Einheiten
besitzen in diesem Fall auch einen Einfluss bei der Berechnung des Punktschätzers der ein-
zelnen Replikationen. Die Schätzungen in Abbildung 5.23, insbesondere für den Fall eines
fixen Response-Vektors im unteren Panel zeigen, dass eine Reimputation der imputierten
Werte der nicht für die Substichprobe gezogenen Elemente unabdingbar ist. Nur für die
Modifikation 2 des Rescaling-Bootstrap ohne Korrekturfaktor (Resc oZ M2 ) resultieren
in diesem Szenario unverzerrte Schätzer. Wird die Reimputation der imputierten Werte
der nicht für die Substichprobe gezogenen Elemente ausgelassen, wie für den Schätzer
Resc oZ M1, entstehen große Überschätzungen der Varianz. Dieser Sachverhalt wurde in
Abschnitt 4.5.4 näher erläutert. Durch die Vernachlässigung der Reimputation bestimm-
ter Einheiten wird der ursprüngliche Imputationsprozess nicht korrekt wiedergegeben.
Für fehlende Werte wird in Abhängigkeit, ob sie gezogen wurden, entweder der reimpu-
tiete Wert oder der Imputationswert der ursprünglichen Stichprobe verwendet. Über die
Substichproben hinweg entsteht dadurch zu viel Variation, welche auf diese Art im ur-
sprünglichen Imputationsprozess nicht enthalten war. Dadurch entstehen Verzerrungen.
Daher muss bei großen Auswahlsätzen die Reimputation der Imputationswerte nicht für
die Substichprobe gezogener Einheiten erfolgen.
Der Vergleich zwischen BRR und Rescaling-Bootstrap bei großen Auswahlsätzen lässt kei-
ne großen Unterschiede erkennen. Die Schätzer Resc oZ M2 und BRR einerseits sowie Re-
sc oZ M2 KF und BRR KF andererseits weichen nur marginal voneinander ab. Die Diffe-
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renzen können das Resultat von Zufälligkeiten der Monte-Carlo-Simulation sein. Aufgrund
dieser geringen Unterschiede zwischen BRR und Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen
wurde auf die Angabe des BRR hinsichtlich der Modifikation 1 verzichtet. Bezüglich des
Rescaling-Bootstrap wurde hier schon gezeigt, dass die Variante suboptimal ist.

5.2.4.2 Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.24: Vergleich der Varianzschätzer im Fall großer Auswahlsätze für Hot-Deck-
Random-Imputation und MAR

Auch für die Hot-Deck-Imputation in Abbildung 5.24 können für die Fälle variabler feh-
lender Werte die zuvor getätigten Aussagen übernommen werden.29 Beim ersten und
zweiten Panel ist zu sehen, dass durch die Verwendung des Korrekturfaktors aus (4.59)
die Verzerrung deutlich reduziert wird. Es entsteht die Varianzkomponente bezüglich feh-
lender Werte Ṽ 1

NR und mit Hilfe des Korrekturfaktors kann sie erfasst werden. Der Fall
eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit, dargestellt im dritten Panel, hat
im Zusammenhang mit zufälligen Imputationsverfahren eine Besonderheit. Wie im deter-
ministischen Fall fällt die Komponente Ṽ 1

NR nicht an. An den Schätzern Resc oZ M2 KF
und BRR KF ist zu sehen, dass bei Berücksichtigung des Korrekturfaktors die Varianz
überschätzt wird. Wird dieser jedoch ausgelassen, wie bei den Schätzern Resc oZ M2 und

29In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt A.2.2.9
im Anhang A.
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BRR wird die Varianz unterschätzt. Dies liegt an der schlechten Approximation der ge-
meinsamen Verteilung aus Stichprobe und Donoren, wie in 4.7 beschrieben wurde. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde für den Fall eines festen Response-Vektors in der Grundge-
samtheit und Anwendung von Hot-Deck-Random-Imputation in (4.65) ein modifizierter
Korrekturfaktor angegeben. Dieser berücksichtigt, dass die Komponente Ṽ 1

NR nicht auf-
tritt, jedoch die schlechte Approximationsgüte kompensiert werden muss. Wird dieser
Faktor beim Rescaling-Bootstrap und beim BRR verwendet, gekennzeichnet durch Re-
sc oZ M2 KF zfix und BRR KF zfix, ist zu sehen, dass unverzerrte Schätzungen resultie-
ren. Daher darf in diesem Fall nur mit dem angepassten Korrekturfaktor gearbeitet wer-
den. Schätzer Resc oZ M1 KF zfix bei welchem nur die für die Substichprobe gezogenen
Imputationswerte adjustiert werden, führt erwartungsgemäß zu einer Überschätzung der
Varianz. Ein Vergleich mit den Schätzern Resc oZ M2 KF zfix und BRR KF zfix zeigt,
dass auch hier eine Adjustierung der Imputationswerte der nicht für die Substichprobe
gezogenen Einheiten erfolgen muss.

5.2.4.3 Fazit für große Auswahlsätze

Die Theorien bezüglich der Anwendung von Resampling-Verfahren bei großen Auswahl-
sätzen, wie insbesondere in den Abschnitten 4.5.4, 4.6.3 und 4.7.3 erläutert, werden durch
die Simulationsstudie bestätigt. Es muss eine Reimputation bzw. Adjustierung der Impu-
tationswerte auch der nicht für die Substischprobe gezogenen Elemente vollzogen werden.
Ansonsten kommt es zu deutlichen Überschätzungen der Varianz. Außerdem gilt es, die
Verwendung von Korrekturfaktoren zu beachten. Diese werden basierend auf den Simu-
lationsergebnissen noch einmal in Tabelle 5.4 zusammengefasst. Es werden die Imputa-
tionsmethoden Mittelwertimputation (MW ) und Hot-Deck-Random-Imputation (HDRI )
unterschieden. Außerdem werden die verschiedenen Fälle der Entstehung fehlender Werte
betrachtet, sowie eine Unterscheidung vorgenommen, ob kleine oder große Auswahlsätze
(Ausw. klein bzw. Ausw. groß) vorliegen.

Imp-Meth Ausw. groß, Fall 1 u. 2 Ausw. groß, Fall 3 Ausw. klein
MW KF nach (4.50) Kein KF Kein KF
HDRI KF nach (4.59) KF nach (4.65) Kein KF

Tabelle 5.4: Notwendigkeit der Berücksichtigung von Korrekturfaktoren (KF)

5.3 Varianzzerlegung bezüglich der einfachen
Zufallsstichprobe

Ziel dieses Abschnittes ist die Zerlegung der gesamten Varianz eines Schätzers bei Auf-
treten von fehlenden Werten und deren anschließender Imputation in ihre verschiedenen
Komponenten. Diese Bestandteile der Varianz beziehen sich auf die Ausführungen in Ab-
schnitt 3.4.2. Durch die Zerlegung der Varianz in einzelne Komponenten sollen auch die
Auswirkungen der Variation bestimmter Parameter wie des Auswahlsatzes, der Imputa-
tionsmethode, die unterschiedlichen Fälle der Entstehung fehlender Werte oder der Aus-
fallrate auf diese Bestandteile sichtbar gemacht werden. Das Ziel ist hier die Überprüfung
der Aussagen aus Abschnitt 3.4.3. Wichtig ist, dass die Variation eines Parameters un-
ter größtmöglicher Konstanz der übrigen Parameter vorgenommen wird, um den Einfluss
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zweifelsfrei zuordnen zu können. Im Basisszenario wird von einem mittleren Auswahl-
satz, mittlerer Ausfallrate und der Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit
ausgegangen (vgl. hierzu Abschnitt 5.1.5).
Die einzelnen Komponenten wurden über eine Monte-Carlo-Simulation berechnet, wie
in Abschnitt 5.1.3 erläutert. Kleinere Ungenauigkeiten sind aufgrund eines Monte-Carlo-
Fehlers möglich. Im Rahmen dieses Abschnittes wird auf die einfache Zufallsstichprobe,
MAR sowie die in 5.1.3 beschriebene Grundgesamtheit abgestellt.30

5.3.1 Varianzzerlegung bezüglich der drei Fälle an fehlenden
Werten und Mittelwertimputation

Wird zunächst eine Varianzzerlegung hinsichtlich der drei in dieser Arbeit bekannten Fälle
der Entstehung fehlender Werte bei Mittelwertimputation vorgenommen, erfolgt eine Un-
terscheidung in Erzeugung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit (z var GG),
Erzeugung fehlender Werte in der Stichprobe (z Stich) und eines fixen Response-Vektors
in der Grundgesamtheit (z fix GG). Dies geschieht in Abbildung 5.25.
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Abbildung 5.25: Varianzzerlegung hinsichtlich der drei Fälle an fehlenden Werten für Mit-
telwertimputation, mittlerem Auswahlsatz und mittlerer Rate an fehlen-
den Werten

30Die Parameterkonstellationen im Falle der Varianzzerlegung für die einfache Zufallsstichprobe werden
in Abschnitt A.2.2.10 im Anhang A gegeben.
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Der große Unterschied zwischen der Entstehung variabler und fixer fehlender Werte in der
Grundgesamtheit ergibt sich dadurch, dass bei letzterem die Varianzkomponente bezüglich
fehlender Werte V 1

NR nicht auftritt. Die Varianz besteht nur aus der Stichprobenkompo-
nente V 3

S und daher tritt nur der grüne Balken in Erscheinung. Wird der Response-Vektor
von Simulations- zu Simulationsdurchlauf in z var GG neu generiert, kommt die Kompo-
nente V 1

NR und damit auch der blaue Balken hinzu. Diese Komponente bildet hier jedoch
im Vergleich zur Stichprobenkomponente V 1

S nur einen kleinen Anteil, selbst bei einem
Auswahlsatz von 50 %. Zwischen der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit und in der Stichprobe sind in der absoluten Höhe nur geringfügige Unterschiede
zu sehen, welche das Resultat von Zufälligkeiten der Monte-Carlo-Simulation sein können.
In Abschnitt 3.4.2 wurde beschrieben, dass sich diese beiden Fälle hinsichtlich der Zerle-
gung der gesamten Varianz unterscheiden. Dies betrifft die inneren wie äußeren Vorgänge
sowie gemäß welcher Größen die Konditionierung der inneren Vorgänge erfolgt. In Ab-
bildung 5.25 ist dieser, bereits in den Formeln (3.23) und (3.24) dargestellte Sachverhalt
visualisiert. Die beiden Fälle unterscheiden sich bezüglich des Anteils beider Komponenten
deutlich. Die Stichprobenkomponente V 1

S für den Fall der Entstehung fehlender Werte in
der Grundgesamtheit ist größer als bei der Generierung fehlender Werte in der Stichprobe
V 2
S . Ein gegenteiliges Verhalten ist bei der Komponente bezüglich der fehlenden Werte
V 1

NR bzw. V 2
NR ersichtlich.
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Abbildung 5.26: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap für einen mittleren Auswahlsatz, Mittelwertimputation und
der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
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Diese berechneten Varianzkomponenten können verwendet werden, um noch einmal zu
verdeutlichen welche Bestandteile der Varianz Resampling-Verfahren genau abdecken.
Dies wird am Beispiel des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen gezeigt. Abbildung 5.26
zeigt den Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit. Die einzelnen Versionen
des Rescaling-Bootstrap unterscheiden sich je nachdem, ob ein Korrekturfaktor verwen-
det wird und ob nicht gezogene Werte auch reimputiert werden. Die Varianzkomponen-
ten aus Abbildung 5.25 werden durch die verschiedenen Linien präsentiert. Die grüne
Linie stellt die Komponente V 1

S dar. Es ist zu sehen, dass der Rescaling-Bootstrap oh-
ne Korrekturfaktor und mit Reimputation der gezogenen und nicht gezogenen Elemente
(Resc oZ M2 ) gerade diese Komponente abdeckt. Die Varianzkomponente V 1

NR wird hin-
gegen nicht berücksichtigt. Um diese Komponente zu erfassen muss der Korrekturfaktor
aus (4.50) berücksichtigt werden. Nur eine einzige Version des Rescaling-Bootstrap ist
in der Lage, die Gesamtvarianz korrekt abzudecken. Wie zuvor ist es diejenige Methode,
welche sowohl den Korrekturfaktor wie auch die separate Reimputation gezogener und
nicht gezogener Elemente beinhaltet (Resc oZ M2 KF). Es existiert nur eine geringfügige
Abweichung zwischen der Monte-Carlo-Varianz und der Summe der beiden Varianzkom-
ponenten. Diese kann durch Zufälligkeiten der Monte Carlo Simulation entstehen. Wie
zuvor überschätzt der Rescaling-Bootstrap mit ausschließlicher Reimputation der gezoge-
nen Elemente (Resc oZ M1 KF). Hier entsteht, wie ausführlich erläutert, zu viel Variation
über die Substichproben hinweg, durch die Verwendung entweder des imputierten oder
des reimputierten Wertes in Abhängigkeit der Substichprobenziehung.
Wie bereits aus Abbildung 5.25 ersichtlich wurde, ergibt sich eine andere Zusammenset-
zung der Varianz, wenn die fehlenden Werte in der Stichprobe erzeugt werden. Dabei
resultiert eine dem Fall der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
vergleichbare Gesamtvarianz. Dieser Sachverhalt ist auch in Abbildung 5.27 zu sehen. Die
Stichprobenkomponente wird kleiner, die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte
größer. Die Auswirkungen auf die Resampling-Verfahren können an dieser Abbildung noch
einmal detailliert beschrieben werden. Insbesondere zeigt sich, warum die Verwendung der
Korrekturfaktoren zu einer unverzerrten Schätzung der Gesamtvarianz führt, obwohl die-
se für den Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit hergeleitet worden sind.
Der Vergleich zu Abbildung 5.26 zeigt, dass der Rescaling-Bootstrap unabhängig von dem
Ort der Entstehung fehlender Wert in gleicher Höhe anfällt. Er deckt genau die gleiche
Quantität ab, obwohl sich die Varianzkomponenten unterscheiden. Ohne Korrekturfak-
tor schätzt er im Fall variabler Erzeugung fehlender Werte in der Grundgesamtheit in
Abbildung 5.26 die Stichprobenkomponente V 1

S unverzerrt. Fallen fehlende Werte jedoch
in der Stichprobe an, kann eine solche genaue Abgrenzung nicht mehr vollzogen werden,
da der Anteil der Stichprobenkomponente V 2

S geringer wird, sich an den Schätzungen des
Rescaling-Bootstrap aber im Vergleich zum vorherigen Fall nicht viel ändert. Die Methode
deckt daher nicht mehr die Komponente V 2

S ab. Die Gesamtvarianz ist in beiden Fällen
ungefähr gleich hoch mit Ausnahme von Zufälligkeiten der Monte-Carlo-Simulation. Da
der Rescaling-Bootstrap in beiden Fällen zu gleichen Schätzergebnissen führt und die
Gesamtvarianz gleich groß ist, führt die Einbeziehung des Korrekturfaktors in die Vari-
anzschätzmethode auch im Falle der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe zur
Abdeckung der Gesamtvarianz.
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Abbildung 5.27: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap für einen mittleren Auswahlsatz, Mittelwertimputation und
der Entstehung fehlender Werte in der Stichprobe

Es bleibt noch zu klären, warum der Rescaling-Bootstrap in beiden Fällen zu gleichen
Schätzergebnissen führt. Grund hierfür ist zum einen, dass in beiden Fällen sowohl das
Stichprobendesign wie auch der Ausfallmechanismus grundsätzlich gleich sind. Es existier-
en keine Abhängigkeiten zwischen der Stichprobenziehung und Erzeugung des Response-
Vektors. Diese Annahme wurde in Abschnitt 3.2 getätigt und gilt auch für diese Simula-
tionsstudie. Es unterscheidet sich lediglich der Ort der Entstehung fehlender Werte. Da-
durch ergeben sich Stichproben- und Response-Vektoren, welche sehr ähnlich sind. Zudem
wird der Rescaling-Bootstrap in beiden Fällen nach dem gleichen Vorgehen auf diese Vek-
toren angewendet. Unterschiede der Schätzungen durch die Resampling-Methode können
damit nicht entstehen.
Im dritten Fall einmalig generierter fehlender Werte in der Grundgesamtheit in Abbildung
5.28 lassen sich die Erkenntnisse aus Abschnitt 3.4.2 im Detail nachvollziehen. Hier tritt
die Varianzkomponente durch fehlende Werte V 1

NR nicht auf. Die Gesamtvarianz entspricht
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V 3
S . Der Rescaling-Bootstrap ohne Berücksichtigung des Korrekturfaktors führt damit zu

unverzerrten Ergebnissen. Durch Berücksichtigung des Korrekturfaktors, wird unterstellt,
dass die Komponente V 1

NR auftritt. Da dies aber nicht zutrifft, resultieren Überschätzungen
bei der Berücksichtigung dieses Terms.
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Abbildung 5.28: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap für einen mittleren Auswahlsatz, Mittelwertimputation und
Erzeugung eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit
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5.3.2 Varianzzerlegung bezüglich unterschiedlicher
Auswahlsätze bei Mittelwertimputation
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Abbildung 5.29: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Auswahlsätze für Mittelwert-
imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit und mittlerer Rate an fehlenden Werten

Die Variation des Auswahlsatzes in Abbildung 5.29 zeigt, dass der Anteil der Varianz-
komponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR an der Gesamtvarianz von diesem Parameter
abhängig ist. Die absolute Höhe dieser Komponente ist in allen drei Szenarien unabhängig
vom Auswahlsatz ungefähr gleich groß. Dies wurde schon in Abschnitt 3.4.3 beschrieben.
Die Höhe der Komponente V 1

NR im Falle von Mittelwertimputation ist insbesondere vom
Verhältnis fehlender Werte zu den beobachteten Werten abhängig, welches in allen drei
Szenarien ungefähr gleich groß ist. Daher ändert sich die absolute Höhe der Kompo-
nente V 1

NR kaum. Unterschiede können insbesondere aus Zufälligkeiten der Monte-Carlo-
Simulation resultieren. Im Gegensatz hierzu hängt die Stichprobenkomponente V 1

S sehr
stark vom Auswahlsatz ab. Bei kleinem Auswahlsatz ist sie sehr groß und dominiert die
Varianz. Bei großem Auswahlsatz ist sie sehr klein. Die Komponente V 1

NR bekommt daher
mit steigendem Auswahlsatz einen immer größer werdenden Anteil, da V 1

S abnimmt, sie
aber in der Höhe gleich bleibt. Es ist jedoch auch zu sehen, dass die Komponente V 1

NR bei
einem kleinen Auswahlsatz vernachlässigt werden kann.
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5.3.3 Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Ausfallraten
bei Mittelwertimputation
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Abbildung 5.30: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Ausfallraten für Mittelwert-
imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit und mittlerem Auswahlsatz

Bei diesem Vergleich findet eine Variation der Ausfallrate statt. Die übrigen Parameter
sind gleich, es wird von der Entstehung variabler fehlender Werten in der Grundgesamt-
heit, Mittelwertimputation und einem Auswahlsatz von 50 % ausgegangen. In Abschnitt
3.4.3 wurden die Auswirkungen der Veränderung der Ausfallrate auf die Varianz des
Schätzers näher erläutert. Wie dort beschrieben wurde, nimmt die Varianzkomponente
bezüglich fehlender Werte V 1

NR mit steigender Ausfallrate zu. Dies ist auch in der Ab-
bildung 5.30 zu sehen. Aber nicht nur diese Komponente steigt an, sondern auch die
Stichprobenkomponente V 1

S . Dies liegt daran, dass diese Komponente die Stichprobenva-
rianz, konditioniert auf den Response-Vektor, enthält. Diese Komponente wird ebenfalls
von den fehlenden Werten und den dadurch notwendigen Imputationen beeinflusst. Ce-
teris paribus nimmt mit größer werdender Anzahl auch hier die Unsicherheit zu und die
Varianzkomponente wird größer. Mit steigender Rate an fehlenden Werten nehmen beide
Komponenten zu und damit wird auch die Gesamtvarianz größer.
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5.3.4 Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener
Imputationsmethoden

H
D

R
I

R
eg

M
W

Varianz

Im
pu

ta
tio

ns
m

et
ho

de

0.0e+00 5.0e+08 1.0e+09 1.5e+09 2.0e+09 2.5e+09

VS
1, VS

1, V
~

S

1
VNR

1 , VNR
1 , V

~
NR

1
V
~

Imp

1

Abbildung 5.31: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Imputationsmethoden bei
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, mittlerer
Ausfallrate und mittlerem Auswahlsatz

Abbildung 5.31 zeigt einen Vergleich zwischen den verschiedenen Imputationsmethoden
Mittelwertimputation (MW ), Regressionsimputation (Reg) 31 und Hot-Deck-Random-
Imputation (HDRI ). Es zeigen sich keine größeren Unterschiede bezüglich der Varianz-
komponenten, welche aufgrund von Variationen durch Stichproben oder fehlenden Werten
resultieren V 1

S bzw. Ṽ 1
S und V 1

NR respektive Ṽ 1
NR. Wie zuvor dominiert bei der gegebenen

Parameterkonstellation die Stichprobenkomponente V 1
S bzw. Ṽ 1

S . Durch die Ähnlichkeit
ihrer Varianzkomponenten liegen zwischen Mittelwertimputation und der Regressionsim-
putation zudem kaum Unterschiede bezüglich der Gesamtvarianz vor. Dies ist hier der
Fall, da bei beiden Methoden die gleichen Hilfsinformationen eingehen. Es wird lediglich
die für die Simulation erzeugte kategoriale Variable verwendet. Im Rahmen der Mittel-
wertimputation geschieht dies über die Imputationsklassenbildung, bei der Regressions-
imputation geht diese Hilfsvariable über das Regressionsmodell ein. Andere Hilfsvariablen

31Diese basiert hier im Gegensatz zu den vorherigen und nachfolgenden Abschnitten auf der kategorialen
Hilfsvariable. Der Grund liegt in einer besseren Vergleichbarkeit mit der Varianzzerlegung der beiden
anderen Imputationsmethoden.
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werden nicht verwendet. Dadurch sind sich die Varianzen sehr ähnlich. Des Weiteren ist
der Zusammenhang des Untersuchungsmerkmals zu der kategorialen Hilfsvariablen nicht
so groß, dass durch die Regressionsimputation viel Variabilität unter den Imputationswer-
ten entsteht, wie in Abschnitt 2.2.9 erläutert. Auch bei der Hot-Deck-Random-Imputation
fallen die Komponenten Ṽ 1

S und Ṽ 1
NR in vergleichbarer Höhe zu den beiden determinis-

tischen Imputationsverfahren an. Zur Imputationsklassenbildung wird auch hier nur die
kategoriale Hilfsvariable verwendet. Wie erwartet nimmt jedoch die Gesamtvarianz zu.
Es tritt zusätzlich die Imputationskomponente Ṽ 1

Imp in Gestalt des lila Balkens auf. Die-
se ist das Resultat der zufälligen Auswahl der Imputationswerte. Hierdurch entsteht die
zusätzliche Varianzkomponente.

5.3.5 Varianzzerlegung bezüglich der drei Fälle an fehlenden
Werten für Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.32: Varianzzerlegung hinsichtlich der drei Fälle an fehlenden Werten
für Hot-Deck-Random-Imputation, mittlerer Ausfallrate und mittlerem
Auswahlsatz

Abbildung 5.32 zeigt die Varianzzerlegung für die drei Fälle fehlender Werte für Hot-
Deck-Random-Imputation. Die zentrale Erkenntnis ist, dass die Imputationskomponente
in allen Fällen Ṽ 1

Imp, Ṽ 2
Imp und Ṽ 3

Imp ungefähr gleich groß ist. Unter den gegebenen Beding-
ungen werden unabhängig vom Ort sehr ähnliche Stichproben- und Response-Vektoren
erzeugt. Da die Variabilität durch die Imputation, als zentraler Bestandteil der Imputa-
tionskomponente, in allen drei Fällen gegeben beider Vektoren betrachtet wird, unter-
scheidet sie sich nicht stark. Die weiteren Resultate sind dem deterministischen Fall der
Mittelwertimputation sehr ähnlich. Der Fall der Generierung variabler fehlender Werte
in der Grundgesamtheit unterscheidet sich vom Fall eines festen Response-Vektors nur
durch die zusätzliche Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte Ṽ 1

NR. Bei variablen
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fehlenden Werten in der Grundgesamtheit ist gegenüber der Erzeugung fehlender Werte
in der Stichprobe die Komponente Ṽ 1

S größer Ṽ 2
S , die Komponente Ṽ 1

NR jedoch kleiner als
Ṽ 2

NR.
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Abbildung 5.33: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap für einen mittleren Auswahlsatz, Hot-Deck-Random-
Imputation und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

In Abbildung 5.33 wird noch einmal gezeigt, welche Versionen des Rescaling-Bootstrap,
welche Komponenten der Varianz im Falle variabler fehlender Werte abdecken. So deckt
die Version ohne Berücksichtigung des Korrekturfaktors aber mit einer getrennten Ad-
justierung der für die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen imputierten Werte
(Resc oZ M2 ) nicht ausschließlich wie im deterministischen Fall die Stichprobenkompo-
nente Ṽ 1

S ab. Diese wird weiterhin durch die grüne Linie repräsentiert und es ist zu sehen,
dass diese Version des Rescaling-Bootstrap darüber liegt. Dies macht Sinn, da im Fal-
le zufälliger Imputationsverfahren noch die Imputationskomponente Ṽ 1

Imp hinzukommt.
Die braune Linie stellt die Summe der Komponenten Ṽ 1

S und Ṽ 1
Imp dar. Wie zu sehen ist,

liegt die betrachtete Version des Rescaling-Bootstrap jedoch darunter. Und dies entspricht
dem in Abschnitt 4.7.1 erläuterten Sachverhalt, wonach bei einem großen Auswahlsatz ei-
ne schlechte Approximationsgüte der gemeinsamen Verteilung an Stichprobe und Donoren
vorliegt. So ist der Rescaling-Bootstrap ohne Korrekturfaktor nur in der Lage den Term
Ṽ 1
S + (1− f) · Ṽ 1

Imp abzudecken und dies wird durch die Abbildung bestätigt. Dieser Term
wird durch die orangene Linie repräsentiert und es ist zu sehen, dass die Schätzung dieser
Version im Mittel auf dieser Linie liegt. Sollen alle drei Komponenten erfasst werden, muss
der Korrekturfaktor im Falle variabler fehlender Werte aus (4.59) berücksichtigt werden.
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Dies geschieht beim Schätzer Resc oZ M2 KF und es ist festzustellen, dass dieser auf
der schwarzen Linie liegt und damit die Summe der drei Varianzkomponenten abdeckt.
Gegenüber der Monte-Carlo-Varianz ist zu sehen, dass noch kleinere Ungenauigkeiten
durch Zufälligkeiten der Simulation vorliegen. Unter Umständen werden hier auch mehr
Wiederholungen benötigt. Wie erwartet liegt der Rescaling-Bootstrap ohne separate Re-
imputation der nicht gezogenen Elemente über der Varianz und sollte nicht verwendet
werden.
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Abbildung 5.34: Abdeckung der einzelnen Varianzkomponenten durch den Rescaling-
Bootstrap für einen mittleren Auswahlsatz, Hot-Deck-Random-
Imputation und eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit

In Abbildung 5.34 wird hingegen der Fall eines fixen Response-Vektors behandelt. Hier
gelten die Erläuterungen aus Abschnitt 5.2.4.2, welche aber noch einmal komponentenspe-
zifisch betrachtet werden können. Wie im variablen Fall deckt der Schätzer ohne Korrek-
turfaktor Resc oZ M2 die Komponente Ṽ 3

S +(1−f)·Ṽ 3
Imp ab. Im Fall eines fixen Response-

Vektors entfällt jedoch die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte Ṽ 1
NR. Die Ge-

samtvarianz setzt sich nur aus den Komponenten Ṽ 3
S + Ṽ 3

Imp zusammen. Wird dennoch
der Korrekturfaktor aus dem Fall Entstehung variabler fehlender Werte in der Grund-
gesamtheit genommen, damit der Schätzer Resc oZ M2 KF, wird die Varianz deutlich
überschätzt. Die Komponente Ṽ 1

NR wird dadurch eingerechnet, obwohl sie überhaupt nicht
anfällt. Es darf, wie in 5.2.4.2 erläutert wird, nur derjenige Korrekturfaktor aus (4.65) ein-
bezogen werden, welcher die schlechte Approximationsgüte der gemeinsamen Verteilung
aus Stichprobe und Donoren korrigiert. Dies geschieht beim Schätzer Resc oZ M2 KF zfix,
welcher separat die Adjustierung der imputierten Werte der für Substichprobe gezogenen
und nicht gezogenen Elemente vornimmt. Der Schätzer Resc oZ M1 KF zfix ohne Adjus-
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tierung der imputierten Werte der nicht für die Substichprobe gezogenen Elemente führt
auch hier zu deutlichen Überschätzungen.
Vom Fall fehlender Werte in der Stichprobe wird hier abstrahiert. Die relevanten Erkennt-
nisse wurden im deterministischen Fall gegeben.

5.3.6 Varianzzerlegung für verschiedene Parameter für
Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.35: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Auswahlsätze für Hot-Deck-
Random-Imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit und mittlerer Auswahlrate

Dieser Abschnitt behandelt die simulative Überprüfung der Veränderung der Varianz und
ihrer Komponenten für Hot-Deck-Random-Imputation in Abhängigkeit des Auswahlsatzes
und der Ausfallrate. Der theoretische Hintergrund wurde in Abschnitt 3.4.3 gegeben, ins-
besondere in Bezug auf Formel (3.35). Die dort getroffen Aussagen können an dieser Stelle
grundsätzlich bestätigt werden. Wird zunächst der Fall der Variation des Auswahlsatzes
in Abbildung 5.35 betrachtet, kommt für zufällige Imputationsverfahren die Imputations-
komponente Ṽ 1

Imp hinzu. Es ist zu sehen, dass die Komponente von diesem Parameter
abhängt. Es gilt die Aussage aus (3.35), dass Ṽ 1

Imp bei kleinem Auswahlwahlsatz groß ist
und mit steigendem Auswahlsatz kleiner wird. Für die Stichprobenkomponente Ṽ 1

S und



Kapitel 5. Simulation 149

die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte Ṽ 1
NR gelten die Aussagen aus dem deter-

ministischen Fall, da wie in 3.4.3 erwähnt, gegenüber der Mittelwertimputation unter den
gegebenen Bedingungen nur die Komponente (3.35) hinzukommt. Die Komponente Ṽ 1

S ist
dadurch bei kleinem Auswahlsatz groß und sinkt mit dessen Zunahme. Beim Term Ṽ 1

NR
sind bezüglich der beiden Ausfallsätze geringe Unterschiede festzustellen. Diese können
das Resultat von Zufälligkeiten der Monte-Carlo-Simulation sein. Unter Umständen wer-
den gerade im Fall eines kleineren Auswahlsatzes mehr Wiederholungen benötigt zu einer
genaueren Bestimmung der einzelnen Komponenten. Es ist jedoch auch möglich, dass
sich kleinere Unterschiede bezüglich beider Ausfallraten in den beiden Szenarien ergeben
können. Zwar ist es hier das Ziel, diese Rate zwischen den beiden Szenarien konstant zu
halten. Wie bereits in Abschnitt 5.1.4 erläutert, können sich jedoch aufgrund des dort be-
schriebenen stochastischen Prozesses der Erzeugung fehlender Werte geringfügige Unter-
schiede in den Ausfallraten ergeben. Diese können unter Umständen zu den Unterschieden
in der Komponente Ṽ 1

NR führen. Jedoch sind diese Unterschiede, insbesondere im Vergleich
zu den beiden anderen Komponenten, zwischen den beiden Auswahlsätzen gering. Da die
Komponenten Ṽ 1

S und Ṽ 1
Imp mit Zunahme des Auswahlsatzes deutlich sinken, gewinnt

die Komponente Ṽ 1
NR bei großem Auswahlsatz auch bei Hot-Deck-Random-Imputation an

Bedeutung.
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Abbildung 5.36: Varianzzerlegung hinsichtlich verschiedener Ausfallraten für Hot-Deck-
Random-Imputation, Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit und mittlerem Auswahlsatz
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In Abbildung 5.36 wird die Ausfallrate variiert. Auch hier gelten die Aussagen aus Ab-
schnitt 3.4.3, insbesondere Formel (3.35). Es ist zu sehen, dass die Komponente Ṽ 1

Imp mit
größerer Ausfallrate zunimmt. Dies resultiert aus der größeren Anzahl an fehlenden Wer-
ten und die daraus folgende höhere Anzahl an Imputationen. Wie im deterministischen
Fall nehmen auch die Komponenten Ṽ 1

S und Ṽ 1
NR zu. Damit steigt auch hier die Gesamt-

varianz mit größer werdender Ausfallrate unter sonst gleichen Bedingungen deutlich an.
Wie an der Abbildung 5.36 zu sehen, verzeichnet naturgemäß die Komponente Ṽ 1

NR den
größten Anstieg.
Auf die Fälle eines großen Ausfallsatzes bzw. einer kleinen Ausfallrate wird an dieser
Stelle verzichtet, aufgrund der deutlich längeren Laufzeiten der Varianzzerlegung für die
Hot-Deck-Random-Imputation. Die dargestellten Fälle geben einen ausreichenden Ein-
blick in die Auswirkungen der Änderung der beiden Parameter auf die Varianz und ihrer
Komponenten.

5.3.7 Fazit bezüglich der Zerlegung der Gesamtvarianz
In diesem Abschnitt wurden speziell die Ausführungen aus den Abschnitten 3.4.2 und 3.4.3
anhand einer Monte-Carlo-Varianzzerlegung überprüft und bestätigt. Es konnte gezeigt
werden, dass Parameter wie der Auswahlsatz und die Ausfallrate Auswirkungen auf die
absolute Höhe der einzelnen Komponenten wie auch ihres relativen Anteils an der Gesamt-
varianz haben. Gleiches gilt für den Ort der Entstehung fehlender Werte, welcher neben
der Zusammensetzung der Gesamtvarianz auch für das Auftreten bestimmter Komponen-
ten der Varianz verantwortlich ist. Zu guter Letzt spielt auch die Imputationsmethode
eine wichtige Rolle, welche bestimmt, ob die Komponente Ṽ 1

Imp auftritt oder nicht.

5.4 Ergebnisse bezüglich der mehrstufigen
Stichprobendesigns

Dieser Abschnitt stellt die Simulationsergebnisse der in den Abschnitten 5.1.2 und 5.1.3
beschriebenen mehrstufigen Stichprobendesigns vor. Es wird zunächst ein zweistufiges
Stichprobendesign mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe verwendet. Für die Vari-
anzzerlegung wird auf eine Stratifizierung aus den in Abschnitt 5.1.3 genannten Gründen
verzichtet. Die Simulationen gehen für diese Designs mit größeren Laufzeiten einher. Dies
ist die Konsequenz der höheren Stufenanzahl der Stichprobendesigns und der daraus re-
sultierenden höheren Komplexität der Anwendung der Resampling-Verfahren. Daher wird
für diese Szenarien nur noch der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen und der BRR
berücksichtigt. Es wird des Weiteren nur noch der Fall der Entstehung variabler fehlender
Werte in der Grundgesamtheit betrachtet. Die relevanten Erkenntnisse der beiden anderen
Fälle wurden im Rahmen der einstufigen Stichprobendesigns gegeben. Der Ausfallmecha-
nismus ist ausschließlich MAR.
Für beide Methoden werden verschiedene Varianten verwendet. Beim Rescaling-Bootstrap
leiten sich diese Varianten aus den in Abschnitt 4.5.5 beschriebenen vier Kategorien ab. In
diesem Abschnitt wurden zwei Varianten der Kategorienbildung vorgeschlagen. Es wur-
de theoretisch erörtert, dass Reimputationen bzw. Adjustierungen der imputierten Werte
innerhalb der daraus resultierenden Kategorien durchzuführen sind. Die Varianzschätzer,
welche sich daraus ergeben, werden mit Varianten des Rescaling-Bootstrap verglichen, bei
denen bestimmte Kategorien zusammen gefasst werden oder Reimputationen bzw. Ad-
justierungen der imputierten Werte bestimmter Kategorien ausgelassen werden. Daraus
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ergeben sich verschiedene Varianzschätzer. Diese müssen eindeutig bezeichnet werden.
Für den Rescaling-Bootstrap wird weiterhin die Abkürzung Resc verwendet. Es werden
jedoch zusätzlich die Kategorien K1 bis K4 angehängt, in welchen die Reimputation bzw.
Adjustierung zur Anwendung kommt. Eine zwischen den Kategorien getrennte Reimpu-
tation bzw. Adjustierung wird mit einem Unterstrich gekennzeichnet. Bei einer Zusam-
menlegung der Kategorien wird dieser weggelassen. So wird z.B. der Schätzer, welcher die
Reimputation bzw. Adjustierung, wie in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagen, getrennt in allen
vier Kategorien vornimmt, mit Resc K1 K2 K3 K4 bezeichnet.
Liegt jedoch die in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagene Variante vor, welcher eine separate An-
wendung der Reimputation bzw. Adjustierung in den Kategorien K1, K3 und der zusam-
mengelegten Kategorie K2 und K4 zugrunde liegt, so erhält der Schätzer die Bezeichnung
Resc K1 K3 K2K4. Bei Auslassung der Reimputation bzw. Adjustierung in einer der vier
Kategorien wird die Kategorie in der Bezeichnung des Schätzers nicht aufgeführt. Wird
zum Beispiel die Reimputation bzw. Adjustierung in den Kategorien K1 bis K3 sepa-
rat durchgeführt, Kategorie K4 allerdings ausgelassen, so resultiert Resc K1 K2 K3. Bei
zusätzlicher Berücksichtigung eines Korrekturfaktors wird die Abkürzung KF angehängt.
Beim BRR werden weniger Varianten berücksichtigt. Diese Resampling-Methode wird
separat auf den verschiedenen Stufen angewendet. Erfolgt eine Reimputation bzw. Ad-
justierung auf beiden Stufen so wird der Schätzer mit BRR 1 2 bezeichnet. Wird eine
Reimputation bzw. Adjustierung nur auf der zweiten Stufe durchgeführt, resultiert die
Bezeichnung BRR 2. Für den BRR muss, wie in Abschnitt 5.1.6 beschrieben, beachtet
werden, dass auf der zweiten Stufe des Stichprobendesigns deutlich mehr als 125 Substich-
proben gezogen werden. Dies hängt mit der beschriebenen Durchführung dieser Methode
auf dieser Stufe zusammen.
Im Rahmen der Ergebnisdarstellung wird zunächst von einer gleichen PSU-Größe ausge-
gangen. Hier werden die Ergebnisse kleinerer und größerer Auswahlsätze getrennt erörtert.
Anschließend erfolgt die Betrachtung einer ungleichen PSU-Größe. Die Ergebnisse für Re-
gressionsimputation für ausgewählte Schätzer finden sich im Anhang A in Abschnitt A.3.3.
Wie im einstufigen Design findet eine Visualisierung durch Boxplots statt. Die Ergebnis-
darstellung bezüglich des mehrstufigen Stichprobendesigns schließt mit der simulativen
Zerlegung der Gesamtvarianz für die zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung.

5.4.1 Kleine und mittlere Auswahlsätze
5.4.1.1 Mittelwertimputation

Dieser Abschnitt dient insbesondere der Überprüfung der in der Arbeit in Abschnitt 4.5.5
vorgeschlagenen Erweiterung des Rescaling-Bootstrap für mehrstufige Stichprobendesigns
auf den Fall fehlender Werte und anschließender Imputation. Die Abbildungen 5.37 und
5.38 zeigen die Ergebnisse der Schätzungen für das mehrstufige Design im Falle der Mit-
telwertimputation und kleinerer 32 bzw. mittlerer Auswahlsätze.33 Des Weiteren liegen in
beiden Szenarien variable fehlende Werte in der Grundgesamtheit vor, wobei die Varianz-
komponente V 1

NR bezüglich fehlender Werte aufgrund des geringeren Gesamtauswahlsatzes
f in beiden Szenarien nur eine untergeordnete Rolle spielt.
Die Kernthese ist, dass die Adjustierung bzw. die Reimputation separat in den in Ab-
schnitt 4.5.5 beschriebenen Kategorien durchgeführt werden muss. Auf diesem Weg kann
32Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.11 im Anhang A.
33Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.12 im Anhang A.
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berücksichtigt werden, dass Imputationen untergeordneter Einheiten auch die Varianz
übergeordneter Stufen beeinflussen können. Dies macht es notwendig, zum einen die feh-
lenden Werte zu reimputieren, welche auf der ersten Stufe gezogen worden sind, un-
abhängig von denjenigen, welche auf der zweiten Stufe gezogen worden sind. Zum ande-
ren müssen die Reimputationen der imputierten Werte wieder getrennt bezüglich den
für die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen fehlenden Werten durchgeführt
werden. Wie an den Ergebnissen in Abbildung 5.37 zu sehen ist, führt der Rescaling-
Bootstrap ohne Zurücklegen zu den besten und unverzerrten Ergebnissen, wenn er gemäß
der in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagenen beiden Varianten in jeder Kategorie separat reim-
putiert wird. Dies sind die Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 bzw. Resc K1 K3 K2K4, wobei
bei Letzterem eine Zusammenlegung der Kategorien K2 und K4 stattfindet, zur Aus-
nutzung des Substichprobenziehungsprozesses beim Rescaling-Bootstrap. Beide Schätzer
sind in diesem Fall nahezu unverzerrt. Für die Variante Resc K1 K3 K2K4 treten jedoch
in diesem Szenario mehr Ausreißer auf. Wie in Abschnitt 4.5.5 erläutert, kann die Bil-
dung gleicher Kategoriegrößen wie beim Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 zu einer stabileren
Varianzschätzung führen.
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Abbildung 5.37: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Des Weiteren lassen sich hier erste Anzeichen einer Überschätzung der Varianz bei Auslas-
sung der Reimputation einer bestimmten Kategorie feststellen. Dies betrifft die Schätzer
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Resc K1 K3 und Resc K1 K2 K3, bei welchen die für die Substichprobe nicht gezogenen
Elemente nicht reimputiert wurden. Bei Ersterem wurde dieser Vorgang für die Katego-
rien 2 und 4 ausgelassen, bei Letzterem nur in Kategorie 4. So zeigt sich für den Schätzer
Resc K1 K3 in Abbildung 5.37 eine etwas höhere Überschätzung der Varianz. Dies steht
im Zusammenhang mit der in dieser Arbeit häufig beschriebenen Variation, welche über
die Substichproben dadurch entsteht, dass für eine fehlende Einheit in Abhängigkeit der
Substichprobenziehung der imputierte oder reimputierte Wert verwendet wird. Dadurch
wird der ursprünglichen Stichproben- und Imputationsprozess nicht richtig wiedergegeben
und es resultieren Verzerrungen. Diese sind für den Schätzer Resc K1 K2 K3 marginal, da
aufgrund der kleinen Auswahlsätze die für die Substichproben nicht gezogenen Elemente
in Kategorie K4 nur einen geringen Einfluss besitzen. Dieser Sachverhalt wird im Rahmen
großer Auswahlsätze noch einmal aufgegriffen.
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Abbildung 5.38: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
mittleren Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Es ist jedoch auch bei den hier vorliegenden Auswahlsätzen gut zu sehen, dass eine separa-
te Reimputation in den einzelnen Kategorien unabdingbar ist. Insbesondere an Abbildung
5.38 wird deutlich, dass die Bildung der Kategorien, wie in Abschnitt 4.5.5 beschrieben,
große Vorteile besitzt. Ansonsten wird dem Umstand nicht Rechnung getragen, dass Im-
putationen untergeordneter Einheiten Auswirkungen auf die Varianz aller Stufen besitzen.
Dies zeigen die Schätzer Resc K1K3 K2K4, Resc K2K3 K1K4 und Resc K1K2K3 K4. Im
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Falle von Resc K1K3 K2K4 wird als Abgrenzung zur Durchführung der Reimputation le-
diglich die erste Stufe verwendet. Kategorien werden dahingehend abgegrenzt, ob eine
Einheit über ihre PSU auf der ersten Stufe in die Substichprobe gelangt (δhd = 1) oder
nicht (δhd = 0). Für die Reimputation wird durch die Zusammenfassung der Kategorien
K1 und K3 nicht berücksichtigt, ob eine Einheit zusätzlich auf der zweiten Stufe gezogen
worden ist. Der Einfluss der Imputation auf die Varianz der zweiten Stufe wird dadurch
nicht korrekt wiedergegeben. Beim Schätzer Resc K2K3 K1K4 verhält es sich gegenteilig.
Hier wird im Rahmen der Reimputation nur betrachtet, ob eine Einheit auf der zwei-
ten Stufe für die Substichprobe gezogen worden ist (δhdi = 1) oder nicht (δhdi = 0). Die
Auswirkungen der Imputation auf die Varianz der ersten Stufe werden vernachlässigt.
In beiden Fällen wird dadurch die Varianz unterschätzt, weil die Varianz auf den ein-
zelnen Stufen nicht korrekt erfasst wird. Während die Unterschätzung für den Schätzer
Resc K2K3 K1K4 bei beiden Auswahlsätzen sehr drastisch ist, tritt diese Verzerrung für
Schätzer Resc K1K3 K2K4 insbesondere beim mittleren Auswahlsatz auf. Auch die Grup-
penbildung für den Schätzer Resc K1K2K3 K4 spiegelt die Auswirkung der Imputationen
auf die Varianz beider Stufen nicht richtig wieder und es treten Unterschätzungen auf.
Die Verzerrungen für die drei Schätzer sind deutlich und hängen mit den beschriebenen
Sachverhalten zusammen. Kleinere Unterschätzungen sind jedoch im Fall eines mittleren
Auswahlsatzes auch denkbar, durch den im Vergleich zum Szenario mit kleineren Aus-
wahlsätzen größeren Anteil der Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR. Alle
Verfahren in Abbildung 5.38 verwenden keinen Korrekturfaktor zur Kompensation dieser
Varianzkomponente. Jedoch sind die dadurch entstehenden Unterschätzungen sehr ge-
ring, wie z.B. die Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 bzw. Resc K1 K3 K2K4 zeigen. Für die
Schätzer Resc K1 K2 K3 und Resc K1 K3 liegt in diesem Fall der glückliche Umstand
vor, dass sich die Überschätzungen durch die fehlenden Reimputationen der nicht für
die Substichprobe gezogenen Einheiten und die Unterschätzungen durch den fehlenden
Korrekturfaktor gerade ausgleichen.
Die bisherigen Ausführungen dieses Abschnittes betreffen den Rescaling-Bootstrap ohne
Zurücklegen, aber die Betrachtung der Abbildungen 5.37 und 5.38 zeigt, dass sie auch
für den BRR gelten. Auch hier muss eine Trennung der Reimputation bezüglich der bei-
den Stufen erfolgen. Im Falle des Schätzers BRR 1 2 wird eine separate Anwendung
auf beiden Stufen und damit auch eine getrennte Reimputation verwendet. Auch eine
Abgrenzung bezüglich der für die Substichprobe gezogenen und nicht gezogenen Elemen-
te wird auf beiden Stufen berücksichtigt. Es ist zu sehen, dass dieses Vorgehen auch
beim BRR fast unverzerrte Schätzungen mit marginalen Unterschätzungen liefert. Im
Gegensatz dazu führt der Schätzer BRR 2, welcher eine Reimputation auf der ersten
Stufe vernachlässigt, zu drastischen Unterschätzungen. Dies entspricht der in Abschnitt
4.1.3 aufgestellten Theorie, dass zur Erfassung aller Varianzkomponenten zusätzlich Re-
imputationen auf der ersten Stufe durchgeführt werden müssen, da Imputationen auf der
zweiten Stufe des ursprünglichen Imputationsprozesses auch Einfluss auf die Varianz der
übergeordneten Stufe haben. Daher sollten bei mehrstufigen Designs und deterministi-
schen Imputationsverfahren Reimputationen im Zusammenhang mit dem BRR auf allen
Stufen getrennt durchgeführt werden. Aus laufzeittechnischen Gründen wird im Folgen-
den auf die Angabe von Szenarien mit mittlerem Auswahlsatz verzichtet. Die notwendigen
Erkenntnisse ergeben sich aus Szenarien mit kleineren bzw. größeren Auswahlsätzen.
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5.4.1.2 Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.39: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Hot-Deck-Random-
Imputation, kleinen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen
PSU-Größe, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

Abbildung 5.39 gibt die Schätzungen im Falle variabler fehlender Werte in der Grundge-
samtheit im Rahmen kleiner Auswahlsätze auf den verschiedenen Stufen wieder.34 Hier
zeigen sich die Ergebnisse des deterministischen Falls aus dem vorherigen Abschnitt. Die
Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 und Resc K1 K3 K2K4, bei welchen die Adjustierungen der
imputierten Werte nach den in Abschnitt 4.5.5 beschriebenen Kategorien separat durch-
geführt werden, resultieren unverzerrte Schätzungen. Bei den Schätzern ohne Adjustie-
rung der imputierten Werten in manchen Kategorien (Resc K1 K2 K3 und Resc K1 K3 )
zeigen sich erste Anzeichen von Überschätzungen. Da hier vor allem die nicht für die Sub-
stichprobe gezogenen Elemente betroffen sind und zusätzlich kleine Auswahlsätze vorlie-
gen, sind die Überschätzungen noch nicht übermäßig hoch.
Ansonsten entstehen, wie für die Mittelwertimputation, bei den Schätzern Resc K1K3-
K2K4, Resc K2K3 K1K4 und Resc K1K2K3 K4 Unterschätzungen. Es gelten die Inter-

pretationen aus dem deterministischen Fall. Auch beim BRR müssen die Adjustierungen

34In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt
A.2.2.11 im Anhang A.
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auf den Stufen separat durchgeführt werden. Dies geschieht beim Schätzer BRR 1 2. Al-
lerdings liegen auch hier kleinere Unterschätzungen vor, welche mit der komplexen An-
wendung des BRR im mehrstufigen Design in Verbindung gebracht werden kann.

5.4.1.3 Homogene PSU

Varianzschätzung

BRR_1_2

BRR_2

Resc_K1_K2_K3

Resc_K1_K2_K3_K4

Resc_K1_K3

Resc_K1_K3_K2K4

Resc_K1K2K3_K4

Resc_K1K3_K2K4

Resc_K2K3_K1K4

0.0e+00 5.0e+11 1.0e+12 1.5e+12 2.0e+12

●● ●●●● ●● ●●●● ●●●● ●● ●● ●● ● ●● ●●●

●● ● ●● ●●● ●●● ●●● ●●●● ●●●●●●●● ●●●● ●●●●● ●● ●●●

●●● ●●●● ●●● ●●●● ●● ●● ●● ●●● ●●●

●●● ●●●● ●● ●●● ●● ●● ●● ●● ● ●●●

● ●● ●● ●● ●●● ●●●●●●●●● ●●

● ●● ●● ●● ●●● ●●●●●●●● ●●

●●●● ●● ●● ●●● ●● ●●●●● ●● ●●●

● ●●●●●● ●●●●●●●●● ●● ●● ●●

●● ●●●●●● ●● ●●●●● ●● ●●●●●●● ●●

●

●

●

●

●

●

●

●

●

Abbildung 5.40: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsätzen, homogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Abbildung 5.40 zeigt die Varianzschätzung für Mittelwertimputation wenn die Unter-
suchungsvariable dahingehend sortiert wird, dass die PSU sehr homogen sind.35 Dadurch
unterscheiden sich die PSU sehr stark und die Varianz entsteht besonders zwischen den
Totalwerten der PSU auf der ersten Stufe. Schwierigkeiten für solche Schätzungen sind
darin begründet, dass die Schätzer sehr variabel werden können, je nachdem, welche PSU
gezogen werden. Dies zeigt sich auch in diesem Beispiel. So führt der Schätzer BRR 1 2 im
Gegensatz zu den Szenarien in Abschnitt 5.4.1.1 zu starken Überschätzungen der Varianz.
Der BRR reagiert hier im mehrstufigen Design besonders stark auf die Clusterstruktur.
Dies liegt, wie in den Abschnitten 4.6.2 und 4.6.3 beschrieben, an der Gruppierung der
PSU im Rahmen der Substichprobenziehung auf der ersten Stufe des BRR. Durch die

35Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.13 im Anhang A.
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homogenen PSU wird die Methode sehr variabel und es resultieren in diesem Fall größere
Verzerrungen.
Der Rescaling-Bootstrap basierend auf den in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagenen Varian-
ten zur Kategorienbildung für die Reimputation mit den dazugehörenden Schätzern Re-
sc K1 K2 K3 K4 bzw. Resc K1 K3 K2K4 führt erneut zu fast unverzerrten Ergebnissen.
Der Unterschied zum Schätzer Resc K1K3 K2K4 ist hier jedoch sehr marginal. Dieser
Schätzer vernachlässigt die Auswirkungen der Imputation auf die Varianz der zweiten
Stufe. In diesem Fall liegt die Varianz hauptsächlich auf der ersten Stufe. Daher sind die
Auswirkungen der Vernachlässigung eher gering.

5.4.2 Große Auswahlsätze
5.4.2.1 Mittelwertimputation

In diesem Szenario wird untersucht, welche Auswirkungen große Auswahlsätze im Zu-
sammenhang mit mehrstufigen Designs besitzen.36 Wie im einstufigen Design werden
insbesondere die Berücksichtigung von Korrekturfaktoren, sowie die Reimputation der
imputierten Werte der nicht für die Substichprobe gezogenen Elemente überprüft. Dies
wird in Abbildung 5.41 demonstriert. Eine fast unverzerrte Schätzung wird nur mit dem
Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen erreicht, welcher eine separate Reimputation in
den nach Abschnitt 4.5.5 beschriebenen Kategorien vornimmt und zudem einen Korrek-
turfaktor zur Berücksichtigung der Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte bein-
haltet (Resc K1 K2 K3 K4 KF bzw. Resc K1 K3 K2K4 KF). Wird dieser Term nicht
integriert, resultiert eine Unterschätzung der Varianz aufgrund der Unterschlagung dieser
Varianzkomponente, wie bei den Schätzern Resc K1 K2 K3 K4 bzw. Resc K1 K3 K2K4.
Wie im einstufigen Fall führt eine Auslassung der Reimputation in bestimmten Kategorien
zu einer Überschätzung der Varianz. Dies zeigt sich für die Schätzer Resc K1 K2 K3 KF
bzw. Resc K1 K3 KF, bei denen die Imputationswerte der Kategorien K4 bzw. K2 und
K4 nicht reimputiert wurden. Ein weiteres Beispiel ist der Schätzer Resc K2 K3 KF, bei
dem nur die Elemente der Kategorie K2 und K3 reimputiert wurden. Durch die Auslas-
sung der Reimputation wird wie im einstufigen Design der ursprüngliche Stichproben-
und Imputationsprozess nicht richtig abgebildet. Über die verschiedenen Substichproben
gehen fehlende Werte, je nachdem, ob sie für die Substichprobe gezogen worden sind oder
nicht, mit dem reimputierten Wert oder dem ursprünglichen Imputationswert ein. Dies
führt zu mehr Variation als durch den ursprünglichen Imputationsprozess gegeben war.
Daher muss bei großen Auswahlsätzen zusätzlich auch die Reimputation der Imputations-
werte der nicht für die Substichprobe gezogenen Elemente (Kategorie K2 und K4) erfolgen
bzw. in allen Kategorien vorgenommen werden. Wie im einstufigen Fall können die nicht
für die Substichprobe gezogene Einheiten bei hohen Auswahlsätzen ein größeres Gewicht
besitzen. Dadurch entstehen größere Überschätzungen im Vergleich zu den Szenarien mit
kleineren Auswahlsätzen in Abschnitt 5.4.1.1.

36Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.14 im Anhang A. Die Monte-Carlo-Varianz zeigt sich in diesem Szenario weniger stabil. Daher
basiert sie auf 50.000 Wiederholungen.
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Abbildung 5.41: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
hohen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Die Unterschiede der Simulationsergebnisse der beiden in dieser Arbeit vorgeschlage-
nen Varianten zur Kategorienbildung zur Reimputation beim Rescaling-Bootstrap (Re-
sc K1 K2 K3 K4 KF und Resc K1 K3 K2K4 KF) in diesem Szenario sind marginal. Es
wurde schon beschrieben, dass beide fast unverzerrt sind. Der Schätzer unter Zusammenle-
gung der Kategorie 2 und 4 liegt etwas näher am Benchmark. Die relative Verzerrung kann
gegenüber dem Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 KF von 1,4 % auf 1 % reduziert werden. Die
Verbesserung darf im Rahmen von Monte-Carlo-Simulationen aber nicht überinterpretiert
werden. Der Schätzer Resc K1 K3 K2K4 KF besitzt auch in diesem Szenario eine größere
Varianz der Varianz, insbesondere aufgrund der höheren Ausreißer. In Abschnitt 4.5.5
wurde erläutert, dass der Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 KF etwas stabiler sein könnte
aufgrund der ungefähr gleichen Kategoriengrößen. Dies kann für dieses Szenario bestätigt
werden.
Wie bei kleinen Auswahlsätzen wird die Version des BRR (BRR 1 2 KF) auf den zwei ver-
schiedenen Stufen separat angewandt, bei einer Reimputation auf beiden Stufen. Zudem
wird dieser Vorgang, wie zuvor, getrennt für die Imputationswerte der für die Substichpro-
be gezogenen und nicht gezogenen Elementen durchgeführt. Zusätzlich verwendet dieses
Verfahren den Korrekturfaktor zur Inklusion der Varianzkomponente bezüglich fehlender
Werte. Es ist zu sehen, dass auch der auf diesem Wege implementierte BRR zu fast unver-
zerrten Schätzungen führt. Kleinere Unterschätzungen können mit der Komplexität der
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Anwendung des BRR bei mehrstufigen Stichprobendesigns in Zusammenhang stehen.

5.4.2.2 Hot-Deck-Random-Imputation
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Abbildung 5.42: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Hot-Deck-Random-
Imputation, großen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen
PSU-Größe, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

Auch im Rahmen der Hot-Deck-Random-Imputation in Abbildung 5.42 bei großen Aus-
wahlsätzen führen die Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 KF und Resc K1 K3 K2K4 KF zu
den besten Ergebnissen.37 Verfahren ohne Korrekturfaktor führen zu Unterschätzungen
der Varianz. Methoden, welche auf die Adjustierung der imputierten Werte einer Katego-
rie verzichten, gehen aus den bekannten Gründen mit Überschätzungen einher.
Der Schätzer unter Zusammenlegung der Kategorien K2 und K4 (Resc K1 K3 K2K4 KF)
liefert in diesem Fall unverzerrte Schätzungen. Die Anwendung der Adjustierung impu-
tierter Werte separat in vier Kategorien (Resc K1 K2 K3 K4 KF) führt zu einer kleineren
Überschätzung. Hier könnte die bessere Ausnutzung des Substichprobenbildungsprozes-
ses des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen, wie in Abschnitt 4.5.5 beschrieben, beim
Schätzer Resc K1 K3 K2K4 KF von Vorteil sein.

37In diesem Szenario gelten die Parameterkonstellationen der Mittelwertimputation aus Abschnitt
A.2.2.14 im Anhang A.



Kapitel 5. Simulation 160

5.4.2.3 Homogene PSU
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Abbildung 5.43: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
großen Auswahlsätzen, homogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Die Ergebnisse im Falle großer Auswahlsätze, Mittelwertimputation und homogenen PSU
sind in Abbildung 5.43 zu sehen.38 Die Schätzer Resc K1 K3 K2K4 KF und Resc K1 K2-
K3 K4 KF führen wieder zu unverzerrten Schätzungen. Dies gilt in diesem Fall auch

für den BRR. Bei Vorliegen kleinerer Auswahlsätze und homogener PSU in Abschnitt
5.4.1.3 wurden für diesen Schätzer noch größere Verzerrungen festgestellt. Jedoch besitzt
der BRR im Falle hoher Auswahlsätze die deutlich größere Varianz der Varianz als die
beiden Schätzer Resc K1 K3 K2K4 KF und Resc K1 K2 K3 K4 KF. Dies steht wieder
im Zusammenhang mit der Gruppierung von homogenen PSU auf der ersten Stufe im
Rahmen der Substichprobenziehung, wodurch die Schätzungen sehr variabel werden.
In Abschnitt 4.7.3.5 wurde erläutert, dass der Korrekturfaktor zur Berücksichtigung der
Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR bei großen Abweichungen des Stich-
probendesigns der einfachen Zufallsstichprobe nicht mehr verwendet werden kann. Als
Beispiel wurden homogene PSU angeführt. Dies kann aufgrund der Simulationsergebnisse
in Abbildung 5.43 unter den gegebenen Bedingungen nicht bestätigt werden. Hier sind

38Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.15 im Anhang A.
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die Abweichungen zur einfachen Zufallsstichprobe noch nicht zu stark ausgeprägt, dass
Verzerrungen entstehen. Auch ist es möglich, dass die Komponente V 1

NR aufgrund des ho-
hen Gesamtauswahlsatzes zwar auftritt, aber noch keinen so großen Beitrag besitzt, dass
die Verzerrungen aufgrund des komplexen Stichprobendesigns stark ausgeprägt sind.

5.4.3 Vorliegen einer ungleichen PSU-Größe
5.4.3.1 Kleine Auswahlsätze
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Abbildung 5.44: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsätzen, heterogener PSU, einer gering variierenden
PSU-Größe, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit

In den Abbildungen 5.44 und 5.45 wird der Fall einer ungleichen PSU-Größe und klei-
ner Auswahlsätze behandelt. Die beiden Abbildungen unterscheiden sich in der Variation
der PSU-Größe. Außerdem liegen in diesen Szenarien mit über die Schichten variierenden
Lh/lh vor. Damit kann der BRR aus (4.39), wie in Abschnitt 4.6.3 beschrieben, nicht
mehr verwendet werden. Die Schätzer BRR 1 2 und BRR 2 werden daher für die Szena-
rien mit ungleicher PSU-Größe nicht mehr berücksichtigt. In Abbildung 5.4539 sind die

39Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.17 im Anhang A.
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Größenunterschiede stärker ausgeprägt, wohingegen in Abbildung 5.4440 sich die bekann-
ten Resultate aus dem Fall einer gleichen PSU-Größe zeigen (vgl. insbesondere Abschnitt
5.4.1.1).
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Abbildung 5.45: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
kleinen Auswahlsätzen, heterogener PSU, einer stark variierenden
PSU-Größe, MAR und Entstehung variabler fehlenden Werte in der
Grundgesamtheit

Die beiden Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 bzw. Resc K1 K3 K2K4 führen wieder zu un-
verzerrten Ergebnissen, während andere Schätzer aus den bekannten Gründen die Va-
rianz über- oder unterschätzen. In Abbildung 5.45 liefern alle Schätzer bei einer stark
variierenden PSU-Größe unverzerrte Schätzungen. Die Unterschiede zwischen den einzel-
nen Schätzern sind gering. Hierfür könnten zwei Ursachen verantwortlich sein. So ist es
denkbar, dass durch die unterschiedliche PSU-Größe die durch den Rescaling-Bootstrap
angepassten Designgewichte der auf beiden Stufen für die Substichprobe gezogenen Ein-
heiten (Kategorie K3) deutlich wachsen. Diese Gewichte könnten so groß sein, dass die
Einheiten der drei anderen Kategorien bei der Schätzung des Rescaling-Punktschätzers
keine große Rolle mehr spielen. Des Weiteren wird die Gesamtvarianz deutlich größer.
Dies zeigt der Vergleich mit der Abbildung 5.44. Ursache hierfür ist ebenfalls die unter-
schiedliche PSU-Größe. Diese Varianz schlägt sich insbesondere auf der ersten Stufe des
40Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.16 im Anhang A.
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Stichprobendesigns nieder. Die Varianzzunahme durch die unterschiedliche PSU-Größe
könnte so groß sein, dass andere Varianzkomponenten keinen großen Anteil besitzen. Die
dargestellten Resampling-Verfahren scheinen diesen Varianzanteil, welcher durch die un-
terschiedliche PSU-Größe erzeugt wird, in diesem Fall gut abzudecken. Dies liegt daran,
dass die PSU synthetisch erzeugt wurden. Die Größenunterschiede können in der Praxis
noch wesentlich ausgeprägter sein und eine Varianzschätzung erschweren.
Vollständig kann dieser Sachverhalt nicht aufgeklärt werden. In Abschnitt 5.4.4.3 wird
auch eine Varianzzerlegung im mehrstufigen Fall bei einer ungleichen PSU-Größe durch-
geführt. Jedoch ist es hier nicht möglich, die Varianz, welche durch die unterschiedliche
PSU-Größe resultiert, von den übrigen Komponenten zu trennen. Dies wäre aber notwen-
dig, um eindeutigere Aussagen zu treffen.

5.4.3.2 Große Auswahlsätze
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Abbildung 5.46: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Mittelwertimputation,
großen Auswahlsätzen, heterogener PSU, einer stark variierenden
PSU-Größe, MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der
Grundgesamtheit
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Im Fall großer Auswahlsätze und einer ungleichen PSU-Größe in Abbildung 5.46,41 zeigt
sich ein gegenteiliges Bild zum Fall einer gleichen PSU-Größe aus Abschnitt 5.2.4.1.42 Hier
führen die Schätzer ohne Korrekturfaktoren Resc K1 K2 K3 K4 bzw. Resc K1 K3 K2K4
zu unverzerrten Schätzungen. Bei Integration des Korrekturfaktors ergeben sich große
Überschätzungen (vgl. Resc K1 K2 K3 K4 KF bzw. Resc K1 K3 K2K4 KF). Durch die
unterschiedlichen PSU-Größen könnten sich große Unterschiede zum Fall der einfachen
Zufallsstichprobe ergeben. In diesem Fall dürften die Korrekturfaktoren nicht mehr ver-
wendet werden. Die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte ist in diesem Sze-
nario noch nicht so stark ausgeprägt, wodurch die Schätzer Resc K1 K2 K3 K4 bzw.
Resc K1 K3 K2K4 unverzerrt sind. Dies könnte ebenfalls mit der Varianzkomponente
bezüglich der unterschiedlichen PSU-Größe in Verbindung stehen. Diese Varianzkompo-
nente könnte in diesem Szenario so groß sein, dass die Varianz bezüglich fehlender Werte
vernachlässigbar gering ist.

5.4.4 Varianzzerlegung im mehrstufigen Stichprobendesign
ohne Stratifizierung

Für das mehrstufige Stichprobendesign wird ebenfalls eine Varianzzerlegung durchgeführt.
Wie in Abschnitt 5.1.3 erläutert, sind hier die Simulationen deutlich aufwendiger. Daher
wird die Varianzzerlegung für wesentlich weniger Parameter und Szenarien durchgeführt.
Es werden vier Szenarien berücksichtigt. Die Varianzzerlegung wird zunächst im Rahmen
kleiner Auswahlsätze und einer gleichen PSU-Größe für heterogene und homogene PSU
betrachtet. Anschließend erfolgt die Ergebnisdarstellung für kleine Auswahlsätze, hetero-
gene PSU und einer ungleichen PSU-Größe. Die Interpretation der Simulationsergebnisse
schließt mit der Betrachtung des Falls großer Auswahlsätze, heterogener PSU und einer
gleichen PSU-Größe. Alle Szenarien beziehen sich auf den Fall der Entstehung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit und der Anwendung von Mittelwertimputation.

5.4.4.1 Varianzzerlegung für den Fall heterogener PSU, einer gleichen
PSU-Größe und kleiner Auswahlsätze

Die Varianzzerlegung für den Fall heterogener PSU, einer gleichen PSU-Größe und kleiner
Auswahlsätze ist in Abbildung 5.47 dargestellt.43 Der obere rote Balken repräsentiert die
Monte-Carlo-Varianz, als Benchmark für die gesamte Varianz. Darunter finden sich zwei
verschiedene Varianzzerlegungen. Die Varianzzerlegung VZ A verwendet für die Varianz
der ersten Stufe diejenige Varianz dieser Stufe, welche im Falle vollständiger Beobach-
tungen vorliegt. Diese Komponente wird mit V1 bezeichnet. Die Varianzzerlegung VZ B
verwendet die durch die Imputation niedrigerer Stufe beeinflusste Varianz der ersten Stufe
V 1
S1. Beide Varianzen der ersten Stufe sind in der jeweiligen Varianzzerlegung durch den

gelben Balken dargestellt. Durch die Verwendung der beiden Varianzzerlegungen sollen die
Auswirkungen der Imputation auf die Varianz der übergeordneten Stufe gezeigt werden.
Wie zu sehen ist, nimmt der gelbe Balken in VZ B aufgrund der Imputationen zu. Ein

41Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.18 im Anhang A.

42Gegenüber der Abbildung 5.41 werden aus Gründen der längeren Laufzeiten und des darzu-
stellenden Sachverhaltes nur noch die Schätzer Resc K1 K2 K3 K4, Resc K1 K3 K2K4 bzw. Re-
sc K1 K2 K3 K4 KF bzw. Resc K1 K3 K2K4 KF berücksichtigt. Es wird außerdem nur der Fall einer
stark variierenden PSU-Größe betrachtet.

43Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.19 im Anhang A.
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Vergleich mit dem Benchmark zeigt, dass nur die Varianzzerlegung VZ B die Gesamt-
varianz richtig darstellt. Die Gesamtvarianz in VZ A ist zu niedrig, da die Imputation
der zweiten Stufe Einfluss auf die Varianz der ersten Stufe besitzt. Dieser Sachverhalt
wurde in der Arbeit grundlegend angenommen. Die Varianzkomponente V 1

S1 und V 1
S2 bil-

den zusammen die Stichprobenkomponente V 1
S . In diesem Fall ist die Komponente V 1

S2,
welche sich auf die zweite Stufe des Stichprobendesigns bezieht und repräsentiert wird
durch den grünen Balken, deutlich größer. Da die PSU sehr heterogen sind, liegt mehr
Variabilität bezüglich der Stichprobenziehung auf der zweiten Stufe vor. Daher ist diese
Komponente größer. Die Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR besteht nur
aus der Komponente V 1

NR2, dargestellt durch den blauen Balken. Die Ursache hierfür ist,
dass fehlende Werte nur auf der letzten Stufe erzeugt worden sind. Auf der ersten Stufe
tritt diese Komponente nicht in Erscheinung. Aber auch die Komponente V 1

NR2 besitzt
nur einen sehr geringen Anteil. Der Grund hierfür ist der geringe Gesamtauswahlsatz.
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Abbildung 5.47: Varianzzerlegung für den Fall kleiner Auswahlsätze, heterogener PSU
und einer gleichen PSU-Größe



Kapitel 5. Simulation 166

5.4.4.2 Varianzzerlegung für den Fall homogener PSU, einer gleichen
PSU-Größe und kleiner Auswahlsätze
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Abbildung 5.48: Varianzzerlegung für den Fall kleiner Auswahlsätze, homogener PSU und
einer gleichen PSU-Größe

Auch im Falle homogener PSU in Abbildung 5.48 ist beim Vergleich der Varianzzerleg-
ungen VZ A und VZ B zu erkennen, dass die Varianz der untergeordneten Stufe die
Varianz der ersten Stufe beeinflusst.44 Nur die Varianzzerlegung VZ B beschreibt die Ge-
samtvarianz korrekt. In diesem Fall ist jedoch die Stichprobenkomponente V 1

S1 bezüglich
der ersten Stufe deutlich größer. Dies liegt daran, dass die PSU untereinander sehr ver-
schieden sind, jedoch die Varianz innerhalb der PSU gering ist. Dadurch resultiert mehr
Varianz auf der ersten Stufe. Die Komponente V 1

NR2 ist wieder vernachlässigbar, aufgrund
des geringen Gesamtauswahlsatzes.

5.4.4.3 Varianzzerlegung für den Fall heterogener PSU, einer
unterschiedlichen PSU-Größe und kleiner Auswahlsätze

Der Fall einer ungleichen PSU-Größe ist dem Fall von homogenen PSU sehr ähnlich. Zwar
sind die PSU in diesem Szenario heterogen.45 Durch die ungleiche PSU-Größe resultiert
44Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.20 im Anhang A.
45Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt

A.2.2.21 im Anhang A.
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jedoch viel Varianz auf der ersten Stufe. Dies zeigt Abbildung 5.49. Die Stichprobenkom-
ponente bezüglich der ersten Stufe V 1

S1 dominiert hier die Varianz. Die Komponente V 1
S2

ist sehr klein. Auch die Komponente V 1
NR2 besitzt nur einen geringen Anteil wegen des

geringen Auswahlsatzes.
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Abbildung 5.49: Varianzzerlegung für den Fall kleiner Auswahlsätze, heterogener PSU
und einer ungleichen PSU-Größe

5.4.4.4 Varianzzerlegung für den Fall heterogener PSU, einer gleichen
PSU-Größe und großer Auswahlsätze

Wie im Falle des einstufigen Stichprobendesigns gewinnt auch im mehrstufigen Fall die
Varianzkomponente bezüglich fehlender Werte mit steigendem Gesamtauswahlsatz an
Bedeutung. Daher besitzt die Komponente V 1

NR2 in Abbildung 5.50 einen nicht zu ver-
nachlässigenden Anteil.46 Da heterogene PSU und eine gleiche PSU-Größe vorliegen, ist
die Komponente V 1

S2 größer als die Komponente V 1
S1. Auch hier zeigt der Vergleich zwi-

schen VZ B und VZ B den Einfluss der Imputation auf die Varianz der ersten Stufe.

46Vgl. hierzu die Parameterkonstellationen des Szenarios in der Datensatzbeschreibung in Abschnitt
A.2.2.22 im Anhang A.
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Abbildung 5.50: Varianzzerlegung für den Fall großer Auswahlsätze, heterogener PSU und
einer ungleichen PSU-Größe

5.4.5 Fazit bezüglich der Behandlung mehrstufiger
Stichprobendesigns

Im zweistufigen Stichprobendesign mit Stratifizierung zeigten sich die Vorteile des Resca-
ling-Bootstrap ohne Zurücklegen. Dies gilt insbesondere gegenüber dem BRR, welcher im
Falle homogener PSU Schwierigkeiten offenbarte (vgl. Abschnitt 5.4.1.3). Der Grund liegt
hier in der Gruppierung der homogenen PSU auf der ersten Stufe.
Über die Szenarien hinweg, zeigte der in dieser Arbeit in Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagene
Ansatz zur Übertragung des mehrstufigen Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen auf den
Fall fehlender Werte und Anwendung von Imputation nahezu unverzerrte Schätzungen.
Jedoch muss hier beachtet werden, dass die Simulationen auf Basis eines normalverteil-
ten Untersuchungsmerkmals durchgeführt worden sind. Die Ergebnisse des einstufigen
Stichprobendesigns mit Stratifizierung in Abschnitt 5.2.4 zeigten die Schwierigkeiten der
Anwendung von Varianzschätzmethoden im Falle von schieferen Verteilungen des Un-
tersuchungsmerkmals. Die Differenzen bezüglich der Schätzungen basierend auf den in
Abschnitt 4.5.5 vorgeschlagenen beiden Varianten der Kategorienbildung waren gering.
Der Ansatz einer separaten Reimputation bzw. Adjustierung in den Kategorien K1, K3
und der zusammengelegten Kategorie K2 und K4 zeigte besonders im Falle von Hot-Deck-
Imputation und großen Auswahlsätzen exaktere Schätzungen. Dies könnte das Resultat
der besseren Ausnutzung des Substichprobenbildungsprozesses sein. Die separate Reim-



Kapitel 5. Simulation 169

putation bzw. Adjustierung zeichnete sich in manchen Szenarien durch weniger Ausreißer
aus (vgl. z.B. Abschnitt 5.4.1.1). Hier könnte die ähnlichere Kategoriengröße von Vorteil
sein. Eine eindeutige Handlungsempfehlung kann jedoch nicht gegeben werden. Hierzu wa-
ren die Unterschiede bezüglich der Schätzungen basierend auf beiden Varianten zu gering.
Die Verbesserungen der Schätzungen gegenüber anderen Möglichkeiten der Kategorien-
bildung und gegenüber Schätzern, welche die Reimputation bzw. Adjustierung innerhalb
bestimmter Kategorien vernachlässigen, waren in einigen Szenarien jedoch deutlich.
Die Verwendung der Korrekturfaktoren zur Berücksichtigung insbesondere der Varianz-
komponente bezüglich fehlender Werte sind auch im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns
und einer gleichen PSU-Größe sinnvoll. Jedoch scheinen im Falle einer ungleichen PSU-
Größe die Abweichungen zum Fall der einfachen Zufallsstichprobe zu groß. Hier zeigten
sich große Überschätzungen der Varianz.
Die Varianzzerlegung im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns zeigte insbesondere den
Einfluss von Imputationen der letzten Stufe auf die Varianz der übergeordneten Stufe. Die
Stichprobenkomponente Ṽ 1

S liegt hier auf zwei Stufen vor (V 1
S1 und V 1

S2). Je nachdem, ob
homogene oder heterogene PSU, eine gleiche oder ungleiche PSU-Größe vorliegen, ergibt
sich eine unterschiedliche Varianzaufteilung zwischen den Stufen. Die Varianzkomponente
bezüglich fehlender Werte Ṽ 1

NR liegt in den verschiedenen Szenarien nur auf der zweiten
Stufe (V 1

NR2) vor. Fehlende Werte wurden nur auf dieser Stufe erzeugt. Wie im einstufigen
Design ist diese Komponente von dem Gesamtauswahlsatz abhängig.



6 Handlungsempfehlungen und
Ausblick

6.1 Wichtige Erkenntnisse und
Handlungsempfehlungen

Das Ziel der vorliegenden Arbeit war die Untersuchung der Varianzschätzung im Falle
des Vorliegens fehlender Werte und ihrer Kompensation über Imputation. Hierzu wurden
verschiedene Methoden verglichen. Diese können in die Gruppen direkte Varianzschätzer
und Resampling-Methoden eingeteilt werden.
Die Anwendung direkter Varianzschätzer im Fall fehlender Werte und anschließender Im-
putation gestaltet sich bei komplexen Stichprobendesigns schwierig. Schon bei stratifi-
zierten einstufigen Designs treten bei Verletzungen der Annahmen bezüglich des Ausfall-
mechanismus bei einigen direkten Schätzern größere Verzerrungen in Erscheinung. Dies
zeigten auch die Ergebnisse der Simulationsstudie dieser Arbeit. Daher wurde im Rahmen
dieser Arbeit die Anwendung von Resampling-Verfahren in den Fokus gestellt.
Unter den berücksichtigten Resampling-Verfahren zeigten insbesondere der Rescaling-
Bootstrap ohne Zurücklegen und der BRR Vorteile. Auch der Delete-a-Group-Jackknife
führte in den Szenarien in Abschnitt 5.2 häufig zu unverzerrten Schätzungen. Jedoch besaß
insbesondere der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen Vorteile bezüglich der Effizienz
gegenüber dem Delete-a-Group-Jackknife. Andere Resampling-Verfahren zeigten in den
verschiedenen Szenarien Über- und Unterschätzungen der Varianz. Beim Shao/Sitter-
Bootstrap, Repeated-Half-Sample-Bootstrap und bei der Random-Group-Methode sind
Überschätzungen die Konsequenz einer fehlenden Endlichkeitskorrektur für den Fall des
Ziehens ohne Zurücklegen. Beim unabhängigen Rescaling-Bootstrap sind Annahmeverlet-
zungen und die Problematik der Wahl der Substichprobengröße ausschlaggebend bezüglich
der auftretenden Verzerrungen.
Daher wurde im Rahmen dieser Arbeit die Anwendung des Rescaling-Bootstrap ohne
Zurücklegen und des BRR bevorzugt. Diese Ansätze zeichnen sich in der in dieser Ar-
beit verwendeten Form dadurch aus, dass auch die nicht für die Substichprobe gezogenen
Einheiten bei großen Auswahlsätzen Einfluss auf die Berechnung des Punktschätzers der
Resampling-Methode nehmen können. Dadurch beeinflussen sie die Varianzschätzung. In
dieser Arbeit wurde Ansätze vorgeschlagen, wie auch solche Resampling-Verfahren auf
den Fall fehlender Werte und deren Kompensation über Imputation übertragen werden
können. Dies betrifft sowohl einstufige wie mehrstufige Stichprobendesigns. Die Ansätze
basieren auf der Reimputation bzw. Adjustierung der Imputationswerte auch von nicht
für die Substichprobe gezogener Elementen. Bei mehrstufigen Stichprobendesigns gilt es,
zusätzlich die verschiedenen Stufen des Stichprobendesigns zu berücksichtigen. Ein wich-
tiger Punkt ist, dass die Imputationen untergeordneter Stufen Einfluss auf die Varianz
übergeordneter Stufen besitzen.
Eine Handlungsempfehlung bezüglich des BRR und des Rescaling-Bootstrap ohne Zurück-
legen kann aufgrund der durchgeführten Simulationsstudie in Abhängigkeit des Untersu-
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chungsgegenstandes gegeben werden. Der BRR eignet sich besser für komplexe Imputa-
tionsmethoden wie Nearest-Neighbour-Imputation oder Predictive-Mean-Matching. Der
Grund hierfür liegt in seiner ausbalancierten Auswahl der Substichprobe. Hierdurch ist
die Methode weniger anfällig gegenüber Ausreißern. Dies kann insbesondere bei der Aus-
wahl des nächsten Nachbarn in der Substichprobe von Vorteil sein. In der Arbeit wurde
jedoch im Rahmen der Simulationsstudie ein Ansatz vorgeschlagen, mit dem auch der
Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen für Predictive-Mean-Matching angewendet wer-
den kann. Dieser Ansatz sieht die Bestimmung der prognostizierten Werte des zugrunde
liegenden Regressionsmodells vor der Substichprobenziehung vor.
Demgegenüber sollte der Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen im Falle mehrstufiger
Stichprobendesigns angewendet werden. Dieser besitzt hier gegenüber dem BRR den Vor-
teil, dass die Berücksichtigung der verschiedenen Stufen des Stichprobendesigns über die
Gewichtung innerhalb der Berechnung des Rescaling-Punktschätzers erfolgt. Dadurch ist
die Methode weniger aufwendig. Der BRR muss hingegen auf beiden Stufen separat an-
gewendet werden. Der in dieser Arbeit für den BRR verwendete Ansatz geht zudem von
einem konstanten Auswahlsatz an PSU über die Schichten aus, was das Einsatzgebiet
weiter beschränkt. Zum anderen weist der BRR bei homogenen PSU größere Nachteile
auf. Durch seine Gruppierung der PSU auf der ersten Stufe kann die Methode im Fal-
le homogener PSU sehr variabel werden. Dies kann in bestimmten Fällen mit größeren
Verzerrungen einhergehen, wie in Abschnitt 5.4.1.3 dargestellt.
Im Zusammenhang mit dem mehrstufigen Rescaling-Boostrap wurde in der Arbeit ein
Ansatz vorgeschlagen, welcher dieses Verfahren auf den Fall fehlender Werte und die
Anwendung von Imputation überträgt. Dieser Ansatz basiert auf einer Bildung von Ka-
tegorien, innerhalb derer Reimputationen und Adjustierungen der imputierten Werte in-
nerhalb der Substichproben durchzuführen sind. Diese Kategorienbildung soll zum einen
eine Trennung für die Substichprobe gezogener und nicht gezogener Elemente beinhal-
ten. Zum anderen sollen die Kategorien die verschiedenen Stufen des Stichprobendesi-
gns berücksichtigen. In Abschnitt 4.5.5 wurden zwei Varianten der Kategorienbildung
vorgeschlagen. Die Schätzer, welche auf den beiden Varianten basieren, zeigten in der
Simulationsstudie keine großen Unterschiede. Es wurden in den Szenarien nahezu unver-
zerrte Schätzungen realisiert im Gegensatz zu Schätzern, welche auf anderen Varianten
der Kategorienbildung basieren. Werden Reimputationen bzw. Adjustierungen innerhalb
aller vier Kategorien durchgeführt, wurden in manchen Szenarien Schätzungen mit we-
niger Ausreißer realisiert (vgl. z.B. Abschnitt 5.4.1.1). Die ähnlicheren Kategoriengrößen
sorgten hier für eine stabilere Varianzschätzung. Die Zusammenfassung der Kategori-
en K2 und K4 führt zu einer besseren Ausnutzung des Substichprobenziehungsprozesses
des Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen. Hier zeigt sich z.B. im Falle der Hot-Deck-
Random-Imputation bei großen Auswahlsätzen in Abschnitt 5.4.2.2 eine exaktere Vari-
anzschätzung. Aufgrund der marginalen Unterschiede kann jedoch zwischen den beiden
Varianten keine Handlungsempfehlung gegeben werden.
Ein wichtiger Punkt dieser Arbeit war die Varianzzerlegung, insbesondere bezüglich der
drei Fälle der Entstehung fehlender Werte. In diesem Zusammenhang wurde zusätzlich
auch simulativ eine Varianzzerlegung durchgeführt. Hier wurde sowohl im einstufigen
wie im mehrstufigen Stichprobendesign gezeigt, von welchen Parametern die einzelnen
Komponenten abhängig sind. Diese Varianzzerlegungen sind im Bezug auf Resampling-
Verfahren wichtig, die nur bestimmte Komponenten der Gesamtvarianz abdecken können.
Nach Mashreghi et al. (2014) sind die Methoden nicht in der Lage, die Varianzkom-
ponente bezüglich fehlender Werte V 1

NR bzw. Ṽ 1
NR abzudecken und es zeigt sich im Falle

großer Auswahlsätze eine schlechte Approximationsgüte der gemeinsamen Verteilung aus
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Stichproben und Donoren.
Bezüglich der Erfassung dieser Varianzkomponenten werden in Mashreghi et al. (2014)
Korrekturfaktoren vorschlagen, welche multiplikativ mit der Resampling-Methode ver-
knüpft werden. Diese müssen im Falle großer Auswahlsätze berücksichtigt werden. Mash-
reghi et al. (2014) gehen jedoch vom Fall variabler fehlender Werte in der Grundgesamt-
heit aus. Im Rahmen dieser Arbeit wurde zusätzlich ein Korrekturfaktor für den Fall eines
fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit angegeben. Alle diese Korrekturfaktoren
wurden jedoch unter den Bedingungen der einfachen Zufallsstichprobe hergeleitet. Die
Handlungsempfehlung für die Anwendung der Korrekturfaktoren bezieht sich daher auf
Stichprobendesigns bei denen Varianzen nicht zu sehr von der einfachen Zufallsstichprobe
abweichen. Im Rahmen der Simulationsstudie wurde exemplarisch aufgezeigt, dass der
Einbezug dieser Korrekturfaktoren im Falle mehrstufiger Stichprobendesigns mit einer
ungleichen PSU-Größe mit Überschätzungen der Varianz einhergehen.

6.2 Ausblick
Die Resultate dieser Arbeit bieten Ansatzpunkte für weitergehende Forschung. Wie erläu-
tert besitzt der BRR Vorteile bei komplexen Imputationsmethoden, der Rescaling-Boot-
strap ohne Zurücklegen hingegen Vorteile bei komplexen Stichprobendesigns. Die Fra-
ge, die sich hier stellt, ist, welche Methode z.B. im Falle des Vorliegens eines mehr-
stufigen Stichprobendesigns und Nearest-Neighbour-Imputation verwendet werden kann.
Hier wäre eine Kombination der beiden Resampling-Methoden denkbar. In diesem Fall
wären detailliertere Untersuchungen notwendig, ob beispielsweise Substichproben für den
Rescaling-Bootstrap ohne Zurücklegen ausbalanciert gezogen werden können. Ansätze
hierfür bieten die Arbeiten zum Balanced-Boostrap von Davison et al. (1986), Graham
et al. (1990) oder Nigam und Rao (1996).
Auch die Erfassung der Varianz bezüglich fehlender Werte im Falle komplexer Stichpro-
bendesigns muss weiter erforscht werden. Wenn die Abweichung zwischen den Varianzen
des komplexen Stichprobendesigns und der einfachen Zufallsstichprobe zu groß werden,
kann die Verwendung der beschriebenen Korrekturfaktoren problematisch werden. Für
solche Fälle sind weitere Ansätze notwendig.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Zerlegung der Gesamtvarianz mittels einer Monte-
Carlo-Simulation durchgeführt. Hier ergab sich z.B. im mehrstufigen Stichprobendesign
das Problem, die Varianz, welche im Zusammenhang mit einer ungleichen PSU-Größe
steht, von den übrigen Komponenten zu trennen. Wie in der Arbeit am Beispiel des Sze-
narios mit einer ungleichen PSU-Größe gesehen, wäre eine solche Zerlegung für detaillierte
Analysen wichtig.
Des Weiteren haben die Szenarien im Falle der Erzeugung fehlender Werte in schwach
besetzten Kategorien gezeigt, dass Ungenauigkeiten bezüglich der Varianzschätzung re-
sultieren können. Hier werden stabilere Varianzschätzer benötigt.
Ein letzter Ansatz für weitere Forschung stellt das Auftreten von fehlenden Werten und
deren Kompensation über Imputation im Falle von Unequal-Probabilty-Sampling dar. Die
Anwendung von Resampling-Verfahren für solche Stichprobendesigns ist meist sehr kom-
plex. Im Artikel von Matei und Tillé (2005) werden bezüglich dieser Thematik direkte
Varianzschätzer angegeben, welche jedoch auf vollständigen Beobachtungen basieren. Da-
her werden auch für solche Stichprobendesigns Varianzschätzer benötigt, welche zusätzlich
das Auftreten fehlender Werte und deren Kompensation über Imputation berücksichtigen.



A Anhang

A.1 Herleitung der Korrekturfaktoren aus Abschnitt
4.7.3

A.1.1 Herleitung des Korrekturfaktors für
Mittelwertimputation bei der Entstehung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus (4.49)

Der Korrekturfaktor der Mittelwertimputation aus Mashreghi et al. (2014) kann wie
folgt hergeleitet werden bei Verwendung von ∆y = ∑N

i=1(yi − yU)2 :

αMeanImp = V 1
S + V 1

NR
V 1
S

=

1− f
pR · f

· 1
N2 ·∆y + 1− pR

pR
· 1
N2 ·∆y

1− f
pR · f

· 1
N2 ·∆y

=

1− f
pR · f

+ 1− pR
pR

1− f
pR · f

= 1− f + (1− pR) · f
1− f

= 1− f · pR
1− f
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A.1.2 Herleitung des Korrekturfaktors für
Hot-Deck-Random-Imputation bei Entstehung variabler
fehlender Werte in der Grundgesamtheit aus (4.58)

Der Korrekturfaktor der (gewichteten) Hot-Deck-Random-Imputation aus Mashreghi
et al. (2014) im Falle der Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
kann wie folgt hergeleitet werden bei Verwendung von ∆y = ∑N

i=1(yi − yU)2:

αHotDeck =
Ṽ 1
S + Ṽ 1

NR + Ṽ 1
Imp

Ṽ 1
S + (1− f) · Ṽ 1

Imp

=

1− f
pR · f

· 1
N2 ·∆y + 1− pR

pR
· 1
N2 ·∆y + 1− pR

n ·N
·∆y

1− f
pR · f

· 1
N2 ·∆y + (1− f) · 1− pR

n ·N
·∆y

=

1− f
pR · f

+ 1− pR
pR

·+1− pR
n

·N

1− f
pR · f

+ (1− f) · 1− pR
n

·N

=

1− f
pR

+ f · (1− pR)
pR

·+1− pR
1− f
pR

+ (1− f) · (1− pR)

= 1− f + f · (1− pR) ·+(1− pR) · pR
1− f + (1− f) · (1− pR) · pR

= 1 + pR · (1− pR)− pR · f
[1 + pR · (1− pR)] · (1− f)
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A.1.3 Herleitung des Korrekturfaktors für
Hot-Deck-Random-Imputation für den Fall eines fixen
Response-Vektors in der Grundgesamtheit aus (4.64)

Der Korrekturfaktor der (gewichteten) Hot-Deck-Random-Imputation aus dieser Arbeit
im Falle eines fixen Response-Vektors in der Grundgesamtheit kann wie folgt hergeleitet
werden bei Verwendung von ∆y = ∑N

i=1(yi − yU)2:

αHotDeck =
Ṽ 1
S + Ṽ 1

Imp

Ṽ 1
S + (1− f) · Ṽ 1

Imp

=

1− f
pR · f

· 1
N2 ·∆y + 1− pR

n ·N
·∆y

1− f
pR · f

· 1
N2 ·∆y + (1− f) · 1− pR

n ·N
·∆y

=

1− f
pR · f

+ 1− pR
n

·N

1− f
pR · f

+ (1− f) · 1− pR
n

·N

=

1− f
pR

+ 1− pR
1− f
pR

+ (1− f) · (1− pR)

= 1− f + (1− pR) · pR
1− f + (1− f) · (1− pR) · pR

=
1 + (1− pR) · pR

(1− f)
1 + (1− pR) · pR
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A.2 Simulationsbeschreibung
In diesem Abschnitt wird eine kurze Übersicht und Beschreibung der in der Simulations-
studie verwendeten Methoden gegeben. Des Weiteren findet im Anschluss eine detaillierte
Beschreibung der Szenarien statt.

A.2.1 Methodenübersicht
Die nachfolgenden Seiten beinhalten Tabellen, in welchen eine Beschreibung der in der
Simulationsstudie berücksichtigten Methoden vorgenommen wird. Es erfolgt eine Tren-
nung zwischen den Methoden, welche im einstufigen Design relevant sind und denjenigen
welche im mehrstufigen Stichprobendesign von Interesse sind.
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A.2.1.1 Einstufiges Stichprobendesign
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rü
ck

sic
ht

ig
un

g
de

s
en

ts
pr

ec
he

n-
de

n
K

or
re

kt
ur

fa
kt

or
s

fü
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öh
e

vo
n
n
h
−

3.
R

es
c

U
na

b2
U

na
bh

än
gi

ge
rR

es
ca

lin
g-

Bo
ot

st
ra

p
be

sc
hr

ie
be

n
in

4.
7.

2
m

it
ei

ne
rS

ub
st

ich
pr

ob
en

gr
öß
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rö

ße
au

s
(4

.2
2)

.
Sh

ao
/S

itt
er

Sh
ao

un
d

Si
tt

er
-B

oo
ts

tr
ap

,b
es

ch
rie

be
n

in
A

bs
ch

ni
tt

4.
4.

1



Anhang A. Anhang 180

A.2.1.2 Mehrstufiges Stichprobendesign
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rü

ck
sic

ht
ig

un
g

de
s

en
ts

pr
ec

he
nd

en
K

or
re

kt
ur

-
fa

kt
or

s
fü
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üc

ks
ich

tig
un

g
de

se
nt

sp
re

ch
en

de
n

K
or

re
kt

ur
-

fa
kt

or
s

fü
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A.2.2 Szenarien
A.2.2.1 Parameterkonstellationen zum Vergleich der Varianzen der

imputierten Werte nach den verschiedenen Imputationsmethoden
aus Abschnitt 2.2.9

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariable: 1. Grundgesamtheit: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1) mit den
Parametern α = 100, β = 5, δ = 2.000.000, µ = 12.000.000 und σu = 2.200.000
und einer Korrelation zum Untersuchungsmerkmal in Höhe von 11 %. 2. Grundge-
samtheit: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1) mit den Parametern α = 100,
β = 5, δ = 2.000.000, µ = 12.000.000 und σu = 25.000 und einer Korrelation zum
Untersuchungsmerkmal in Höhe von 70 %.

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: 1. Grundgesamtheit: In Abhängigkeit der nach der nach
Modell (5.1) erzeugten metrischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit α̃ =
15 und β̃ = −2.393. 2. Grundgesamtheit: In Abhängigkeit der nach Modell (5.1)
erzeugten metrischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit α̃ = 15 und β̃ =
−2.42.

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 46 %

• Imputationsklassen: Imputationen werden für alle Imputationsmethoden aus Gründen
der Vergleichbarkeit innerhalb der Schichten durchgeführt.

A.2.2.2 Mittelwertimputation Abschnitt 5.2.1.1

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariable: Haushaltstyp

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
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• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 -7.7 -10.1 -10.3 -10.0

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen über den Haushaltstyp

• Besonderheiten: Für die beiden Szenarien am Ende des Abschnitten gelten die glei-
chen Parameterkonstellationen nur mit Bezug auf die Erzeugung fehlender Werte in
der Stichprobe bzw. eines fixen Response-Vektors.

A.2.2.3 Verhältnisimputation aus Abschnitt 5.2.1.2

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariable: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1)

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der nach Modell (5.1) erzeugten me-
trischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit α̃ = 15 und β̃ = −1, 04

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 24 %

• Imputationsklassen: Keine Bildung von Imputationsklassen

A.2.2.4 Nearest-Neighbour-Imputation Abschnitt 5.2.2.2

Hier wurden zwei Szenarien verwendet.

1.Szenario der Nearest-Neighbour-Imputation:

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariable: Metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1)

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %
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• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der nach der nach Modell (5.1) erzeug-
ten metrischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit α̃ = 15 und β̃ = −1, 04

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 24 %

• Imputationsklassen: Hier wird eine synthetisch erzeugte Variable verwendet, welche
mit der metrischen Hilfsvariable aus (5.1) hoch korreliert ist.

2.Szenario der Nearest-Neighbour-Imputation:

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Gesamtanzahl der Kategorie 2 der Variable Haushaltsgröße

• Hilfsvariable: Einkommen

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der nach Modell (5.1) erzeugten me-
trischen Hilfsvariable (MAR) nach Formel (5.5) mit α̃ = 3 und β̃ = −0, 00003

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 24 %

• Imputationsklassen: Hier wird eine synthetisch erzeugte Variable verwendet, welche
mit dem Einkommen aus (5.1) hoch korreliert ist.

A.2.2.5 Predictive-Mean-Matching Abschnitt 5.2.2.3

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariablen: Haushaltstyp und metrische Hilfsvariable aus Modell (5.1)

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der nach Modell (5.1) erzeugten metri-
schen Hilfsvariable sowie dem Haushaltstyp (MAR) nach Formel (5.7) mit α̃ = 4.5,
β̃ = 0.5 und γ̃i in Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 -7.7 -10.1 -10.3 -10.0
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• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %

• Imputationsklassen: Imputationen werden innerhalb der Schichten durchgeführt

A.2.2.6 Erhöhung der Rate der fehlenden Werte Abschnitt 5.2.3.1

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariable: Haushaltstyp

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit α̃ = 8, 5 und γ̃i in Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 -7.7 -10.1 -10.3 -10.0

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 46 %

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen über den Haushaltstyp. Mittelwertim-
putation

A.2.2.7 Erzeugung fehlender Werte in den gering besetzten Kategorien
Abschnitt 5.2.3.2

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariable: Haushaltstyp

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 40.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei knapp
5 %

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit α̃ = 15, 5 und γ̃i in Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 -17 -17 2 2 1
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• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 20 %

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen über den Haushaltstyp. Mittelwertim-
putation

A.2.2.8 Vergleich unterschiedlicher Ausfallmechanismen aus 5.2.3.3

Hier wurden die drei Szenarien MAR, MCAR und NMAR verglichen. Diese unterscheiden
sich lediglich bezüglich der Generierung fehlender Werte. Für die übrigen Parameterkon-
stellationen siehe Abschnitt A.2.2.2.

Szenario MAR :
• Erzeugung fehlender Werte: siehe Abschnitt A.2.2.2

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %
Szenario MCAR :
• Erzeugung fehlender Werte: Fehlende Werte werden zufällig aus der Grundgesamt-

heit gezogen ohne die Berücksichtigung von Antwortwahrscheinlichkeiten

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %
Szenario NMAR :
• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit nach dem Untersuchungsmerkmal Ein-

kommen nach Formel (5.8) mit α̃ = 10.5 und β̃ = −0.000125

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %

A.2.2.9 Mittelwertimputation große Auswahlsätze Abschnitt 5.2.4.1

• Grundgesamtheit: Region 3 aus AMELIA in Abschnitt 5.1.1 beschrieben (821.472
Haushalte).

• Untersuchungsmerkmal: Einkommen

• Hilfsvariable: Haushaltstyp

• Stichprobendesign: Geschichtete Zufallsstichprobe (vgl. Abschnitt 5.1.1)

• Stichprobenumfang: Insgesamt bei 380.000 Haushalten, Gesamtauswahlsatz bei un-
gefähr 46 %

• Fall fehlender Werte: Es werden hier drei Szenarien gebildet, welche die Fälle der
Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit, Entstehung fehlender
Werte in der Stichprobe und eines fixen Response-Vektors berücksichtigen

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit des Haushaltstyps (MAR) nach Formel
(5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 -7.7 -10.1 -10.3 -10.0

• Ausfallrate: insgesamt bei ca. 21 %

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen über den Haushaltstyp
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A.2.2.10 Varianzzerlegung einfache Zufallsstichprobe 5.3

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Einfache Zufallsstichprobe

• Stichprobenumfang: Der Gesamtstichprobenumfang beträgt im Falle eines kleinen
Auswahlsatzes 40.000 (Gesamtauswahlsatz von 1,6 %), bei einem mittlerem Aus-
wahlsatz 125.000 (Gesamtauswahlsatz von 50 %) und bei einem großen Auswahlsatz
2.250.000 (Gesamtauswahlsatz von 90 %)

• Fall fehlender Werte: Abhängig vom betrachteten Szenario

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6). Im Falle einer kleinen Aus-
fallrate gilt α̃ = 7.7, bei mittlerer Ausfallrate beträgt α̃ = 5.7 im Falle einer großen
Ausfallrate gilt α̃ = 3.7. Für γ̃i gilt in allen Szenarios:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: Im Falle der kleinen Ausfallrate bei ungefähr 5 %, bei der mittleren
Ausfallrate bei ungefähr 22.5 % und bei der hohen Ausfallrate bei ungefähr 43 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.11 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Größe und kleiner
Auswahlsätze Abschnitt 5.4.1.1

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Größe (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: lh = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe
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• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.12 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall von heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Größe und mittlerer
Auswahlsätze Abschnitt 5.4.1.1

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Größe (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: lh = 10 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 125.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable
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A.2.2.13 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall homogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Größe und kleiner
Auswahlsätze Abschnitt 5.4.1.3

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Nach der Größe sortiertes normalverteiltes Untersuchungs-
merkmal aus Abschnitt 5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Größe (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Homogene PSU.

• Stichprobenumfang: lh = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.14 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Größe und großer
Auswahlsätze Abschnitt 5.4.2.1

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Größe (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: lh = 38 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 625.000 Einheiten auf der zweiten Stufe
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• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.15 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall homogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gleichen PSU-Größe und großer
Auswahlsätze Abschnitt 5.4.2.3

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Sortiertes normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Ab-
schnitt 5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gleiche Schicht- und PSU-Größe (50 PSU pro Schicht, 2.000 USU pro
PSU). Homogene PSU.

• Stichprobenumfang: lh = 38 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 625.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable
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A.2.2.16 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer gering variierenden PSU-Größe und
kleiner Auswahlsätze Abschnitt 5.4.3.1

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Gering variierende Schicht- und PSU-Größe (Die Schichtgröße variiert
von 46 bis 52 PSU pro Schicht, Die PSU-Größe variiert von 1.900 bis 2.100 USU
pro PSU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: lh = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.17 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer stark variierende PSU-Größe und
kleiner Auswahlsätze Abschnitt 5.4.3.1

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. Stark variierende Schicht- und PSU-Größe (Die Schichtgröße variiert von
40 bis 60 PSU pro Schicht, die PSU-Größe variiert von 1.000 bis 3.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.
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• Stichprobenumfang: lh = 5 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable

A.2.2.18 Ergebnisse mehrstufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung
auf der ersten Stufe für den Fall heterogener PSU,
Mittelwertimputation, einer stark variierende PSU-Größe und
großer Auswahlsätze Abschnitt 5.4.3.2

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufiges Stichprobendesign mit einer Schichtung auf der ers-
ten Stufe. stark variierende Schicht- und PSU-Größe (Die Schichtgröße variiert von
40 bis 60 PSU pro Schicht, die PSU-Größe variiert von 1.000 bis 3.000 USU pro
PSU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: lh = 38 PSU pro Schicht auf der ersten Stufe und ein Gesamt-
stichprobenumfang von 625.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable
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A.2.2.19 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
für den Fall heterogener PSU, einer gleichen PSU-Größe und
kleiner Auswahlsätze Abschnitt 5.4.4.1

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Gleiche PSU-Grö-
ße (2.000 USU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: l = 125 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation

A.2.2.20 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
für den Fall homogener PSU, einer gleichen PSU-Größe und kleiner
Auswahlsätze Abschnitt 5.4.4.2

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Sortiertes normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Ab-
schnitt 5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Gleiche PSU-Grö-
ße (2.000 USU). Homogene PSU.

• Stichprobenumfang: l = 125 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit
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• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation

A.2.2.21 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
für den Fall heterogener PSU, einer ungleichen PSU-Größe und
kleiner Auswahlsätze Abschnitt 5.4.4.3

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Ungleiche PSU-
Größe (Die Größe variiert zwischen 1.000 USU und 3.000 USU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: l = 125 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 25.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation
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A.2.2.22 Varianzzerlegung mehrstufiges Stichprobendesign ohne Schichtung
für den Fall heterogener PSU, einer gleichen PSU-Größe und
großer Auswahlsätze Abschnitt 5.4.4.4

• Grundgesamtheit: Nach Abschnitt 5.1.2 synthetisch erzeugte Grundgesamtheit
(2.500.000 Einheiten).

• Untersuchungsmerkmal: Normalverteiltes Untersuchungsmerkmal aus Abschnitt
5.1.2

• Hilfsvariable: Synthetisch erzeugte kategoriale Variable aus Abschnitt 5.1.2

• Stichprobendesign: Zweistufige Zufallsstichprobe ohne Schichtung. Gleiche PSU-Grö-
ße (2.000 USU). Heterogene PSU.

• Stichprobenumfang: l = 950 PSU auf der ersten Stufe und ein Gesamtstichproben-
umfang von 1.250.000 Einheiten auf der zweiten Stufe

• Fall fehlender Werte: Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

• Erzeugung fehlender Werte: In Abhängigkeit der synthetisch erzeugten kategorialen
Variable aus Abschnitt 5.1.2 (MAR) nach Formel (5.6) mit α̃ = 10, 5 und γ̃i in
Abhängigkeit der Kategorie:

Kategorie 1 2 3 4 5 6
γ̃i 0.0 2.0 2.0 -5.5 -5.5 -5.5

• Ausfallrate: ungefähr 22.5 %.

• Imputation: Bildung der Imputationsklassen nach der synthetisch erzeugten kate-
gorialen Variable. Anwendung von Mittelwertimputation
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A.2.3 Programm zur Erzeugung der Schichten und PSU in R
für das mehrstufige Stichprobendesign mit Stratifizierung
auf der ersten Stufe

Das folgende R-Programm bezieht sich auf die Generierung der PSU und der Schichten
im Falle einer stark variierenden PSU-Größe im mehrstufigen Stichprobendesign mit einer
Schichtung auf der ersten Stufe. Es orientiert sich an der Erzeugung der PSU in Bruch
et al. (2011).

psu s i z e<−c ( rep (2000 ,550) , rep (1000 ,200) , rep (3000 ,200) , rep
(1750 ,50) , rep (2250 ,50) , rep (1700 ,50) , rep (2300 ,50) , rep
(2500 ,50) , rep (1500 ,50) )

psu<−rep ( 1 : 1250 , sample ( psu s i z e , s i z e=length ( psugr ) , replace=F) )

sch<−rep (NA, length ( psu ) )
sch s i z e<−c ( rep (40 ,5 ) , rep (50 ,7 ) , rep (60 ,5 ) , rep (45 ,1 ) , rep (55 ,1 ) ,

rep (47 ,1 ) , rep (53 ,1 ) , rep (48 ,1 ) , rep (52 ,1 ) , rep (42 ,1 ) , rep (58 ,1 ) )
anzschGG<−25

schgrbez<−0

for ( i in 1 : anzschGG ){

schbez1<−c ( ( schgrbez +1) :sum( schgr [ 1 : i ] ) )

schgrbez<−sum( sch s i z e [ 1 : i ] )

sch [ psu %in% schbez1 ]<−i

}
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A.3 Simulationsergebnisse

A.3.1 Punktschätzer bezüglich des Vergleichs unterschiedlicher
Ausfallmechanismen in Abschnitt 5.2.3.3

Punktschätzung

MAR

MCAR

NMAR

0e+00 1e+10 2e+10 3e+10 4e+10

●● ●● ●●●●●● ●●●●● ●●●●● ●●●●●● ●●● ●●● ●●●●● ●●● ●●●●●●● ●●●●● ●●●●●●●●●●● ●●● ●● ●● ●● ●●●●● ●●●●●● ●●● ●● ●●●●● ●●● ●●●●●●● ●●● ●●● ●●●●● ●●●●●●● ●●●● ●●●●●

●● ●●●●● ●● ●● ●●●●●● ●●● ●● ●●● ●●●●● ●●●● ●●● ●● ●●● ●● ●●● ●● ●●●● ●●● ●●●● ●● ●●● ●●●● ●●●● ●●● ●●●●●●● ●●●●●●●●● ●●● ●●● ●●●● ●●● ●●● ●●● ●● ●●●●●●●●●●●●●●● ●●● ●●● ●●● ●●● ●● ●● ●●● ●●●●●●●●● ●●

●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●●

●

●

●

Abbildung A.1: Vergleich der Punktschätzer unter unterschiedlichen Ausfallmechanismen

Abbildung A.1 zeigt die Punktschätzungen unter den verschiedenen Ausfallmechanismen
aus Abschnitt 5.2.3.3. Wie an der Abbildung zu sehen ist, ist der Punktschätzer im Fal-
le von MCAR und MAR unverzerrt. Bei Vorliegen von NMAR ergeben sich große Un-
terschätzungen.
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A.3.2 Vergleich der direkten Varianzschätzer im Falle von
Regressionsimputation

Relativer Bias der Varianzschätzung

Dir

Reg

−0.3 −0.2 −0.1 0.0 0.1

●●

●●

●

●

MAR, Kor gering

●●●●●●

●●●●● ●

●

●

MAR, Kor hoch

Dir

Reg

●● ●●●●● ●●●●

●● ●●●●● ●●●●

●

●

MCAR, Kor gering

−0.3 −0.2 −0.1 0.0 0.1

●● ●●●●● ●

● ●● ●●●●

●

●

MCAR, Kor hoch

Abbildung A.2: Vergleich der direkten Varianzschätzer im Falle von Regressionsimputa-
tion und der einfachen Zufallsstichprobe

Abbildung A.2 zeigt die Anwendbarkeit der direkten Varianzschätzer für Regressionsim-
putation aus Abschnitt 3.6.4 im Falle der einfachen Zufallsstichprobe.1 Dabei wird un-
terschieden zwischen den Ausfallmechanismen MAR und MCAR, sowie einer hohen und
niedrigen Korrelation bezüglich x und y. Es werden der Schätzer aus (3.51), bezeichnet

1 Es liegt grundsätzlich die Grundgesamtheit AMELIA aus Abschnitt 5.1.1 zugrunde mit dem Unter-
suchungsmerkmal Einkommen. Jedoch wird keine Schichtung vorgenommen. Der Stichprobenumfang
beträgt 40.000 Haushalte. Der Ausfall wird nach einer metrischen Hilfsvariable erzeugt, welche nach
Modell (5.1) in Abhängigkeit der Korrelation von y und x erzeugt wird. Im Falle der hohen Korrela-
tion liegt die Korrelation bei ungefähr 95 %, bei einer niedrigen Korrelation bei ungefähr 10 %. Die
Ausfallrate liegt 24 %. Nur im Szenario mit hoher Korrelation und MAR liegt sie bei 19 %.
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durch Dir und der Schätzer aus (3.52) bezeichnet durch Reg verglichen. Letzterer stellt die
Anwendung des Regressionsschätzers nach Kim (2001) dar. Die Ergebnisse zeigen, dass
das Verfahren nur bei einem starken Regressionszusammenhang mit hoher Korrelation
und im Falle von MAR verwendet werden kann. Der direkte Varianzschätzer aus (3.51)
kann nur im Falle von MCAR benutzt werden. Hier liegt auch der uniforme Antwortme-
chanismus vor, welches die zentrale Annahme dieses Schätzers ist.

A.3.3 Regressionsimputation mehrstufiges Stichprobendesign
mit einer Stratifizierung auf der ersten Stufe

Varianzschätzung

Resc_K1_K2_K3_K4

Resc_K1_K3_K2K4

0e+00 1e+11 2e+11 3e+11 4e+11

●●● ●●●●

●●● ●●●● ●●● ●

●

●

Abbildung A.3: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Regressionsimputation,
kleinen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

Die Abbildungen A.3 und A.4 zeigen die Ergebnisse für die Schätzer Resc K1 K2 K3 K4
und Resc K1 K3 K2K4 bzw. Resc K1 K2 K3 K4 KF und Resc K1 K3 K2K4 KF im Fal-
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le der Anwendung von Regressionsimputation.2 Es ist zu sehen, dass die Schätzer sowohl
bei kleinen wie großen Auswahlsätzen auch für diese Imputationsmethode unverzerrt sind.

Resc_K1_K2_K3_K4_KF

Resc_K1_K3_K2K4_KF

0.0e+00 2.0e+09 4.0e+09 6.0e+09 8.0e+09 1.0e+10 1.2e+10

Varianzschätzung

● ●● ●●● ●

●● ● ● ●●●●

●

●

Abbildung A.4: Vergleich beim zweistufigen Stichprobendesign, Regressionsimputation,
großen Auswahlsätzen, heterogenen PSU, einer gleichen PSU-Größe,
MAR und Entstehung variabler fehlender Werte in der Grundgesamtheit

2 Es gilt hier die Grundgesamtheit aus 5.1.2 des zweistufigen Stichprobendesigns mit einer Stratifizierung
auf der ersten Stufe. Des Weiteren liegt die Parameterbeschreibung aus 5.1.5 zugrunde, wenn der Ausfall
nach der ersten metrischen Hilfsvariable erzeugt wird.
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