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1 Einleitung und Ubersicht iiber die Hauptergebnisse der Arbeit
1.1 Uberkonvergenz von Potenzreihen

Wir betrachten eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1:

1

v =1 (1.1)

f(z2)= iavzv , ﬁ|av
v=0

V—oo

n
und bezeichnen mit s, (z) = Zavz" ihre n-te Teilsumme.
v=0

Die Folge dieser Teilsummen konvergiert bekanntlich kompakt im Einheitskreis
ID = {z:|z|<1} gegen f(z) und divergiert in jedem Punkt z¢ ID mit grofer
Geschwindigkeit. Die Menge W(f) der Konvergenzpunkte von {s,(z)} enthilt also ID

und hochstens noch Teilmengen von JID . Dies schlieBt jedoch nicht aus, dass eine Teilfolge

der Teilsummen auch noch auflerhalb von W(f) konvergieren und sogar kompakt

konvergieren kann.

Die Potenzreihe f(z) = Z a, -z" vom Konvergenzradius 1 heif3it iiberkonvergent im Punkt
v=0

zo¢ WY(f), wennes eine an z, konvergente Teilsummenfolge {snk (z)} gibt, und sie heif3t
kompakt iiberkonvergent in einem Gebiet G & ID , wenn eine Teilsummenfolge {snk (z)} in
G kompakt konvergiert. Gilt hierbei G NdID # O, so wird die Funktion f(z) vermoge
{snk (z)} aus ID heraus in das Gebiet G analytisch fortgesetzt.

Wir konnen der Uberkonvergenz auch die folgende Bedeutung geben: Das Konvergenzgebiet
einer Potenzreihe wird dadurch vergroBert, dass ihre Glieder in geeigneter Weise ohne

Anderung der Reihenfolge (also durch Klammersetzung) zusammengefasst werden.

Die ersten Beispiele iiberkonvergenter Potenzreihen werden von Porter [25] und Jentzsch [4]
angegeben. Von Ostrowski [21] stammt die folgende einfache Konstruktion.
Die Funktion f werde definiert durch die Polynomreihe

f(2)= i{#} :

v=0
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sie ist holomorph im Innengebiet G der Lemniskate |z (z- 1)| =2 und kann nach dem
Hadamardschen Liickensatz iiber G hinaus nicht analytisch fortgesetzt werden. Da G den
Einheitskreis ID enthéltund z=-1 € JID ein singuldrer Punkt von f ist, hat die

Potenzreihe
f@=Ya,z"
v=0

den Konvergenzradius 1, und man bestitigt leicht, dass
2.4% k 4"
v z-(z—1
S, 4 (Z) :Zavz :Z{¥}
v=0 v=0 2
gilt, und diese Teilsummenfolge somit in G kompakt konvergiert. Da G den Einheitskreis

echt enthillt, ist die konstruierte Potenzreihe in G iiberkonvergent.

Die Idee zur Konstruktion iiberkonvergenter Potenzreihen mittels geeigneter Polynomreihen

benutzen wir zum Beweis des folgenden Ergebnisses.

=

Satz 1.1: Es sei {nk}

.., €ine vorgeschriebene Folge natlirlicher Zahlen, die W A>1

n;

fir alle ke IN erfiillen.

Dann gibt es eine Potenzreihe f(z) = Zavz" mit dem Konvergenzradius 1 und ein
v=0

Gebiet G D ID mit G # ID, so dass die Folge der Teilsummen s, (z) = Zavzv in

v=0
G kompakt konvergiert. Die Funktion f istiiber G hinaus nicht analytisch

fortsetzbar.

Beweis: Wir wihlen eine natiirliche Zahl p > % und betrachten die Polynomreihe

c . 2"(+z L’iﬂ
f(=>P(z) mit P(2)= 2Zd+2) .
k=0 2
Diese konvergiert kompakt im Innengebiet G der Lemniskate L = {z : ‘z” 1+ z)‘ = 2}.
Die Funktion f istdaherin G holomorph und hat nach dem Hadamardschen

Liickensatz L =09G zur natiirlichen Grenze. Es gilt ID\{l}c G und 1€ 9G.

Wir betrachten die Potenzreihe von f
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f(z):iavzv ,
v=0

die offensichtlich den Konvergenzradius 1 hat.

Es gilt
ny
(p+D)-|——|<n (1.2)
p+1
und fiir alle geniigend grofen & ist
nk<ﬂnk_p<ink+l_p<p M . (1.3)
1 A p+1 p+1
)

Der hochste Exponent von z im Polynom P, (z) ist (p+1)- { M
p+

J , der niedrigste

n
in P (z) ist p-|—L 1.
i1 (2) p {p_l_l}

Wegen der Ungleichungen (1.2) und (1.3) gibt es nur endlich viele P, (z), die Terme
mit gleichen Exponenten von z enthalten. Die Potenzreihe von f entsteht daher aus

der Polynomreihe durch Auflosen der (unendlich vielen) Klammern und endlich vielen

Umordnungen sowie Klammersetzungen. Fiir alle geniigend grolen k gilt daher

ny k
s, (2)=Ya,2" =Y P2 ,
v=0 v=0
und die Teilsummenfolge {snk (z)} konvergiert folglich kompakt in G . Damit ist der

Satz bewiesen. o

Wir bemerken noch, dass die soeben konstruierte Potenzreihe Liicken besitzt, es gilt ndamlich
a, =0 fiir Dy <V<gq,

v

mit

Dabei erhalten wir
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lim % > 1+4

Eﬂpk 1+&

>1 .

Der Zusammenhang zwischen Uberkonvergenz und dem Auftreten gewisser Liicken in der
Koeffizientenfolge der betreffenden Potenzreihe wurde von Ostrowski detailliert untersucht;
im Kapitel 3 geben wir einen Uberblick iiber die wichtigsten und fiir unsere Arbeit relevanten

Resultate dieser Theorie. Die dortigen Ergebnisse werden unter anderem zeigen, dass die

,,Dichtebedingung* Ml S 14 2> 1 fiir eine iberkonvergente Teilsummenfolge {snk (Z)} in
ny

gewisser Hinsicht bestmoglich ist.

1.2 Uberkonvergenz von Matrix-Transformierten

Es sei A:[anv] eine zweifach unendliche Matrix mit komplexen Eintrigen

nv

a (n,v =0,1,...). Fiir Potenzreihen f(z)= Zavz” mit dem Konvergenzradius 1 bilden
v=0

wir die A — Transformierten
oM (z)=0,(2) :=Zanvsv(z) , 8,(2) =Zaﬂz” . (1.4)
v=0 ‘u:()

Die betrachtete Potenzreihe heiflit an der Stelle ze € A - summierbar zum Wert o(z),
wenn die Reihen (1.4) fiir dieses z konvergieren und
li£n o0,(z2)=0(2)

gilt. Die Menge aller Punkte, in denen A — Summierbarkeit vorliegt, bezeichnen wir mit

¥, ().
Es stellt sich die Frage, ob auch die A— Transformierten Uberkonvergenz-Phinomene
aufweisen konnen. In Analogie zur Situation bei Potenzreihen konnen wir folgendes

definieren.

Die Potenzreihe f(z)= Zav 7" vom Konvergenzradius 1 heiflt A-iiberkonvergent im
v=0

Punkt z,¢ ¥,(f), wenn es eine konvergente Teilsummenfolge {O‘nk (2, )} gibt, und sie

heiit kompakt A-iiberkonvergent in einem Gebiet G & ID, in welchem {O‘n(z)} nicht
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kompakt konvergiert, wenn es eine in G kompakt konvergente Teilsummenfolge {Gnk (z)J"

gibt.

Das folgende einfache Beispiel zeigt, dass Uberkonvergenz-Phinomene auch bei Matrix-

Transformierten von Potenzreihen auftreten.

Beispiel 1.1: Wir betrachten die C, -Mittel (arithmetische Mittel) einer Potenzreihe

f(»)= Z a, -z mit dem Konvergenzradius 1. Hier gilt
v=0

1 & 1 &
o, ()=—) 5, (z2)=——)> (n+1-v)-a,z7" =
,(2) n+1§ (2) n+1§( )

z
n+l1

=5 () -——= Ve =5, ()-——s() . (L)

n+1,:-
Ist nun die betrachtete Potenzreihe iiberkonvergent und konvergiert {snk (z)J" kompakt
im Gebiet G gegen f(z), so konvergiert {s;k (z)J" in G kompakt gegen f'(z),

und aus der Darstellung (1.5) folgt, dass {O‘nk (z)Jl in G kompakt gegen f(z)

konvergiert. O

Ziel dieser Arbeit ist eine systematische Untersuchung des Verhaltens der Teilfolgen von
Matrix-Transformierten von Potenzreihen, ihren Konvergenz- und Approximations-
eigenschaften, sowie der Struktur der zu erhaltenen Grenzfunktionen. Wir kniipfen dabei an
die Untersuchungen von Luh [5] und Otzen [22] an.

Luh [5] betrachtet in seiner Arbeit von 1970 Dreiecksmatrizen A:(a'w) (hier gilt also

«,, =0 firalle v > n), die folgende Bedingungen erfiillen:

lim z a, =1 (Zeilensummenbedingung),
n—oo 0
lime,, =0 (veIN,) (Spaltenbedingung).

n—oo

Er studiert Uberkonvergenz-Phinomene und universelle Approximationseigenschaften

solcher A-Transformierten o,(z) = z a,, -s,(z) von Potenzreihen.
v=0
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In der Arbeit von Otzen [22] werden Matrizen A=(c,,) untersucht, die zeileninfinit sein
konnen und die mit einer Teilfolge {/lk }k der natiirlichen Zahlen und M = {,uo, ,ul,...} die

folgenden Bedingungen erfiillen:

M1) lime,, =0 (veIN,) (Schwache Spaltenbedingung),

n—yoo
neM

1
M2)  limle, [v =0  firalle ne M,

(M3) limZanV =1 (Schwache Zeilensummenbedingung).

N
ZEA,;O v=0

Die GroBenordnungsbeziehung (M?2) der Matrixelemente, die an die Stelle der bei Luh
geforderten Zeilenfinitheit von A tritt (und fiir solche Matrizen trivialerweise erfiillt ist),
sorgt dafiir, dass die gemdl (1.4) gebildeten Transformierten fiir alle ne M in C

kompakt konvergieren und die betreffenden ©,(z) ganze Funktionen sind.

Otzen beweist die Ergebnisse von Luh fiir diese groflere Klasse von Matrizen. Bei beiden
Autoren brauchen die zugrunde liegenden Matrizen iibrigens weder permanent noch PR-

permanent zu sein (siehe hierzu Kapitel 4).

Ein entscheidender Nachteil der Untersuchungen von Luh und Otzen besteht darin, dass die

Uberkonvergenzeigenschaften (insbesondere bei den FErgebnissen iiber universelle

Approximation) auf Mengen in ID" studiert werden. Wir lassen in dieser Arbeit aber auch
Mengen zu, die den Rand JID des Einheitskreises treffen diirfen. Diese, auf den ersten
Blick nur geringfiigige Verallgemeinerung hat aber einen ganz entscheidenden Vorteil:
Eine Potenzreihe f(z)= iav -z¥ mit dem Konvergenzradius 1 erzeugt fiir z=e'"” € oID
v=0
eine (formale) trigonometrische Reihe
iave’w’ = iav (cosvp+isinve)
v=0 V=0
und die A- Transformierten einer solchen Potenzreihe
o v
o,(2)= Zafnv Zaﬂ (cos 1@ +isin up)
V=0 4=0
stellen eine Folge trigonometrischer Reihen dar, fiir die Uberkonvergenz- und universelle
Approximationseigenschaften diskutiert werden konnen. Diese modifizierte Betrachtungs-
weise wird es uns unter anderem ermoglichen, universelle trigonometrische Reihen zu

konstruieren, die die fast-iiberall-Approximation aller messbaren Funktionen zulassen.
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1.3 Ubersicht iiber die Hauptergebnisse der Arbeit

Kapitel 2 dieser Arbeit stellt drei Ergebnisse bereit, die als Hilfsmittel fiir die Beweise der
zentralen Sidtze benotigt werden: eine Aussage iiber das Wachstum der Teilsummen von
Potenzreihen, welche uns fiir den Beweis der Approximationseigenschaft der Matrix-
Transformierten eine notwendige Abschitzung liefert, und die beiden bedeutenden

Approximationssidtze von Runge und Mergelyan.

In Kapitel 3 wird ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten Begriffe und Ergebnisse aus der
Uberkonvergenz-Theorie von Ostrowski gegeben. Ostrowski kommt zu dem Ergebnis, dass
ein Zusammenhang zwischen dem Auftreten von Uberkonvergenz und dem Vorhandensein

von Liicken in der Koeffizientenfolge der Potenzreihe besteht.

Unendliche Matrizen und die durch sie gebildeten Transformierten von Potenzreihen sind
Gegenstand des Kapitels 4. Es werden die fiir unsere Arbeit notwendigen Definitionen
gegeben. AuBlerdem stellt dieses Kapitel die Ergebnisse von Luh (Satz 4.2) und Otzen (Satz
4.3) bereit, die den Ausgangspunkt fiir unsere Betrachtungen darstellen. Wir werden analoge

Aussagen mit modifizierten Voraussetzungen beweisen.

Fiir eine kompakte Menge K — € sei A(K) die Familie aller Funktionen f, die stetig auf

K und holomorph auf dem Inneren Io( von K sind, und fiir ein Gebiet G C , G#C

sei M (G) die Familie aller kompakten Mengen K c G, deren Komplement K°

zusammenhéngend ist.

Kapitel 5 beinhaltet zwei der Hauptergebnisse dieser Arbeit. Eines dieser Ergebnisse ist:

Satz 5.1: Es sei G ein einfach zusammenhédngendes Gebiet mit /D c G und IDZG.
Ferner seien endlich oder abzihlbar viele paarweise disjunkte kompakte Mengen

K,,K,... aus M(G) und f, € A(K,) gegeben. Die Matrix A=(c,,) erfiille die

Matrixbedingungen (M1)—(M3). Dann gibt es eine genau in G holomorphe Funktion

f,, deren Potenzreihe f,(z)= Zavzv folgende Eigenschaft hat:

v=0

Es existiert eine Folge {nk }k, sodass 0, (z)= Za s,(z) in G kompakt gegen

v v
v=0
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fo(z),und in jedem K, gleichmiBig gegen f, konvergiert. Uberdies divergiert

{O-nk (z)} in allen Punkten einer dichten Teilmenge von {G ) U K m} .

m=1

Zudem wird mit Satz 5.3 eine Aussage iiber die universelle Approximation von Funktionen
auf kompakten Mengen bewiesen. Fiir den Beweis dieses Satzes ist eine Aussage (Satz 5.2)
iiber die Ausschopfung des Komplementes eines Gebietes durch spezielle kompakte Mengen
notwendig, die schon bei Melas und Nestoridis [14] fiir gewisse offene Mengen zu finden ist,

die aber hier mit einer viel einfacheren Methode bewiesen wird.

In Kapitel 6 beschiftigen wir uns mit der Theorie der universellen Approximation. Im
Bereich der reellen Zahlen hat sich Fekete [23] 1915 mit der Frage nach der Existenz einer
universellen Potenzreihe, deren Teilsummen fiir die Approximation stetiger Funktionen

verwendet werden konnen, beschéftigt. Er bewies die Existenz einer universellen Potenzreihe

=

Zav -x", so dass zu jeder auf dem Intervall [— 1,1] stetigen Funktion f mit f(0)=0

v=1

eine von f abhingige Folge {nk} existiert, fiir welche die Folge der Teilsummen
Zav -x" in [— 1,1] gleichmiBig gegen f(x) konvergiert.

v=1

Die universelle Approximation im Komplexen ist zuerst im Zusammenhang mit dem
Verhalten ganzer Funktionen in der Umgebung von oo von Birkhoff [1] und Seidel und
Walsh [28] untersucht worden. Chui und Parnes [2] sowie Luh ([5], [10]) untersuchten die
universelle Approximation bei Uberkonvergenzproblemen. Letzterer hat bewiesen, dass auch
die Teilfolgen von Matrix-Transformierten von Potenzreihen zur universellen Approximation

verwendet werden konnen. Von Luh [8] stammt folgendes Ergebnis:

Fiir eine untere Dreiecksmatrix A , die die Zeilensummen- und Spaltenbedingung

erfiillt, existiert eine ,,universelle* Potenzreihe Zav -z” vom Konvergenzradius 1, so
v=0

dass fiir jedes in |z| >1 gelegenes Kompaktum K, dessen Komplement

zusammenhéngend ist, und jede Funktion fe A(K) gilt:

Es gibt eine Folge {n, }k, sodass o, (z)= ZOtnkv -5, (z) auf K gleichmiBig gegen

v=0

f(z) konvergiert.
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Otzen [22] lieferte eine modifizierte, zu Luh analoge Aussage iiber die Eignung von Matrix-
Transformierten von Potenzreihen zur universellen Approximation, indem er allgemeine,

unendliche Matrizen betrachtete, welche die Matrix-Bedingungen (M1)—(M3) erfiillen

miissen.
Wir beweisen die Existenz einer universellen Potenzreihe, die sich zur Approximation

holomorpher und messbarer Funktionen auBlerhalb eines vorgegebenen, einfach

zusammenhingenden Gebietes G eignet, wobei ID Cc G, ID ¢ G gilt. Wir schlieBen die
Randpunkte von G nicht aus unseren Betrachtungen aus.

Folgendes Ergebnis wird bewiesen:

Satz 6.2: Es sei G ein einfach zusammenhédngendes Gebiet mit ID c G, ID ¢ G und

A= (0{ ) eine Matrix, die die Bedingungen (M1)—(M3) erfiillt. Dann existiert eine

nv

genau in G holomorphe Funktion f, mit f,(z)= Zav -z", fiir deren Teilsummen

v=0

s, (z)= Zaﬂ -z Folgendes gilt:
#=0

a) Es gibt eine Folge {mk }k , so dass

O’mk(z)=20(mkv~sv(z) in G kompakt gegen f,(z) konvergiert.

v=0
b) Zujedem Kompaktum K € M (G) und zu jeder Funktion ge A(K) gibtes eine

Teilfolge {pk}k von {mk}k,so dass

o, (Z)=20(pkv-sv(z) auf K gleichmiBig gegen g(z) konvergiert.
v=0

¢) Zu jeder offenen Menge O — G° mit einfach zusammenhingenden Komponenten

und jeder auf O holomorphen Funktion /4 gibt es eine Teilfolge {Clk }k von

{mk }k , so dass

qu(z)zZaqu-sv(z) in O kompakt gegen h(z) konvergiert.
v=0
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d) Zu jeder messbaren Menge S < G° und jeder auf S messbaren Funktion w gibt

es eine Teilfolge {f, }k von {mk }k , so dass

o, (2) =Zarkv -5,(z) auf § fastiiberall gegen w(z) konvergiert.
v=0

Im Jahr 1945 bewies MensSov [15] die Existenz einer universellen trigonometrischen Reihe

=

Z{av cosvt+b, sin v} mit der Eigenschaft, dass zu jeder auf [0,27[] messbaren Funktion ¢
v=0

eine Folge {nk} existiert, so dass die Folge der Teilsummen s, (¢) :Z{av cosvi+b, sinvt}
v=0

fast tiberall auf [0,27[] gegen ¢(t) konvergiert. Bernal-Gonzélez, Calder6n-Moreno und

Luh [11] bewiesen im Jahr 2003, dass auch Matrix-Transformierte von trigonometrischen

Reihen universelle Approximationseigenschaften aufweisen.

Essei A=(a,,) eine Dreiecksmatrix, welche die zwei Bedingungen

lime,, =0 fiiralle ve IN,,

n—soo

n—oo

lim) a,, =ae C\{0}
v=0

erfiillt. Dann gibt es eine trigonometrischen Reihe Zav {cosvr +i-sinvt} mit
v=0

P 1 n
lim|av|v =1, so dass fiir die Folge der A -Transformierten o, (t)= ZO(W -5, () mit

V—>00
v=0

s, ()= Zav {cosvr +i-sinw} gilt:
v=0

Esseien ¢ und ¥ zwei reellwertige, auf [0,27[] messbare Funktionen. Dann

existiert eine Teilfolge {nk}, so dass

Reo, (1)5— ¢(1)
o, (O} fast iiberall auf [0,27] gilt.

Imio, (0} - ()

Die Frage nach Universalitit und Summierbarkeit von trigonometrischen Reihen wird in

Kapitel 7 untersucht und beantwortet. Wir betrachten aber im Unterschied zu

voranstehendem Ergebnis eine allgemeinere Matrix, welche die modifizierten Matrix-

bedingungen (M1)—(M3) erfiillt, und beweisen analog die Existenz einer trigonometrischen
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Reihe, die sich zur Approximation stetiger und messbarer Funktionen auf dem Rand des

Einheitskreises eignet.

An dieser Stelle mochte ich Herrn Professor Doktor Wolfgang Luh ganz herzlich danken, der
mir die Méglichkeit zur Promotion neben meiner ,,normalen‘ Arbeit gegeben hat.
Mein Dank gilt auch Frau Professor Doktor Susanne Dierolf fiir die Erstellung des

Zweitgutachtens.



2 Das Wachstum der Teilsummen von Potenzreihen, die
Approximationssitze von Runge und Mergelyan

Wir betrachten eine Potenzreihe  f(z) :zav -z"  mit Konvergenzradius 1 und den

Teilsummen Sn(Z):zav‘Zv (ne IN) . Die Folge {Sn(Z)} der Teilsummen der

v=0

Potenzreihe konvergiert im Einheitskreis ID := {ze C :|z|<1} kompakt gegen f(z) und

divergiert in allen Punkten ze ID". Es stellt sich die Frage, wie ,,stark* {sn(z)} in ID’
divergiert.

Der folgende Satz trifft eine Aussage tiber das Wachstum der Teilsummen von Potenzreihen
auflerhalb ihres Konvergenzkreises. Dieses Ergebnis liefert uns fiir den Beweis der
Approximationseigenschaft der Matrix-Transformierten in den Sitzen des fiinften Kapitels

eine notwenige Abschitzung.

Satz 2.1: Die Potenzreihe f(z)= Zav -z" habe den Konvergenzradius 1. Dann gilt fiir die

v=0

Teilsummen s,(z)=Y a,-z" undjedes R>1:
v=0

1

s (z)ﬂ

hm[max
Beweis: Es sei ein € >0 gegeben. Da die Potenzreihe den Konvergenzradius 1 hat, gilt
limla, |v =1. (2.1.1)

Es gibt also eine Konstante M =M (€), so dass fiir alle ve IN, gilt

la,|<M-(1+€)".
1. Es sei ein R=1 gegeben. Fiir die Teilsummen der Potenzreihe gilt Folgendes:

FONSEIE YANE

(z)| = max

12
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<M -i(1+g)v ‘R"<M-(n+1)-[(1+¢&)-R]".

v=0
Hieraus folgt

1

hm[max|s (z)ﬂ <(+é¢)-R

n—o0

1

Da ¢£>0 beliebig war, erhalten wir En{max s, (z)ﬂn <R

n—»o0 ‘z‘SR

n—eol |z|<

2. Nun nehmen wir an, fiirein R>1 wiirde hm[max s (z)ﬂ <R gelten.

Es gibt dannein Se (O,R) undein Ne IN ,sodass fiiralle n>N gilt

r‘lzl‘g;qsn (z)| <S".

Wegen a, 7" =s,(2)—s, ,(z) folgtfiiralle n>N

+max S, 1(z)|SS" +8=g" .(l+é).

1

1 -
Wir erhalten die Abschitzung |an < (1+ %)” '%, und daher

11m|

n—>c0

n£§<1
R

im Widerspruch zu (2.1.1). O

Fiir die Beweisfithrung der Hauptergebnisse im fiinften Kapitel bendtigen wir ferner eine
Aussage iiber die Approximation holomorpher Funktionen durch Polynome. Die folgenden

zwel Sitze spielen in der komplexen Approximationstheorie eine bedeutende Rolle.

Definition 2.1: Wir bezeichnen mit M die Klasse aller kompakten Mengen K c €, deren

Komplement K°:=(C\K zusammenhingend ist.
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Satz 2.2 (Runge, [27]): Es sei K€ M ,und die Funktion f holomorph auf K .Dann gibt

es zu jedem &£>0 ein Polynom P, fiir welches gilt:

mI?X|f(z) - P(z)| <E.

Einen Beweis findet man z.B. bei Rudin ([26], S. 272).

Es stellt sich die Frage, ob die Voraussetzungen im Satz von Runge noch weiter

abgeschwicht werden konnen. Der Satz von Mergelyan ist das bestmdogliche Ergebnis:

Satz 2.3 (Mergelyan, [16]): Es sei K € M und die Funktion f stetigauf K und

holomorph im Inneren I(;' von K .Dann gibt es zu jedem £ >0 ein Polynom P, fiir
das gilt:
max|f(2) = P(z) <& .

Einen Beweis findet man z.B. bei Rudin ([26], S. 390).

Bemerkung 2.1: Der Satz wird fiir jedes Kompaktum K falsch, dessen Komplement K°

nicht zusammenhingend ist. Denn in diesem Fall besitzt K¢ eine beschrinkte

Komponente G,.Esseinun z,€ G, und m:= max|z - Zo| . Die Funktion
K

ist holomorph auf K . Wir nehmen an, dass es ein Polynom P mit

f(2)=

Z— ZO
folgender Eigenschaft gibt:

max|f(z) — P(Z)| < 1 .
K m

Wir erhalten dann die Abschitzung:

max|1—(z—zo)'P(z)| = max <
K K

(Z_Zo)'( ! _P(Z)J
-2,

< max|z — 2| max|f (2) - P(2) < m% =1.

Da G_0 kompakt ist, nimmt der Betrag des Polynoms P(z)=1—(z- Z,) - P(z) sein

Maximum auf dem Rand von G, an, dabei gilt dG, c K . Nach dem
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Maximumprinzip muss also fiir alle ze G, gelten: | 1-(z—z,)-P(2) |<1.

Das ergibt fiir z =7z, einen Widerspruch. O

Diese Bemerkung beweist also, dass die Voraussetzung des zusammenhingenden

Komplementes K° des Kompaktums K der beiden voranstehenden Séitze nicht

abgeschwicht werden kann.

Bemerkung 2.2: Wenn die Funktion f auf dem Kompaktum K durch Polynome beliebig

gut approximierbar ist, dann ist die Funktion f notwendigerweise stetig auf K und

holomorph in Io( .

Bemerkung 2.3: Wir weisen darauf hin, dass sowohl beim Satz von Runge als auch beim

Satz von Mergelyan der Grad des Polynoms, welches f auf K approximiert,

beliebig grofl gewihlt werden kann.

k
Gilt némlich fiir das Polynom P(z) = a,z"

max|f (2) = P3| <

und istein /€ IN vorgeschrieben, so hat das Polynom Q(z) = P(z) +b,z’ mit b, #0

mindestens den Grad [, und bei geniigend kleiner Wahl von |b,| gilt

max|f (2) - Q)| < €.



3 Ergebnisse aus der Ostrowskischen Theorie der
Uberkonvergenz

Wir geben hier eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten Begriffe und Ergebnisse der

Ostrowskischen Uberkonvergenztheorie, die in den Originalarbeiten [18]-[21] zu finden sind.

Es sei wiederum die Potenzreihe f(z)= Zav -z" mit Konvergenzradius 1 und den
v=0

Teilsummen Sn(Z):Zav'ZV (ne IN) gegeben.

v=0

Die Menge W(f) aller Konvergenzpunkte der Folge {sn (z)} enthilt den Einheitskreis und
unter Umstidnden auch Punkte ze € mit |z| =1. Trotz der Divergenz der Teilsummenfolge
{sn(z)} auBerhalb des Einheitskreises kann es eine Teilfolge {nk} geben, so dass die Folge
{snk (z)} auch in Punkten ze € mit |z| >1 konvergiert. Dies fiihrt zum Begriff der

Uberkonvergenz bzw. der kompakten Uberkonvergenz:

Definition 3.1: Die Potenzreihe f(z)= Z a, - 7" vom Konvergenzradius 1 heifit
v=0

iberkonvergent im Punkt z,¢ W(f), wenn es eine an z, konvergente

Teilsummenfolge {snk (z)} gibt;

kompakt iiberkonvergent in einem Gebiet G & ID , wenn eine Teilsummenfolge

{Snk(z)} in G kompakt konvergiert.

Gilt GNIID # &, dann wird die Funktion f durch die Teilsummenfolge {snk (z)} in das

Gebiet G analytisch fortgesetzt.
Mit der kompakten Uberkonvergenz steht der Begriff der Hadamard-Ostrowski-Liicken in

engem Zusammenhang:

Definition 3.2: Die Potenzreihe f(z)= Z a, -z" vom Konvergenzradius 1 besitzt
v=0

Hadamard-Ostrowski-Liicken (kurz H.-O.-Liicken) {pk,qk}, wenn folgende

Eigenschaften erfiillt sind:

16
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a) p,.q, sind natiirliche Zahlen mit p, <gq, < p, <q,<...;

b) miteinem A>1 gilt: Ik 52 firalle ke IN ;
P

c) fir I:=O(pk,qk) gilt: Eg|av|i<1.
k=1

vel

Wenn fiir vel alle Koeffizienten a, gleich Null sind, sprechen wir von

reinen H.-O.-Liicken.

Zwischen dem Auftreten von Uberkonvergenz und dem Vorhandensein von Liicken in der
Koeffizientenfolge der Potenzreihe besteht ein Zusammenhang, wie Ostrowski gezeigt hat. Er
gelangte zu dem Ergebnis ([18], S. 557), dass jede analytisch fortsetzbare Potenzreihe mit H.-
O.-Liicken iiberkonvergent ist. Es gilt:

Satz 3.1 (Uberkonvergenzsatz von Ostrowski): Die Potenzreihe f(z) = Z a,-z" vom
v=0

Konvergenzradius 1 besitze eine Folge von H.-O.-Liicken {pk 24, }k ,undes sei f
tiber den Einheitskreis hinaus analytisch fortsetzbar. Dann gibt es ein Gebiet, das den

Einheitskreis /D und jeden Holomorphiepunkt z,€ dID von f enthilt, in dem die

Folge {s ” (z)}k kompakt konvergiert.

Der Ostrowskische Uberkonvergenzsatz ist im gewissen Sinn umkehrbar. Denn Ostrowski hat
gezeigt ([20], S. 185), dass jede iiberkonvergente Potenzreihe auch notwendigerweise H.-O.-

Licken besitzt:

Satz 3.2 (Ostrowski): Besitzt eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius 1 eine kompakt

iberkonvergente Teilsummenfolge {snv (z)}, so gibt es eine Folge {pk ,qk} von H.-O.-

Liicken mit

n, e U(pk’qk)‘
k=1
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Die ,,GroBe” des nach Satz 3.1 gesicherten Gebietes, in dem Uberkonvergenz auftritt, ist
weitgehend unbekannt. Intuitiv vermutet man, dass die ,,Groe* des Gebietes mit der
Liickenldnge zunimmt.

Ostrowski hat die Frage nach der ,,GroBe* des Uberkonvergenzgebietes fiir eine wichtige
Klasse von Potenzreihen mit dem folgenden Satz beantwortet ([19], S. 335):

Satz 3.3 (Ostrowski): Hat die Potenzreihe f(z)= Zav -z” mit dem Konvergenzradius 1
v=0

reine H.-O.-Liicken {pk,qk }k mit 2& oo, dann gilt:

k

a) Das maximale Holomorphiegebiet G von f isteinfach zusammenhingend;

b) die Folge der Teilsummen {spk (z)} konvergiertin G kompakt gegen f(z).

Wir stellen die Frage, ob es Potenzreihen gibt, welche genau in einem vorgegebenen Gebiet
G tiberkonvergieren. FEine Charakterisierung der Gebiete, in denen kompakte

Uberkonvergenz auftreten kann, liefert Ostrowski mit dem néichsten Satz ([21], S. 16):

Satz 3.4 (Ostrowski): Zu jedem einfach zusammenhingendem Gebiet G, mit

G, D ID und dID ¢ G, gibtes eine genau in G, holomorphe Funktion f, deren

Potenzreihe f(z) = Zav -z in G, kompakt tiberkonvergiert.
v=0



4 Unendliche Matrizen und Matrix-Transformierte von
Potenzreihen

Wir untersuchen Matrix-Transformierte von Potenzreihen mit Konvergenzradius 1, die

vermittels linearer Summationsverfahren gebildet werden.

Gegeben sei eine unendliche Matrix
nv

A=(a,, )0 = |l mit @, eC.

Definition 4.1: Die Matrix heif3t zeilenfinit, wenn fiir alle ne IN, ein v, € IN, so existiert,

dass fiiralle v>v, gilt: «,, =0.

Anderenfalls heif3t die Matrix zeileninfinit.

Allgemein definiert die Matrix A  fiir eine Folge {sn }n komplexer Zahlen eine

(n=0,1,2,...) gegeben ist.

14

Transformation dieser Folge, die durch o) =0, =) a,,s
v=0

Fiir eine Potenzreihe f (z):Zak -z mit Konvergenzradius 1 und den Teilsummen
k=0

|4
s, (z)= Zak -z" definiert die Matrix A eine Transformation der Teilsummenfolge dieser
k=0

Potenzreihe; ihre A -Transformierten sind gegeben durch

O.;Lf ()= o, ()= ianv -S,,(Z) (n=0,1,2,...).

Wir interessieren uns hier fiir die Frage, unter welchen Voraussetzungen iiber die Matrix A

die Folge {O'n(z)} im Konvergenzgebiet der Potenzreihe, also im Einheitskreis und

moglichen Konvergenzpunkten auf 0ID, kompakt gegen f(z) konvergiert.

19
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Zunichst definieren wir den Begriff der Permanenz einer Matrix.

Definition 4.2: Die Matrix A heil3t permanent, wenn fiir jede konvergente Folge {sn }n mit

lims, =s auch limo! =5 gilt.

n—oc0 n—oo

Nach dem Satz von Toplitz-Schur (siehe z.B. [24], S. 11) ist eine Matrix genau dann

permanent, wenn folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

lime,, =0 (v =012,..) (Spaltenbedingung),

limz a, =1 (Zeilensummenbedingung),
n—soo =0

sup z a,,| <o (Zeilennormenbedingung).

noy=0

Fiir das Verhalten der A -Transformierten von f(z) im Einheitskreis ergibt sich leicht:

Ist die Matrix A permanent, dann konvergiert auch {O'n (z)} in ID kompakt gegen f(z).

Wir konnen die Voraussetzungen an die Matrix noch abschwichen, wenn wir nur verlangen,

dass die Teilsummen einer Potenzreihe im Konvergenzkreis kompakt A-summierbar sind.

Definition 4.3: Die unendliche Matrix A =(a,,) heiBt Potenzreihen-permanent (kurz

PR-permanent), wenn fiir alle Potenzreihen f(z)= Za . -Z" mit positivem

k=0

Konvergenzradius die Folge der A -Transformierten
0,()=0"(2)=) @, s5,(z) mit s5,(z)=) a,z"
v=0 ‘u:()

im Konvergenzkreis der Potenzreihe kompakt gegen f(z) konvergiert.

Luh [6] gibt mit folgendem Ergebnis die notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir die

PR-Permanenz einer Matrix:
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Satz 4.1 (Luh): Die Matrix A= (anv) ist genau dann PR-permanent, wenn A folgende

Eigenschaften erfiillt:

lime,, =0 (v =012,..) (Spaltenbedingung),
lim z a, =1 (Zeilensummenbedingung)
n—oo V=0

und

¥ <o fiiralle re(0,1).

sup i

noy=0

anl/

Bemerkung 4.1: Eine permanente Matrix ist trivialerweise auch PR-permanent. Die

Umkehrung gilt jedoch im Allgemeinen nicht.

Es ist unser Ziel, die Uberkonvergenz von Matrix-Transformierten von Potenzreihen zu
untersuchen. Daher wollen wir zunichst den Begriff der A-Uberkonvergenz bzw. kompakten

A-Uberkonvergenz definieren:

Definition 4.4: Fiir die unendliche Matrix A= (O(nv ) bezeichnen wir die Menge der

Konvergenzpunkte der A -Transformierten o,(z) mit ¥, (f).Dann heift die

Potenzreihe f(z) = z a, - 7" mit dem Konvergenzradius 1
v=0

A-tiberkonvergent im Punkt z,¢ ¥, (f), wenn es eine konvergente Teilsummenfolge

{Gnk (zo)} gibt;

kompakt A-iiberkonvergent in einem Gebiet G & ID , in welchem {O'n (z)} nicht

kompakt konvergiert, wenn es eine in G kompakt konvergente Teilsummenfolge

{o, (2} gibt.

Ein bekanntes Ergebnis fiir spezielle Matrizen liefert Luh [5] in Analogie zur
Uberkonvergenztheorie von Ostrowski. Er betrachtet Dreiecksmatrizen, welche die

Zeilensummen- und Spaltenbedingung erfiillen:
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Satz 4.2 (Luh): Es seien endlich oder abzéhlbar viele einfach zusammenhingende Gebiete

G’,G',G?,...

in € gegeben, die paarweise disjunkt sind. Es gelte ID cG°,

ID ¢ G°. In jedem Gebiet G*, u=12,... sei eine holomorphe Funktion f .

vorgeschrieben. Die Dreiecks-Matrix A= (Otnv) erfiille die Spalten- und

Zeilensummenbedingung. Dann gibt es eine genau in G° holomorphe Funktion f,,

deren Potenzreihe f,(z)= Zav -z" die folgende Eigenschaft besitzt:

v=0

Es existiert eine Folge {n, }k ,sodass o, (z)= Zankv -s,(z) fir u=01L2,.. in

v=0

G* kompakt gegen f,(z) konvergiert und in jedem Punkt z¢ UG" divergiert.

y7]

Luh beweist auch den Fall, dass sich die Gebiete G* (u=12,...) gegenseitig iiberlappen.

Dann gehort zu jedem G* eine andere, von u# abhingige Folge {n,ﬁ‘ }k.

Otzen modifiziert die Ergebnisse von Luh, indem er andere Forderungen an die Matrix stellt.

Er betrachtet allgemeine unendliche Matrizen A = (am, ), welche mit einer Teilfolge {,uk }k

der natiirlichen Zahlenund M = {,uo A ,...} die folgenden Bedingungen erfiillen:

(M1)

M2)

(M3)

lime,, =0 (veIN,) (Schwache Spaltenbedingung),
neM
1
lime, v =0  firalle ne M,
limz a,, =1 (Schwache Zeilensummenbedingung).

Bemerkung 4.2: Die Bedingung (M2) sorgt dafiir, dass fiir jede Potenzreihe Zav v

v=0

vom Konvergenzradius R>0 undalle ze € die A-Transformierten

o,(2)= Zanv -5, (z) als ganze Funktionen fiir alle ne M existieren.
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1 falls v=n
0 falls v#n

ist immer eine

Bemerkung 4.3: Die Einheitsmatrix E=(e,,) mit e,, :{

speziell zuldssige Matrix und es ergibt sich ¢ (z)=s,(z).

Otzen [22] kommt durch die Modifizierung der Bedingungen, die an die Matrix gestellt sind,

zu einem analogen Ergebnis wie Luh in [5]. Er beweist folgende Verallgemeinerung:

Satz 4.3 (Otzen): Es seien endlich oder abzihlbar viele einfach zusammenhingende Gebiete

G°,G',G*,... in (€ gegeben, die paarweise disjunkt sind. Es gelte ID c G°,
IDzG°. In jedem Gebiet G*, u=1.2,... sei eine holomorphe Funktion f,

vorgeschrieben.

Die unendliche Matrix A=(e,,) erfiille die Matrixbedingungen (M1)—(M3). Dann

gibt es eine genau in G holomorphe Funktion f, , deren Potenzreihe

fo(2) = Zav -z" die folgende Eigenschaft besitzt: Es existiert eine Folge {nk }k , SO
v=0

dass o, (Z):zankv'sv(z) fir £=0,1,2,.. in G* kompakt gegen f,(z)
v=0

konvergiert und in jedem Punkt z¢ UG” divergiert.
1=0

Sowohl Luh als auch Otzen zeigen analoge Aussagen auch fiir endlich oder abzéhlbar viele

einfach zusammenhingende Gebiete G* (e IN,) mit G°>ID , IDZG® und
G*NG’ =@ fiir u=1,2,.., das heiBt, die Gebiete G* (u=>1) diirfen sich iiberlappen.
Bei beiden Autoren diirfen die Gebiete G* (u=1) aber keine Randpunkte des

Einheitskreises enthalten.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit einer Erweiterung der Ergebnisse von Luh und Otzen, indem
wir Mengen (kompakte, offene, messbare) und Gebiete betrachten, die Randpunkte des
Einheitskreises enthalten diirfen. Mithilfe eines Ergebnisses von Melas und Nestoridis ([14])

ist es uns moglich, analog zu Luh und Otzen die Existenz einer Potenzreihe

fo(2) = Zav -z" vom Kovergenzradius 1 zu beweisen, die auf Mengen, die den Rand des
v=0
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einfach zusammenhingenden Holomorphiegebietes G von f,(z) treffen diirfen (und

somit auch den Rand des Einheitskreises), A — liberkonvergiert (die Matrix A erfiille die

Bedingungen (M1)—-(M3)).

Wenn wir den Einheitskreis als einfach zusammenhédngendes Gebiet betrachten, dann kénnen
stetige und messbare Funktionen, wie wir in Kapitel 7 zeigen werden, auf dem Rand des
Einheitskreises durch Matrix-Transformierte von speziellen trigonometrischen Reihen

approximiert werden.



5 Uberkonvergenz bei Matrix-Transformierten von Potenzreihen
5.1 Uberkonvergenz in vorgegebenen kompakten Mengen

Wir kommen nun zu einem der Hauptergebnisse dieses Kapitels und zeigen, dass zu einem
einfach zusammenhingenden Gebiet G mit G > ID und ID & G, einer Matrix A,

kompakten Mengen K,,K,,... aus M(G) und gegebenen Funktionen f, € A(K,) eine
holomorphe Funktion f, existiert, so dass Teilfolgen der A -Transformierten der

Potenzreihe von f, in G kompakt gegen f, undinjedem K, gleichmiBig gegen f

m

konvergieren.

Satz 5.1: Es sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit /D c G und IDZG.

Ferner seien endlich oder abzdhlbar viele paarweise disjunkte kompakte Mengen
K,,K,,.. aus M(G) und f, € A(K,) gegeben. Die Matrix A=(c,,) erfiille die

Matrixbedingungen (M1)—(M3). Dann gibt es eine genau in G holomorphe Funktion

f,, deren Potenzreihe f(z)= Zavzv folgende Eigenschaft hat:

v=0

Es existiert eine Folge {nk }k ,sodass o, (z)= Zankvsv(z) in G kompakt gegen
v=0

fo(z),und in jedem K, gleichmiBig gegen f,(z) konvergiert. Uberdies divergiert

{O‘nk (z)JL in allen Punkten einer dichten Teilmenge von {G ) U K m} .

m=1

Beweis : Es sei @ = @(z) eine konforme Abbildung von ID auf G, mit ¢(0)=0. Fir

neIN sei G"™ = (p({z |2 < I—ZL}J. Dannist {G™} eine Folge beschrankter
n

Jordangebiete, die von innen heraus gegen G konvergiert, denn es gilt fiir alle ne IN
G cG"™ cG™ G . Fiir jedes Kompaktum B c G existiert ein N = N(B) mit

Bc G™ firalle n > N(B).

Es seien [ = UKm , und die Funktion &' seiauf LY definiert durch

m=1

25
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h'(z)=f,(2),falls ze K, mit 1<m<i.
Dann gilt [V e M(G) und L NG® =& . Die Menge L” UG ist kompakt und

hat ein zusammenhingendes Komplement; ferner ist 4’ e A(L").

Wir betrachten die Menge M =G uU U K, undeinein M° dichte Punktfolge {g, }k .

=1
Fir ne IN sei S,:={g....c,},und es gilt fiir alle ne IN, dass WUL(")) NS =D ist.
Nun bestimmen wir sukzessive drei Folgen natiirlicher Zahlen {g, }k Ap. }k An, }k und

eine Polynomfolge {Pk }k .

Wir setzen p, =1, n,=2 und ¢, =3.

Nach dem Satz von Mergelyan existiert ein Polynom P, mit Grad g, >1, fiir das gilt:

max|P, (z)] <
G

o 2. max‘zq‘ ‘
G
Z 1
maqu)—Pl(z) < ,
K|z 2-max‘z"“
Kl
2
max|— — P (2)|<
S |z® 2'max‘zq“

Si

Nun sei i=>2.Wir nehmen an, die Zahlen p,,...,p,,, n,...n_,, q,,...,q,,, und die

Polynome P,....,P_, seien schon bekannt. Der Grad von P_, sei g, , >i—1 (siche

Bemerkung 2.3). Wir bestimmen nun die Zahlen p,, n,, g, und das Polynom P.

i i

Zunichst setzen wir

Di=q,1t8, (5.1)

und wihlen dann n,>i-p, und g, > n, so groB, dass gilt

< @ | (5.2)
l

und
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<=
IA
~ | —

firalle v2g¢g, . (5.3)

Dabei sind (5.2) und (5.3) Folgerungen aus der Giiltigkeit der Matrixbedingungen
(M1)—(M3).

1

Nach dem Satz von Mergelyan existiert ein Polynom P mit dem Grad g, >i, fiir das

gilt:

max|P,(z)| < :
G(i) 2

! -mx‘zq’
G(i)

i—1
h'(2)=Y 2" P,(2)
max vel —P(2)|<—
o Z" 2! 'max‘zq’
L(i)

b

i—1
i+1->2"P,(2)

=1
msax Y —P(2)|<—

z% 2! 'max‘zq"
S/

Induktiv entstehen Folgen {qk }k . {pk }k . {nk }k natiirlicher Zahlen und eine

Polynomfolge {Pk }k .

Es gilt fiir alle ke IN , k=>2:
P = Qi t 8is
g >n, >k p,

4 < gtk <q+ g= D>

und es folgt:

Eigenschaften von Y z% - P, (z):

k=1

1. Fiir jeden kompakten Teil B von G existiertein v, =V ,(B)e IN , so dass

BcG"™ firalle v>v,.Dann gilt fir v>v,:
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qu

1 14

Das besagt also, dass die Polynomenreihe Zz’“ -P,(z) in B gleichmiBig

k=1

max‘z’” -P, (z)‘ < mx‘z‘” -Pv(z)‘ < max
B G

-max
G(v) G(v)

konvergiert, und da B beliebig gewihlt werden kann, haben wir kompakte

Konvergenz in G, und die Funktion f,(z):= Zqu -P.(z) ist mindestens in G
k=1

holomorph.

2. Fir ie IN gilt:

h[(z)—iz"v ‘P(2)=2z"-P(2)|=

v=l

H()-Y 2 B(2)

max
L(A)
v=l

= max
0

B (-3 2" - P2)

m{%xqu . V:lq _R(Z) S
L z"

H(-Y " B(2) N
v=Il _E(Z) <[_j .

< max‘z"‘ -max
D 9q; 2

L(A) z

Da jedes Kompaktum K, fiiralle i >m in L enthalten ist, folgt, dass die

Polynomfolge {z " P, (z)} in K, gleichmiBig gegen f (z) konvergiert.

v=1

3. Esseiein beliebiges g€ S = USn gegeben; es gibt dann ein ne IN mit

n=l1

¢ge S, und es folgt

n+1—zqu -P.(2)

k=1

n+1=3 6" B(g) =

k=1

< max
S)X
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n—1
n+1-> 2% P(2)
k=1

max|z? - —-P (2)||<
Sll

Z n

n—1
n+1—2zqk -P.(2)

k:;q” -P(2) <

< max‘zq” ‘ -max .
S, S, 2"

Wir erhalten

1> n+1—§g‘1k P = (n+1)- ki“g’“ -Pk(g)‘
und somit

kzn:‘g’“Pk(g) >n.

Die Polynomreihe z z™ - P (z) divergiert also an allen ¢e S, und die Menge S

k=1

istdichtin M°.

Umordnung in eine Potenzreihe:

Ein Polynom z%* -P_ (z) enthdlt Potenzen von z, deren Exponenten zwischen g¢,_,

und g, , +g,, = p, liegen.

Aus p,=q, ,+8., < % <gq, folgt, dass sich die Potenzen aufeinander folgender

Polynome nicht iiberlappen. Daher erhalten wir die Potenzreihe fo(z):Za,'z’
=0

durch formales Ordnen der Polynomenreihe z z™ - P,(z) nach steigenden
k=1

z -Potenzen.

k-1 Dy
Insbesondere gilt: ZZ’” “P(z)= Za, 7' =5, (2) .
I=1 =0
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Da die Potenzreihe keine Potenzen von z enthilt, deren Exponenten zwischen p, und

q, liegen, und wegen e o (k —> ) , besitzt sie reine Ostrowski-Liicken

Dy
p.a. )
Damit ist also bewiesen, dass s, (z) in G kompakt gegen f,(z), fir me IN in
K, gleichmiBig gegen f,(z) konvergiert und in allen Punkten einer dichten

Teilmenge von M © divergiert.

Da die Potenzreihe f(z,) = Za,z’ reine Ostrowski-Liicken {p,,q,} mit iy o

1=0 P

(k — ) besitzt, ist  f, nach Satz 3.3 holomorph in einem einfach
zusammenhiingenden Gebiet G ©G und {sm(z)JL konvergiert kompakt in G°

gegen f,(z). AuBerdem ist f,(z) iiber G  hinaus nicht analytisch fortsetzbar.
Da {s o (z)} in allen Punkten einer dichten Teilmenge von {G ) UK m} divergiert,
m=l1

muss G =G gelten.

Die A-Transformierten o (z):

Wir bestimmen nun die A -Transformierten der Reihe f,(z) =Zal -z', diese sind
=0

gegeben durch O'H(z):ZaW'sv(z) . Wir betrachten folgenden Ausdruck:
v=0

0, (=5, (=2, (5,()=3,@) + 5, (Za Jj

2 + 2.
Firalle v mit p, Sv<gq, ist s,(z)=s, (z),und es ergibt sich
il

Y= +q§ +i =Ig +§ :

v=0 V=p; V=q,

Es sei ein beliebiges R=>1 gegeben. Da f,(z) :Za, -z den Konvergenzradius 1

=0

hat, gilt nach Satz 2.1 fiir die Teilsummen s, (z):
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hm[maxs (z)ﬂ
n—eo| |z|<R

Daraus folgt mit einer geeigneten Konstanten M:

r‘n‘algisv(z)—spk(z)‘ < M-(R+1)" fir v>gq,,

r‘n‘algisv(z)—spk(z)‘ < M- (R+DH)™ fir v < p,
und

max|s , (z)‘ M-(R+1)"™ .

||<r

Unter Beriicksichtigung von (5.2) und (5.3) folgt nun fiir

k>1:
-l il
max|> Zankv (5,()=s, () < X, | maxys, (2)=s, (2) <
|2I< v=0
il P
< za Yo < M- (lelj =0 (ko)
v=0
und fir k>22-(R+1):
max ¥, -(s5,(2)=s,, (2) maxjs, (2)=s,, ()] <
T v=q, V=4 N

IA
M

Sl <o ] - (2 S5 <

M-(%jk-Z - 0 (k—>o).

IA

Das bedeutet, dass 21 fiir alle |z|£R gleichmiflig gegen 0 Kkonvergiert.

Fir ), giltnach (5.2):

maxzz‘ < max
|]<r

|z]<r

S, (z)‘-‘z(; ,,
y=
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SM-(R+1)”-(%)”:M-[RT”T%O (k — o).

Das bedeutet, dass auch z , fir alle |z| <R gleichmiBig gegen 0 konvergiert.

Da R2>1 beliebig war, sind { spk(z) }  und {Gnk (z) } in € kompakt
dquikonvergent. Wegen der kompakten Konvergenz von {s,(z)} in G gegen

fo(z) und der gleichméBigen Konvergenz von {s, (z) } in K, gegen f, (z) folgen

nun alle Behauptungen. m
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5.2 Matrix-Transformierte von Potenzreihen als
Universalfunktionen zur Approximation auf kompakten

Mengen

5.2.1 Ausschopfungen durch kompakte Mengen

Es sei Gc C ein Gebiet. Wir wollen in diesem Abschnitt ein Resultat tber die

Ausschopfung von G :=C\G durch spezielle kompakte Mengen beweisen. Dieses wird ein

zentrales Hilfsmittel bei den darauf folgenden Ergebnissen spielen.

Es gilt der folgende ,,Ausschopfungs®-Satz fiir das Komplement eines Gebietes, dessen erste
Aussage a) schon bei Melas und Nestoridis [14] fiir gewisse offene Mengen (allerdings mit
inkorrektem Beweis) zu finden ist. Im Fall eines Gebietes ist eine (von [14] abweichende)

sehr einfache Beweisfithrung moglich.

Satz 5.2: Essei Gc € , G # C ein Gebiet. Dann gilt:

a) Es existiert eine Folge { K, } von Mengen K,k € M (G) mit der Eigenschaft:

Zu jedem Ke M(G) existiertein n,€ IN mit KK, .
b) Es existiert eine Folge { B,} von Mengen B, € M (G) mit der Eigenschaft:

B, cB

n+l

cG* firalle ne IN und G°=|JB,.

n=1

Beweis: Essei S :={z: |z - z0| <r} einein G enthaltene Kreisscheibe.

1. Essei {L,} eine Abzdhlung aller Jordangebiete in S°, die von Polygonen mit
Ecken an Punkten mit rationalem Real- und Imaginirteil berandet sind. Die Mengen

L, sind kompakt und haben ein zusammenhingendes Komplement. Zu jeder
kompakten Menge E < S° mit zusammenhidngendem Komplement gibt es ein
ny€ IN mit EcL, . Wir betrachten die Folge {K,} mit K, =L NG*.Ist

eine Menge Ke M (G) gegeben, so gibt es offensichtlich ein m, € IN mit
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K c K, .Es geniigt also zu zeigen, dass K, € M (G) gilt; dazu miissen wir
zeigen, dass zu jedem ¢e K, = fnc UG eine Jordankurve I'c K existiert, die

¢ mit oo verbindet. Dies ist klar, falls ¢e L_nc ist.
Ist ¢e G, so existiert eine Jordankurve ¥, c G (und damit ¥, c K ), die ¢ mit
z, verbindet. Wegen z,€ L_nc gibt es eine Jordankurve 7, CL_nC ,die z, mit oo

verbindet. Die Kurve I'=y, Uy, hat dann die gewiinschte Eigenschaft.

2. Fir ne IN betrachten wir die Mengen

S ={z=z,+p-e": r+lSpSr+n; OSVS27L’—1}.
n n

cS° und S°= USn .Die Mengen S, sind kompakt und haben

n=1

Esgilt §, S

n+l

ein zusammenhingendes Komplement. Analog zu (1) folgt, dass die Mengen

B =S, NG die gewiinschte Eigenschaft (2) haben.

5.2.2 Universelle Approximation auf kompakten Mengen

Der nachfolgende Satz ist eine Aussage iiber die universelle Approximation auf kompakten

Mengen. Er beweist die Existenz einer holomorphen Funktion f, mit der Eigenschaft, dass

zu jeder kompakten Menge Ke M(G) und zu jeder Funktion fe A(K) die A -

Transformierten der Potenzreihe von f, in G kompakt gegen f, undin K gleichmiBig

gegen f konvergieren.

Satz 5.3: Essei G ein einfach zusammenhédngendes Gebiet mit /D c G und ID ¢ G . Die

Matrix A= (Otm,) erfiille die Bedingungen (M1)—(M3). Dann existiert eine genau in
G holomorphe Funktion f, mit der Potenzreihe f,(z) = Zav -z” und eine Folge
v=0

{nk }k natiirlicher Zahlen, fiir die gilt:

a) Die Folge o, (z):Zafnkv-sv(z) konvergiertin G kompakt gegen f,(z).
v=0
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b) Zujedem Kompaktum Ke M (G) undzu jedem fe A(K) gibtes eine Teilfolge

{nk/}; von {nk}k mit:

6, ()=Ya,, 5 = f@).

Beweis: Es sei w=¢(z) eine konforme Abbildung von ID auf G, mit ¢(0)=0. Fiir
neIN sei G" = ¢({z |2 < 1—%}] .Dannist {G™} eine Folge beschrinkter
n

Jordangebiete, die von innen heraus gegen G konvergiert, denn es gilt:

G" cG" cG™ <G firalle ne IN .

Da G ein Gebiet ist, gibt es nach Satz 5.2 eine Folge { K, } mit K, € M(G) fiir
alle ke IN, so dass fiir jedes Ke M(G) ein k, existiert mit K c K :0 . Ferner sei

{Q; } eine Abzihlung aller Polynome, bei welchen die Koeffizienten rationale Real-

und Imaginérteile besitzen.
m
Fiir jedes ke IN gibtes m,je IN mit 1< j<m, sodass gilt: k:[2j+j.

Es sei nun

K,=K, . =K ud Q=0, =0, . - (5.1)
(7)es ()

Wir betrachten die Folge von Paaren {(K O )}.
Sukzessive bestimmen wir drei Folgen natiirlicher Zahlen { g, }, { p, }, {n, } sowie

eine Polynomfolge { P, }.

Wir setzen p, =1, n,=2, g, =3.

Nach dem Satz von Runge existiert ein Polynom £ mit dem Grad g, >1, fiir das gilt:

1
max|P,(z)| < :
Gt 2. mx‘zq‘ ‘
G(l)
z 1
max&[])—}’l(z) < .
e max‘z"“
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Nun sei i =2. Wir nehmen an, die Zahlen p,,...,p,,, n,....0_, ¢;,....q;, unddie

Polynome P,...,P_, seien schon bekannt. Der Grad von P_ sei g, , >i—1.Wir

bestimmen nun die Zahlen p,, n,, g, und das Polynom P,.

Zunichst setzen wir
Di=q,1 8, (5.2)

und wihlen dann n,>i-p, und g, > n, so groB, dass gilt:

< H | (5.3)
l

1
v Sl_ firalle v=gq, . 5.4)
i

pi—1 1 Pi
Seul<(3)

da,, -1
v=0

und

Dabei sind (5.3) und (5.4) Folgerungen aus der Giiltigkeit der Matrixbedingungen
(M1)-(M3).

Nach dem Satz von Runge existiert ein Polynom P mit dem Grad g, > i, fiir das gilt:

max|P(z)] < —
G(r) 2 'mx‘z

Induktiv entstehen Folgen {pk }k . {nk }k . {qk }k natiirlicher Zahlen und eine

Polynomfolge {P, }k .

Es gilt fiiralle ke IN , k=2 :
D = Gyt 8
g, >mn > k-p,,

4 < gtk <qt+ 8 ="Di>
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und es folgt

4 kb
D Py

=k — oo (k —o0).

Eigenschaften von z 2" P (2)

k=1
. Fiir jeden kompakten Teil B von G existiertein k, =k,(B)€ IN , so dass

BcGY fiiralle k>k,.Fir alle k >k, gilt also

1 k

max‘z‘“ -Pk(z)‘ < mx‘z’“ -ﬂ(z)‘ < mx‘z’“
B G G

Das bedeutet, dass die Polynomenreihe ZZ% -P.(z) in B gleichmiBig

k=1

konvergiert, und da B beliebig gewéhlt werden kann, haben wir kompakte

Konvergenz in G, und die Funktion f,(z):= z z%-P,(z) ist mindestensin G
k=1

holomorph.
. Nun seien eine kompakte Menge K€ M(G) undein fe A(K) gegeben. Aus
Satz 5.2 folgt, dass zu diesem K ein k € IN existiert mit K € K ,; . Nach dem

Satz von Mergelyan existiert eine Folge {m,} mit m, —co und

max|f (1)~ 0}, ()] < 7.

m, +k,—1

Nun definieren wir k, := [ 5

j+ k, und erhalten wegen (5.1)

* *

K, =K,  und 0, =0,

Es ergibt sich folgende Abschitzung:

k-1
0, ()= 2" B(2)
VZ:;k, _Pkl (Z) < ; '

K

maxiQ, (2)=>,z* - B, (2)

v=l

< max|z™ ‘ -max
Kk, Kkl
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Unter Beriicksichtigung von (5.1) folgt weiter:

kl
mgxf(z)—quv P (z)) = max
v=l K

(D=0 (N+(Q, ()= 2% - B(2)| <

0, (-3 2" P(2)

. 2
< mlglx‘f(z)—le(z)‘ + max < 7 — 0 (I —>o).

v=l

ky
Daraus ergibt sich, dass die Polynomfolge {z v - P, (z)} auf K gleichmifig
/

gegen f(z) konvergiert.

Umordnung in eine Potenzreihe

Ein Polynom z*-P,_,(z) enthilt Potenzen von z, deren Exponenten zwischen g, ,

und g, ,+g,, = p, liegen.

Aus p, =q,,+g,, < % < g, folgt, dass sich die Potenzen aufeinander folgender

Polynome nicht iiberlappen. Daher erhalten wir dann die Potenzreihe f,(z) = z a, 7"
n=0

durch formales Ordnen der Polynomenreihe Z z% - P,(z) nach steigenden
k=1

k—1 D
z -Potenzen. Insbesondere gilt: ZZ’“ ‘P (z2)= Zan 2t =s5,(2).
n=0

n=1

Da die Potenzreihe keine Potenzen von z enthilt, deren Exponenten zwischen p,

s

Pr

und ¢, liegen, und wegen — oo (k — ), besitzt sie reine Ostrowski-

Liicken {pk,qk}.

Wir haben also gezeigt, dass {spk (z)}k in G kompakt gegen f,(z) und ispk, (Z)jll

auf K gleichmiBig gegen f(z) konvergiert.
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Da die Potenzreihe f, = Zavz" reine Ostrowski-Liicken {p,,q,} besitzt mit
v=0

G

Dy

— oo (k—o),ist f, nach Satz 3.3 in einem einfach zusammenhingenden

Gebiet G° >G holomorph und {s N (2)} konvergiert kompaktin G~ gegen f,(z).
Uberdies ist f, iiber G~ hinaus nicht analytisch fortsetzbar. Wir zeigen, dass

G =G gilt.

Wir nehmen an, es existieren ein z, € G, 7,€ dG und fir r>0 ein Kreis

Z = {z :|z - z0| < r}c G', wobei {spk (z)} auf Z kompakt gegen f,(z) konvergiert.
Ferner sei Z, ein Kreis mit Z_0 CZNG . Dann gibt es eine Teilfolge {pkf }, fiir die
}lsmf (z)i auf Z_0 gleichmiBig gegen 0 konvergiert. Es muss also gelten: f,(z)=0
in Z,. Nach dem Identititssatz ist dann f,(z)=0 in Z und folglich auch f,(z)=0
in G.

Da aber f,(z) #0 sein muss, folgt daraus, dass G =G istund damit fo genauin

G holomorph ist.

Die A-Transformierten o, (z):

Wir bestimmen die A -Transformierten der Rethe f,(z) = Zan -z" ; diese sind
n=0

gegeben durch o,(z) = Za'nv -5, (z) . Wir betrachten folgenden Ausdruck:

v=0

6, ()=, ()=, -(5,()=5, (N +s, ) e, ~1) =

2 + 2.
Firalle v mit p, Sv<gq, ist s,(z)=s, (z),und es ergibt sich

pl 9! o Pl oo
INEDIEDIEDIEDIE DS
v=0 v=p, V=g, v=0 V=qy
Es sei ein beliebiges R>1 gegeben. Da fo(z)=2an -z" den Konvergenzradius 1

n=0

hat, gilt nach Satz 2.1 fiir die Teilsummen s, (z):
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1

s (z)ﬂ

hm[max
n—oo Z‘<

Daraus folgt mit einer geeigneten Konstante M

maxls, (2)=s, () € M-(R+1)"  fiir v2g,,
r‘n‘alg(sv(z)—spk(z)‘ < M-(R+D* fir v<p,

und

maxls, (2)| <M -(R+1)".

|z|<R
Unter Bertiicksichtigung von (5.3) und (5.4) erhalten wir nun fiir k£ >1:

pl

)
v=0

pl

max Za’nkv (5,(2)=s, (2)

<R |

a

nv

xsv(z)—spk () <

il Pk
< e, M- o< M(lelj = 0 (k—eo)

v=0

und fiir £ >2-(R+1)

max >, (5,(2) =5, (2)) < maxis, (2)=s,, ()] <
= v=g, V=4 N
< zanv tvE "< MZ[R—HJ -
V=g ' V=i k
ax o v qk
:M(R_Hj .z(R_”j gM.(lj 2 5 0 (ko).
k v=0 k 2

Es ergibt sich also, dass z , In |z| < R gleichmaBig gegen 0 konvergiert.
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Fiir )", gilt nach (5.3)

r‘n‘algizz‘ < r‘n‘algisp (z)‘-‘Zafw—l <
zl< 7l< k e &
Pi Pk
SM-(R+1)Pk-Gj =M-(RT+1J 50 (k —> oo) |

Es ergibt sich also, dass auch z , In |z| <R gleichmiBig gegen 0 konvergiert.

Da R21 beliebig war, folgt, dass {s, (z) } und {0, (z)} in € kompakt
aquikonvergent™ sind. Wegen der kompakten Konvergenz von {s, (z) } in G

gegen f,(z) und der gleichméBigen Konvergenz von {Sm, (z)} in K gegen f(z2)

folgen nun die Behauptungen.



6 Universalapproximation auf allgemeineren Mengen

Luh [9] zeigt die Existenz von Universalfunktionen im Einheitskreis und in Jordangebieten
und Ubertrigt diese Ergebnisse vermittels konformer Abbildungen auf allgemeine einfach
zusammenhiéngende Gebiete in € , die mehr als einen Randpunkt besitzen.

Dass sich auch Funktionenfolgen, im Speziellen die Teilsummenfolgen von Potenzreihen und
Matrix-Transformierte von Potenzreihen, zur universellen Approximation holomorpher
Funktionen eignen, zeigt Luh in [5]. Dieses Ergebnis wird von Otzen [22] verallgemeinert,
indem er andere Bedingungen an die Matrix stellt, die zur Summation verwendet wird. Doch
diirfen sowohl bei Luh als auch bei Otzen die kompakten Mengen, auf denen approximiert
wird, keine Randpunkte des Einheitskreises enthalten. Wir haben mit Satz 5.3 Teil b) gezeigt,
dass die kompakten Mengen, auf denen Matrix-Transformierte universelle Approximations-
eigenschaften aufweisen, Randpunkte des Einheitskreises enthalten diirfen. In diesem Kapitel
zeigen wir nun, dass sich Matrix-Transformierte nicht nur auf kompakten Mengen zur
universellen Approximation eignen, sondern auch auf offenen und messbaren Mengen.

Zunachst beweisen wir eine Aussage iiber die Approximation messbarer Funktionen.

Satz 6.1: Essei G — € ein Gebietund { f,} eine Folge ganzer Funktionen mit folgender
Eigenschaft:
Zu jedem Kompaktum Ke M(G) mit K°=C undjeder auf K stetigen Funktion

¢ existiert eine Folge {n, } mit
[, (D) = 0(2).
K

Dann hat { f,} auch folgende Eigenschatft:

Zu jeder messbaren Menge S < G° und jeder auf S messbaren Funktion f
existiert eine Folge {m, } mit

[ (2) = f(z) fastiiberall auf S.

Bemerkung 6.1: Das Ergebnis gilt auch, wenn K° #J und ¢@e A(K) ist.

Beweis des Satzes:

42
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1.

Es seien eine messbare Menge S < G° und eine messbare Funktion f auf S

) ) f(z) falls ze S .
gegeben. Die Funktion g(z):= ist messbar auf €, und es
0 falls z¢ S

geniigt, g auf G° fast iiberall zu approximieren.

Es seinach Satz5.2 { B, } eine Folge von Mengen B, € M(G) mit

c G* firalle ne IN und G* = UBn . Wir wihlen R, € IN, so dass

n=1

B, cB

n+l

B,c {z:|z/<R,} und R, <R, firalle nelIN.

n+l

Die Funktionen

()= g(z) falls g(z)eC
EXAYT 0 falls g(z)=oo

sind messbar auf B, und nach dem Satz von Lusin (siehe [26], S. 55) gibt es eine
messbare Menge L < B, mit u#(B\L, )< P und eine auf L stetige

Funktion ¢, mit ¢,(z)=g,(z) firalle ze L,.
Die Menge
L ={z:ze L ,Re()¢ Q,Im(zx)g @}

hat keine inneren Punkte und erfiillt u(L,)= ,u(L;: ).Da L, messbar ist, gibt es

eine kompakte Menge M, <L, mit u(L \M k)< Das Komplement von

2n+2 :
M, hat die Darstellung M = | JG\” mit einer hochstens abzahlbaren Menge
jed,

@)

n

J, und paarweise disjunkten Gebieten G,”’, den Komponenten von M ;. Wir

wiihlen in jedem Gebiet G’ einen Punkt
. . N . . . .
2D =P " e GY mit rV>0, @Y e IR

und betrachten den Sektor

1

()]
OO < g g )

H7 ={z=z"+p-e®:0<p<2-R,,

<

Fiir die Menge
K,=B,n{|JG UH)}

jed,

gilt K, € M(G) und K, cM, cL, ,sodass K, keineinneren Punkte besitzt.
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Wir erhalten

uMNK,) < pJHP) < =0 3 =]

v 2n+4 = 2j 2n+2 :
Daher gilt

UB\K,) < u(B\L )+ u(L\M )+ u(M \K,) szin.

Wir betrachten die messbare Menge

E:zL:J1 ﬂK

Hierfiir gilt

1
2n—l ’

= = 1
#BNE) < u( JB,\K,)) gzz_vz

und es ergibt sich

U(G\E)=lim u(B,\E) =0.

. Aufgrund der Eigenschaften von K, ist ¢ € A(K,) fiiralle ne IN . Nach

Satz 5.3 gibtes zu jedem ne IN einen Index m, € IN , so dass gilt

max( ., ()=, <.
Es sei ein fester Punkt ze E gegeben; dann existiert ein N, mit z € K, fiir alle
n2N,.
Ist g(z) # o,soist g(z)=g,(z)=@, (z), und wir erhalten fiiralle n= N,
1., @8] maxls,, (-0, <
Ist g(z)=oco,s0ist g, 6 (z)=n ,und wir erhalten
f0, @ =8, @|=|f,, @ = < maxlf, )=, ).
woraus sich
7, @] 2 n=maxf,, -0, 2 0=

ergibt. Also folgt
f, (2) 00 (n—>00).

Insgesamt erhalten wir also
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[ ()= g(z) (n—eo) fiiralle ze E,

womit der Satz bewiesen ist. o

Nun konnen wir die Existenz einer universellen Potenzreihe zeigen, deren Matrix-
Transformierten nicht nur holomorphe Funktionen auf kompakten und offenen Mengen,

sondern auch messbare Funktionen auf messbaren Mengen approximieren.

Satz 6.2: Es sei G ein einfach zusammenhingendes Gebiet mit ID c G, ID ¢ G und
A= (anv) eine Matrix, welche die Bedingungen (MI)—(M3) erfiillt. Dann gibt es

eine genau in G holomorphe Funktion f;, mit f (z)= Zav -z, fiir deren
v=0

Teilsummen s,(z) = Za .- z" Folgendes gilt:
#=0

a) Es existiert eine Folge {mk }k , so dass

O"mk(Z):zamkv'Sv(Z) in G kompakt gegen f,(z) konvergiert.

v=0

b) Zujedem Kompaktum K € M (G) und zu jeder Funktion ge A(K) gibtes eine
Teilfolge {pk }k von {mk }k , so dass

o, (z)=Za'pkv-sv(z) auf K gleichmifBig gegen g(z) konvergiert.
v=0

¢) Zu jeder offenen Menge O < G° mit einfach zusammenhingenden Komponenten

und jeder auf O holomorphen Funktion % gibt es eine Teilfolge {g, }k von

{mk }k , so dass

qu(z)=20{qu-sv(z) in O kompakt gegen h(z) konvergiert.
v=0

d) Zu jeder messbaren Menge S < G° und jeder auf S messbaren Funktion w gibt

es eine Teilfolge {tk }k von {mk }k , so dass

o, (2) :Z%V -s5,(z) auf § fastiiberall gegen w(z) konvergiert.
v=0
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Beweis: Es sei f, diein Satz 5.3 konstruierte Funktion beziiglich G und A gegeben.

Die Potenzreihe von f; um den Nullpunkt sei f,(z)= Z“v -z0.
v=0

1. Die Aussagen a) und b) folgen direkt aus Satz 5.3

2. Es sei eine beliebige offene Menge O < G° mit einfach zusammenhingenden
Komponenten und eine auf O holomorphe Funktion 4 gegeben. Mit einer

Indexmenge J ={1,2,..}c IN und paarweise disjunkten, einfach
zusammenhédngenden Gebieten G, c G° kann O folgendermaflen dargestellt

werden: 0= UGV .

veJ

Essei ¢,(z) eine konforme Abbildung von ID auf G,.Fir ne IN und veJ

sei G =g, ({z |2 < l—ﬁ}. Dannist {G\"} eine Folge beschrinkter

Jordangebiete, die von innen heraus gegen G, konvergiert, denn es gilt:
G"cG" cG* G, .

Wir betrachten die Menge K, = U@, dabeiist K, € M(G) fiiralle ne IN.

vel
v<n

Durch wiederholte Anwendung von b) konnen wir eine Teilfolge {qk }k von

{p ‘ }k konstruieren, indem wir verlangen

mKaX‘O'ql (2)— h(z)‘ <1,

rr}gx‘aqk (2)=h(z)| < % .

Fiir jeden kompakten Teil B von O existiertein k, = k,(B) e IN, so dass

Bc K, firalle k2k,.Dann gilt fiir alle k 2>k,:
1
maxo, (2)—h(z) < maxlo, (2)-h(z) < .
B k K, k k

Damit ist also ¢) bewiesen.
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3. Da die Matrix-Transformierten o, (z) = z ,, - s,(z) ganze Funktionen sind, folgt
v=0

die Behauptung d) direkt aus b) zusammen mit Satz 6.1. O



7 Universalitit und Summierbarkeit von trigonometrischen
Reihen

In Analogie zu Bernal-Gonzélez, Calder6n-Moreno und Luh ([11]) beweisen wir nun eine
Aussage iiber die Eignung trigonometrischer Reihen zur Universalapproximation auf dem
Rand des Einheitskreises dID, betrachten aber im Unterschied zu oben genanntem Ergebnis
eine Matrix, welche die Bedingungen (M1)-(M3) erfiillt. Es zeigt sich, dass sich die so
gebildeten trigonometrischen Reihen auch zur Universalapproximation von stetigen und

messbaren Funktionen auf dem Rand des Einheitskreises eignen.

Satz7.1: Essei A=(a,,) eine Matrix, welche die Bedingungen (M1)—(M3) erfiillt. Dann

1
m =1 und

existiert eine trigonometrische Reihe Z a, {cosmt +i-sinmt} mit lim|am
m—oo

m=0

den Teilsummen s, (1) = Zam {cosmt +i-sinmt}, so dass fiir die Folge ihrer

m=0

A-Transformierten o, (t) = 205,”, -5, (1) gilt:
v=0

a) Zujedem K cdID, K #9dID und jeder auf K stetigen Funktion f existiert
eine Folge {nk }, so dass gilt:

o, (2 = f@.

b) Es seien zwei reellwertige, auf [0,27[] messbare Funktionen ¢ und ¥ gegeben.
Dann existiert eine Folge {mk }, so dass
Refo, 0} = o)
fast tiberall auf [0,27{].
Imlo, 0} = w()

Beweis: Betrachten wir die in Satz 6.2 konstruierte Potenzreihe f(z) = Zam -z" , wobei

m=0
das einfach zusammenhiéngendes Gebiet G der Einheitskreis ID sein soll, und

setzen z=e", so dass wir die (formale) trigonometrische Reihe

48
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= — L
Zam{cos mt +i-sinmt} erhalten. Hierbei gilt lim|am|m =1,da f, den
m-—»oo

m=0

Konvergenzradius 1 besitzt.

1.

2.

Dajedes K cdID, K #0JID automatisch zu M (ID) gehort, folgt mit Teil b)

des Satzes 6.2 direkt das Teilergebnis a).

Nach dem Satz von Lusin (siehe [26], S. 55) existieren Folgen von reellwertigen und

auf dem Intervall [0,277] stetigen Funktionen {(pk} und {l//k} und eine Menge

E mit yu(E)=2r,sodass
P (1) = o) fir k > undalle te E . (7.1)
v (1) — w@)

Fiir jedes ke IN betrachten wir die Menge K, = [%, 271'—%} und die Funktion

8=, +i-y, (1).
Fir re (0,27[) setzen wir z:=w(t):=e". Dann ist K . =w(K,) eine kompakte
Menge auf oID\{l}, und die Funktion % (2)=g,(w'(2) iststetig auf K P -
Nach a) gibt es eine Folge {mk }, so dass fiir die A-Transformierten der
Potenzreihe gilt:

malo, (-7, < 1
was dquivalent ist zu

n}sx\% (€)= g, (0] < % . (1.2)
Essei t, einPunktin E\{0,27}. Dannist f,€ K, und wir erhalten mit (7.1) und

(7.2), dass
o, (") = @i)+i-y(,) (k—o).

Wegen u(E\{027}) =27 folgt die Aussage b).
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