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Einleitung

Betrachtet man in der klassischen reellen Analysis Folgen (a,)nen, reeller Zahlen

und bildet daraus Partialsummenfolgen (S, )nen,, S0 stellen sich grundsétzlich zwei

Konvergenzbegriffe heraus. Man bezeichnet eine Partialsummenfolge, die wir den Ge-

pflogenheiten nach als Reihe bezeichnen, als bedingt konvergent, falls es bijektive Ab-

bildungen v : Ny — Ny gibt, fiir die die Folge | > a,y(k)> nicht konvergiert und
k=0 neN

es mindestens eine konvergente Umordnung gibt. Die Abbildangen ~ bezeichnen wir

im folgenden als Umordnungen. Konvergiert hingegen eine Reihe ) a, fiir jede Um-
n=0
ordnung, so heifit sie bekanntlich unbedingt konvergent. Die unbedingt konvergenten

Reihen ) a, erweisen sich gerade als diejeinigen Reihen, fiir die absolute Konvergenz,
n:O
d. h. Z la,| < +o00, gilt. Betrachtet man Vektorreihen Z Ap, mit (ay)nen, € R™,

SO gelten analoge Beziehungen. Definiert man zu einer gegebenen Folge A = (an)nen,
reeller Zahlen die folgende Menge:

n—oo

[y := {s € R|3 Umordnung v mit s = lim Z av(k)}
k=0

so gilt grundsitzlich: Ty = @ oder 'y = R oder card (I'y) = 1. Diese Aussage
ist unmittelbare Konsequenz des klassischen Riemann’schen Umordnungssatzes und
gilt auch noch fiir Konvergenzmengen von Vektorreihen in endlichdimensionalen K-
Vektorrdaumen. Fiir den Nachweis benétigt man ein Resultat von Levy und Steinitz.
In unendlich dimensionalen Vektorrdaumen sehen die Verhéltnisse anders aus. Dies ist
insofern nicht iiberraschend, da ein klassisches Resultat von Dvoretzky-Rogers belegt,
dass in jedem Banachraum (E,|| - ||g) mit dim E = oo eine Folge (a,)nen, existiert,

fiir die die Reihe Z a,, unbedingt, aber nicht absolut konvergiert. Resultate von Had-
wiger und Mc Arthur belegen, dass es in Banachraumen (F, ||-||g), dim E = oo, stets
Vektorreihen Z a, gibt, die bedingt konvergieren (im Sinne von || - ||g), fiir die aber

n=0
card (I'4) =1 ist.

In nuklearen Rédumen hingegen gelten andere Gesetzesméafligkeiten. So zeigte Gro-

thendiek, dass absolute und unbedingte Konvergenz von Vektorreihen » a, in me-
n=0
trisierbaren nuklearen Rdumen &dquivalente Begriffsbildungen sind.

So gelten fiir die Konvergenzmenge I' 4 folgende Fille: entweder I'y = () oder I'4 ist
ein affiner Teilraum von E, oder es ist card (I'4) = 1. Insbesondere ist card (I'4) =1
genau dann, wenn Y . a, unbedingt konvergiert (selbstverstandlich im Sinne der zu-

n=0
grundeliegenden Metrik d, die auf E erklért ist).

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit folgendem Problemkreis: gegeben sei ein
abstrakter Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) und darauf erklért eine Folge (X,)nen,
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skalarwertiger oder auch vektorwertiger Zufallsvariablen. Betrachtet man den Parti-

n
alsummenprozef3 (Z X k) , der im Sinne einer Konvergenzart der Wahrschein-
k=0 n€eNg

lichkeitstheorie konvergiert, ([P]-f.s. Konvergenz, P-stochastische Konvergenz, L*-
Konvergenz, etc.), und ordnet man die Zuwéchse von (S,,)nen, um, so kann man sich

die Frage stellen, ob (Z Xv(k)) dann immer noch im Sinne der jeweiligen Kon-
k=0

. n€eNg
vergenzart konvergiert.

Hat man die Begriffe bedingte, unbedingte und absolute Konvergenz (im Sinne der
Konvergenzarten der Stochastik) prézisiert, kann man untersuchen, welche stocha-
stische Struktur I'4 besitzt. Es wird sich herauskristallisieren, dass die bedingte und
unbedingte Konvergenz vor allem von der Abhéngigkeitsstruktur der (X,,)en, und
vom Zustandsraum des Prozesses (S, )nen, gesteuert werden wird.

In der vorliegenden Arbeit werden Resultate fiir Folgen (X,)nen, stochastisch un-
abhéngiger Zufallsvariablen, Markovprozesse (X, )nen,, Differenzenfolgen (X, )nen,
asymptotischer Martingale, sowie Folgen (X, )nen, austauschbarer Zufallsvariablen
vorgestellt. Dartiber hinaus liegen Resultate fiir Folgen (X, ),en, mit bestimmten Mi-
schungsbedingungen, sowie fiir Cesaro-Mittel vor.



Kapitel 1
Allgemeine Begriffsbildungen und Hilfsresultate

Wir definieren zunéchst einmal allgemeine Konvergenzbegriffe fiir Reihen in metri-
schen Raumen.

Definition 1:

Es sei (X, d) ein metrischer Raum und auf X’ sei eine Abbildung + : & x X — X
erklart, so dass (X, +) zu einer kommutativen Halbgruppe wird. Es sei (z,,)nen, eine
Folge aus (X, d).

(1.) Die Partialsummenfolge (s, )nen, vON (Z )nen, ist definiert durch s,, = > zx,n €
k=0

Np. Den Gepflogenheiten der Analysis nach bezeichnen wir die Folge (s;,)nen,

als Reihe und verwenden das gewohnte Symbol > x,. Hierbei sei betont, dass
n=0

o0
damit keine Konvergenz der Reihe ) z,, gemeint ist.
n=0

(2.) Uy, := {7 : Ng — Ng|vyist bijektiv}
(3.) Mit (s7)nen, sei die Folge der Partialsummen bezeichnet, welche durch s} =

> Ty, € Ny, definiert ist. Hierbei sei v € Uy, .
k=0

(4.) Ty :={s € X|3vy € Uy, mits =d — lim s)}.

n—o0

Definition 2:
Es gelten die Voraussetzungen von Definition 1.

(1.) Die mit (z,)nen, gebildete Reihe > z,, heift unbedingt konvergent in (X, d),
n=0
falls Vv € Uy, die Folgen (s))nen, in (X, d) konvergieren.

(2.) Die mit (z,)nen, gebildete Reihe > x,, heiit bedingt konvergent in (X, d), falls

n=0
es 71, Y2 € Un, gibt, so dass (s1')nen, konvergiert und (s)?),en, divergiert.

(3.) Die Reihe Y x, heifie konvergent mit unbedingter Summe, falls es ein v €

n=0
Uy, gibt, fiir das (s7),en, in (X, d) konvergiert und fiir 7 € Uy, mit (5))nen,
konvergent, folgendes gilt: d — lim s} =d — lim s).

n—oo n—oo

(4.) Die Reihe Y x, heile konvergent mit bedingter Summe, falls es 71,72 € Uy,

n=0
gibt, fiir die (s)')nen, sowie (s)?)nen, konvergieren und folgendes gilt: d —
lim s)* # d — lim s72.

n—oo n—oo



(5.) Eine Reihe ) z, heifle generell divergent, falls die Reihen ) xn) V v € Uy,
n=0

n=0
divergieren.

Bemerkung:

[e.9]
Eine Reihe ) z,, ist somit konvergent mit unbedingter Summe, falls |I'4| = 1 ist.
n=0
o
Eine Reihe ) z,, ist konvergent mit bedingter Summe, falls [I'4| > 1 ist.
n=0
oo
Eine Reihe > x, kann, im Sinne der Definition 2, in ihrer speziell vorgegebenen An-

n—
ordnung der Summanden divergieren, aber konvergente Umordnungen besitzen. Der
o0

Leser moge sich nicht davon verwirren lassen, dass somit eine Reihe ) z, divergie-
n=0
ren und gleichzeitig bedingt konvergent sein kann. Man mufl im allgemeinen nicht

[e9]
voraussetzen, dass eine Folge (z,,)nen, schon so angeordnet ist, dass die Reihe ) z,

n=0
konvergiert.

Im folgenden definieren wir den Begriff der Netzreihe in metrischen Rdumen mit kom-
mutativer Halbgruppenstruktur beziiglich 4.

Definition 3:

Es sei (X, d) ein metrischer Raum mit der geforderten Eigenschaft und (z,,)nen, eine
Folge von Elementen aus X'.

i) Mit F(Ng) =4{J C Ny : |J| < +oo} ist F(Ng) vermoge der Mengeninklusion
(i)
auf Ny halbgeordnet und gerichtet, d. h. V 7,7’ € F(Ny)3 J" € F(Ny) mit
JcCJ und J C J".

(ii) Es sei M eine gerichtete Menge. Eine Abbildung f : M — X heifit Netz. Wir
verwenden die Schreibweise (xy)genrr, wobei xy, = f(k) sei.

(ili) Es sei fir J € F(No) y7 := > x). Dann heifle (y7)7ecrm,) Netzreihe.
keg

(iv) Ein Netz (xj)genm heifle Cauchy-Netz, falls V e > 0 es ein ko(e) € M gibt, mit
d(zg, xp,) < eV k> ko(e).

Definition 4:

Ist (E,|| -]||) ein normierter Vektorraum und (x,)nen, cine Folge aus E, so heile
o0

> x,, absolut konvergent, falls > ||z,|| konvergiert, d.h. > [|z,|| < 4oo gilt.
n=0 n=0

n=0



Satz 1
Es sei (E,|| -||) ein Banachraum und (x,)nen, €ine Folge in E. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1.) Die Reihe Y x, ist unbedingt konvergent in (E,|| -||)-

n=0

(2.) ¥ Teilfolgen (xn, )ken, o1 (Tn)nen, gilt: > xn, konvergiert in (E. || - ]).
k=0

(3.) ¥ Folgen (€)nen, aus {—1,1}"° gilt: S epa, konvergiert in (E, || -||).

n=0

(4.) Die Netzreihe (Z Ty konvergiert in (E, || -|]).

keJ )\7€f(Nw

Dieser Satz ist bequem anwendbar auf die Situation der L¥-Konvergenz stochasti-

scher Reihen > X, mit Folgen (X,,),en, aus L7 (2, F, P), wobei 1 < p < +o00.

n=0

Satz 2

Es sei (X,d) ein metrischer Raum und (X,+) eine kommutative Halbgruppe. Es sei
(> k) serm,) eine Netzreihe in (X, d). Dann gilt:

keJ

[e.9]
Konvergenz von () xk) jern) <= Y Tn ist unbedingt konvergent.
keJ n=0

Beweis:
(i) Es sei v : Ny — Nj eine bijektive Abbildung und C,, := {0,1,...,n},n € Ny.
Zun € Ny 3m = m(n) € Ny derart, dass v(Cp,) D C,,, da vy bijektiv ist.

(ii) Es sei e > 0= 3J. mit d(yz,y) < ¢ fiir J D J. (hierbei sei y := jli}_l& )yj).
€ 0

Mit n. := max(J;) gilt daher: d(y7,y) < ¢ fir J D C,_. Wéhlt man m,. zu n,.
Me V4

geméf (i), beachte yc,,. = > &), so folgt d( D T y) < e fir £ > m,.
k=0 k=0

(ili) Angenommen, das Netz (y7)serm,) konvergiere nicht in der Metrik d. Dann
gibt es eine aufsteigende Folge (J,,)nen, von Mengen, card (7,) < +00, so
dass (Y7, )nen, divergiert. Die Abbildung v : Ny — Ny sei wie folgt defi-
niert: Fiir diese aufsteigende Folge (7, )nen, von Teilmengen in Ny, card (7,,) <
+00,pp := min J,, q, := max J,, bilde v die Menge {j € Ny|p, < j < ¢u}
so auf sich ab, dass v '(J.) = {pn,-.-,pn + k} mit k = card (J,). Auf
No\ U {j € Nolpx < j < qi} seiv(j) := Jj.

keNo
Somit ist v : Ng — Ny eine bijektive Abbildung und die Reihe ) x.,) diver-
n=0

giert nach Konstruktion.
Aus (ii) und (iii) erhalten wir die Behauptung. O



Satz 3
FEs sei (X,d) ein metrischer Raum und (X ,4) eine kommutative Halbgruppe. Es sei
(Zn)nen, €ine Folge in (X, d). Es gelten folgende Aussagen:

(1.) Konvergiert die Reihe . x, mit bedingter Summe, so ist diese bedingt konver-
n=0

gent.

(2.) Konvergiert die Reihe Y x,, unbedingt, so schon mit unbedingter Summe.
n=0

Beweis:
(2.) ist unmittelbare Konsequenz der Aussage (1.). Somit geniigt es (1.) zu verifizie-
ren. Es sei 0.B.d.A die Reihe > x, schon konvergent.

n=0

n

Bezeichnen wir mit s den Limes der Partialsummenfolge (Z xk) , so folgt aus
k=0 TLENO

der Konvergenz von Z x, mit bedingter Summe: 3 g € Uy, mit Z Tg(n) konver-

n=0 =
gent. Bezeichnen wir diesen Limes mit ¢, so gilt: d(s,s’) =n > 0. Nun kénnen wir

eine bijektive Abbildung g : Ny — Nj deﬁnieren, fiir die die Partialsummenfolge

(Z xg(k)) nicht konvergiert. Diese konstruiert man folgendermafien:
n€Ng

N(er)

Zu & >OE|N1(€1> GNO mit d Z Tp,S | <é€r.
Wir definieren §(j) :=jVj=0,..., Ni(e1).

Da g : Ny — Nj eine bijektive Abbildung ist, folgt die Existenz eines M;(e1) € Ny
mit {0,...,Ni(e)} € {g(0),...,9(Mi(e1))} und wegen der Konvergenz der Reihe

00 Mi(e1)
> Tg(n) kann man dieses M (e1) so wéhlen, dass d | > %y, s’) < g ist.
n=0 k=0

g(7) ==g(j) ¥ j > Ni(e1) mit g(j) € {g(0),...,9(Mi(1))}-

M1(51)
—d ( > xg(k),s’) < ey. Essel nun €5 > 0 mit 0 < g9 < £7.
k=0

= 3 Ny(g2) € Ngmit {g(0),...,5(Mi(e))} € {0,1,..., No(e2)} und d (ngj)xk, 5)

< &g

Definieren wir nun g(j) := j V j > g(Mi(e1)). Da g : Ny — Ny bijektiv ist und die
Reihe ) x4,y konvergiert 3 Ms(e2) € No mit {0, ..., Na(e2)} C {g(0), ..., g(Ma(e2))}

n=0
Mz (e2)
und es gilt : d | Y xy0),5 | <ea
k=0

Definieren wir g(j) := ¢(j) V 7 > Na(e2) mit g(j) € {g(0),...,9(Ms(e2))} =

6



My (e2)
d| > gm),s | < ez Wir kénnen somit zu einer monotonen Nullfolge (&, )nen €ine
k=0

bijektive Abbildung g : Ng — Ny und Folgen {Ny(ex)}ren, { Mr(er) tren konstruie-

Ni(ex) My, (ex)
ren, fiir die gilt: d [ > xjm),s | <epund d| Y xzm),s" | <exVk.

k=0 k=0
Ni(ex) My (ex)

= 3 lim ) g =sund3I lim > 54 =5
k=00 k=0 k=00 k=0

Da d(s,s") =n > 0 ist, folgt somit die Divergenz der Reihe ) ().
n=0

= Y. x, konvergiert bedingt.

n=0

O

Aus der Konvergenz mit unbedingter Summe folgt im allgemeinen nicht die unbe-

oo

dingte Konvergenz. Eine Reihe > x, in einem vollstdndigen linearen metrischen
n=0

Raum kann bedingt konvergieren, ohne mit bedingter Summe zu konvergieren. Auf

diese Problematik hat bereits Hadwiger(25) hingewiesen und Beispiele in unendlich
dimensionalen Hilbertrdumen angegeben. Bei der Untersuchung der Konvergenz sto-
chastischer Prozesse werden wir diese Begriffsbildungen genauer untersuchen. Dabei
ergeben sich verschiedene Resultate, und es stellt sich heraus, dass die Art der be-
dingten Konvergenz von der Abhéingigkeitsstruktur der Summanden { X, },cn, eines
Partialsummenprozesses abhéngen wird.



Kapitel 11

Folgen unabhéngiger Zufallsvariablen und bedingte Konvergenz

In diesem Kapitel studieren wir das Verhalten stochastischer Reihen ) X, von Fol-
n=0

gen von unabhingigen Zufallsvariablen { X, },cn,. Zunéchst einmal untersuchen wir

entsprechende Sachverhalte fiir reellwertige Zufallsvariablen. Anschliefend grenzen

wir die Situation zu unendlich dimensionalen Hilbertraumen ab.
Definition 5: (Banachraumwertige Zufallsvariablen)

Es sei (E,]| - ||) ein Banachraum.

(i) Unter einer Zufallsvariablen X mit Werten in E verstehen wir eine
Bochner-messbare Abbildung. Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
X : QQ — FE eine Abbildung. Eine messbare Treppenfunktion X : Q —

E ist eine von der Form X(w) = ) 1, (w)z;, A; € F, x; € E. Eine
j=1

Zufallsvariable X mit Werten in F ist der [P]-f.s. Limes einer Folge (X,,)nen
von messbaren Treppenfunktionen.

(ii) Der Erwartungswert einer messbaren Treppenfunktion X ist definiert durch
=1

J

(iii) X heiBt Bochner-integrierbar, falls E[||X||] < +o0.||X||L, = E]||X]|] heiBit
Bochner-Norm.

(iv) Ist X Bochner-integrierbar, so ist die approximierende Folge (X, ),en messbarer
Treppenfunktionen so wéhlbar, dass E|||X,, — X]|] 0 gilt. Das Bochner-
Integral wird definiert durch F[X] := lim F[X,].

n—oo

—
n — oo

(v) Die Varianz einer Bochner-messbaren Abbildung X ist definiert, falls E[|| X ||*] <
+oo gilt.
Var[X] := E[||X — EX||’]

Bemerkung:

Es seien X, Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit Werten in einem Hil-
bertraum (H, <;>). Es gelte F[||X|?] < o0, E[||Y]])] < +oc

— F[< XY >| =< EX,EY > und Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y].
Definition 6:

Sei X eine reellwertige Zufallsvariable und ¢ > 0.Wir definieren
X = X1x1<e-



Bemerkung:
Aufgrund der Metrisierbarkeit der P-stochastischen Konvergenz und der L”-Konvergenz
(1 < p < +00) von Folgen von Zufallsvariablen sind die bedingte und unbedingte P-

stochastische (LP—)Konvergenz von Reihen ) X, von Zufallsvariablen, sowie die
n=0
Konvergenz mit unbedingter bzw. bedingter Summe schon durch Definition 2 aus

Kapitel I erklért.

Hinsichtlich der [P]-f.s. Konvergenz von Partialsummenprozessen {S, },en, fithren
wir folgende Definitionen ein.

Definition 7:

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {X,},en, ein darauf defi-
nierter stochastischer ProzeB mit Werten in einem Banachraum (E, || - ||).

(1.) Eine Reihe > X, heiit unbedingt [P]*-f.s. konvergent, falls jede Umordnung

n=0

> Xym) [P]-fs. konvergiert.
n=0

(2.) Eine Reihe ) X, heifit bedingt [P]*-f.s. konvergent, falls sie nicht unbedingt
n=0

[P]*-f.s. konvergiert und es ein v € Uy, gibt, so dass Y X, ) [P]-f.s. konvergiert.
n=0

(3.) Eine Reihe ) X, heifit [P]*-f.s. konvergent mit unbedingter Summe, falls es ein
n=0

v € Un, gibt, so dass > X, [P]-f.s. konvergiert und jede [P]-f.s. konvergente
n=0

Umordnung ) X, (n) die Eigenschaft besitzt:
n=0
r({ 2, Xom = 2 Xn|| > 0}) =0

(4.) Eine Reihe Y X, heifit [P]*-f.s. konvergent mit bedingter Summe, falls es [P]-
n=0

fs.  konvergente Umordnungen » X, ) und > X, gibt mit
n=0 n=0

r({ >0}) >0,

(5.) Eine Reihe ) X, heifle absolut [P]-f.s. konvergent, falls die reellwertige Reihe

n=0

2 Xonm) = 24 Xopim)

S IX|| [P]-.s. konvergiert.
n=0

(6.) Das Netz ( > Xk heiBe [P]-f.s. konvergent, falls es ein N € F mit

keJ >J€f(No)

P(N) = 0so gibt, dass Vw € N¢: ( > Xk(w)> konvergiert in (E, ||-||).
keJ JEF(No)
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Bemerkungen:

(1.)

In der obigen Definition der unbedingten [P]*-f.s. Konvergenz beachte man,

dass die Nullmenge N, auf der die Reihe ) X, punktweise divergiert, von

n=0

[e.e]
~ abhéngen kann. Somit ist eine unbedingt [P]*-f.s. konvergente Reihe > X,
n=0
nicht notwendig absolut [P]-f.s. konvergent. Dies illustriert folgendes Beispiel:

Es sei (X, )nen eine Folge u.i.v. Zufallsvariablen mit P({X; = 1}) = P({X; =
—1}) = L. Die Reihe ) 22 konvergiert unbedingt [P]*-f.s. gem#B dem klassi-

n=1

schen  Zwei-Reihen-Satz.  Die  Reihe )’ %
n=1

divergiert  [P]-f.s.,

denn P({ RIS %}) = 1. Somit konvergiert die Reihe > 2= nicht ab-
n=1 n=1 n=1

solut [P]-f.s. . Im Gegensatz zu Reihen ) a, deterministischer Folgen (ay)nen,
n=0
aus R, sind die absolute [P]-f.s. Konvergenz und die unbedingte [P]*-f.s. Kon-

vergenz keine dquivalenten Begriffsbildungen im Sinne der obigen Definition.

Man konnte den Begriff der unbedingten [P]*-f.s. Konvergenz auch folgender-
maflen definieren: .
I N € Fmit P(N) =0V w € N¢ konvergieren die Reihen > X, (w) unbe-

n=0
dingt. In diesem Fall wéren absolute [P]-f.s. und unbedingte [P]*-f.s. Konver-

genz stochastischer Reihen mit Werten in endlich dimensionalen Banachrdumen
(E,]||-||) dquivalente Begriffsbildungen. Die Forderung der Existenz einer von =y
unabhéngigen Nullmenge ist zu einschrinkend, wie das Beispiel in (1.) belegt.
Daher fiihrten wir den Begriff der unbedingten [P]*-f.s. Konvergenz geméf der
obigen Definition ein.

Der Begriff der bedingten [P]*-f.s. Konvergenz einer stochastischen Reihe im
Sinne der obigen Definition hat zur Konsequenz, dass nicht jede bedingt [P]*-f.s.

konvergente Reihe > X, von Zufallsvariablen mit bedingter Summe konvergie-
n=0
ren muf. Es gilt somit kein Riemann’scher Umordnungssatz (vgl. Kapitel V). Es

stellt sich allerdings heraus, dass fiir Reihen )  X,, von unabhéngigen Zufalls-
n=0
variablen mit Werten in einem endlich dimensionalen Banachraum (E,|| - [|)

die bedingte [P]*-f.s. Konvergenz und die [P]*-f.s. Konvergenz mit bedingter
Summe &dquivalente Begriffsbildungen sind.

Im Beispiel aus (1.) gilt fir [P]-fast alle w € Q :

o

> X”T(”) ist eine bedingt konvergente Reihe, die wegen des Riemann’schen

n=1

Umordnungssatzes bedingter Summe konvergiert. D. h. man kann zu jedem

X"/s (n)(w)
¥s(n)

s € R ein v : Ny — Ny finden, so dass )
n=1

= s gilt. Trotzdem gilt:

10



(%) P({ oA = 3 )izv(s)}) = 1V 7 € Uy,. Dariiber hinaus konvergiert
n=1

die Reihe % unbedingt im L?-Sinn und daher unbedingt P-stochastisch.

n=1
Es scheint daher geeigneter, diese Reihe als eine unbedingt [P]*-f.s. konvergente

stochastische Reihe zu bezeichnen, was grundsétzlich moglich ist, falls die Diver-
genzmengen der Reihen ) X, (w),w € Q mit der Abbildung v € Uy, variieren

n=0
diirfen.

Hilfsiiberlegung 1:

Es sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ),en, eine Folge von Zufalls-
variablen mit Werten in einem Banachraum (E, || - ||). Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

(1.) > X, konvergiert absolut [P]-f.s. .
n=0

(2.) > X, konvergiert absolut P-stochastisch.
n=0

Bewelis:

(i) Aus der absoluten [P]-f.s. Konvergenz der Reihe ) X, folgt trivialerweise die
n=0
absolute P-stochastische Konvergenz derselbigen.

(ii) Es konvergiere »_ X, absolut P-stochastisch. Dann folgt: V ¢ > 0 3 N(e) €
n=0

No Vn,m> N(e) mitn>mgiltP({ > Xk 25}) <e.
k=m

— P({ max z 15| >g}) ({kf;nuxku Zs}) <eVn,m> N(e)

= > ||X,|| konvergiert [P]-f.s. = (1.)

n=0
Satz 4
Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und { X, }nen, €ine Folge von Zufallsva-
riablen mit Werten in einem endlich-dimensionalen Banachraum (E,||-||). Folgende

Aussagen sind dquivalent:

(1.) > X, konvergiert absolut P-stochastisch.
n=0

konvergiert [P]-f.s..

(2.) Das Netz (Z Xk

keg )JE}'(NO)

Bewelis:

Das Netz ¢ > Xi

} konvergiere [P]-f.s.
kET JEF(No)
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e IN e Fmit P(N) =0V we N°: { > Xk(w)} konvergiert in (£, || - |[)
keg keg

Satz2 Vw e N©: z_:oXn(w) konvergiert unbedingt in (E, || - ||)

) VYwe N Y || Xp(w)]| < 4oo, (+)(E,]|-|]) ist endlichdimensional
s n=0

< > ||Xn|| < +oo [P]—f.s. Hilfsiberlegung (1.). O
n=0 =
Bemerkungen:
(1.) Ist der zugrundeliegende Banachraum (E, || - ||) nicht endlichdimensional, so ist

die Implikation (2.) = (1.) im allgemeinen falsch.

(2.) Konvergiert ein Netz <Z Xk [P]-f.s., so folgt immer die unbedingte

keJ ) JeF(No)
[P]*-f.s. Konvergenz. Die umgekehrte Implikation hingegen ist im allgemeinen
falsch. Aus der absoluten [P]-f.s. Konvergenz folgt immer [P]-fast sichere Netz-
konvergenz.

Hilfsiiberlegung 2:
Sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, )nen, eine Folge reellwertiger Zu-
fallsvariablen, so dass die (| X,|)nen, unabhéngig sind. Dann gilt:

Das Netz <Z Xk) konvergiert [P]-f.s. genau dann, wenn es ein ¢ > 0 gibt,
keT JEF(No)

so dass die Reihen ) P({|X,| > ¢}) und >  E|X¢| konvergieren.
n=0 n=0

Bemerkung:
Existiert ein ¢ > 0 so, dass die Reihen Z P({|X,| > ¢}) und Z E|X¢| konvergieren,
folgt auch in der Situation stochastisch abhanglger (1X, DHENO d1e [P]-f.s. Konvergenz

des Netzes (Z Xk

> . Notwendig ist das Kriterium allerdings im allgemeinen
keg JeF(No)

nicht.

Bewelis:

(1.) Es konvergiere das Netz (Z Xk [P]-f.s.

ke ) JeF(No)
Satz (4) Die Reihe > X, konvergiert absolut P-stochastisch.

n=0
oo

Hillsiberlegung 1 Die Reihe > | X,| konvergiert [P)-f.s..

n=0
Die Folge (|X,|)nen, ist nach Voraussetzung stochastisch unabhéngig. Somit
folgt unter Verwendung des Kolmogoroff’schen Drei-Reihen-Satzes (Satz 6):

12



de > 0 so, dass die Reihen Y P{|X,| > ¢}, > E|X¢| sowie Y  Var|X¢| kon-
n=0 n=0 n=0

vergieren.

(2.) Es mogen die Reihen Z P{|X,| > c}, sowie Z E|X¢| konvergieren. Zunéchst
einmal folgt mit dem Satz von der monotonen Konvergenz die absolut [P]-f.s.

Konvergenz der Reihe Z X¢. Da Z P{|X,| > ¢} < 400, folgt mit dem Lemma
n=0 n=0
von Borel-Cantelli, dass > X, absolut [P]-f.s. und somit absolut P-stochastisch
n=0

konvergiert.

Satz (4) Das Netz (Z Xk

) konvergiert [P]-f.s. O
keT JEF(No)

Beispiel:
Ist (X, )nen eine Folge u.i.v Zufallsvariablen mit P({X; =1}) = P{X; = —-1}) = 35

so ist die stochastische Reihe Y %2 unbedingt [P]*-f.s. konvergent (vgl.(1.)auf Seite
10).
Allerdings existiert kein ¢ > 0, so dass die Reihen Z P ({ ‘ X”‘ > c}) sowie Z E ‘ (X") ‘

n=1

simultan konvergieren. Die Hilfsiiberlegungen in Verbmdung mit dem Kolmogoroff schen
0 — 1—Gesetz liefern somit:

Das Netz > 2= divergiert [P]-f.s. .
neJ JeF(N)

Detfinition 8:

Sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X, ),en, eine Folge von ZV mit Wer-
ten in einem Banachraum (E, || - ||). Betrachten wir die stochastische Reihe Z Xn
und bezeichnen mit A die Folge (X, )nen,, so sei I'4 die Familie aller Zufallsvarlablen
die als Grenzvariablen einer geeigneten [P]-f.s. konvergenten Umordnung Z Xy(n)

n=0
(oder auch im Sinne der P-stochastischen, oder L”-Konvergenz) entstehen.

Satz 5

Es sei (E,|| - ||) ein Banachraum und {X,}nen, €in stochastischer ProzefS, definiert
auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P), mit Werten in E. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:

(1.) Der Prozef$ {S,}nen, konvergiert unbedingt P-stochastisch.

(2.) ¥ Teilfolgen { X, }ren, von { X nen, gilt: > X,, konvergiert P-stochastisch.
k=0

(3.) ¥ Folgen (ey)nen, aus {—1,1} gilt: > ,X, konvergiert P-stochastisch.
n=0

13



(4.) Das Netz { X,

} konvergiert P-stochastisch.
ke JEeF(No)

Bewelis:

(0.)

(iii)

Betrachten wir M(Q, F, P), den linearen Raum Banachraumwertiger Zufalls-
variablen, und definieren ©(Q2, F, P) iiber:

VXY € O(Q, F, P) gilt P({||X — Y| > 0}) = 0.

Mit My(2, F, P) sei der Quotientenraum /;)4((8, ’;’PP)) bezeichnet.

Auf My wird durch d(X,Y) := E[min(1,||X — Y]|)] eine vollstindige Metrik
definiert, so dass (M, d) zu einem vollstdndigen linearen metrischen Raum
wird. Ferner konvergiert eine Folge {X, },en, P-stochastisch gegen X genau

dann, wenn d(X,, X) 0 konvergiert.

—
— 00

Aus einem Satz von Orlicz folgt die Aquivalenz von (1.) und (2.). [Fundamenta
Mathematica Band II,Seite 5]

Es sei (2.) erfiillt. Ferner sei {&,}nen, €ine Folge mit Werten in {—1,1}. Mit
M = {j € Nolg; = —1} und N := {j € Nyle; = 1} sind Teilmengen aus
Ny definiert, wobei mindestens eine der beiden Mengen unendlich ist. Die Ab-
bildung v : Ny — Ny sei durch Abzéhlung von M in natiirlicher Reihenfol-
ge definiert. v(0) := min M; sind ¥(0),...,v(p) schon definiert, so setze man
v(p+ 1) := min{k € M|k > ~v(p)}. Somit ist 7 : Ny — Ny streng isoton. Aus

(2.) folgt somit die P-stochastische Konvergenz der Reihe ) X, ).
n=0

Ist N ebenfalls unendlich, definiert man analog eine strikt isotone Abbildung

7 : Ng — Np. Aus der P-stochastischen Konvergenz der Reihen ) X, und
n=0

> X5 folgt die P-stochastische Konvergenz der Reihe

n=0

ZO EnXn = ;Xﬂn) - ZOXwn)-

Es sei (3.) erfiillt. Es sei v : Ny — Nj eine streng isotone Abbildung. Man
definiert Folgen {1 }jeny, {v}jen, durch:

pi=1 v;=1 Vjey(Ny)

pi=1, vi=-1 VjeNo\v(No)
Es sei € > 0 festgewéhlt (W)0) 3 N. € Ny, so, dass V k, ¢ > N_ gilt:

k4L k

k4t k
d(Z/‘JXJ"Z’quj> < g und d(ZVij, ZVJ'XJ’> <é&.
=0 7=0 =0 3=0

Man kann k£ € Ny so grofl wihlen, dass v(k + 1) > N, gilt. Fiir ¢ € N definiert
man M(k, £) :={p € Noly(k +1) <p <y(k+0)}.
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k40
= 2 va:%( > X5+ Y] quj) und es gilt:
j=k+1 JEM (k,0) JEM (kL)

(% X003 X) 2B min (11] 55 X011

j=k+1

= E[min(l,HQ > ;X + 2 )ijjHﬂ

FEM (kL) ]GM(k,E

IN

Elmin (LI S X))+ £ jmin (L] S X))

JjeEM (k) JjeM (k)

K+t ke
= d(;)u] Zﬂy >+d<2% ZV] >< +5=
Da (Mo, ) vollsténdig ist, folgt mit (0.) die P-stochastische Konvergenz der
Teilreihe Z Xy
n=0

(iv) vgl. Satz 2 in Kapitel I, auf Seite 5. O

Satz 6 (Kolmogoroff’scher Dreireihensatz)
Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und { X, }nen, €ine Folge von unabhdngi-
gen reellwertigen Zufallsvariablen. Ein notwendiges Kriterium fir die [P]-f.s. Kon-

vergenz der Reihe Y X, ist die Bedingung:
n=0

(¥) ¥ ¢ > 0 konvergieren die Reihen Y E(XS), >, Var(X:) sowie
n=0 n=0
> PUIX| > )

Hinreichend fiir die [P]-f.s. Konvergenz der Reihe >, X, ist die Konvergenz der drei
n=0
Reihen in (x) fiir mindestens ein ¢ > 0.

Satz 7 (Egoroff-Theorem)

Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und { X, }nen, eine Folge reellwertiger
Zufallsvariablen. Konvergiert { X, }nen,[P]-f.s., so existiert zu jedem € > 0 eine Men-
ge B. € F mit P(B:) > 1 — ¢, die folgende Bedingung erfillt: {X,}nen, konvergiert
gleichmdf$ig auf B..
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Satz 8 (Lévy)
Ist { X, }nen, eine Folge von reellwertigen unabhdngigen Zufallsvariablen, so konver-

giert die Reihe Y X,[P]-f.s. genau dann, wenn sie schwach konvergiert.

Mit den bereitgestellten Begriffen und Hilfsmitteln sind wir in der Lage, folgenden
Satz zu beweisen.

Satz 9
Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und { X, }nen, eine Folge reellwertiger
unabhdngiger Zufallsvariablen. Es gelten folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe Z X, konvergiert bedingt [P]*-f.s. genau dann, wenn sie [P]*-f.s.

mat bedmgter Summe konvergiert.

(2.) Die Reihe Y X,, konvergiert unbedingt [P|*-f.s. genau dann, wenn sie [P]*-f.s.
n=0
mat unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist T4 eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Da die Eigenschaft der Unabhéngigkeit umordnungsinvariant ist, nehmen wir o.b.d.A.

an, dass Y, X, schon [P]-f.s. konvergiert.
n=0

Die Aussage (2.) ist unmittelbare Konsequenz der Aussage (1.). Ist Z X, eine [P]*-

f.s. konvergente Reihe, die bedingter Summe konvergiert, so folgt dle P stochastische
Konvergenz mit bedingter Summe.

[ee]
Satz 3 Zo X, konvergiert bedingt P-stochastisch.
n=

Satz8 37 X, konvergiert bedingt [P]*-f.s.

n=0

Es konvergiere die Reihe > X, [P]*-f.s. bedingt.

n=0

Satz 6 ¢ > 0 konvergieren die Reihen ) E(X7), 2_30 Var(X¢) sowie

> P{IX,] > e},

Aus der bedingten [P] -f.s. Konvergenz folgt die Existenz einer Abbildung g € Uy,,
fiir die die Reihe Z Xy(ny nicht [P]-f:s. konvergiert. Die Folge {X, }nen, ist eine
Folge unabhanglger Zufallsvarlablen und somit auch die Folge {X () }nen,- Aus dem
Kolmogoroff’schen 0 —1—Gesetz folgt somit die [P]-f.s. Divergenz der Reihe io Xogn)-
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Die Reihen Z P({|X,| > ¢}) und Z Var(X¢) sind trivialerweise absolut und somit

unbedingt konvergent V> 0.

= J¢ > 0 so, dass die Reihe ) E(XS) bedingt konvergiert.

n=0
Die Folge {X¢}en, ist eine Folge gleichméBig stochastisch beschrénkter, unabhéngi-

ger Zufallsvariablen. Die Reihe ) E(X() konvergiert mit bedingter Summe geméf
n=0
dem Riemann’schen Umordnungssatzes. Somit folgt aus dem Zwei-Reihen-Satz die

[P]*-f.s. Konvergenz mit bedingter Summe von » X¢.
n=0

Die Reihe Z X, konvergiert [P]-f.s. <= > X¢ konvergiert [P]-f.s. .Mit Satz 7 er-
=0 n=0
halten wir: V e>03A. € Fmit P(A.) > 1 — ¢, so dass (X,,)nen, gleichméBig auf

A, in w konvergiert.

Wiéhlt man 0 < e <c=3IN. € NgVn > N, : X, = X auf A, [P]-fs.

— i Xn = i X¢ [P)-fs. auf A, (x).

n=Ng n=Ng

&) 37 X, konvergiert [P]*-f.s. mit bedingter Summe auf A., wobei P(A.) > 1 —e.

n=0

e>0

=
beliehis Behauptung. O

Unmittelbare Konsequenz des Satzes 8 und des Satzes 9 ist der

Satz 10
Ist { X, }nen, eine Folge von unabhdngigen reellwertigen Zufallsvariablen, so gelten
folgende Aussagen:

(1.) > X, konvergiert bedingt P-stochastisch genau dann, wenn sie P-stochastisch
n=0
mit bedingter Summe konvergiert.

(2.) > X, konvergiert unbedingt P-stochastisch genau dann, wenn sie P-stochastisch
n=0
mit unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist I' 4 eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Hinsichtlich der LP-Konvergenz stochastischer Reihen > X,, von unabhéngigen Zu-
n=0
fallsvariablen mit Werten in R kann man ein analoges Resultat formulieren und be-

weisen. Hier gehen entscheidend die Ungleichungen von Marcinkiewicz und Zygmund

17



ein. Es gilt folgender bekannte Satz(vgl.(9)S.367).

Satz 11 (Marcinkiewicz, Zygmund)

Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {X,}nen, eine Folge von reell-

wertigen unabhdngigen Zufallsvariablen mit EX,, = 0 V n € Ny. Dann gibt es

V1< p < 400 positive Konstanten A,, B, (unabhingig von {X,}nen,) so, dass
1

w(E[(X) )] = Bl ) < m(= (X))

Wir sind nun in der Lage,unter Verwendung von Satz 11 folgende Aussage zu zeigen.

Satz 12

Es sei (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {X,}nen, eine Folge von reell-
wertigen unabhdingigen Zufallsvariablen aus LP(2, F, P),1 < p < 4+00. Dann gelten
folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe Z X, konvergiert im LP-Sinn mit bedingter Summe genau dann,
wenn sie bedzngt konvergiert.
(2.) Die Reihe Y X, konvergiert im LP-Sinn mit unbedingter Summe genau dann,

n=0
wenn sie unbedingt konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist I' 4 eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:

(i) Konvergiert die Reihe > X, im LP-Sinn mit bedingter Summe, so folgt aus

n=0

Satz 3 die bedingte LP-Konvergenz der Reihe > X,,.
n=0

(ii) O.B.d.A. konvergiere die Reihe > X, im LP-Sinn. Aus der LP-Konvergenz folgt
n=0

die Konvergenz der Reihe ) FX,,, denn:
n=0

Ve>0d N, € NgVn,m2> N, mit n >m gilt:
n PN =
<E< > Xk’ ])p <egl<p<+x0
k=m
= Ve>0d N, € NygVn,m>N, mit n>m gilt:
E[ > XkH <e
k=m

n
= | > EXk‘ <eVn,m>N, mit n > m.

k=m
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Aus der LP-Konvergenz der Reihe > X, und der Konvergenz der Reihe ) EX,

n=0 n=0
folgt die LP-Konvergenz der Reihe Y Y, mit Y, := (X,, — EX,,) V n € Ny. Mit
n=0
Satz 11 erhalten wir die Abschéatzung

@ aE((E))]) )<

mit einer von {Y}, },en, unabhéngigen nichtnegativen Konstanten A,.

1

SCIPY

Ist g €Uy, = IM.VYn>DM :g(n)>N.
Eine erneute Anwendung von Satz 11 liefert: Vn,m > M., m <n

(E( > )p); < B» (E ((éxﬁm);)p);

kZ Yo

K. 2\ 7\ ? 5 K. [P\\7 5
<o le((&0e) ) ) =2 (= (50]) e e

wobei K. € Ny so gewihlt sei, dass {g(m),...,g(n)} C{N,,..., K.}
Somit konvergiert » Yy, im LP-Sinn.
n=0

Es konvergiert die Reihe ) Y, unbedingt im LP-Sinn.
n=0

Aus der bedingten LP-Konvergenz der Reihe ) X, folgt daher die bedingte Kon-
n=0

vergenz der Reihe »  EX,,. Aus dem Riemannschen Umordnungssatz folgt wiederum
n=0
die LP-Konvergenz mit bedingter Summe der Reihe >  X,. O

n=0

Betrachten wir Folgen von unabhéngigen Zufallsvariablen {X, },en, mit Werten in

einem unendlich dimensionalen Hilbertraum (H, <,>), so sind die obigen Aussagen

im allgemeinen falsch. Eine Reihe ) X, von unabhéngigen Zufallsvariablen mit Wer-
n=0

ten in (H, <, >), die bedingt [P]*-f.s. konvergiert, muf} nicht zwangslaufig [P]*-f.s. mit

bedingter Summe konvergieren. Dies kann man sich an einem einfachen Beispiel, wel-

ches aus einer Arbeit von Hadwiger(25) stammt, verdeutlichen.

Beispiel: (Aus der Arbeit “Uber die Konvergenzarten unendlicher Reihen im Hil-
bertschen Raum”)

Essei (H, <, >) ein beliebiger unendlich dimensionaler Hilbertraum. Ferner sei (e, )nen
eine Folge orthonormaler Vektoren aus (H,<,>). Bildet man die Reihe, die aus

(0.9}
Zl (2 —@ ooy 4 a)duch Entfernen der Klammer entsteht, so ist
n=
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diese Reihe bedingt konvergent in (H, <, >), aber jede konvergente Umordnung die-
ser Reihe besitzt den gleichen Limes. Man beachte hierbei, dass in den geklammerten
Ausdriicken je n Elemente mit positiven und ebenso viele mit negativen Vorzeichen
stehen.

Definition 9:

Es sei (§2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und { X, },,en, eine Folge von Zufallsva-

riablen mit Werten in einem Banachraum (E, || - ||). Die Folge { X, }nen, von Zufalls-
variablen in (E,|| - ||) sei definiert durch

X,(w) = X,(w), falls || X, (w)|] < 1.

Xow) = gH, falls || X, (w)|| > 1.
{X, }nen, ist die Projektion der {X,}nen, auf die abgeschlossene Einheitskugel in
(E, || -]|)- Den folgenden Satz findet man z. B. in “Kahane, Some series of Random
Variables”.
Satz 13

Es sei { X, }nen, eine Folge von unabhingigen Zufallsvariablen mit Werten in einem
Hz’lbertmum (H,<;>). Notwendig und hmrezchend fir die [ |-f.s. Konvergenz der

Reihe Z X, ist die Konvergenz der Reihen Z EX, und Z VarX,.

n=0 n=0 n=0

Unmittelbare Konsequenz dieses Satzes und den obigen Voriiberlegungen ist der fol-
gende Satz.

Satz 14
Es sei { X} nen, €ine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit Werten in einem un-
endlich dimensionalen Hilbertraum (H,<;>). Es gelten folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe Y X,, konvergiert bedingt (unbedingt) [P]*-f.s. genau dann, wenn die
n=0

Reihe S EX,, bedingt (unbedingt) in (H,|| - ||) konvergiert und > VarX, <
n=0 n=0
400 ist.

(2.) Die Reihe >, X,, konvergiert [P]*-f.s. mit bedingter (unbedingter) Summe genau
n=0
dann, wenn die Reihe > EX, mit bedingter (unbedingter) Summe konvergiert,

n=0
und Y. VarX, < 4oco gilt.
n=0

Bedingt [P]*-f.s. konvergente Partialsummenprozesse {S,}nen, mit unabhéngigen
Summanden {X,, }nen,, deren Werte in einem unendlich dimensionalen Hilbertraum
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(H, <;>) liegen, miissen somit nicht notwendig [P]*-f.s. mit bedingter Summe kon-

vergieren. Betrachtet man hingegen Folgen unabhéngiger Zufallsvariablen {X,, },en,

mit Werten im topologischen Vektorraum (RY, @) 7)), so konvergiert die stochasti-
keN

sche Reihe > X, [P]*-f.s mit bedingter Summe, falls sie bedingt [P]*-f.s. konvergiert.

n=0
Grundlegend hierbei ist ein Resultat von Yitzhak Katznelson und O. Carruth Mc Ge-
hee(vgl.(23)). Man kann dieses Resultat folgendermafien formulieren.

Satz 15 (Katznelson, Mc Gehee)

Es sei (ap)nen, eine Folge von Vektoren im topologischen Vektorraum (RN, @ 7).
neN

Konvergiert die Reihe " a, bedingt in der Fréchet-Metrik, so ist "4 ein affin linearer
n=0
Unterraum des RY mit dim T4 > 1.

Unter Verwendung von Satz 15 kann man analog zum reellwertigen Fall fiir stocha-
stische Reihen ) X,, mit unabhéngigen Summanden {X,, },en, folgende Charakteri-

n=0
sierungen der bedingten und unbedingten [P]*-f.s. Konvergenz angeben.

Satz 16

Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und { X, }nen, eine darauf definierte

Folge stochastisch unabhdingiger Zufallsvariablen mit Werten in (RY, @, 7). Dann
neN

gelten folgende Aussagen:

(1.) Die Reihe Y X, konvergiert bedingt [P]*-f.s. genau dann, wenn sie [P]*-f.s.

n=0
mat bedingter Summe konvergiert.

(2.) Die Reihe Y X,, konvergiert unbedingt [P]*-f.s. genau dann, wenn sie [P]*-f.s.

n=0
mit unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1) ist I'4 eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Die Produkttopologie @ 7, auf RY wird metrisiert durch die Fréchet-Metrik
neN

o . .
L 1 |m0)_y0)| N
d(z,y) = ZlflJr\x(j)fy(j” Va,yeR
]:

Somit konvergiert Y X, [P]-f.s. genau dann, wenn die Reihen ) XPVjieN [P]-

n=0 n=0
f.s. konvergieren. Hierbei sei XY die Projektion von X,, auf die j-te Koordinate. Jede
der Folgen {XT(L] )}nENo ist fiir festgewéhltes 7 € N eine Folge unabhéngiger reellwer-

tiger Zufallsvariablen. Somit liefert die [P]-f.s. Konvergenz der Reihe > X, unter Ver-

n=0
wendung des Kolmogoroft’schen Drei-Reihen-Satzes:
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vV j € NV ¢ > 0 konvergieren die Reihen:
Z P{|IXV)| > ¢}), ZVCLT X)) und ZE X0 (%)
n=0

Die bedingte [P]*-f.s. Konvergenz von Y X, liefert zunéchst:
n=0

= {j € N X konvergiert bedingt [P]* — f.5.} # §. Wie beim Beweis zu
n=0

Satz 9 folgt, da J # 0 :V ¢ € J 3¢, > 0 so, dass >, E(X¢) bedingt konvergiert. Ist
n=0

(€ J festgewshlt, so folgt mit (x) die [P]-f.s. Kon\;ergenz der Reihen

Y (X)vjeN.

n=0

Da die Reihe Z E(Xn ) 7) bedingt konvergiert, folgt die bedingte Konvergenz der

n=0
Vektorreihe

(1)
E [X" ]l{|xfl”\s(:z}}

o (2)
> E[X” ]l{IXff’\SCz}} in (R, (X) 7))

n=0 . neN

Aus Satz 15 folgt die Konvergenz mit bedingter Summe dieser Vektorreihe. Wortlich

wie im Beweis zu Satz 9 folgert man, dass die Reihe ) X, [P]*-f.s. mit bedingter
n=0

Summe konvergiert. O

Bemerkung:

Satz 15 liefert insbesondere, dass jede Reihe Z X, unabhéngiger Zufallsvektoren mit

=0
Werten in (R™, || -||2), die bedingt [P]*-f.s. konverglert [P]*-f.s. mit bedingter Summe
konvergiert. Aus der Isomorphie zwischen n-dimensionalen Banachraumen (FE, || - ||)
und dem (R™, || - ||2) folgt, dass dieses Konvergenzverhalten von »_ X, auch noch fiir

n=0
Folgen unabhéngiger (X, )nen, mit Werten in endlich dimensionalen Banachrdumen

gilt.
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Kapitel 111

Markovprozesse und bedingte Konvergenz

Am Anfang dieses Kapitels stellen wir zunéchst einige grundlegende Begriffe und
Resultate zusammen.

Definition 10

Es seien (X, Fy) sowie (Y, Fy) zwei Messrdume und p : & x Fy — [0,1] ein
Ubergangskern. Die reelle Zahl a(p) := 1 — sup |p(2/, B) — p(2”, B)| heifie Er-

@/l eXx
BG}—y

godizititskoeffizient des Ubergangkerns p.

Bemerkung:
(1.) Aus der Definition von a(p) folgt unmittelbar: 0 < a(p) < 1.
(2.) Wir erhalten: a(p) = 1 <= p(z, B) ist unabhéngig von x € X.

Jap) =0« Ve> ', 2" € X mit der Eigenschatt:

3 0 v 03d 2, 2" € X mit der Ei haf
Die Wahrscheinlichkeitsmafie p(z',-) und p(z”,-) sind auf Mengen B,/, B,» €
Fy, konzentriert, fiir die gilt: p(2’, Byr) < € und p(z”, By) < €.

(4.) Der Ergodizititskoeffizient ist von Markov eingefithrt worden. Studiert wurde
er systematisch von Dobrushin, Dynkin und Ueno (1954-1957).

Beispiel:

Es sei {X,}nen, €in homogener Markovprozefl mit abzéhlbarem Zustandsraum E.

Mit @ = (gij)ijer bezeichnen wir die Matrix der Einschrittiibergangswahrscheinlich-

keiten. Der Ergodizitétskoeffizient berechnet sich mit Hilfe der Eintrdge der Matrix.

Esgilt Vie EV A€ 28 p(i,A) = 3 q;j. In diesem Beispiel gilt X = Y = F und
jEA

Fr, Fy = 2% Es ergibt sich die Gleichung:

. . 1
a(p) = inf min(gk, ¢jx) =1 — 7 sup Z |gix — ;i
WP eh 2ijer [ F

Die Gleichung a(p) = 1— 3 sup > |gir — g;x| erhalten wir aus folgender Uberlegung.
L,JEE kel

Sind P, ) Wahrscheinlichkeitsmafie und p ein Mafl mit g >> {P, @}, so gilt
Q(B) — P(B) = B[(g — f)du, wobei f = 2% und g = % sind.
Somit ist sup(Q(B) — P(B)) = [ (g — f)du, d. h. aber

Ber {9>1}

sup [Q(B) — P(B) = max | [ (9= Pw— [ (9= P | ()

BeF
{9>f} {9<r}
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Es gilt ferner

[ (g=fdp+ [ (9— f)du =0 sowie

{9>r} {9<r}
[ (g=Ddp— [ (9= Hdp=[lg— fldp=1Q—P|
{o>1} {o<f} {
=2 [ (9 fdp=1lQ - P
{9>r}
Aus Symmetriegriinden erhélt man 2 [ (f — g)du = ||Q — P||.
{f>g}

Somit erhalten wir unter Verwendung von (*) : sup |Q(B) — P(B)| = 1[|Q — P||

BeF

= a(p) =1- sup lp(z, B) —p(y, B)| = 1 — sup(sgp lp(z, B) — p(y, B)|)
RIS x,y

=1-Lsup||p(z, B) — p(y, B)||
z,y

Vereinbarung:

In Resultaten dieses Kapitels, bei denen reellwertige Markovprozesse (Y,)nen, be-
trachtet werden, sei (X,,)nen, folgendermaflen definiert: X,, = f, o Y,,,n € Ny, wobei
fo: (R,B) — (R,B) Vn € Ny. Man beachte hierbei, dass (X,,)nen, im allgemeinen
kein Markovprozef ist.

Das folgende Lemma werden wir spéter bei einem Beweis benotigen. Es stammt aus
einer Arbeit von Dobrushin.

Lemma 1: (Dobrushin)

Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Y },en, ein reellwertiger Mar-
kovproze mit korrespondierenden Einschrittiibergangskernen {,,p,11}nen,- Dann gilt
folgende Ungleichung:

k+0—-1

(*) 1-— Oé(kkarg) S H (1 — Oé(ipi+1)) VEke NO V/ieN.
i=k

Einen Beweis dieser Ungleichung findet man in (19).

Die [P]-f.s. Konvergenz einer stochastischen Reihe ) X, mit unabhingigen Sum-
n=0

o0
manden {X,,}nen, ist dquivalent zur P-stochastischen Konvergenz von > X,. Ein
n=0

Resultat von Ueno (1957) verallgemeinert diese Aussage auf Reihen ) X,,, deren
n=0

Summanden { X, },en, iber X, = f, o Yy, (Y,)nen, Markovprozel, definiert sind. Es
gilt der folgende Satz.
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Satz 17 (Ueno)

FEs sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Y;, }nen, €in reellwertiger Markov-

prozefs mit im a(xprs1) > 0. Konvergiert > X, P-stochastisch, dann konvergiert
k—oo

n=0

die stochastische Reihe > X,, [P]-f.s.
n=0
Beweis:
In Random Processes and Learning von losifescu, Theodorescu, Seite 54
Ein Analogon zum klassischen Kolmogoroft’schen Drei-Reihen-Satz hat losifescu (1967)
bewiesen (Random Processes and Learning von losifescu, Theodorescu, Seite 54).

Satz 18 (losifescu)
Es sei (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Y, }nen, €in reellwertiger Mar-
kovprozefs mit lim a(gpx+1) > 0. Dann folgt aus der [P]-f.s. Konvergenz der Reihe

k—oo

Z X, 1 V¢ > 0 konvergieren die Reihen Z P{|X,| > ¢}, Z E(X%), Z Var(XE).

n=0
Gibt es umgekehrt mindestens ein ¢ > 0, so dass die Reihen konvergzeren dann kon-

vergiert Z X, [P]-f-s.
n=0
Bemerkung:
Die Bedingung lim a(gprs1) > 0 in Satz 17 kann nicht ersatzlos gestrichen wer-

k—oo

den.Beweise von Satz 17 und 18 stehen in (19).

Beispiel:
Es sei (X, )nen eine Folge u.a. ZV mit P{X,, = 1} = p,, P{X, = 0} = 1 — p,. Die
Folge (py)nen sei hierbei so gewéhlt, dass Y. p, = +oo und > p? < +oo gelte. Somit

n=1 k=1
konvergiert (X, ),en P-stochastisch, aber nicht [P]-f.s. (Borel-Cantelli-Lemma). Mit

(Y,)nen, sei der folgende Prozel definiert: Yy = 0 [P]-f.s. und Yo, = X, Yori1 =
—Xi, k € N. Aufgrund der Unabhéngigkeit der (X,,),en erhdlt man unmittelbar die
Eigenschaft, dass (Y}, )nen, ein Markovproze$ ist. Ferner gilt fiir die Folge der Ein-
schrittiibergangskerne (nPr+1)neNo dieses Prozesses:

0; k gerade
a(kPrr1) = .k € N. Somit erhalten wir lim a(gpg+1) = 0.
1; k ungerade k—o0

Der Prozef3 (Z Yk) konvergiert per Konstruktion P-stochastisch und divergiert
k=0 n€eNyg
[P]-f.s., denn:

Z v { ; falls n > 1 und ungerade ist
b X, fallsn=2m,m e N.

Bemerkung:

Da die Eigenschaft von (Y},),en,, ndmlich ein Markovproze zu sein, im Gegensatz zur
Unabhéngigkeit nicht umordnungsinvariant ist (d. h. (Yy(n))nen, ist im allgemeinen
kein Markovproze mehr), miissen wir etwas anders vorgehen, falls wir die Marko-
veigenschaft ausnutzen wollen. In diesem Kapitel gehen wir von folgender Situation
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aus: (X, )nen, sei eine Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Ist die Reihe ) X, be-
n=0
dingt konvergent (konvergent mit bedingter oder unbedingter Summe) im Sinne einer

Konvergenzart der Stochastik, so mdge fiir die konvergente Umordnung > Xy
n=0
gelten, dass (Y,(n))nen, ein MarkovprozeB mit der geforderten Ergodizitétsbedin-

gung ist. Vertreten wir diesen Standpunkt, was wir im folgenden tun, so kénnen wir
oo

0.B.d.A. annehmen, dass > X, schon im Sinne der jeweiligen Konvergenzart der Sto-
n=0
chastik konvergiert und (Y;,)nen, €in MarkovprozeB mit lim o(xpgs1) > 0 ist. Man
k—o0
kann folgendes Resultat formulieren:

Satz 19
Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Y;, }nen, ein reellwertiger Markov-
prozef3, dessen Einschrittibergangskerne {,pni1}nen, der Bedingung lim o(,pni1) >

0 gentigen. Dann gelten folgende Aussagen:

(1.) > X, konvergiert unbedingt P-stochastisch genau dann, wenn »_ X, P-stochastisch

n=0 n=0
mit unbedingter Summe konvergiert.

(2.) Z X,, konvergiert bedingt P-stochastisch genau dann, wenn Z X, P-stochastisch
n=0 n=0
mit bedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (2.) ist I' 4 eine Lokationsfamilie von Z'V.

Bewelis:

(1.) Es konvergiere Z X,, unbedingt P-stochastisch.
=0

Satz 5 Teilfolgen { Xy, }ren, konvergiert die Reihe Z X, P-stochastisch.

Der Prozef {Y,,}nen, ist ein Markovprozefl und somlt auch {Y,, }ren,. Es ist
{nePryir Fren, die Familie der zu {Y;,, }ren, gehorigen Einschnittiibergangskerne.
Aus der Voraussetzung wissen wir, dass lim «a(,p,+1) > 0 gilt. D. h.

39 >0,NeNy: igjfva(npnﬂ) >~ >0.

Die Folge {ny}ren, in Ny ist per Definition strikt isoton und somit gilt:

dKeNyVEk>K:ny, >N
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le+1—1

— VEk>K gilt: a(upa,,) E 11— [T (1—alpin))

i:nk
ng > N Ng41—1
> 1— I (1—=9)
a(ipi+1) 2 i=ny,
= 1_(1_’7>nk+link710§12_7<1 1_(1_7>:’7>0

— VEk>K gllt Oé(nkpnk+1) >y > IB=" ’gjgf{a(nkpnwrl) >y > 0

—  lim a(n,pn,,,) >0

k—o00

Somit erfiillt der Markovproze {Y,,, }ren, die
Bedingung lim o(y,,pn,,,) > 0.
k—oo

Satz 16 % X, konvergiert [P]-f.s. V Teilfolgen { Xy, tren, von {X, }nen,-
k=0
Satz 17V ¢ > (0 konvergieren die Reihen: ) P({|Xnk\ > c}),
k=0

k=0 k=0

<= V¢ > 0 konvergieren die Reihen :

(%) gop({yxn\ > c}), gjo |[B(XE)] sowie gjo Var(X¢).

Somit ist (x*) dquivalent zur unbedingten P-stochastischen Konvergenz der

Reihe ) X,.

n=0

(2.) Es konvergiere >  X,, bedingt P-stochastisch.

n=0

(1) 3¢ > 0so, dass die Reihe ng() E(X¢) nicht absolut und somit

bedingt konvergiert.

= Y E(X¢) konvergiert mit bedingter Summe.

n=0

Definieren wir Z,, := X —E(X¢) V n € Ny, so erhalten wir einen Prozef {Z,, },.en,, der

gemif (xx) unbedingt P-stochastisch konvergiert. Hieraus folgt die P-stochastische

Konvergenz mit bedingter Summe der Reihe

> X¢. Aus der Konvergenz der Reihe Y P({|X,| > c}) folgt die Behauptung (2.)
n=0

n=0
und somit auch (1.). (3.) ist Konsequenz des Riemann’schen Umordnungssatzes. O
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Bemerkung:

(i) Eine analoge Aussage fiir unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz bzw. [P]*-f.s.-Konvergenz

o0
mit unbedingter Summe von Y X, ldsst sich auf diese Weise nicht verifizieren.
n=0

Zwar haben wir die [P]-f.s. Konvergenz einer jeden Teilreihe » X, , jedoch ist
k=0
wegen fehlender Metrisierbarkeit der [P]-f.s. Konvergenz ein Teilreihenkriterium

fir die unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz nicht verwendbar.

(ii) Die Ergodizitatsbedingung lim a(,p,+1) > 0 in Satz 17 ist wesentlich. Ich

mochte dies an einem Beispiel illustrieren, das wir auch hinsichtlich anderer
Gesichtspunkte noch studieren werden.

Beispiel:

Es sei (X, )nen eine Folge u.i.v. reellwertiger Zufallsvariablen mit £X; = 0 und EX? <
+00. Somit ist (X,)neny ein Orthonormalsystem. Wir betrachten die stochastische
Reihe, die entsteht, wenn man in folgender Reihe die Klammern entfernt:

Z(&—&+&—...+ﬁ—&)

n n n n n
n=1

Die Folge der Summanden dieser entstehenden Reihe bildet einen Markovproze8, da
die (X,,)nen stochastisch unabhingig sind. Da aus E|X;|? < 400 und der Eigenschaft
der Folge (X, )nen w.i.v. zu sein folgt: 3 [P] — lim %2 = 0 sowie L? — lim 2z =,

n—oo

erhalten wir aufgrund der Konstruktion der obigen Reihe, dass diese [P]-f.s. und im
L2-Sinn konvergiert. Gemifl dem Beispiel von Hadwiger konvergiert diese Reihe be-
dingt im L2-Sinn, allerdings mit unbedingter Summe. Ferner bemerken wir, dass die
Reihe der Varianzen der Summanden divergiert und dennoch [P]-f.s. Konvergenz der
stochastischen Reihe vorliegt.

Die Voraussetzung nliimooa(npnﬂ) > () in Satz 18 kann nicht ersatzlos gestrichen wer-

den.

Wir koénnen allerdings zeigen, dass eine stochastische Reihe Y~ X, mit X, = f,, 0V},
n=0
(Y2)nen, Markovfolge mit korrespondierenden Einschrittiibergangskernen {,,p, 1 fnen,
schon mit bedingter Summe im L2-Sinn konvergiert, falls >_ X, bedingt L*-konvergiert
n=0

und lim a(,p,y1) > 0 gilt.
Folgende Definitionen werden benétigt.

Definition 11

Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und Fj, F» zwei o-Algebren iiber ()
mit F, C F, fir i = 1,2.

(1) @(F1,Fz) := sup (esssup |P(B|Fy)(w) — P(B)|) heifit p-Koeffizient.

BeF, weN
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(ii) a(F1,Fs) := 1—sup (esssup P(B|F;)(w)—ess inf P(B|F;)(w)) heifit a-Koeffizient
BeFs we weq

der o-Algebren F; und F>.

Bemerkungen:

(1.) Aus den Definitionen folgt unmittelbar: 0 < a < 1und 0 < ¢ < 1.
(2.) Die o-Algebren F;, F; sind unabhéngig genau dann, wenn a(F, Fy) = 1 ist.

(3.) Es gilt folgende Ungleichungskette zwischen den Koeffizienten:

1
5[1—0&(?1,?2)] S QO(JTl,FQ) S 1—a(}"1,]:2)V]:1,F2 C.F.

Wir bendtigen einige Resultate, die wir hier kurz zitieren werden(vgl.(19)S.45-51) .

Satz 20

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Zy}}_, reellwertige Zufallsvaria-
blen aus L*(Q, F, P). {Ay}i_, seien o-Algebren in (Q,F) mit o(Xy) C A V k =
1,...,n. Dann gilt folgende Abschdtzung:

n n n j—1
’Var( > Zk> -5 Var Zk.‘ <4- max( max > 2(A;,A); max Y
k=0 k=0 0<isn—1 ;519 0<j<n ;=)

PH(ALA)) 3 Var 2,

Satz 21 (Ueno)
Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {Y;, }nen, ein reellwertiger Markov-

prozef3 mit korrespondierenden Einschrittibergangskernen {,pni1}nen, - Die o-Algebra
Ay sei definiert durch A, = o(Yy). Es gilt dann ¥V k € NgV {,m € N die Beziehung:

a(a(ZL_JO «4@-);0< Lj;_ Az)) = a(rPr+e)-

Hierbei ist yprye der £-Schrittibergangskern vom Zeitpunkt k zum Zeitpunkt k + £.

Satz 22 (Dobrushin)
Es sei {Yy tnen, €in reellwertiger Markovprozef aus L*(Q2, F, P) mit Einschrittiber-
gangskernen {,ppi1 tnen, - Fiir einn > 1 definiere man o™ ;= min  a(;piy1).

0<i<n—1
— Var(Z Xk> > = Z VarX,.
k=0 k=0

Beweis: [losifescu, Random Processes and Learning, Theorem 1.2.7, Seite 46 ff]

Hinsichtlich der bedingten L?-Konvergenz stochastischer Reihen mit Markovfolgen
{Y,.}nen, kann man folgendes Resultat angeben.
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Satz 23

Es sei {Y; }bnen, €in reellwertiger Markovprozefs, so dass (X, )nen, aus L*(Q2, F, P) ist.
Die korrespondierenden Einschrittibergangskerne {,pn+1 fnen, mogen im a(,pni1) >
0 erfiillen. Dann gilt:

(1.) > X, konvergiert bedingt im L?-Sinn genau dann, wenn > X, L*-konvergiert
n=0 n=0
mit bedingter Summe.

S X, L2-konvergiert

(2.) 3 X, konvergiert unbedingt im L*-Sinn genau dann, wenn
n=0 n=0

mit unbedingter Summe.

(3.) In der Situation (1.) ist T4 eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Wir benétigen beim Beweis folgendes Lemma.

Lemma 2:

Es sei {Y, }nen, €in reellwertiger MarkovprozeB, o™ = O<rgin 1a(ipi+1),n > 1. Es

gelte (™ > 0. Dann erhalten wir die folgende Abschitzung:

n n 1 (n) 1— (n)l n
Var(3x0) = Yo varxi| <4 Lt iR S v,
k=1 k=1

a(")
k=1

Beweis:
Aus Satz 19, Satz 20 und Bemerkung (3.) oben folgt die Abschétzung: ¥V n > 1

‘Var(zn:Xk) s Var Xk‘ <
k=1

k=1

n 1 7j—1 1 n
4 - max (lglmgz%)il j:zi;rl 1 —a(ip;)]z; max Z:Z:l[l — Oé(in)P) ]Cz::l Var X
j=1
Lemma 1 = a(ip;) 21— [[(1 — alipit1)) (%)
=i

(n) — i D = _
a™ = 1§r%1£17104(1p1+1) Vi=1,...,n—1 (%)
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n i Jj—1 i n
4-max< max > (1—a™)™ 2 max > (1—a™)™ 1) > Var Xy

e 4 . (1 _ a(n))<1((1a(n))%ln > < Z var Xk) _ 4 ) ((1a(n))(1a(nl))"7"2~'1>
2

1—(1—a() 1-(1—a(m)2

Il
—

1 n
S 4. <(17a( ));r(gll)—a( ))2 ) < Z VG/I" Xk>
k=1
O
Beweis von Satz 23:
(1.) Aus lim a(,pne1) > 0 folgt: 3~v > 0, M € Ny mit 1nf a(gprs1) > v > 0.
Bezeichnen wir fiir ein festgewéhltes n > M agw) = min  a(pi1) =

M<i<n—1
&E\Z) > v > 0. Aus Satz 21 und Lemma 2 erhalten wir V n,m > M mit m <n
die Ungleichungen:

) n
aM Z VarXy, < Var( ZX"‘ < Z VarX;,. (%)
k=m O‘M k=m
Somit konvergiert die zentrierte Reihe Y (X,, — £X,,) im L*-Sinn genau dann,
n=0

oo
wenn die Reihe Y VarXj konvergiert, denn:
n=0

(a) Konvergiert die Reihe Y VarX, = Ve>03N. € NgVn,m> N,
n=0
mit n > m gilt:

i Var X, < ¢

k=m

Somit folgt V n,m > max{N., M} unter Ausnutzung von (x)

Var ( Z Xk> —6

n

8>0beliebig{ > ( Xk — EXk)} ist eine L?-Cauchy-Folge und somit
k=0 n€Np
konvergent.
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(b) Konvergiert > (X, — EX,,) im L*Sinn = Ve > 03 N. e NgVn,m >
n=0

N mit n > m gilt:
Var < Z Xn> <e€
k=m
Somit folgt V n,m > max{N,, M} unter Ausnutzung von (x)

n [e.9]
8 . :
E Var Xi < ;g e > 0 beliebig E Var X, konvergiert.

k=m n=0

(2.) Es konvergiere Y. X, bedingt im L?-Sinn. Aus der L?-Konvergenz der Reihe

n=0

> X, folgt die Konvergenz der Reihe Y EX,,. Somit konvergiert die zentrierte

o0

Reihe > (X,,— EX,,) im L?Sinn. Bezeichnen wir den ProzeB {(X,,— EX,,) }nen,
n=0

durch {Z,}nen,, so folgt aus (1.) die Konvergenz der Reihe Y Var Z,. Da die
n=0

Reihe Y. Var Z,, konvergiert, folgt mit (1.) die L*-Konvergenz der Reihe

k=0
00

> Z,,. Mit Satz 1 kénnen wir auf unbedingte L?*-Konvergenz der Reihe Zn
k=0

n=0

schlieBen. Aus der bedingten L?-Konvergenz der Reihe Y. X,, und der Dar-
n=0

stellung > X,, = > Z, + > EX,, folgt die bedingte Konvergenz der Reihe

n=0 n=0 n=0
[e.e]
> EX,. Da diese geméf dem Riemann’schen Umordnungssatz mit bedingter
n=0

Summe konvergiert, folgt die Behauptung (1.) und somit auch (2.) und (3.). O

Definition 12

Es sei X = {X,, }nen, ein auf (Q, F, P) definierter L?-ProzeB mit Werten in R, und
EX, =0Vn € Ny. X heifle quasiorthogonal, falls folgende Bedingung erfiillt ist: Es
gibt eine monoton fallende Folge {0, }nen, reeller Zahlen mit gg = 1,0 < g, <1V n €

No und ) 0, < 400 so, dass

n=0
E[X X < 0nem(E(X2)2(E(X2))2 ¥V n,m € Ny mit m < n gilt.
Bemerkung:

(1.) Jede Folge { X, }nen, aus L?(Q, F, P) paarweise orthogonaler Zufallsvariablen ist
trivialerweise quasiorthogonal. Man setze lediglich oo =1 und 0, =0V n € N.

(2.) Aus der Eigenschaft von X quasiorthogonal zu sein, folgt natiirlich nicht :
3 lim E[X,Xn] = 0.

n,Mm—00
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Definition:
Es sei X = { X, }nen, ein reellwertiger stochastischer Prozef und V a € Ny, n € Ny sei

F,, die gemeinsame Verteilungsfunktion der X, ..., Xoqp.
a+k
(1.) Mit M,,, bezeichnen wir max Y. X, VaeNyVneN,.
aAsSkRSN j:a
(2)Mit ¢ : M — [0,00[ sei ein Funktional bezeichnet, wobei

M = {Fa,n|a € No,’n € No}

Der folgende Satz wurde von Serfling [1970 a] formuliert und verallgemeinert die fun-
damentale Maximalungleichung fiir orthogonale Zufallsvariablen { X, },en,-

Satz 24 (Serfling)

Es sei (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {X, }nen, ein reellwertiger
Prozef§ aus L*(Q2, F, P). Ferner sei g : M — [0,00| ein Funktional gemdfs obiger
Definition. Besitzt dieses Funktional g folgende FEigenschaften:

(1) g(Fa,k) +g(Fa+k,m) S g(Fa7k+m) Vo S k< k+mv a Z 0

a-+n

2
(2.) E( Z Xj> < g(F,,)VneNyVaeNy, so folgt:
j=a

log(2(n +1))72

efoe] < |
’ log 2

g(Fa,n)VHEOVCLZO

Auf Basis dieses Satzes zeigt Serfling folgenden Konvergenzsatz.

Satz 25 (Serfling)
Es seien die Voraussetzungen von Satz 19 erfillt. Ferner sei h : M — [0,00] ein
Funktional mit der Eigenschaft (1.) in Satz 19, sowie den Bedingungen

(3.) M(Fon) <K <4ooVaeNyVneN,

(4.) g(Fun) < fgg};((si’{)) VaecNVneN, dann gilt: nZ:OXn konvergiert [P]-f.s..

Der obige Konvergenzsatz ist auf die Situation eines quasiorthogonalen Prozesses
X anwendbar. Einen Beweis zu folgendem Satz findet man in [Stout, almost sure
convergence, page 28].

Satz 26
Es sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {X,, }nen, ein darauf definier-
ter quasiorthogonaler ProzefS. Dann folgt aus der Konvergenz der Reihe

S log?(n + 1)EX? die [P)-f.s. Konvergenz der stochastischen Reihe > X,,.
n=0 n=0
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Aus der Konvergenz der Reihe Y log®(n+ 1) EX?2 folgt nicht die unbedingte [P]*-f.s.
n=0

Konvergenz von i X,,. Beispiele hierzu findet man in Arbeiten von Karoly Tandori
schon in der Situg;i%n paarweise orthogonaler { X, },en,. Unter Verwendung von Satz
24 koénnen wir allerdings hinreichende Kriterien fiir die unbedingte [P]*-f.s. Konver-
genz von Reihen i X,, mit quasiorthogonalen { X, } ey, beweisen, die die klassischen
Resultate fiir Rei%:eon mit orthogonalen Folgen { X, },cn, verallgemeinern.

Satz 27

Es sei (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ein darauf definierter quasior-
thogonaler ProzefS. Ferner sei {vy}nen, €ine streng monoton wachsende Folge mit
Werten in N, fir die die Beziehung log(v,.1) = O(log(vy,)) gelte. Es sei ¢ : R — R

eine positive monoton wachsende Funktion mit Y, —A~ < +o00. Dann folgt aus der

= w(vn)

Konvergenz der Reihe S log®(n + 1)@(n)EX? die unbedingte [P)*-f.s. Konvergenz

n=0

der Reihe Y X,.

n=0
Beweis:

(1.) {X,}nen, ist quasiorthogonal, d. h. 3 Folge {0, }nen, mit 0o = 1,0 < 9, < 1

und ) 0, < 400 so, dass folgende Beziehung gilt:
n=0

E[Xp Xm] < 0n-m(EX2)2(EX2)2 ¥ n,m € No,m <n. (%)

Es sei v : Ny — Ny eine bijektive Abbildung und {X, ) }nen, die zugehorige
Umordnung von {X, }nen,-

() 1 1
= E[Xw(n)Xw(m)] < Q|7(n),7(m)|(EX3(n))2 (EXi(m)P Vm,n € Ng,m < n(**)

Definieren wir Y, := X, und o) _,, := 0ym)—y(m)] ¥ n,m € Ng,m < n, so
ist {0} }nen, eine Umordnung der Folge {0, }nen, mit o) = 1.
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Es seien a > 0 und n > 1 festgewéhlt.

a+n a+n
[ 2 Xy ])} Y EXT5+2 Y EXeXe)
j=a+1 j=a+1 a+1<i<j<n
a+n
- Y e v Epy)
j=a+1 a+1<i<j<a+n
a+n 1
() Y BYP+2- Y gl (BEYP)R(EYR):
]:a+1 a+1<z<]<a+n
at+n a+n—1 a+n
< Y EYP42- X Y o5 (EY?)z (EYQ) ((0n)nen, monoton fallend)
j=a+1 i=a+1 j=i+1
at+n n—1 at+n—k 1
= Y EYV?+2- Y o > (EYR)R(EYR,):
j=at1l k=1  i=a+1
a+n n—1 at+n—k
< Y EveSa Y ey Y EY2+2(zgk)
j=a+1 k=1 i=a+1 j=a+1 k=1
a+n
(%, %)
k=a+1
a+n 2 a+n 9
— E[,Z Xv(j)} §2'< >, EXJ )(Zw)
j=a+1 Jj=a+1
Definieren wir fiir F/, (gemeinsame Verteilungsfunktion der X, 11y, . . ., Xv(aﬂ))
das Funktional g, (Fy, ) := ( Z EX2 )(Z gk> so sind die Voraussetzun-
j=a+1

gen von Satz 24 erfiillt. Es gibt somit zu jeder Abblldung v € Uy, ein Funktional
gy mit : V.a € No,n € Ny

at+k

papee

2 2
|| = (BE) g, (F7,) = logd(2(n + 1)

(%) B[ max

(Lox w)(;o@k)

Es sei > X, eine Umordnung der Reihe ) X,,. Bezeichnen wir mit [, :=
n=0 n=0
{ve,vp +1,..., k1 1,k € Ny und fiir ein festgewihltes k& € Ny sei {eF},en,

1; n) € 1,
definiert durch ¥ := { m) € 1 .
> (n) & L

Wir erhalten somit V p,q € Ny mit p < ¢ die Beziehung;:

q o0 q
Y Xw =) eXom
n=p

k=0 n=p

q
Z 57]2X7(n) — 7} € LZ(Q,]:, P) vV k € Np.

n=p

Es sei Z, := sup
r<q
P,q€Ng
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q
Z 8ﬁXW(n) V k € Np.

n=0

Ferner erhalten wir die Abschétzung 7 < 2 - sup
q€Ng

Somit erhalten wir unter Verwendung von (x * %) die Abschétzung:

V41— Vk
Bz < logdnn —n)( T EX) (X o)

y(n)€ly

V41 o0 [ele)
< K -log l/k< > EXg) ( > gn> (Man beachte ) 0, < +00).
n=0 =

n=vy n=0

Hieraus folgt die Abschéitzung:

PEZY < pm)login)( 3 BX2) (3 o)

n=vi
_ Ukl -
< K Y o(n)EX?log*(n+1); K ist positive eine Konstante.
n=vy

Aus 3 p(n)log’(n + 1)EX2 < +oo folgt somit > (1) E[Z2] < +oo. Aus der
n=0 k=0
Cauchy-Schwarz-Ungleichung und der Konvergenz der Reihe @ folgt die Abschétzung

(man beachte den Satz von der monotonen Konvergenz):

izk < ((i@(Vk)Z/%) (i@))é < 4oo [P]—fs,

d. h. 3Q* € F mit P(Q*) =1, so dass V w* € Q* gilt: Y Zj(w*) konvergiert

k=0

— Yw eQVe>03IN=N(w"e) € Nymit ZZk(w*) <e.
k=N

p—1
Es sei p = p(w*,€) so gewdhlt, dass die Abschnittssumme > X ) (w*) alle X, (w*)
n=0

enthélt, mit n € I;,0 < k < N(w*,&). Wir erhalten dann V q_Z P

> X £ Y Zuw) <=

e>0 o
* i P(Q*) =1
beﬁig 11;0 Xyn) (w*) konvergiert (:)> Behauptung. 0

Als unmittelbare Konsequenz des Satzes 27 erhalten wir den folgenden
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Satz 28
Es sei (0, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X ein darauf definierter quasior-
thogonaler Prozef. Dann gelten folgende Aussagen:

(1.) Gibt es ein ¢ > 0 so, dass die Reihe Y. log®(n + 1)(log log(n + 2))'**EX?
n=0

konvergiert, so konvergiert > X, unbedingt [P]*-f.s. .

n=0
(2.) Gibt es ein € > 0 so, dass die Reihe Y (EX?2)'™¢ konvergiert, so konvergiert
n=0

> X, unbedingt [P]*-f.s. .

n=0

Wir sind nun in der Lage, einen Charakterisierungssatz hinsichtlich der bedingten

[P]*-f.s. Konvergenz stochastischer Reihen ) X, mit Markovfolgen (Y},)nen, anzu-
n=0
geben (X, = f,oY,,n € Ny).

Satz 29
Es sei (2, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Yy,)nen, €in darauf definierter
Markouvprozef3, dessen Einschrittibergangskerne der Bedingung lim a(,p,+1) > 0

gendigen. Gibt es ein € > 0 und ein € > 0 so, dass die Reihe Y log?(n + 2)
n=0
(log log(n + 2))'™*Var(X?) konvergiert, so gelten folgende Aussagen

(1.) > X, konvergiert bedingt [P])*-f.s. genau dann, wenn > X, [P]*-f.s. mit be-
n=0 n=0
dingter Summe konvergiert.

(2.) > X, konvergiert unbedingt [P]*-f.s. genau dann, wenn Y, X, [P]*-f.s. mit
n=0 n=0
unbedingter Summe konvergiert.

(3.) In der Situation (1.) ist T4 eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Die Aussage (2.) ist unmittelbare Konsequenz der Aussage (1.).

(1.) Es konvergiere > X,, bedingt [P]*-f.s. .
n=0
Satz 17 ¢ > 0 konvergieren die Reihen Y P({|X,| > c}), >° EXF, > Var Xy,
n=0 n=0 n=0
Vor. Die Reihen z—:o P({|X,| >¢}), Z:OEXE sowie
>~ log?(n + 1)(log log(n + 2))***Var XS konvergieren.

n=0
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(2.) Betrachten wir die gestutzte und zentrierte Folge {(X¢ — EX¢)}nen, und be-
zeichnen wir diese mit {Z, }nen,, 50 ist {Z, hnen, ein Prozef aus L*(Q, F, P).

Behauptung:
Der Prozef {Z, }nen, ist quasiorthogonal.
Es sei m € Ny festgewahlt, dann folgt V n € N:

BlZunZnin) S \E(ZunZonil| < 2+ 93 (0(Zn), 0(Znin))(EZ3,) 2 (EZy )2
Aus der Ungleichung ¢(Fy, F2) < 1 — a(F;, Fy) erhalten wir:

EZnZinin) <2+ (1= a(0(Z),0(Zinsn))) 2 (BZ2)2 (EZ

m—+n

)VmGNO,nEN

Aus Satz 21 wissen wir, dass a(0(Y,), 0 (Yimin)) = a(mPmin) gilt.
Aus dem Lemma von Dobrushin (Lemma 1) erhalten wir die Abschétzung:

m+n—1
A mPmin) = 1— H (1—a(;pj+1)) und somit : (beachtea(o(Z,,), 0(Zmin)) < a(0(Yim), 0(Yinin))
j=m
m+n—1 1 )
B ZnZmial <2+ ( T] (1= alpian))) (BZ2)3(BZ2,,)3 m € Non € N
j=m

Da lim a(,pas1) > 0, sei o.b.d.A. ig% a(nPri1) = v > 0. Somit erhalten wir die

n—

folgende Abschétzung:
E[Zp Zmin) <2+ (/T=7)""YEZ2)3(EZ2,,)?Y m € Ng,n € N.

Definieren wir die Folge {on }nen, durch: go = 1 und g, = (1 —7)2¥ n € N, so gilt
> on < 4+00. Da EZ, =0V n € Ny ist, folgt somit die Behauptung.
n=0
(3.) Aus der Konvergenz von Z log*(n + 1)(log log(n + 2))**¢ VarX¢ in Verbin-
dung mit Satz 28 erhalten wir die unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz der Reihe

Z Z,. Hieraus folgt unter Beachtung der bedingten [P]*-f.s. Konvergenz der
n=0

Reihe ) X,, und der Konvergenz der Reihe Z P({|X,| > ¢}) die bedingte
n=0
Konvergenz der Reihe Z EXE. Somit konvergiert Z X¢ [P]*-f.s. mit beding-

n=0 n=0
ter Summe. Wortlich analog zum Bewels zu Satz 9 folgt die [P]*-f.s. Konvergenz

mit bedingter Summe der Reihe Z X,,. Insgesamt erhalten wir damit die Aus-

n=0

sagen (1.), (2.) und (3.). 0
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Das folgende Beispiel zeigt, dass die Ergodizitdtsbedingung in Satz 18, ndmlich
lim a(,pny1) > 0, nicht ersatzlos gestrichen werden kann.

[e.9]

Das Drei-Reihen-Kriterium fiir stochastische Reihen ) X, mit Summanden (X,,)nen,,

n=0
die einen Markovproze$ bilden, ist nicht notwendig, falls lim a(,p,.1) = 0 gilt.

Beispiel:

Es sei X = {X, }nen, eine Folge von Zufallsvariablen, definiert auf (2, F, P) mit
P({X, € {-1,1}}) =1V n € Ny, P({Xy = 1}) = P({X, = —1}) = 1. Die Folge sei
ein Markovprozefl mit folgenden Einschrittiibergangskernen:

0 1
nPn+1 = 10 Vn € No,

dh. P({ X1 = 11X, = —1})
= P({Xpp1 = —1|X,=1}) =1Vn

= a(pPni1) = 0V n und somit gilt: lim a(,p,41) = 0.

n—00
Es sei (an)nen, €ine deterministische Folge reeller Zahlen mit ag = 1, a,, = \/Lﬁ

= Y = {a, X, }nen, ist ein Markovprozefl mit Zustandsraum

E = {j:lj: ..} und es gilt: EY—OVnENOVarY——VnGN

7

= Y VarY® = +ooVc > 1. Aber die Reihe Y a,X,, konvergiert mit Wahrschein-
n=0

n=0
lichkeit 1, denn es gilt:
00 n+1

P({Sen 1o X ) = P({Ser =+ X OF

=1

-2

Insbesondere konvergiert die Reihe > a,X,, [P]*-f.s. mit bedingter Summe, obwohl
n=0

die Reihe ) EX¢ absolut konvergiert und dies V ¢ > 1.
n=0

Das folgende Beispiel zeigt, dass das Drei-Reihen-Kriterium in Satz 18 nicht hin-
reichend ist, falls der Markovproze (Y,)nen, nicht der Bedingung lim (,p,+1) > 0

genugt.

Beispiel:
Es sei (a,)nen, eine Folge reeller Zahlen, so dass a,, # 0¥n € Ny und > a2 < +o0,
n=0

o0

aber Y a, divergent ist. Ferner sei Z eine reellwertige, beschrinkte Zufallsvariable.
n=0

Betrachten wir die Folge (Y},)nen, definiert durch Y,, = a,, - Z,n € Ny, so ist diese ein
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MarkovprozeS3. Nun moge zuséitzlich EZ =0 gelten Wir erhalten somit die Konver-

genz der Reihen Z EY, sowie Z VarY,, obwohl Z Y, [P]-f:s. divergiert. Aufgrund
n=0 n=0 n=0
der Konstruktion von (Y},),en, ist unmittelbar klar, dass lim a(,pn+1) = 0 gilt.

Definition 14:

Es sei (€2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.

(i) Die Folge (X;)j_, reellwertiger Zufallsvariablen heifit austauschbar, falls V Per-
mutationen 7 : {0,...,n} — {0,...,n} gilt: PKorXn) = pr©) X))

(ii) Die Folge (X, )nen, reellwertiger Zufallsvariablen heifit austauschbar, falls vV J C
Ny, || < oo gilt: (X,,)nes sind austauschbar.

Satz 30
Es sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (X,,)nen, €ine Folge austauschbarer
Zufallsvariablen. Ferner sei (a)nen, €ine Folge reeller Zahlen.

(i) Ist Xy € L*(Q, F, P) und konvergieren die Reihen Z Ay, Sowie Z a?

n=0 n=

so kon-

n’

vergiert die Reihe Z ap Xy [P]-f.s. .
k=0

(ii) Ist Xo € LY, F, P) und > |a,| < +00, so konvergiert > ay X}, absolut [P]-

n=0 k=0
fos. .

(iii) Ist Xo € LY(Q, F, P) und konvergiert > apXy bedingt [P|*-f.s., so konvergiert
k=0

> ay, bedingt, falls > a, konvergent ist.
n=0 n=0
(iv) Ist Xy € L*(QQ, F, P) und konvergieren . a,, sowie Y. a2, wobei Y. |a,| =
n=0 n=0 n=0
+oo gelte, so konvergiert Z ap Xy [P]*-f.s. mit bedingter Summe.
Fa={7|Z = Y~|— aEg(Xo) a € R}
Y :=[P]— lim Z ar(Xy — E9(Xy) und G sei die o-Algebra der permutations-

invarianten Mengen.

Beweis:

n

SN X < 35 Janl BIX = (2 rak\) E|Xo|(+).
k=m k=m k=m

Da > |ag| < +oo, folgt: Ve > 03I N, € NoVn,m > N, Y |ag| < e/E|Xo|
k=0 k=m

(i) Es gilt £
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QVn,mzNEE [Z |&ka‘

k=m

— (Z aka> ist absolut L!-konvergent und somit absolut [P]-f.s. kon-
k=0 neNg

vergent.
(iii) Folgt unmittelbar aus der Aussage (ii).

(i) Die (X,)nen, sind austauschbar und somit bedingt unabhéngig gegeben G(o-
Algebra der permutationsinvarianten Mengen).
Somit ist (a, X, )nen, bedingt unabhanglg gegeben G und wir bezeichnen a, X,, =:
Y, Vn € Ny. Da die Reihen Z ap, SOWie Z a? konvergieren, erhalten wir die

n=0 n=0

[P]-f.s. Konvergenz der Reihen:

Z anEY(X,) und Z a2 E9(X?)
n=0 n=0

(Man beachte, dass E9(X,) = E9(Xy), sowie E9(X2) = E9(X2) [P]-fs. gilt.)
Es existiert eine reguldre Version der bedingten Verteilung von (Y},),en, in Be-
zug auf G. Fiir festgewihltes w € ) betrachten wir den Wahrscheinlichkeits-
raum (RYo BYo P¥) wobei P¥(A) = PY9(A)(w) VA € BYo sei. Der zugehorige
Koordinatenprozel (£,)nen, ist eine Folge reellwertiger unabhéngiger Zufalls-
variablen. Ferner gilt fiir [P]-fast alle w € Q : E¥(§,) = E9Y,)(w) sowie
Var?(&,) = Var (Y)(w), nENo

Da die Reihen Z E“(&,) = z_joanEg(Xn)(w) und i_ozo Var“(&,) = io a2Var9(X,)(w)

fiir [P]-fast alle we konverg;ieren, erhalten wir aus dem Zwei-Reihen-Satz fiir
unabhéngige Zufallsvariablen:

&,(@) konvergiert fiir [P¥]-fast alle © € RY. Somit gilt fiir [P]-fast alle w € Q
0
n=0

und Ve > 0: 3 limP“’(G{&ERNO- ng( ) >g}>:

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt somit:

3 lim P fj eq: iYk(w)‘>5}) —n}bi_r)nooE:P“’( U {o e R kil&“@)’%})

E[%ﬂP”(U{wE]RNO ‘ng ‘>5})}:0 Ve > 0.

J/

=0 fiir [P]— fast allewe

Somit konvergiert Y Yy [P]-f.s., d. h. > ap Xy ist [P]-f.s. konvergent.
k=0 k=0
(iv) Die Folge (Z}.)ken,, definiert durch Zj, := X;, — E9(X), k € Ny ist austauschbar,
da (Xg)ren, austauschbar ist.
Somit ist die Folge (axZk)ren, bedingt unabhingig gegeben G. Ist v € Uy, fest-
gewdhlt, so ist (@ (k) Zy(k))ken, ebenfalls bedingt unabhéngig gegeben G. Bezeich-
nen wir mit P2 die regulire Version der bedingten Verteilung von (a.x) Zy (k) )ken,
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gegeben G,w € (2, so ist der zu (RNO,BNO,P;’) gehorige Koordinatenprozefl
(&) )nen, eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit:
Ew(fg) = EQ(YW(H))(M) fir [P]—fast alle w € (), wobei Y’y(n) = a,y(n)Zv(n).

Aus der Konvergenz der Reihe )~ a; schlieBen wir (vgl. Teil (i)) auf die [P2]-f.s.
n=0

Konvergenz der jeweiligen Reihe > €7, fiir [P]-fast alle w € €. Somit erhalten
n=0

wir die [P]-f.s. Konvergenz der Reihe ) ayu)Zy) (vgl. Teil (i)).
k=0

Bezeichnen wir mit Y := [P] — lim Y Y}, so erhalten wir fiir v € Uy,:

n—oo 1
P({Erm-r})-1
k=0

Die Reihe > a,E9(X,) konvergiert [P]*-f.s. mit bedingter Summe, da > a,
k=0 n=0
bedingt konvergiert.

Somit erhalten wir mit dem Riemann’schen Umordnungssatz:

Tys={Z|Z=Y +aE9X,),a € R}

Beispiel:
Es sei (X, )nen, €ine Folge u.i.v. reellwertiger Zufallsvariablen mit EXy = 0, VarX, <

+00, sowie Z eine von (X, )nen, u.a. Zufallsvariable mit PX° = PZ. Dann ist die Fol-

ge (X, + Z)nen, austauschbar. Ist (a,)nen, eine Folge reeller Zahlen, so dass Y a,
n=0

o0
bedingt konvergiert und > a? < +oo, so erhalten wir:
n=0

T, = {Y|Y: Zaan+a-Z,a€R}.
n=0
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Kapitel IV

Martingale im Limes und Prozesse mit mischenden Summanden

In diesem Kapitel wollen wir Konvergenzkriterien fiir Prozefie mit mischenden Zuwéchsen
angeben. Hierbei werden wir den Begriff des Martingals im Limes verwenden. Daher
fithren wir folgende Definition ein.

Definition 15:

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S,F,Ny) ein darauf definierter
reellwertiger Prozefl aus L'(Q, F, P). (S,F,Np) heifit Martingal im Limes, falls fol-
gende Bedingung erfiillt ist:

3 [P] — lim sup [S,, — E7"(S,)| = 0.
m—=0n>m
Bemerkung:
Louis H. Blake zeigte, dass jedes amart (S,F,Ny) ein Martingal im Limes ist. Die
Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Allerdings ist ein Martingal im Limes, welches

die Bedingung E[ sup |Sn|} < +oo erfiillt, schon ein amart.
n€eNp

(Zum Begriff amart vgl. Kapitel V)
[Beweise dieser Aussagen findet man in J. London Math. Soc. (2), 18 (1978), 381-384]

Ein Analogon zum Konvergenzsatz von Doob gilt fiir Martingale im Limes und ist
fiir den reellwertigen Fall von Mucci nachgewiesen worden.

Satz 31 (Mucci)

Es sei (S,F,Ng) ein reellwertiges Martingal im Limes, welches sup E|S,| < +oo
n€eNg

erfillt. Dann konvergiert dieser Prozef§ [P]-f.s. .

Beweis: [Pacific J. Math., 48 (1973), Seite 197 - 203]

Definition 16:

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {.A,, },.en, eine Folge von o-Algebren
in (Q, F). Die Filtration F = {F,, }.en, sei definiert durch F,, = 0( U Aj) vV n € Np.
=0

Die Folge {A, }nen, heifle U-mischend, falls es ein N € N und eine monoton fallende
Abbildung ¥ : {N,N + 1,...} — R{ so gibt, dass ¥(n) | 0,n — oo und V m €
NoVn>N:VAcF,VBE Apyn |P(ANB) — P(A)P(B)| < ¥(n)P(A)P(B). Ei-
ne Folge (X, )nen, von reellwertigen Zufallsvariablen heifft W-mischend, falls die Folge
{o(X}) }nen, der korrespondierenden o-Algebren W-mischend ist.

Beispiele:

(1.) Jede Folge (X,,)nen, unabhéngiger (reellwertiger) Zufallsvariablen ist W-mischend.
Man setze lediglich N =1 und ¥ = 0.
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(2.) Essei (X,,)nen eine Markovkette mit abzdhlbarem Zustandraum FE,| welche sta-
tiondr und ergodisch ist. Es seien p;; die Ubergangswahrscheinlichkeiten. Exi-
stiert ein B € (0,1) so, dass V j € E gilt: supp;; < (14 5) jnbfjpij = (X})nen,

i€E v

ist U-mischend. Einen Beweis dieser Aussage lieferten Blum, Hanson & Koop-
mans [1963]. In dieser Arbeit wird allgemeiner charakterisiert, wann stationér
ergodische Markovprozesse, mit nicht notwendig abzadhlbarem Zustandsraum,
W-mischend sind.

(3.) Es sei (X, )nen, eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen. Wir betrachten mit
(Yo )nen, diejenige Folge, die definiert ist durch: Yy = X, Y, = X,, — X,,_1,n €
N. (Y,)nen, ist eine Folge W-mischender Zufallsvariablen mit N = 1, ¥(1) =
LU(n)=0Vn>2.

(4.) In Verallgemeinerung zu dem (3.) Beispiel ist folgender ProzeB (X, )nen, V-
mischend.
(X1 )nen, erfiille die Bedingung;:

77777

chastisch unabhéngig sind. Man setze N = m und ¥(n) =0V n > N.

Unter Ausnutzung des Satzes 31 konnen wir folgenden Konvergenzsatz zeigen.

Satz 32
Es sei (X,)nen, €ine Folge V-mischender Zufallsvariablen aus L*(Q2, F, P) mit
> ¥(n) < +oo.

n>N

(1.) Aus der Konvergenz der Reithen Y EX, und > VarX, folgt die [P]-f.s. Kon-

n=0 n=0
vergenz des Partialsummenprozesses { Sy }nen, -

(2.) Konvergiert die Reihe Y VarX,, so sind folgende Aussagen dquivalent:
n=0
() {Sn}tnen, konvergiert bedingt P-stochastisch.
(B) {Sn}tnen, konvergiert P-stochastisch mit bedingter Summe und I 4 ist eine

Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beim Beweis dieses Resultats greifen wir auf zwei Hilfsresultate zuriick, die wir
zunédchst angeben werden.

Lemma 2:

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {A, }nen, eine Folge W-mischender
o-Algebren in (2, F) mit gegebenen N € N und W. Es sei fiir ein festgewihltes
m € Ny G C F,, eine o-Unteralgebra. Dann gilt V n > N und jede integrierbare und
beziiglich A,,,, messbare Zufallsvariable X:

EY(X) - EX|<V¥(n)E|X| ()
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Beweis:
(a) VB € Apin ¥ A € Fp gilt: (me(B) - P(B)) < U(n)P(B) [P]-fs., denn es sei
0, = {w c Q’me(B)(w) > P(B)} € Fp

:>f‘me(B) ‘dP [ (me(B)—P(B))dP—f (me(B)—P(B)>dP
A AN ANQS
VAeF,
f(me - ) P(BNANQ) — P(B)P(ANQ,)| <
ANQy
U(n)P(B)P(ANQy) <U(n)P(B)V Ac Fy,

— ‘me(B) —P(B)’]lgl < U(n)P(B) [P] - fs.
analog gilt:
‘PfM(B) - P(B))nQi < U(n)P(B) [P] — fs.

BN
B € Ay, 4n beliebig (Oé)

(B) Ist X eine beziiglich F,, messbare Treppenfunktion, so folgt mit («) die Be-
ziehung (). Unter Verwendung des Satzes von der monotonen Konvergenz fiir
bedingte Erwartungen erhalten wir mit Standardschlufl die Behauptung fiir in-
tegrierbares X.

(7) Aus («), (§) folgt die Behauptung (x) V o-Unteralgebren G C F,,.

Eine analoge Argumentation wie im Beweis zum obigen Lemma liefert ein weiteres
Resultat.

Lemma 3:
Es sei (X,,)nen, €ine Folge W-mischender Zufallsvariablen aus L*(Q), F, P). Dann gilt
VEeNyVn>N:

1/2 1/2
B(XpinXe) = B(Xiea) B(X)| < W) (BIXinl?) ™ (BIXGP)
Mit den bereitgestellten Hilfsmitteln konnen wir nun Satz 32 beweisen.

Beweis:

Durch g.g.f. zentrieren der (X,,)nen, nehmen wir zunéchst an, dass EX,, =0V n € N

sei. Fiir festgewihltes 0 < k < N betrachten wir die Folge {X,ni}nen,. Die o-

Algebra G, sei definiert durch G,,, = o(Xonik, - - - XNk ). Der Proze§ { > XjN+k}
=0 meENg

ist ein beziiglich G = {G,, }men, adaptierte, integrierbare Folge (man beachte, dass G
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eine Filtration ist).

Behauptung:
m

{ > X N+k} ist ein an G adaptiertes Martingal im Limes.
Jj=0 m

€Ng

Beweis: . . .
sup ‘Egm < > XjN+k> -2 XjN—&-k:‘ = sup ‘EQ’”< > XjN—&—k)‘
n>m 7=0 7=0 n>m j=m-+1

Len%maQ sup Z \1]((] - m)N)E|X]N+I€|

n>m j=m+1

Cauchy-SSChwarz sup Xn: \Ij(<j_m)N)(E|X]N+k|2)% = ioj qj((]_m)N>(E|XJN+k|2)% (*)

<sup ‘Egm<XjN+k>

n>m j=m+1

n>m j=m-+1 jmml
Aus > ¥(n) < 4oound Y EX? < +oo folgt die Konvergenz der Reihe
n>N n=0
> V(- m)N)(E|XjN+k|2>% fiir jedes m € Ny.

j=m+1

Somit gilt: 3 lim > W((j —m)N)(E|X;n %)z = 0.

MmO il
Aus (%) folgt daher die Beziehung:

3 lim sup ‘Egm<z XjN+k> — > . Xjn+k| =0 [P]—fs.
j=0 J=0

m—0o0 n>m

m
= { > XjN+k} ist ein Martingal im Limes.
=0 meENg

Behauptung:
{ > X; N+k} ist L2-konvergent.
=0 meN

0

Beweis: V a € Ny gilt:

a+n 2 a+n
E( 3 XjN+k> = Y EXZ, 2 Y E(XavaXinis)

j=a+1 j=a+1 a+1<i<j<a+n

Lena 35X EXIvi+2 Y (G = )N)(EX )2 (B(X )

j=a+1 a+1<i<j<a+n
at+n n—1 a+n
< ¥ B(XhL)+2 (S een) (X B(xAL))
j=a+1 =1 i=a+1
a+n n—1
= % B, (1+2- X wen))
j=a+1 =1
Die Reihen Y FX? und Y. ¥(n) konvergieren absolut und somit jede ihrer Teil-
n=0 n>N

reihen. Daher erhalten wir aus der obigen Abschétzung, dass { > X N+k} eine
j=0

meENy

L?-Cauchy-Folge ist.
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Der Prozef3 { Z j N+k} geniigt daher insbesondere der Beziehung

meENy

() sup E ZXjN+k‘ < +o00.
meNg j=0
Aus Satz 31 folgt: 3 [P] — lim Z Xingk VO< Kk <N

— J[P]— lim >  Xj. Diese Aussage gilt fiir Folgen (X,,),en, mit £X,, = 0¥n € Ny.

n0 k=0

Konvergiert daher die Reihe Y  FE X, so folgt die Behauptung (1.).
n=0

Es konvergiere die Reihe Y. Var X,. Ist (X,, )ren, eine beliebige Teilfolge von

n=0
(X3 )nen,, so konvergiert die Reihe ) Var X, . Die Folge (X,,)nen, ist U-mischend
k=0
mit > W¥(n) < +oo. Daher ist auch (X, )ken, U-mischend mit > W(n;) < +oo.
n>N np>N

kENg

Betrachten wir die zentrierte Folge (Yo Jkeng, dh. Y, = (X, — EX, )V k € N,
so folgt aus den obigen Uberlegungen:

3[P] - lim Y Y, = IP—stoch— lim » V.

Mlt Satz 5 schliefen wir auf die unbedlngte P-stochastische Konvergenz der Reihe

Z (X, — EX,). Konvergiert die Reihe Z X, bedingt P-stochastisch, so konvergiert
n=0 n=0

die Reihe Y EX, bedingt und mit dem Riemann’schen Umordnungssatz folgt aus
n=0
() die Aussage (). Aus (3) folgt, gemaB Satz 3, (). O

Bemerkung:
Ist (X,)nen, eine Folge W-mischender Zufallsvariablen aus L*(Q,F,P) mit
EX, = 0V n € Ny, so konvergiert die Reihe > X, [P]-f.s. bereits dann, wenn

n=0
folgende Voraussetzungen erfiillt sind:

(1) Y0 <k < N gilt: sup B| Y- Xynep| < +00

meNp 7=0

(2.) Die Reihe S U(n)(EX2)2 konvergiert, wobei (EX2)z , . 0 gelte.

n>N
Beweis: Diese Behauptung folgt unmittelbar aus dem Beweis zu Satz 32.

In Bezug auf die [P]-f.s. Konvergenz eines Partialsummenprozesses {S, }nen, mit
U-mischenden Summanden {X,,},en, kann man ein zu Satz 29 analoges Resultat
formulieren. Zunéchst einmal bemerken wir, dass auf die Existenz der 2. Momente
der Folge (X,)nen, in Satz 32 verzichtet werden kann. Da bei Stutzung der Folge
(Xn)nen, die U-Mischungseigenschaft erhalten bleibt, kann man unter Beachtung des
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Borel-Cantelli-Lemma folgende Aussage formulieren:

Satz 33

Es sei (X,)nen, €ine Folge V-mischender Zufallsvariablen mit Y W(n) < +o00. Ezi-
n>N

stiert ein ¢ > 0 so, dass die Reihen Y, EXS > Var X¢ sowie >, P({|X,| > c})

konvergieren, erhalten wir die [P]-f.s. Konvergenz der Reihe Y X,.
n=0

Satz 34
Ist (X,)nen, eine Folge W-mischender Zufallsvariablen mit > W(n) < +oo und exi-
n>N

stieren ein e > 0 und ¢ > 0 so, dass die Reihe Y log*(n+1)(loglog(n+2))'* Var X¢
n=0
konvergiert, dann gilt:

(1.) Aus > P({|X,]| > ¢}) < +o00 und > |EXE| < 400 folgt die unbedingte [P]*-
n=0

n=0

f.s. Konvergenz der Reihe > X,,.

n=0
(2.) Aus Y P({|X,| > ¢}) < +o0 und der bedingten Konvergenz der Reihe > EXS
n=0 n=0

folgt die [P)*-f.s. Konvergenz mit bedingter Summe von Y, X,.
n=0
In diesem Fall ist T 4 eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.
Beweis:
Mit Lemma 3 schliefit man, dass {(XS — EX{)}nen, €in quasiorthogonaler Prozefl

ist. Nun ist Satz 28 anwendbar und mit dem Lemma von Borel-Cantelli und dem
Riemann’schen Umordnungssatz erhalten wir die Behauptung.

Bemerkungen:

(1.) Fiir eine Folge (X, )nen, W-mischender Zufallsvariablen, im Sinne der obigen

Definition, folgt aus der P-stochastischen Konvergenz der Reihe ) X, nicht
n=0

die [P]-f.s. Konvergenz.

(2.) Aus der bedingten L?-Konvergenz einer Reihe Y X,,, mit ¥-mischenden Sum-
n=0

manden, kann nicht auf L?-Konvergenz mit bedingter Summe geschlossen wer-

den. Dariiber hinaus zeigt das folgende Beispiel, dass Kriterium (1.) aus Satz

32 hinreichend, aber nicht notwendig ist.

Beispiel

Es sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und {X,, }.en, eine Folge unabhéngiger
reellwertiger Zufallsvariablen, die folgenden Bedingungen geniigt:
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(2) EX,=0VneN, Var X, =2VneN
(3.) 3IK>0VneN:|X,| <K [P]fs.

n
Betrachten wir die Folge { > Xk} der Partialsummen, so erhalten wir aus dem
— n€Ng

Zwei-Reihen-Satz die [P]-f.s. Divergenz der stochastischen Reihe Y X,,. Mit {Y,, },en,
n=0
sei eine Folge von Zufallsvariablen erklirt, die der Bedingung Yy = 0 [P]-f.s. und

Y, =X, — X,_1 Vn € Ny geniigt.
Aus (3.) erhalten wir somit eine gleichméBig stochastisch beschriankte Folge {Y}, }nen, -

Betrachten wir die Reihe Y Y,, so konvergiert diese im L2-Sinn, denn V N € N

n=0
N L2
ist . Vp=Xyund Xy — 0.
E—0 N — oo

Die Reihe Y VarY, = > 2 divergiert.
n=0 n=1

Die stochastische Reihe " Y}, ist auch bedingt L?-konvergent, denn:
n=0

Betrachten wir die Teilfolgen {Y, }nen, und {Yan 11 tnen,, so sind diese Folgen von
stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen.

[e.e] o0
Ferner divergieren die Reihen der Varianzen Y Var Ya,, Y. Var Ys,.1, so dass
n=0 n=0

geméaf dem Zwei-Reihen-Satz die Reihen Z Y5, und Z Yoni1 [P]-fs. und im L2-

Sinn divergieren. Hieraus folgt die oben aufgestellte Behauptung

Behauptung:

o0

Die stochastische Reihe > Y, konvergiert im L?-Sinn
n=0

mit unbedingter Summe.

Bewelis:

Es sei g € Un,, fiir die die Reihe )° Y, L*-konvergent ist. Mit S, bezeichnen wir
n=0

den L? — lim Z Yk

n—oo fe=

. (55

k 1 1
L2i(>)nv, J K € Ny mit (E[Zyg(j) _SOO}2>2 < MV]{:Z K (%)

J=0
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Es sei k > K festgew#hlt und m := max{g(0),...g(k)}. Wir wihlen nun ¢ > k so

¢
grof}, dass in der Abschnittssumme | Yy(;) insbesondere alle Summanden Yy, Yy, ..., Y,
j=0

der Reihe Y Y, enthalten sind. Es ergibt sich somit:

n=0

Yai) = D Yi+ Y Yoy, wobei M), = {j € {0,...£}|g(j) > m}.

¢
=0 =0 jeMy,
Aufgrund der Konstruktion der Folge {Y}, }nen, ergibt sich somit:

14

Y Ve = D Yo + X

Jj=0 jEME,
Da ¢ > k gewéhlt war, folgt somit geméaf (x):

(B[ v -5 ') < EERE ()

7=0
Y, =X, — X,_1V7r>1und m =max{g(0),...,9(k)},EY, =0V r

= Vj€M, : E[(éng)( > Yg(j)ﬂzo

jeMENME

k
B|( % Yi ) Xn| < 28X,
=0

Insgesamt erhalten wir:

E[(éifg(j)>( > Yi‘?(j)ﬂ < 2EX2, wobei m = max{g(0),...,g(k)} und M{, =

jeME,

{7 €40,....0}lg(5) > m} ist.

‘
Da Y Yy = Xm+ Y Yy ist, folgt somit
=0

jeMf,

Y,

k
g(j))} < 2EX?2, wobei m = max{g(0),...,g(k)} ist.

s B[ 000)

Y
Jj= Jj=0

k k ¢
Aus den Beziehungen ) Yy, = So + (ZYg(J’) - Soo> und >0 Yy = Seot
j=0 j=0 J=0

< i Yyi5) — Soo> erhalten wir die Abschitzung (man beachte (x  *)):
j=0
BI82) + B[5( 3 Vi = 5:)] + B[ ( 3 Vi — 52
+E [(éygm - Soo) (é You) — 5oo>] <2EX],
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Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung erhalten wir hieraus

E[S%] E[S%] E[S%] 9
E[S? < o0 o0 <! L 9F X2 = —F[S? 2B X?

Wir wissen, das EX?2 — . 0gilt. Somit 3 N € No Vm > N gilt: EX? < %E[Sgo]

m

[N

= E[S2] < gE[SﬁO] = Widerspruch zu (E[S%])2 > 0

Somit muB E[SZ] = 0 gelten, d. h. jede L*-konvergente Umordnung Y Y, konver-
n=0

giert gegen 0. O

o0
Somit konvergiert die stochastische Reihe Y Y, bedingt im L?-Sinn, aber mit un-
n=0

n
bedingter Summe. Wir merken an, dass der Partialsummenprozefl { > Yk} ein
k=0 n€Np

MarkovprozeB ist, da die Folge { X, }nen, unabhéngige Zufallsvariablen sind.

Beispiel:

Es sei (X, )nen, eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, mit Xy = 0 und P({X,, =
1}) = pn, P{X,, = 0}) = 1 —p, ¥V n € N. Die Folge (Y,,)nen, sei definiert durch:
}/0 = XO und Yn = Xn — Xn—l-

Dann ist (Y, )nen, eine Folge W-mischender Zufallsvariablen. Ist p, = % VneN, so

divergiert die Reihe ) Y, [P]-fss., denn: > p, = 400 und mit dem Borel-Cantelli-
n=0 n=1

Lemma folgt unter Beachtung der Konstruktion der Reihe ) Y, die Behauptung.
n=0

Allerdingt konvergiert die Reihe Y Y, P-stochastisch, da lim p, = 0 ist.

n=0 n—oo

Definition 17:

Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (\A,,),en, eine Folge von o-Algebren
in (,F). Mit F, = a( U Aj> heifit die Folge (A, )nen, ¢-mischend, falls es ein
=0

N € N und eine monoton fallende Funktion ¢ : {N, N +1,...} — R} mit p(n) | 0
fiir n — oo so gibt, dassV A € F,,V B € A,y |P(ANB)—P(A)P(B)| < p(n)P(A)
gilt.

Eine Folge (X, )nen, von reellwertigen Zufallsvariablen heifit p-mischend, falls die Fol-
ge (0(Xy))nen, p-mischend ist.

Bemerkung:
Jede Folge (A, )nen, Y-mischender Zufallsvariablen ist auch p-mischend. Die Umkeh-
rung gilt nicht.

Man erhélt eine zu Lemma 2 analoge, aber schlechtere Abschitzung fiir bedingte
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Erwartungen. Es gilt folgendes Resultat:

Lemma 4:

Es sei (A, )nen, eine Folge p-mischender o-Algebren und X eine beschriankte Zufalls-
variable, messbar in Bezug auf A,,,, wobei n > N sei. Dann gilt fiir jede o-Algebra
G C F,, die Abschitzung:

E9(X)— EX|<2-¢(n)-C [P]—fs., wobei |X| < C sei.
Lemma 5:
Es sei (X,,)nen, eine Folge von gleichméfig beschrénkten ¢-mischenden reellwertigen
Zufallsvariablen. Dann gilt Vn > NV m € Ny :
|B(X X min) — EXpEXpnyn] <2 0(n)C?
Hierbei ist C' > 0 die gleichméfige obere Schranke der Folge (X,,)nen,-

Beweis:
E(Xo Xoin) — EXnEXppin = E (Xm (Efm (Xm+n> . EXm+n>>

— | B(XnXomin) — EX EXopin| = ‘E [Xm (Efm (Xomin) — EXmM)} ‘

S;(jﬁjlgfﬁ()gn+n)__lgjgn+n Lm%ma4 2C2¢<n)' -

Mit Satz 31, kann man analog zu Satz 33 folgendes Resultat formulieren und be-
weisen.

Satz 35

Es sei (Xo)nen, eine Folge p-mischender Zufallsvariablen mit S @2 (n) < +o0.
n>N

(1.) Existiert ein ¢ > 0 so, dass die Reihen Y P({|X,| > c¢}), > VarX: sowie
n=0 n=0

> EXS konvergieren, so konvergiert die Reihe Y X, [P]-f.s. .
n=0 n=0

(2.) Euistiert ein ¢ > 0 so, dass die Reihen > P({|X,| > ¢}) und >  VarX¢ kon-
n=0

n=0
vergieren,so sind folgende Aussagen dquivalent:

(o) Der PartialsummenprozefS {Sy tnen, konvergiert bedingt P-stochastisch.
(B) Der Prozef$ {Sn}nen, konvergiert P-stochastisch mit bedingter Summe und

['4 ist eine Lokationsfamilie von Zufallsvariablen.

Beweis:
Man argumentiert analog wie im Beweis zu Satz 33. Man verwendet hierbei Lemma
4, Satz 32 und das Lemma von Borel-Cantelli. Dariiber hinaus beno6tigt man folgende
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Abschétzung:
V X,Y € L*(Q, F, P) mit X messbar beziiglich .A4; und Y messbar beziiglich A, gilt:

|E(XY) — EXEY| < 207 (A1, As)(EX?)2 (EY?)?

Definition 18:

Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X sei essosc X := ess sup X — ess inf X.

Bemerkung:
Im Unterschied zu Satz 33 benotigen wir in Satz 35 die starke Voraussetzung an die
Konvergenzgeschwindigkeit der (¢(n)),>n gegen 0. Mochte man die Voraussetzung

S p2(n) < +oozu Y ¢(n) < 400 abschwiichen, benétigen wir die Bedingung
n>N n>N

>~ (essosc X¢)? < +00, um einen Nachweis der [P]-f.s. Konvergenz der Reihe Y X,
n=0 n=0
erbringen zu konnen. Es gilt dann folgender Satz.

?;thi?nENO eine Folge p-mischender reellwertiger Zufallsvariablen mait ;N w(n) <
+oo und ezistiert ein ¢ > 0 so, dass die Reihen i}P({|Xn| > c}), ioE_Xﬁ sowie
io(essosc X¢)? konvergieren, konvergiert die Reihe io X, [P]-f.s. .

Beweis:

Man nutze den Konvergenzsatz fiir Martingale im Limes unter Beachtung der folgen-
den Ungleichung:

VmeNyVn>N:|EX, X .,)—-EX EX, .| <¢(n)(essosc Xf,)(essosc X, )

m*Tm+n

O

Bemerkung:

o0

Die obigen Konvergenzaussagen fiir Reihen > X,, mit ¢-mischenden Summanden
n=0

(X)nen, kann man auch ohne Ausnutzung des Konvergenzsatzes fiir Martingale im

Limes nachweisen. Allerdingt benttigt man die Voraussetzung

Fe(o(Ua)o( U 4))=n<1

Unter dieser Voraussetzung schliefit man, wie in der Situation unabhéngiger Zufalls-
o0

variablen (X,,)nen,, aus der P-stochastischen Konvergenz der Reihe > X, auf die
7=0
[P]-f.s. Konvergenz derselbigen. Unter Ausnutzung einer Version einer Ottaviani-

Ungleichung, kann man mit Voraussetzung (x) diese Implikation nachweisen. [vgl.
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Tosifescu, Theodorescu, Random-Processes and Learning, Seitel4]

Im obigen Beweiszugang kann man auf die Voraussetzung (x) ersatzlos verzichten.
Diese Voraussetzung ist notig, falls man aus der P-stochastischen Konvergenz auf die
[P]-f.s. Konvergenz schliefen mochte.

Es ist klar, dass man nun auch noch ein entsprechendes Analogon zu Satz 34 in
der Situation @-mischender Zufallsvariablen (X, ),en, formulieren kann. Auf eine sol-
che Formulierung kann hier verzichtet werden.

Definition 19:

Es sei X = (X, )nen, €in reellwertiger stochastischer ProzeB. X heifit m-abhéngig,

stisch unabhéngig sind.

Bemerkung:
(1.) Jede m-abhingige Folge von Zufallsvariablen (X,,)nen, ist offenbar W-mischend.

(2.) Man kann nachweisen, dass ein reellwertiger GauBprozef (X,,)nen, genau dann
m-~abhéngig ist, wenn er W-mischend ist. [vgl. Blum, Hanson, Koopmans [1963]]

In Verallgemeinerung zur Situation von Reihen Y X, mit unabhingigen Summan-
n=0
den kann man folgendes Resultat formulieren.

Satz 37
Es sei X ein reellwertiger m-abhdngiger stochastischer ProzefS. Dann konvergiert die

Reihe > X, unbedingt [P|*-f.s. genau dann, wenn es eine Konstante ¢ > 0 gibt,
n=0

so dass die Reihen Y P({|X,| > ¢}), >, Var X¢ sowie Y |EXE| konvergieren.
n=0 n=0 n=0
Insbesondere konvergiert eine bedingt [P)*-f.s. konvergente Reihe > X, [P]*-f.s. mit
n=0

bedingter Summe, falls es ein ¢ > 0 gibt, fir das die Reihe > Var XS konvergiert.
n=0

Beweis:
(1.) Konvergiert Z X,, unbedingt [P]*-f.s., so konvergiert jede Teilreihe Z X, [P)-

fs.. Betrachten wir fiir festgewdhltes 0 < k <m spez1ell die Tellfolge (Xm]+k) jENo»

so erhalten wir die [P]-f.s. Konvergenz der Reihe Z Xmj+r V0 <k < m. Die
i=0
Folge (X, +k)jen, ist eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, so dass wir aus

54



dem Kolmogoroff’schen Drei-Reihen-Satz schliefen: V ¢ > 0 konvergieren die

Reihen

ZP({|ij+k| > C})’Z Var X7, . sowie ZEX;erk VO<k<m
=0 =0

Jj=0

= VY ¢ > 0 konvergieren die Reihen Y P({|X,| > ¢}), Y. Var X¢ sowie
= n=0

n=0
" EX¢. Aus der Annahme der bedingten Konvergenz der Reihe . EX¢ fiir

ein ¢ > 0 konnte man auf bedingte [P]*-f.s. Konvergenz der Reihe > X, schlie-
n=0
Ben und somit einen Widerspruch erzeugen.

o0

= V ¢ > 0 konvergiert die Reihe ) |EX(|.

n=0
Aus der absoluten Konvergenz der obigen drei Reihen schlieft man auf die

unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz der Reihen ) X, V 0 < k < m. Hieraus
j=0

folgt aber die unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz der Reihe >  X,.

n=0

Es konvergiere Y X, bedingt [P]*-f.s., dann existiert ein v € Uy, fiir das die

n=>0
Reihe ) X, [P]-f:s. konvergiert und ein 4 € Uy, fiir das die Reihe Y X5,
n=0 n=0

nicht [P]-f.s. konvergiert.
Insbesondere konvergiert (X, )nen, [P]-f.s. mit [P]— lim X,, = 0. Fiir jedes fest-

gewihlte 0 < k < m gilt somit: 3 [P] — lim X,,,+x = 0. Die Folge (Xynj1x)jen,
ist eine Folge unabhéngiger reellwertiger Zufallsvariablen. Wir erhalten mit dem

Borel-Cantelli-Lemma die Konvergenz der Reihe

> P Xpjerl > c}) VO<k<m Ve>0.
j=0

o0
Nach Voraussetzung konvergiert > Var Xt fiir ein ¢ > 0 und somit
n=0

> Var X5, ., VO <k <m,
=0

1. Fall:
|EXE| < 400 372y 2 Xn konvergiert unbedingt [P]*-fs. . Dies ist aber
n=0 R n=0

o0
ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass > X,, bedingt [P]*-f.s. konvergiert.

n=0

2. Fall:

Die Reihe > FXE divergiert.
n=0
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Mit dem Zwei-Reihen-Satz fiir unabhéngige Zufallsvariablen schliefen wir auf

unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz der Reihen ) (X%, ., — EX5,.,) V0<k<
j=0

m. Da es ein v € Uy, gibt mit ) X,f(n) [P]-f.s. konvergent, folgt die Konvergenz
n=0

der Reihe )’ EXs(n) und somit wegen des 1. Falls die bedingte Konvergenz von
n=0

> EXE. Mit dem Riemann’schen Umordnungssatz folgert man die [P]*-f.s.

n=0
Konvergenz mit bedingter Summe unter Verwendung des Lemma von Borel-
Cantelli . O

Wir geben abschliefend ein Beispiel eines -mischenden stochastischen Prozesses
X = (X,)nen, an, der nicht W-mischend ist. Dabei greifen wir auf folgendes Re-
sultat von Blum, Hanson und Koopmans zuriick.

Satz 38
Es sei (Xp)nez €in stationdr ergodischer Markouvprozef (reellwertig). Dann sind fol-

gende Bedingungen notwendig und hinreichend dafir, dass (X, )nez W-mischend ist:
I M e N und ein 3 € (0,1) so, dass

(i) p™)(x,-) ist absolut stetig in Bezug auf die stationdre Wahrscheinlichkeit 7. (p™M)(x, )
ist hier der M-Schritt Ubergangskern)

(ii) 7 @ w({]a)(a,y)| > B}) = 0

Hierbei sei a™)(z,y) := ¢™)(x,y) — 1 und ¢"*)(z,y) die Dichte von p™)(z, )
in Bezug auf .

Beweis:
[Blum, Hanson, Koopmans; Zeitschrift fiir Wahrscheinlichkeitstheorie [1963], Seite 8 ff]

Das folgende Resultat findet man in ,,Stochastic Processes” von Doob auf Seite 197 ff.

Satz 39

Es sei (Xy)nen, ein stationdrer Markovprozef (reellwertig). Es existiere ein Mafl p
auf (R, B) mit 0 < p(R) < 400 und ein v € N,§ > 0 sowie eine Menge C € B mit
W(C) >0 und £ (&,n) > 6,€ e R,p € C.

Hierbei sei féu) (¢,-) die Dichte des in Bezug auf j absolut stetigen Teils von p™) (€, -).
Dann ezistiert eine stationdre absolute Wahrscheinlichkeitsverteilung w(-) mit w(Cy) >
ou(Ch), falls Cy C C und es giltV Ae B, € R:

P, A) —m(A)] <1 —ou(@)) neN.
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Bemerkung:

1.) In der Situation von Satz 39 ist der Markovprozef3 (X,,),en, ¢-mischend, geméaf
0
der Definition des p-Koeffizienten, falls [1 — §u(C)]9)7! , =% 0 gilt.

. L X = (X,)en e : :

(2.) Essei X = (X,)nen, ein stationér ergodischer Markovproze§ mit Zustandsraum
E = N, Initialverteilung m und Ubergangsmatrix @) = (g;;j)i jen. Aus Satz 38
(ii) folgert man, dass folgende Bedingung fiir die W- Mischungseigenschaft von
X notwendig ist:

IMeNYv>MVYijeNistqg! >0.

Beispiel:

Es sei X ein stationdrer Markovprozef mit Zustandsraum E = N und Ubergangsma-
trix Q = (qij)ijen-

Es gelte ¢;; = %, falls 7 = 1 oder j = 7 und ¢;; = 0 sonst. Dann ist X ein stationér
ergodischer Markovprozefl mit stationérer Verteilung 7, die folgende Eigenschaft be-
sitzt: Vi € N ist w({i}) = 5. Es gilt allerdings: Vn € N34, j € N mit qu) = 0.
Somit schliefen wir aus Bemerkung (2.), dass X nicht W-mischend ist.

Behauptung:
X ist p-mischend.

Beweis:

X erfiillt die Voraussetzungen aus Satz 39, denn man setze dort = 7, = 1,6 = 3 so-
wie C'= {1}. Dann folgt V A € 2V,i € N: [p™ (i, A)—m(A)| < 1-1. 11 =
Unter Beachtung von Bemerkung (1.) folgt die Behauptung.
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Kapitel V

Bedingte und unbedingte Konvergenz asymptotischer Martingale

Innerhalb dieses Kapitels wird das Verhalten asymptotischer Martingale beziiglich
der Umordnung ihrer Zuwichse hinsichtlicher der [P]-f.s., der stochastischen Konver-
genz und der LP-Konvergenz untersucht. Zunéchst einmal stellen wir einige grund-
legende Begriffsbildungen und Resultate fiir asymptotische Martingale zusammen.

Innerhalb dieses Kapitels sei (S,F,Ny) ein an die kanonische Filtration adaptier-

ter Partialsummenproze, d.h. S, = > > Xy V n € Ny und F = {F,},en, mit
k=0

Fn=0(Xo,...,X,) Vn €Ny Da wir in spiteren Abschnitten Resultate fiir Prozesse
(S,F,Np) in Hilbertrdumen bzw. Banachrdumen formulieren werden, fithren wir fol-
gende allgemeine Definition ein.

Definition 20:

(1.) Essei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S, F, Ny) ein darauf definier-
ter stochastischer Prozefl mit Werten in einem Banachraum (£, || - ||). Ist der
ProzeB (S,F,Ny) aus L'(Q, F, P), so heiit S asymptotisches Martingal, falls
das Netz (E[S;]);ex in (E, || - ||) konvergiert. Hierbei ist 3 die Menge aller be-

schriankten Stoppzeiten beziiglich F. ¥ wird zu einer gerichteten Menge durch
die Definition: 0,7 € ¥, 0 < 7 <= o(w) < 7(w) fiir [P]-fast alle w € €.

(2.) Ein ProzeB (S,F,Ny) aus L'(Q,F, P) heiit Martingal, falls V m,n € Ny mit
m < n die Beziehung E7[S,] = S, [P]- f.s. gilt.

(3.) Ein ProzeB (S,F,Ny) aus L'(Q, F, P) heit Quasimartingal, falls die Reihe
S E|||E7"[Sni1] — Sal|| konvergiert.
n=0

Bemerkungen:

(1.) Ist (S,F,Ng) ein Martingal oder Quasimartingal, so ist (S,F,Nj) schon ein
asymptotisches Martingal.

(2.) Jedes Martingal (S, F,Ny) ist trivialerweise ein Quasimartingal.

Satz 40 (Optimal sampling theorem)

Es sei (S,F,Ny) ein asymptotisches Martingal mit Werten in (E,||-]|). Ist {on tnen,
eine isotone Folge von Stoppzeiten in ¥, dann ist der Prozef$ {S,, }ren, €in asympto-
tisches Martingal beziiglich der Filtration {F,, }ken, -

Beweis: [Edgar & Sucheston, Seite 185]

Definition 21:

Essei (£, ||+]|) ein Banachraum und M := {u|uist Vektormafl von endlicher Variation}
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(E,|| - ||) besitze die Radon-Nikodym-Eigenschaft, falls V Wahrscheinlichkeitsrdume
(Q,F,P)und alle p € M, : F — E, mit p << P gilt: 3 Bochner-integrierbare
Zufallsvariable X : Q — E mit u(A) = E[X14)VA e F.

X heifit eine Radon-Nikodym-Derivierte von p beziiglich P.

Definition 22:

Ein Prozef} (S, F, Ny) heifit uniformes asymptotisches Martingal, falls S aus L'(Q, F, P)
ist und folgende Bedingung erfiillt ist: Ve >0dmy e NoV 1,0 € ¥ mit mg <o <7

E|||E*[S;] — S,||| <e.

Bemerkung:

Ist (S, F,Np) ein uniformes asymptotisches Martingal, so ist (S, F,Ny) ein asymptoti-
sches Martingal. Die Umkehrung gilt im allgemeinen nicht. Ein Beispiel hierzu findet
man in

[Edgar & Sucheston, Seite 197]. Allerdings sind im reellwertigen Fall beide Begriffs-
bildungen #quivalent.Auf die L!-Beschrinktheit von S, sowie der RNE von E kann
in dem folgenden Resultat verzichtet werden, falls S ein uniformes asymptotisches
Martingal ist.

Satz 41 (Riesz-Zerlequng)
Es sei (S,IF,Ny) ein asymptotisches Martingal mit Werten in (E,|| - ]). (E,]] - |])

besitze die Radon-Nikodym-Figenschaft. Ist sup E||S,|| < 400, so ezistiert eine [P]-
n€eNg

f-s. eindeutige Zerlegung S, = M, + Z,, ¥ n € Ny. Hierbei ist (M,F,Ny) ein Martingal
und (Z,F,Ny) erfillt die Bedingung: lim ||E[Z,14]|| =0V Ae |J Fn.

meENg

Beweis: [Edgar & Sucheston, Seite 193]

Bemerkung:
Ist S ein uniformes asymptotisches Martingal, so konvergiert das Netz (Z,) .y, [P]-f:s.
und im L'-Sinn.

Im folgenden fithren wir eine neue Begriffsbildung im Zusammenhang mit asympto-
tischen Martingalen ein. Dariiber hinaus kiirzen wir ab nun die Bezeichnung asym-
ptotisches Martingal in amart ab.

Definition 23:

Es sei (S,F,Np) ein amart mit Werten in einem Banachraum (E, || - |]).

(i) Die Folge (X,F,Ny) der Zuwichse von S bezeichnen wir mit ADF (Differenzen-
folge eines asymptotischen Martingals).

(i) (9,F,Np) heifle unbedingtes amart, falls das aus der Riesz-Zerlegung resultie-
rende amartpotenzial unbedingt P-stochastisch konvergiert.
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Satz 42

(1.) Jedes Martingal, Quasimartingal (S,F,No) mit Werten in einem Hilbertraum
(H, <;>) ist ein unbedingtes uniformes amart.

(2.) Ist (S,F,Ny) ein L' beschrinktes Submartingal, Supermartingal mit Werten in
(R,|-|), so ist (S,IF,Ny) ein unbedingtes amart.

Bewelis:
siehe im Anschluf3 an den Beweis zu Satz 61.

Nicht jedes amart (S,F,Np) ist ein unbedingtes amart. Hierzu geben wir ein ein-
faches Beispiel an.

Beispiel: Es sei (ay,)nen, eine Folge aus R und (s,,)nen, die aus (a,)nen, konstruierte
Partialsummenfolge. Konvergiert (s,,)nen,, S0 ist (S )nen, €in deterministisches amart
und umgekehrt. Man wéhle lediglich als Filtration {F,},cn, die triviale Filtration,
dh. F, ={0,2} Vn e N,.

o0
(o) Konvergiert die Reihe ) a,, absolut, so ist (s,)nen, €in unbedingtes amart und
n=0

umgekehrt.

(8) Konvergiert hingegen die Reihe ) a,, bedingt, so ist (s,)nen, kein unbedingtes
n=0
amart.

Definition 24:

Es sei (S, F,Ny) ein Prozef aus L' (Q, F, P) mit Werten in (£, ||-||) und (X, F,Ny) die
Folge seiner Zuwéichse. Fiir a € R sei 7, := inf{n € Ny : ||S,,|| > a} die Eintrittszeit
der Bariere a. (S, F, Ny) heile der Klasse C' zugehorig, falls £ [| |X’ra]]-{7'a<+oo}||:| < +00
gilt und dies Va > 0.

Satz 43
FEs sei (S,F,Ny) ein Martingal (Quasimartingal) mit Werten in (E, || - ||) und

sup E||Sy|| < 400. Dann ist (S,F,Ny) der Klasse C' zugehirig.
n€eNg

Beweis:

(1.) Da (S,F,Np) ein Martingal ist, folgt mit Satz 40, dass der gestoppte Prozef
S™ = {S:an}nen, ebenfalls ein Martingal ist und das fiir jede Stoppzeit 7. Defi-
nieren wir A := {7 < +00}, so folgt: I [P] — lim S;p, 14 = S;14.
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Es gilt somit:
E[||ST][{T<+OO}||} =F [hm nlilgo ||ST/\n||]l{T<+OO}}

Fa%)u lim inf E[‘|Sq-/\n”]1{7<+oo}] < lim inf E[HST/WH}

Da {||Sranl| }nen, €in reellwertiges Submartingal ist, folgt :
E[IS:all] < E[l1S]]]-
Somit gilt sup E|[|S,l|] < sup B[S,

neNp n€Ng

= B[[1S A resspll] < sup B[IS,[]] < +00 = B[|IX: Lrcangyl] <00,
nelNg

Es sei (S,F,Np) ein Quasimartingal.

— S, = Xo+ zn: (Xk - Efk-l(Xk)> + Zn: ET1(X,) Vo> 1.

=M, — A,
— (M,F,Ny) mit My = 0 ist ein Martingal und sup E[||M,]||] < +oo, da

n€eNg

sup E[||S,||]] < +oo und ) E[||Efk—1(Xk)||} < +o00. Somit gilt fiir eine be-
n€Ny k=1

liebige Stoppzeit 7 geméf (1.) E[HMTHH{K%OJ < 400. Wir bezeichnen die
Zuwéchse von (A,F,Ny) mit (Y,F,Ny). Da (S,F,Npy) ein Quasimartingal ist,
folgt: > ||Ya|| < 400 [P]-f.s. und Y E||Y,|| < 4+00. Ist demnach 7 eine Stopp-

n=1

n=1
zeit beziiglich F, so gilt:

BV pcssall] = B X IVal ] < 3 Bl < +o0.
n=0

n=0

— E[||YT]1{T<+OO}H] < 0o und E[[|AMT]1{T<+OO}H] < 400, wobei
AM, = M, — M, _1.

Somit folgt unter Verwendung der Doob-Zerlegung, dass die Folge (X, F,Ny)

der Zuwéchse von (S, F,Ny) der Beziehung E[|]XT]1{T<+OO}H] < 400 geniigen.
O

Bemerkung:
Analog zeigt man, dass ein L'-beschriinktes reellwertiges Submartingal (Supermartin-

gal) aus der Klasse C' ist. Auch hier gilt fiir 7 die Bezichung £ [| |XTIL{T<+OO}||] < +00

Allgemeiner kann man fiir die Klasse uniformer amarts folgendes Resultat formulieren.
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Satz 44
Es sei (S,F,Ny) ein banachraumwertiges uniformes amart mit sup E||S,|| < +o0.

Dann ist (S,F,Ny) ein ProzefS aus der Klasse C'.

n€eNg

Beweis:

(1.)

(S,F,Np) ist ein amart, somit folgt unter Verwendung von Satz 41 :
S =M+ Z, wobei (M,F,Ny) ein Martingal und (Z,F,Ny) ein amartpotenzial
ist und das Netz {Z, },ex [P]-f.s. und im L'-Sinn konvergiert.

Somit gilt insbesondere sup E||Z,|| < +oc. Daher ist das Martingal (M, F, Ny) L'-
n€eNyp

beschrankt.

(I|Mn][) hen, ist ein L'-beschrénktes nichtnegatives Submartingal und wir kénnen

auf sup E||M,|| < +oo schlieBen.

oeY
Aus der L'-Konvergenz von {Z, },cx erhalten wir sup E||Z,|| < +oo
oeX
= sup E||S,|| < 400 (Man beachte die Riesz-Zerlegung).
oeX

Es gﬂt STa/\TL(w)l{Ta<+OO} njoo STa (W)]l{ra<+oo}-
Mit dem Lemma von Fatou ergibt sich die Abschitzung
E||S5, L7, <oy | < 1 inf B[S L7,

< hmmeHSTaAnH < supEHS | < 400

— E||X7—a]1{‘ra<+oo}|| < —I—OO VYa > 0.
—> Behauptung.

Bemerkungen:

(1.)

(2.)

Wir werden an spéteren Beispielen nachweisen, dass die Klasse asymptotischer
Martingale (S,F,Np) aus C eine echte Oberklasse der L!-beschriinkten amarts
ist. D. h., es gibt amarts (S,F,Ny) mit sup F||S,|| = +oo, die der Klasse C

n€eNyp
zugehorig sind.

Es wird sich herausstellen, dass [P]*-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe, in
der Situation von Martingalen, im allgemeinen keine unbedingte [P]*-f.s. Kon-
vergenz impliziert.

Wir kommen nun zu einem Satz, der die Frage der bedingten und unbedingten [P]*-f.s.
-bzw. P-stochastischen Konvergenz fiir unbedingte amarts klart. Die Voraussetzungen
konnen im allgemeinen nicht mehr abgeschwicht werden, wie wir spéter an Beispielen
sehen werden.
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Satz 45
Es sei (S,F,Ny) ein reellwertiges unbedingtes amart aus der Klasse C. Erfillt das

amart (S,F,Ny) die Bedingung sup |S,| < +oo [P]-f.s., so gelten folgende Aussagen:
n€eNg

(1.) (S,F,Ny) konvergiert unbedingt P-stochastisch.

(2.) (S,F,Ny) konvergiert [P|*-f.s. mit unbedingter Summe,

aber im allgemeinen nicht unbedingt [P]*-f.s. .

Beim Beweis unserer obigen Behauptung verwenden wir ein auch fiir sich alleine gese-
henes interessantes Zerlegungsresultat fiir L!-beschrinkte Martingale. Dieses Resultat
stammt von R.F. Gundy.

Satz 46 (Gundy)

Es sei (S,F,Ny) ein reellwertiges Martingal mit sup E|S,| < +o0o. Dann existieren
n€eNg

V K > 0 Martingale (TX,F,Ny), (UX,F,Ny), (VE,F,Ng) mit folgenden Eigenschaf-
ten:

(1.) S, =TE + UK + VE [P]-fs. Vn € Ny.

(2.) P({ sup K| > 0}) - 55505'5”'
neNo
(3.) E[i Uf—Uf_lu <4 sup E|S,|

n=1 TLGNO

2
(4.) sup E[VHK} <2-K sup E|S,|

n€Np n€Ng

Beweis: [Stout, almost sure convergence,Paged4]
Nun sind wir in der Lage Satz 45 zu beweisen.

Beweis:

(1.) Es sei (S,F,Ny) ein L'-beschrinktes Martingal, dann folgt mit Satz 42, dass
(S,F,Np) ein unbedingtes amart aus der Klasse C' ist.
Definieren wir Qg := {w € Q: sup Tf(w)’ = 0} Satz 46 () Q= |J Qk[P]-
n€Np KeN
f.s. . Sei e > 0 festgewdhlt = 3 K. € N mit P(Qg.) > 1 — ¢ und das geméiB

Satz 46 zu K, existierende Martingal (T%<,F,Ny) erfiillt die Bedingung:
TE(w) =0V n € NyVw e Q.. Somit ist (75 F,Ny) auf Q. trivialerweise
absolut [P]-f.s. konvergent. Das Martingal (U”* F,N,) geniigt gemiB Satz 46
(3.) und der L'-Beschrinktheit von (S, F,Ny) der Bezichung:

n=1

K, K,
Un ° - Un—sl

] < +o00. Hieraus folgt die absolute [P]-f.s. Konvergenz
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Beha

von (U< F,Np). Das L?>-Martingal (V"¢ F,Ny) ist wegen (4.) in Satz 46 und
sup E|S,| < 400 L*-beschrinkt. Da V' paarweise orthogonale Zuwéchse be-
n€Np
2
sitzt und sup F [Van] < +oo gilt, folgt die unbedingte L?-Konvergenz und
n€ENg

somit die unbedingte P-stochastische Konvergenz von (V< F, N_Q).

Somit folgt aus Satz 46 (1.) in Verbindung mit den obigen Uberlegungen,
dass (S,F,Ny) auf Q. unbedingt P-stochastisch konvergiert. Da ¢ > 0 be-

liebig gewahlt war, folgt aufgrund von Q2 = |J Qg[P]-f.s. die unbedingte P-
KeN
stochastische Konvergenz von (S, F, Ny) auf Q. Gemé8 dem Doob’schen Konver-

genzsatz konvergiert (S,IF,Ny) [P]-f:s. . Ist somit g € Uy,, so dass Y Xy [Pl-
n=0

f.s. konvergiert, dann gilt:

P({ Z—:ng(n) = Z_:OX,L}> = 1, da (S,F,Ny) unbedingt P-stochastisch kon-

vergiert.

Es sei (S,F,Np) ein unbedingtes amart mit sup F|S,| < +o0o. GemiB Satz 41
n€eNp

existieren [P]-f.s. eindeutig bestimmte Prozesse (M,F,Ny) und (Z,F,Ny) mit
Sp =M, + Z, ¥ n €Ny, wobei (M,F,Ny) ein Martingal ist und (Z,F,Ny) die
Eigenschaft besitzt, dass das Netz (Z,)yex [P]-f.s. und im L'-Sinn konvergiert.
(Z,F,Ny) konvergiert gem#f der Definition eines unbedingten amarts unbedingt
P-stochastisch.

(8, F,Np) ist aus der Klasse C' mit sup |S,| < +oo [P]-fs. .
n€Ng
Fiir ein festgewéhltes a > 0 betrachten wir die Stoppzeit

7, = inf{n € Ny : [5,| > a}. Unter Verwendung von Satz 40 sieht man, dass

S = (Sran ein amart ist.
n€Ng

uptung:

S™ ist L'-beschrankt.

Beweis:
Vne NQ gllt
S‘ra/\n = z Sm‘]l{ra:m} + Sn ]l{’ra>n}
m=0
- E[ Sroan } =FE(>, [ Sm‘]l{Ta:m}]) + E[ Sh ]l{q-a>n}}
m=0
< B(Y [|Sn|Lirm]) +a
m=0
= sup E[ St nn ] <sup E(>] [ Sm’]l{m:m}]) +a
n€Ng n€Ng m=0
< E( STa ]1{Ta<+oo}) +a
< B( STa—l‘ﬂ{Ta<+oo}) + E(‘Xm Lir,<4o0}) T a
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< 2a+ E(‘Xﬂl

Aus dem Konvergenzsatz fiir L'-beschriinkte amarts erhalten wir:

]I{Ta<+oo}) < 400

3 [P] - lim S, 5, =: STo und SZ € L}Y(Q, F, P).

n—oo

Aus sup |S,| < 400 [P]-f.s. folgt: Q= |J {7, = +oo}[P]-fs. . (%)

n&€Np aeN

Auf {7, = +o0} gilt: (Sp)nen, = (STaAn> .

&) (Sn)nen, konvergiert [P]-f.s. .
Aus der Riesz-Zerlegung von (S, F,Ny) folgt:

S™ = M™ + Z™ [P]-f.s., wobei M™ das aus Stoppen von M durch 7, resultieren-
de Martingal ist. Z™ ist L'-konvergent und somit L!-beschrinkt. Aus der obigen
Uberlegung wissen wir, dass S™ ebenfalls L'-beschriinkt ist. Somit ist aber M™ L'-
beschrankt.

(L) M7 konvergiert unbedingt P-stochastisch und ist dariiber hinaus [P]-f.s. kon-
vergent.

Bs gilt { Mo} = {Moduen, auf {7, = +o0}.
neN
Somit konvergiert (OM, F,Np) unbedingt P-stochastisch auf {7, = 400} V a > 0.

() (S, F,Np) konvergiert unbedingt P-stochastisch und [P]*-f.s. mit unbedingter
Summe. O

Bemerkung:
Ist (S,F,Np) ein reellwertiges Submartingal (Supermartingal) aus der Klasse C' mit
sup |Sy| < 400 [P]—f.s., so gelten ebenfalls die Aussagen aus Satz 45.
n€eNg
Die Zugehorigkeit zur Klasse C' eines unbedingten amarts (S, F,Np) ist zwar gemi8
Satz 45 hinreichend, aber keineswegs notwendig fiir eine unbedingte P-stochastische
Konvergenz von S. Man kann sogar ein Martingal (S,F,Ng) konstruieren, welches
absolut [P]-f.s. konvergiert, aber fiir das sup F|S,| = +oo gilt.

n€eNg
Beispiel 1
Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P) = ([0, 1], BN [0, 1], A|snp.1]])-
Wir definieren darauf folgenden Partialsummenprozefl (S, F, Ny) :

F = {F, }nen, sel erklirt iiber Fy = {0, Q}, F, = O'({ [0, L [, e [2"_1 1] }) Vn>

2n an
1.

So := 0 [P]-f.s. und S := 2011[07%[ — 211 4, sowie

2

Sn = 4”‘_1]1[0’2%[ - 2271_3]1[ 12 [ - Snfl]]‘[an,l] (n 2 2)

PP

(1.) {Sn}nen, ist an {F, },en, adaptiert und integrierbar.
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(2.)

(S,F,Np) ist ein Martingal, denn

/ Spi1dP = / SpdP ¥ neN
[0, 5w [0, 5
Man rechnet néamlich folgendes nach:

[ SppdP =4 [ L o qdA = 22007 [ e AN

n Y on [
0,25 0.5 o 2

[ofl Sull_2_ 1y dA
3w

[2/2n+171}:m 0, =0 4n)\<[0, ST D —92n— 1)\([2n1+172/2"+1 D = 4n.9(n+l) _92n—1 9—(n+1)

— 27(n+1) <22n _ %22n> — % .92n 27(n+1) — % .9n—1 _ 9gn—2

— /471—111[0,2%@— / 27 d — / So-2ligydd = [ S.dP

[0
0,5 0,5 (0,55
N TV - N TV - ~ TV -

=4n-1.2-n =0 =0

Aufgrund der Konstruktion der Filtration F und des Prozesses S ist (S, F, Ny)
ein Martingal.

sup E|S,| = +o0o, denn
n€ENg

B|Su| = B4 o 1 = 2 o0 = Sn-alpany

= 4"7IA([0, 3= ) + 2P A (5w

Y 27L

2/2"]) + E[Sn-1llj2/2m 1]

T
> 4" IN([0, 35 ) + 223 A (57, 2/27))

=922n=2.97n L 92n=3 . 9gmn _ gn=2 4 9n=3 > 9gn=2y pn > 9

= sup E|S,| > sup(2"?) = 4o0.

Das Martingal (S, F, Ny) konvergiert absolut [P]-f.s. und somit absolut P-stochastisch.

Begriindung:

Fiir ein festewihltes N € N definieren wir Gy := [2/2V 1].

= P(Gn)=M[2/2,1)) = 352% = L

Es gilt: Q@ = |J Gy. Betrachten wir das Martingal (S,F,Ny) auf Gy, wobei
NeN

N € N festgewihlt sei.

Wir erhalten Vw € Gy Vn > N : S — g« —

n—1

= S konvergiert absolut in w € Gy.

Da N € N beliebig gew#hlt war und Q = |J Gy gilt, folgt somit die absolute
neN

[P]-f.s. Konvergenz des Prozesses (S, F, Ny).
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(5.) (S,F,Np) ist in diesem Beispiel der Klasse C' zugehorig und aufgrund von (4.)

gilt: sup |S,| < 400 [P]-fs. .
n€Ng
Es sei 7, = inf{n € Ny| |S,| > a}, wobei a > 0 festgewé#hlt ist. Aus der

Konstruktion des Prozesses folgt: 3 N, € NoVn > N,Vw € [0,2/2N[ gilt |S,| >
a. Wir erhalten {7, = co} D {7, > N,} und somit {7, < oo} C {7, < N,}.
Hieraus erhalten wir die Abschitzung E|S; 1(7,<to0}| < E|Sn, Lir,<too}| <
E|SNa| < +o00.

Also gilt insbesondere E| X, 17, <io0}| < +00.

Beispiel 2
Wir betrachten wiederum den Wahrscheinlichkeitsraum ([0, 1]; BN [O 1] AlBrpo,7)- Die
Familie der Mengen {A,,; }1<i<on nen, sei definiert durch A, ; := ] o o |-
Die Folge (Xj)ren von Zufallsvariablen sei definiert durch:
M2 ) < w < 27t
Xomy(w) = q —2m/2 2=(m+D) «(, <« 9-m e N

0, sonst
X2m+](w> - X2m+1(w - ‘%)7'] - 1, ey 2m

X heifit Haar’sches Orthogonalsystem, denn: FX; = 0 V k, EX? = 1 V k und
E[X; Xy =0V k,0 € N mit k # £. Die Filtration I sei die kanonische Filtration zu
X.

Bekanntlich ist (X, F,N) eine MDF aus L*(Q, F, P).

Bezeichnen wir mit M den linearen Raum der Fj- messbaren Zufallsvariablen aus
L*(Q, F, P), so ist bekanntlich die orthogonale Projektion eines Z € L*(Q, F, P) auf
M gegeben durch:

EM(Z)=> " < Z X;> X, mit < Z X, >=E[ZX)]V (.
(=1

Der Proze8 { E7*(Z)}ren ist ein an F adaptiertes L2-Martingal. Es gilt:

2
sup E|E7"(Z)| < +o0,da Z € L*(Q, F, P) ist.
neN

Somit folgt mit Satz 45, dass dieser Prozefl unbedingt P-stochastisch und [P]*-f.s.
mit unbedingter Summe konvergiert.

Der Proze (S,FF,N) konvergiert allerdings im allgemeinen nicht unbedingt [P]*-f.s..
Unter Verwendung des folgenden Satzes konnen wir diese Behauptung nachweisen.
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Satz 47
Es sei (Xy)ken das Haar’sche Orthogonalsystem.

Ferner sei (ag)ken eine Folge reeller Zahlen. Dann konvergiert die Haar-Reihe >, a, X,
n=1

unbedingt [A]*-f.i. genau dann, wenn > a, X, absolut [\|-f.i. konvergiert.

n=1

Beweis: [Khasin, Orthogonal-Series, Seite 93]
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Es sei fiir festgewahltes k € N {Xj,;};_, der k-te Block des Haar’schen Orthogonal-
systems, d.h. X = Z X

00 2k 00
Wir betrachten nun die Haar-Reihe > (271% S X ;“) = > s Xk
i=1 k=1

Aus der Konstruktion des Haar’schen ONS folgt: | X | = ok/2 [A]-f.ii. V& e N.

iZ

o0 1 B
2k/2k ‘ z_: k
Somit konvergiert Z 525 Xk geméB Satz 47 bedingt [P]*-f.s. .
k=1

00 2
Andererseits geniigt die Folge {ﬁ} der Bedingung (ﬁ) < 4o00. Das
keN k=1

Haar’sche Orthogonalsystem ist vollstiandig und {Wl%} € (?(N). Aus dem Satz
keN

von Riesz-Fischer konnen wir somit auf die Existenz einer Zufallsvariablen Z €
L*(Q, F, P) schlieBen mit:

1
<Z.X>= g VkeN.

Somit ist die obige Haar-Reihe die Fourierentwicklung einer Zufallsvariablen Z &

L*(Q, F, P) nach diesem ONS. Das Martingal { > ﬁXk} konvergiert somit
k=1 keN
unbedingt P-stochastisch und [P]*-f.s. mit unbedingter Summe.

Dieses Beispiel zeigt, dass bedingte [P]*-f.s. Konvergenz reellwertiger Prozesse (S, F, Ny)
mit stochastisch abhéngigen Zuwéchsen (X,F,Ny) nicht zwangslaufig [P]*-f.s. be-
dingter Summe konvergieren. Die Situation stochastisch unabhéngiger reellwertiger
Zufallsvariablen (X,)nen, bzw. die bedingte [P]*-f.s. Konvergenz der Reihe ) X,
n=0

ist auf Martingaldifferenzenfolgen (X,,)nen, nicht iibertragbar. Wir werden jedoch
ein hinreichendes Kriterium fiir die unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz von Martingalen
(S,F,Ny) angeben. Das Beispiel (1.) oben belegt, dass die Klasse der L'-beschrink-
ten unbedingten amarts eine echte Teilklasse der zur Klasse C' gehérigen unbedingten
amarts ist. Die [P]|*-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe liegt im allgemeinen
nicht mehr vor, falls (S,F,Ny) ¢ C ist. Insbesondere erhélt man dann auch bedingte
P-stochastische Konvergenz, die auch eine mit bedingter Summe sein kann. Es gilt
namlich folgender Satz.

Satz 48
Es sei (Q, F, P) em Wahrscheinlichkeitsraum. Dann existiert zu jeder bedingt kon-

vergenten Reihe Z a,, reeller Zahlen ein unbedingtes amart mit
n=0

P { X, = Ean} > 0. Insbesondere konvergiert (S,F,Ng) [P]*-f.s. mit bedingter
Summe.

Beweis: -
Es sei (a,)nen, eine Folge aus R mit der Eigenschaft, dass > a, bedingt konvergiert.

n=0
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Es sei (X,,)nen, eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, definiert auf (€2, F, P) mit
P({Xy=—1}) = 1und P({X, = —1}) = 1 — 2, sowie P({X, =2"—1}) = L Vn €

an

N. Ferner sei Fy = {0,Q} und F, = 0(Xo,..., X,,) Vn €N,

Es sei 7 := inf{n € Ny|X, # —1}, dann ist 7 eine Stoppzeit beziiglich F und es
gilt:

o0

P({r=+oo}) = P((){X.=-1}) = ][] X =-1h =[]0 - 2%) >0

neNp n€Np n=1

[Das unendliche Produkt konvergiert absolut, da Y 55 < 400 ist.]
n=0

n
Definieren wir den Partialsummenprozef§ S iiber: S, = > ar Xplgr>1y,n € Ny, s0
k=0

folgt die Adaptiertheit von S an F und die Integrierbarkeit_unmittelbar aus der Kon-
struktion von S. Ferner gilt Vn € N: EX,, = 0 und EXy = —1. Fiir beliebig, aber
festgewihltes n € Ny gilt:

n+1
EF[Sy14) = BT [ > aka]l{Tzk}} = Sp+ E7r [an+1Xn+1]l{Tzn+1}
5=0

_ Fa _ _
= Sn + An+1 :[]-{TZTL+1}E [Xn+](]>(n)neNu~a~ Sn + An+1 ]]-{TZTL+1} E[Xn+1] = Sn [P]
—0
Somit ist (S, F, Np) ein Martingal und geméa8 Satz 42 ein unbedingtes amart. (S, F, Ny)
konvergiert [P]*-f.s. mit bedingter Summe, denn:

(i) P({ Z:O anXnlizony = Z:OanD = P({T = +00}) >0

= (9,F,Ny) konvergiert mit bedingter Summe auf {7 = +o0}.

(ii) Andererseits gilt auf der Menge {7 < +o0}:
zuw € {1 < +oo} AN, € Nmit X,,(w)lr@w)>ny =00 > N,

o0 Nw
— Z aka(w)]l{T(w)zn} = Z aka(w)
n=0 n=0

Somit konvergiert (S, F, Ny) absolut in w auf {7 < 400}. Aus (i) und (ii) erhal-
ten wir somit die Behauptung. O

Bemerkung:

Die Konstruktion des Martingals in Satz 48 zeigt allerdings auch, dass die Zugehorig-
keit zur Klasse C' eines unbedingten amarts nicht notwendig ist, fiir eine [P]*-f.s.
Konvergenz mit unbedingter Summe oder auch eine unbedingte P-stochastische Kon-
vergenz. Wir geben nun noch ein zweites Beispiel eines Martingals (und somit eines

unbedingten amarts) an, welches aus der Klasse C' ist, aber sup E|S,| = +oo gilt.
neNy
Die Konstruktionsidee ist hier eine andere.
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Beispiel:
Wir betrachten wiederum als Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P) = ([0, 1], BN [0, 1];

Alsfo,n)-
Essei f € C([0,1 —¢g]) Ve >0und f:[0,1] — R{ streng monoton wachsend,
f ¢ L'. Wir definieren Iy := 0 und I, :== [0,1 — 1]V n € N. Mit (S, )nen, sei folgender

stochastische Prozefl definiert:

So =0 [P] —fs. undS, = Sl gt elpy_s yvneN

Hierbei sei die Folge (c¢,)nen definiert iiber ¢, := —2”E[f]l[071_2%[] Fiir die Folge
X ={ X, }nen, der Zuwichse von S gilt somit:

X() = O7 XTH-I = fﬂ[ovl_ﬁ] + Cn+1]1[1_2 1 1] = fl[071_2%[ — Cnl[l—g%,l]

n+17

= Xo1 = f(“{o,lfgnlﬂ[ - ]1[0711%[) F ol g = Gl gy

= —f . ]]_[1_ 1 1_2%[ + 2”]].[1_2%71] - 2n+1]l[1_ 1 1]

on+1° on+1°

— |Xn+1| S f]l[l—#,l [‘F 2””]1[1_2%71]‘7 n e NO

L
om

— X, € L', F, P)V n € Ny. Somit ist S € L'(Q, F, P).

Es sei Fo = {0,Q} und F, = 0(Xo,..., X))V n € N, soist S an F = {F, }nen,
adaptiert. Ferner gilt die Beziehung:

on—+1 on+1>

= E7n [f]l[o,l—%n[ R R e e 1]}

on+17

= flg o+ E™ [fll[l—%,l— L J + Cppr - BT []1[1— L 1}]

on—+1 on+1°

Hierbei ist 41 = ~2"" B[ 1y, (]| ¥ € N,
’ 2

n+1

(a) ET» [fl[l—zin,lf ! J = dpll;_ 1 ;) aufgrund der Konstruktion von F,.

on+1

- E|:E]:n |:f]1[1_2in71_2n%[i|:| = dn . E|:]]'[1_2Ln71}:| = dn . 2%

3 E[E™ [y goac ]| = B[ ga ]

on on+1

B flpa ] = B[] = -5 + 5

dn __ Cn+1 _ Cn+1
(oc)£(>ﬁ) o=t 2= d, = -2+,

e E]:'n [Sn+1] = f . ]1[0’17i[ + (CTL _ Cn2+1 + Cn2+1>]1[172in,1} D:ef. Sn[P}

amn
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= (9, F,Np) ist ein Martingal und somit ein unbedingtes amart.

Aus der Beziehung S,, = f - 11[071_2 (+ Cn]l[l—z%,l] V n folgt:

3[P] - lim S, = f.

n—oo

BISul = B|flgu_ ] +lenl - B[1_p | ¥ne N,

= sup E|S,| = +oo,da f ¢ L'(Q,F, P).

n€Ng

Der Proze$ (S, F,Ny) konvergiert unbedingt [P]*-f.s. .

Begriindung:
Zue> 03N, € Nmit P({[0,1— 5[}) >1—e.
Ferner gilt Vw € (0,1 — 52 [V n > N, : Sp(w) = f(w)

—= Vwel0,1— 5] gilt: i Xy (w) = % Xn(w) = f(w).

Somit konvergiert (S, F, Ny) anbedingt [P]*-f.s. auf Q. =[0,1 — 5= |.
Dae > 0 beliebig gewéhlt ist und Q. T Q\{1}, e — 0 gilt, folgt somit die Behauptung.O

Behauptung:
(S,F,Np) ist der Klasse C' zugehérig,.

Begriindung:

Es sei a > 0 festgewahlt und 7, die zugehorige Eintrittszeit. f ist auf [0, 1] isoton, ste-
tig mit lin} f(z) = 4o00. Somit existiert ein w, € [0,1] mit: 0 < f(w) <aVw € [0, w,).
Hieraus folgt V w €|w,, 1] : f(w) > a.

Aus der Konstruktion des Prozesses folgt:
Es existiert ein M, € No mit V n > M, : [0,w,] C [0,1—55[. Somit gilt: {7, < +00} C
{1a < M,}.

Da{

ST An

a

} ein Submartingal ist, folgt somit:
neNg

E [|S-ra|]l{7a<+oo}} <FE HSMa

]]'{Ta<+00}:| S EHSMa

| < 400
= E[\Xralll{m<+oo}] < +o00.

Da a > 0 beliebig gewahlt war, folgt somit die Behauptung. O
Grundlegend fiir die Diskussion der bedingten und unbedingten LP-Konvergenz von

reellwertigen Martingalen, Submartingalen (Supermartingale) sind die folgenden bei-
den Sidtze von Burkholder und Davis.
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Satz 49 (Burkholder-Ungleichungen)
Es sei (S,F,Ny) ein reellwertiges Martingal. Dann gibt es ¥ p > 1 universelle positive
Konstanten A, und B, (unabhdngig von S) so, dass ¥ n € Ny gilt:

()], =[5l < | (50

Hierbei bildet (X, F,Ny) die zu (S,F,Ny) gehorige MDF.

Ap

< B,
p

p

Beweis: [G.A. Edgar & Sucheston; Stopping Times and Directed Processes; Seite
278]

Satz 50 (Davis-Ungleichung)
Es sei (S,F,Ny) ein reellwertiges Martingal. Dann ezistieren universelle Konstanten
A B mit0< A< B < o0, so dass

()
§=0

Beweis: [B. Davis; On the integrability of the martingale square function; Israel Jour-
nal Math. [1970], Seite 187 ff]

J

5\ 2
s 3o <[5 )'

k=0

<

,V'n e Ny, gilt.
1 1

Unter Verwendung dieser beiden Resultate in Verbindung mit Satz 1 kénnen wir
folgendes Resultat formulieren.
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Satz 51
Es sei (S,F,Ny) ein reellwertiges Martingal aus LP(2, F, P), mit 1 < p < +o00.

(1) Ist fiir ein p > 1 die Bedingung sup E|S,[PF < +oo erfillt, so konvergiert
n€eNyp
(S,F,Ng) unbedingt im LP-Sinn.

(ii) Ist (S,F,Ng) aus L*(Q, F, P) und konvergiert der Prozef im L*-Sinn, dann liegt
schon L'-Konvergenz mit unbedingter Summe vor.

(111) Erfillt der Prozef (S,F,Ny) die Bedingung E[ sup ]an < 400, so konvergiert
neNy
(S,F,Ny) unbedingt im L'-Sinn.

Bewelis:

(i) Es sei (S,F,Ny) ein Martingal aus LP(Q, F, P), so ist |S|P = {|Su|?}nen, €in
beziiglich F adaptiertes nichtnegatives Submartingal und {|S,|" }ren, ist gleich-
gradig integrierbar, denn:

Ist {5, }nen, eine Folge integrierbarer Zufallsvariablen und G = G(t) eine nicht-
negative monoton wachsende Funktion, definiert fiir ¢ > 0, so dass

. G()

lim ——= = oo und sup E[G(]S,])] < +oo gelten

t—00 neNy
= {Sn}nen, ist gleichgradig integrierbar.

Setzen wir in der obigen Situation G(t) := t*,p > 1,t > 0, so erhalten wir
die Behauptung.

Da {|S,|P}nen, ein Submartingal ist, welches gleichgradig integrierbar ist, gibt
es ein S, € LP(), F, P) mit B[S, — Se|? —._ 0. Insbesondere ist {5, }nen,
eine LP-Cauchy-Folge.

Somit existiert zu € > 0 ein N, € Ny Vn,m > N, mit m <n gilt:

|2

<€
p

Der Satz von Burkholder liefert die Abschéatzung:

H( > X,f)EH < e¢/A, ¥V n,m > N, mit einer von (X,F,Nj) unabhéngigen
k=m p

Konstanten A, > 0.

Ist (X, )ken, eine beliebige Teilfolge von (X,,)nen,, S0 ist diese wiederum eine
MDF und eine erneute Anwendung der Ungleichungen von Burkholder liefert:

k k 1 N 1
>, (Cx) (X))
j=m j=m P i=M
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wobei M, N € Ny so gewihlt seien, dass N, M > N. gilt und {n,,,...,nx} C

N

{M,...,N}. Somit ist die Folge () Xy,) eine LP-Cauchy-Folge und kon-
7=0 NeN

vergiert daher im LP-Sinn. Also konvergiert D(§ ,F,Np) unbedingt im LP-Sinn

geméf Satz 1.
(i) Konvergiert (S,F,Np) im L!-Sinn, so gilt insbesondere: sup E|S,| < +o0c. Da-

n€Ng
mit ist (S,F,Ny) ein unbedingtes amart aus der Klasse C' und geméifl Satz

45 konvergiert (S,F,Ny) unbedingt P-stochastisch. Ist folglich ¢ € Uy, eine
Abbildung, fiir die die Reihe >~ X, L'-konvergiert, gilt schon aufgrund der
n=0

unbedingten P-stochastischen I_(onvergenz die Beziehung;:
L'— lim Y X, =L"— lim Y Xy).
k=0 k=0

(iii) Analog zur Argumentation in (i) verlduft der Beweis zur Behauptung (iii) unter
Ausnutzung der Davis-Ungleichungen und Satz 1.

O

Durch Betrachtung des folgenden Beispiels sehen wir, das die Aussage in (ii) von Satz

51 nicht verbessert werden kann. Hat man eine Folge { X, } en, von unabhéngigen re-

ellwertigen Zufallsvariablen mit EX,, = 0V n € Ny, so folgt aus der L*-Konvergenz

mit unbedingter Summe der Reihe Y X, schon die unbedingte L!'-Konvergenz. Fiir
n=0

beliebige MDF (X, F,Ny) trifft dies nicht zu. Es gibt Martingale (S,F,Ny), die be-

dingt L'-konvergieren, aber mit unbedingter Summe konvergent sind.

Beispiel:

Es sei (Q,F, P) = ([0,1]; BN [0, 1]; Alsnp,y) und mit 3" = Tjo,y sowie {¥, V125,
betrachten wir das Haar’sche Orthogonalsystem. Dann bildet diese Familie von Funk-
tionen eine MDF beziiglich der kanonischen Filtration (vgl. Beispiel oben). Fiir eine

Zufallsvariable Z € L'(Q, F, P) bildet die Folge der Partialsummen {CO7O(Z)YO(O) +

n 2k .
> <Z cin(Z )Y,f”)} ein Martingal, welches im L'-Sinn konvergiert und geméf
k=1 Ni=1 neN

Satz 45 unbedingt P-stochastisch konvergiert. Die {c¢; x(2) ?iLkeN bilden hierbei die
Fourierkoeffizienten der Fourierentwicklung von Z nach dem Haar’schen Funktionen-
system.

Fiir ein festgewéhltes n € N betrachten wir:

Zy =Y+ 2P = 7, (w) =
k=0

— FE|Z,|=1VneN.

{ 2n+1 a w G]O) 2n1+1[
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00 4
Es sei Z = Z 3H (YO(O) + Z 2§Yk(1)>, dann ist Z wohldefiniert, denn es gilt:
u=

04 Z 25y,

= > 3ME|Z,| = 3
u=1 SN——
— Z e LY(Q,F,P).

n ok .
Somit konvergiert das Martingal {0070(2)%(0) + > (Z ci,k(Z)Yk(z))} im L'-Sinn
; neN
und unbedingt P-stochastisch.

Die Reihe ) clgp(Z)Yg(pl) bildet eine Teilreihe der obigen Fourierentwicklung und
p=1

es gilt: 3 c105(2)Yay) = zzpy

p=1

Diese Teilreihe ist divergent im L!-Sinn, denn:

(3]

Def. p—1 p—1
> 2?33(;)(@)‘ e ’2217 T 2’€Y,§1)(w)’ > 9% — 37 9% > 1 9% und zwar
p= er Yy k=0 k=0

YVwe <22p+172%p> |:}/2(7_1)( )_O Ywée <22p+1,22p> Vn >p:|

Ferner gilt:

1 1
Bl 2|z 3 B|( X 20 1y
p=0 p=0 p=0 22p 17 22p

! 1 92p 192p 2] 1 1
> = = = L __1fjn
> By, =y we =[5 )

.

= supF| > 2?Y,’| =+

neN p=0

= > cmp(Z)YQ(pl) ist L' — divergent.

p=1

n 2k .
Satz 1 {Co,O(Z)Yb(O) + > (Z c@k(Z)Yk(l))} konvergiert bedingt im L'-Sinn,
k=1 Ni=1 neN
aber wegen der unbedingten P-stochastischen Konvergenz, im L!-Sinn

mit unbedingter Summe.

Bemerkungen:

Die Ungleichungen in den Sétzen 49 und 50 besitzen auch noch Giiltigkeit fiir Martin-
gale (S, F,Ny) mit Werten in Hilbertrdumen. Beweise hierfiir findet man in Arbeiten
von Burkholder [1991], Theorem 3.3., oder auch in einer Arbeit von 1981 (12). Somit
kann man analog zu Satz 42 folgendes Resultat formulieren.

Satz 52
FEs sei (S,F,Ny) ein Martingal mit Werten in einem Hilbertraum (H, || - ]).
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(i) Ist fiir ein p > 1 die Bedingung sup E||S,|[P < +oo erfiillt, so konvergiert
n€Np

(S,F,Ng) unbedingt im LP-Sinn.

(it) Erfillt der Prozef (S,F,Ng) die Bedingung E[ sup ||Sn||] < +00, so konver-

n€eNy
giert (S,F,Ny) unbedingt im L'-Sinn.

Satz 51 kann nicht ohne weiteres auf die Situation LP-beschrénkter Submartingale
oder Supermartingale ausgedehnt werden. Man kénnte dem Verdacht erliegen, den
Doob’schen Zerlegungssatz zu verwenden, um eine unbedingte LP-Konvergenz reell-
wertiger Submartingale (Supermartingale), im Falle 1 < p < oo, nachzuweisen. Es
stellt sich allerdings heraus, dass aus der LP-Beschrianktheit eines Supermartingals
(p > 1) nicht auf die LP-Beschrinktheit des aus der Doob-Zerlegung resultierenden
Martingalteils geschlossen werden kann. Das folgende Beispiel belegt diesen Sachver-
halt.

Beispiel:
Es sei (X, )nen, €ine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, definiert durch:

Xo = X1 =0 [P] —fs., sowie P{X,, = —n} = -5, P{X,, = 1} = S und P{X,, = 7,}
=1- %,n > 2

n—1
n3—-2"

Hierbei sei v,, =

Die Folge (X,,)nen, ist eine MDF, denn EXy = EX; = 0 und

1 1 n-1 2
EXp=——+ S+ 3—(-—)=0Yn=>2

Somit folgt aus der Unabhéngigkeit der (X, ),en, die Behauptung. Das Martingal
<Z X k> ist nicht L2-beschrankt, denn:
neNp

k=0
1 1 2 1
EXi=—+ 5 +701->3)>-Vn>2
n n? n3 n
oo o n 2 o0
:ZEX?LZZ%:ﬁ—oo:supE(ZXk) > 3 1 =400
n=0 n=2 n k=0 n=2

Es sei (Z,)nen eine Folge von Zufallsvariablen mit Z; = Xy, Zy = X3, sowie Z,, =
(n — 1>]1{Xn,1:—(n—1)}7 falls n > 3.

n

= (Z Zk) ist ein isotoner, beziiglich der von (X,),en, erzeugten Filtration
k=1 neN

IF adaptierter, vorhersehbarer, Prozes.

Definieren wir die Partialsummenfolge (.S, ),en durch

Sy :Izij)(k4—:§:‘Zk,n/€]N
k=1 k=1
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50 ist (Sp)nen ein Submartingal.

Der Proze8 (Z Zk) ist absolut L'-konvergent, denn:
k=1

neN

S EZl =) EZv=> (k—1)P{Xp=—(k—1)} = ((k — 1))3 < +o00.
k=1 k=1 k=3 k=3
Der Prozef (Z Zk) ist jedoch nicht L?-beschrénkt, denn:
k=1 neN
n 2 n n
E (kZB(Zk — EZk)) ) ’;)E(Zk — EZ)? = kz;g(EZ’% — (EZy)?)

n 2 oo
Somit erhalten wir sup F (Z (Zy — EZk)) > Y 5 = +oo.
n23 k=3
2

Da > EZ; < +o0, kénnen wir auf sup F (Z Zk) = 400 schlieflen.
k=3 n>3 k=3

Das Submartingal (S,,),en ist jedoch L2-beschrinkt, denn:
Sn=> Xe+ > Zir=>2 (Xp1 +Zi) + X,
k=1 k=1 k=1

=

(]I{Xk_lzl} + f)/k]l{Xk—1:7k}) + X"

k=1

(Man beachte, dass Xy = X; = 0[P]-f.s.).

Somit gilt die folgende Abschétzung:

HSTLHQ < kz_jl H]l{XkA:l}HQ + l;’)/k’l]l{XkA:’)’k}HQ + HXnHQ

AN
M=

n ~ . 9
ot D/ g+ () (- 2/?)

B
||

2
SZ#+Z’Yk+3<+OO
k=2 k=2

— sup ||S,]|2 < +o0
neN

Hilfsiiberlegung 3:
Es sei (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (S,,)nen, ein isotoner (mit Wahr-

scheinlickeit 1) Proze aus LP(Q2, F, P),1 < p < +o0, der sup F|S,[? < +oo erfiillt.
neNg

Dann konvergiert (S)),en, im LP-Sinn Vv € Uy, .
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Beweis:

Bezeichnen wir mit (X,)nen, die Folge der Zuwéchse, d.h. Xy = Sy und X,, =
Sy — Sp—1 fiir n > 1, so erhalten wir aus der [P]-f.s. Isotonie von (Sy)nen,, dass
X, > 0[P]-f.s. Vn € N gilt. Wir nehmen o.b.d.A. an, dass Sy = Xy > 0 [P]-f.s. gilt.

1. Fall: 1 < p < 400

Es sei (X, )ken, €ine beliebige Teilfolge von (X, )nen,. Aus der Nichtnegativitiat der
Zufallsvariablen (X, )ken, erhalten wir mit der Doob’schen LP-Ungleichung fiir nicht-
negative Submartingale:

(e %)) " < gt < S (50 ) < o
Hierbei ist S, := [P] — lim Z X,

k—»oo
Wir erhalten aus der obigen Ungleichung in Verbindung mit der Nichtnegativitat
k )
der Folge ( > an> die LP-Konvergenz der Reihe ) X, .
=0

keNg =0

Mit Satz 1 kénnen wir auf die unbedingte LP-Konvergenz von (S,,)nen, schlieBen.

2. Fall: p=1

Aufgrund der Nichtnegativitéit der (X,,)nen, und sup ES, < +oo folgt die absolute
n€eNg

und somit unbedingte L'-Konvergenz unmittelbar aus dem Satz von der monotonen
Konvergenz. O

Satz 53
FEs sei (S,F,Ny) ein reellwertiges Submartingal (Supermartingal) aus LP(Q, F, P), 1
p < 400. Sind folgende Bedingungen

n p

(1.) sup E|S,|? < 400 und (2.) sup E (Z E(Xk+1|.7-"k)) < o0 erfillt,
neNp neNp k=0

dann konvergiert (S,F,Ny) unbedingt im LP-Sinn.

Beweis:
Man schliefit unter Ausnutzung der Doob-Zerlegung mit Satz 51 in Verbindung mit
der obigen Hilfsiiberlegung 3.

Bemerkung:

Ist (S,IF,Np) ein reellwertiges Submartingal (Supermartingal) mit E[ sup |Sn\] <
n€eNg

+00, so ist (S, F,Ny) unbedingt L'-konvergent.

Beweis:

Aus E [ sup ]an < 400 schlieft man in Verbindung mit dem Satz der monotonen
neNp
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Konvergenz auf die unbedingte L'-Konvergenz von Z E(X,|F.-1). Ferner erhalten
=1

wir dann, unter Ausnutzung der Doob-Zerlegung, fur den Martingalteil (M,F,Ny)

von (S,F,Ny) die Eigenschaft E[ sup |Mn\] < 4o00. Wiederum konnen wir unter
n€eNp

Verwendung von Satz 51 auf die unbedingte L!-Konvergenz von (S, F,Ny) schliefien.
O

Im néchsten Resultat geben wir ein hinreichendes Kriterium fiir die unbedingte [P]*-
f.s. Konvergenz L!-beschriinkter Martingale an. Hierbei wird auf entsprechende Re-
sultate fiir Orthogonalreihen zuriickgegriffen. Die Methode der Stoppzeiten in Ver-
bindung mit dem Borel-Cantelli Lemma erweist sich dabei ebenfalls als niitzlich.
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Satz 54

Es sei (S,F,Ng) ein reellwertiges Martingal mit sup E|S,| < +o0o. Ezistieren ein
n€Ng

e >0 und K > 0 so, dass folgende Bedingungen gelten:

0 2\ 1—-¢
(1) X (B[XaLeon = B7 (Xalineon )| ) < 400
n=1

(2) 21 P({ ’X”ﬂ{7?>”}ﬂ{ﬁ<§n} — E7r (an{'rf>n}ﬁ{n(§n}> ’ > O})
<4+o0VK>K

Dann konvergiert (S,F,Ng) unbedingt [P]*-f.s. .

Bewelis:
Da E}-n_l <X’ﬂ]l{7'1(<n}> - ]]'{TK<n}Efn71(Xn) =0VneN gllt’ fOlgt
N——

=0
kZOXk = Xo+ kZl Xilfrieany + kZ (Xkll{rK=k} — BTk (Xkll{TK:k})>+
= = =1

+ > (Xk:]l{n(>k:} — B (Xkﬂ{m>k}>)
k=1

wobei T = inf {n eNg:| > Xk’ > K}.
k=0

Die so entstehenden drei Partialsummenprozesse sind gerade die Martingale des Gun-
dy’schen Zerlegungssatzes.

Z Xk]l{TK<n}

Auf Qi = {7x = +o0} = {sup
k=1

neN

= O} konvergiert die Reihe

Xl <100} trivialerweise unbedingt [P]*-fs. V K > 0.
k=1
Die Reihe ) (Xk]l{Tsz} — E7r (Xk]l{TK:k})) konvergiert unbedingt [P]*-f.s. auf

k=1
1, da E[ > ‘Xk;]l{n(:k} — EFr (Xk]l{TK:k}> H < 4-sup E|S,| < +oo ist. Das Mar-
k=1

n€Ng
n

tingal { > <X;,C Lipespy— BT (X]I{TK>k}>) } konvergiert wegen (1.) geméf Satz
k=1 neN

28 unbedingt [P]*-f.s..

Essei K > K = {7z = +o0} D {7x = +o0}, dh. @z D Qx VK > K.

Analog zu den obigen Argumenten erhélt man die unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz der

Martingale { > Xk]I{T?>k}} und { > (Xk]l{?:k} — EFr-1 (Xk]l{T?:kQ)}
k=1

neN k=1 neN

auf&?Ra

Das Martingal { > (Xkll{%ﬂg} — E7r (Xk]l{T?M}))} konvergiert unbedingt
k=1 neN
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[P]*-f.s, denn:
‘ Xilfrpspy — B+ <Xk]1{‘r?>k}>> - <Xk]1{n<>k} - B (Xk]l{fx>k})>‘

= ’Xk]l{rf>k}n{n(§k} — EFi (Xk:]l{‘l'?>k‘}ﬂ{‘r}(§k}>‘
(2.)

=
Borel-Cantelli

dN% € F mit P(Ng) = 0 so, dassVw € NZ.: AN, €NgVm > N, :

Z (Xk]l{Tfﬂf} — Bk (Xk1{7?>k})>(w) = Z (Xk]l{TK>k} - Efk71<Xk]1{TK>k}>) (w)
k=m k=m

—> Behauptung.

Aus sup E|S,| < 400 = Q= |J Q% [P]-f.s. und aus den obigen Uberlegungen
n€eNy KeNy
K>K

folgern wir die unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz der Reihe

>x,
n=0

Bemerkung:
(1.) Die Voraussetzung in (1.) kann man z. B. zu (1.)” abschwéchen.

00 2
(1) 3 log?(n)(log log(n + 2) B[ Xulfreony — B (XaLiromy )| < +oo

(2.) In der Situation reellwertiger unabhéangiger Zufallsvariablen { X, },en,,mit EX,, =

0V n € Ny, geniigt es schon (5, F,Ny) aus der Klasse C' mit sup |S,| < +oo [P]-f.s.
n€ENg

zu fordern, um unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz von (S, F, Ny) nachzuweisen.

Satz 55
Es sei (X,F,N) eine MDF mit Werten in (H,<;>) und es gelte sup E||S,|| < +o0.
neN

Es sei T = inf{n € N||| > X|| > K}, wobei K > 0 sei. Dann gilt:
k=1

T —1

E[ o o< X, X, >} +E[ < Sre—1ySrpe—1 >] = 2E[< Srrcs Srre—1 >
n=1
< 2K sup E|[S,|]

neN

Bewelis:

(i) Da das Martingal (S,F,N) [P]-f.s. konvergiert, sind S, bzw. S;._; wohlde-
finiert. Ferner gilt aufgrund der Definition von 7 ||S;.—1|| < K und somit
erhalten wir die Abschétzung

E| < Snet,Sne > | < B|ISme il [1Swcll] < K- B[1Sw]l] < K -sup B[S, ]
neN
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(ii) Es sei n € N festgewéhlt. Mit X, := 0 gilt:

n—1 n—1
< Sp_1,5,-1 >= Z < X, Xip > +2- Z < Sp_1, X >
k=1 k=1

n—1 n
= > [IXklP + 1Sl = 2 [|Sna|[P +2- < Xy St > =2 30 < Spm, X >
k=1

k=1
n—1 n

= Y < Xp, Xp >+ <51, >=2-<85,,51>-2-> < Sp_1, Xy >
k=1 k=1

()

Die Gleichung () bleibt erhalten, falls man n durch eine beschrankte Stoppzeit
T ersetzt.
Es sei ok := min(7g, n)

o

=

— I

| —
bl

< Sk, X > ] = E[ > Lopsky < Sk—1, Xj > }
k=1

1

n

2.

=1

S

]l{ngk} < Sp_1, X > } = Z E[E}—’“*1 []l{oxzk} < Sk, Xg > H
k=1

ol

|
3 E[n{gKZk} < EF-1(Sp1), B (Xy) > } —0

ox—1
2 E[z <Xk}’X]€>i|+E|:<SO'K—17SO'K—1>]:
k=1

2-E[<SJK,SUK_1>}

Auf Qg = {5 < +00} gilt | < Sy, Sorr > | < K||Soscll < K||Src |-

Auf Q% gilt: | < S,,., Sop—1] < K2

K

= sup| < Sop, Sop—1 > | < K2 + K|Sy, || und somit gilt:

neN
sup | < Syps Sop—1 > | ist integrierbar.
neN
Ferner gilt: | < Sy 1, So,1 > | = ||Sop1||* < K2

oxg—1
— 3 lim (E[ Y < Xp X, > } +E[ < SyrtsSor1 > ]) sowie

n—oo k=1
lim 2 - E[ < SopsSop—1 > } und beide Limiten sind gleich.
Def. von T 1
= E[Z <Xk7Xk>]+E|:<STK—17STK—1>i|
oK k=1
:2-E[<STK,STK_1>] O
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Analog zum reellwertigen Fall beweist man nun einen Gundy’schen Zerlegungssatz
fiir Martingale (S,F,Ng) mit Werten in einem Hilbertraum (H, <;>).

Satz 56

Es sei (S,F,Ny) ein Martingal mit Werten in (H,<;>) und es gelte sup E||S,|| <
n€eNg

+00. Dann existieren ¥ K > 0 Martingale (T, F,Ny), (UX,F,Ny) sowie (VX F,Ny)
mit folgenden Figenschaften:

(1.) S, =TK + UK + VE [P]-f.s. Vn €Ny.

sup E||Sn||

2.) P({ sup I > 0}) < =

n€eNy

(3) B X IUF U] <4 sup Bl|S.|

neNy

(4) sup B|[[VX|P| <2- K sup E||S,||

n€Np n€Ng

Beweis:

Unter Verwendung von Satz 55 zeigt man diese Aussage analog zum reellwertigen
Fall. Den Beweis im reellwertigen Fall findet man z. B. in [Stout, almost sure conver-
gence]. 0

Satz 57
Es sei (S,IF,Ny) ein unbedingtes uniformes amart mit Werten in (H,<;>) aus der
Klasse C. Erfullt (S,F,Ny) die Bedingung sup ||Sy,|| < +o0 [P]-f.s., so gelten folgende

n€eNg
Aussagen:

(1.) (S,F,Ny) konvergiert unbedingt P-stochastisch.

(2.) (S,F,Ny) konvergiert [P]*-f.s. mit unbedingter Summe.

Beweis:
Der Beweis ist analog zu dem Beweis von Satz 45. Man verwendet hierbei Satz 56
und Satz 52. O

Bekanntlich folgt aus der P-stochastischen Konvergenz eines Martingals (S,F, Ny)
im allgemeinen nicht die [P]-f.s. Konvergenz, es sei denn, die Folge der Summanden
{X, }nen, sind stochastisch unabhéngig. Wir zitieren zwei Beispiele, die wir spéter
noch etwas ausfiihrlicher diskutieren wollen.
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Beispiele:

(1.) Es sei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und (Y},)nen eine dar-
auf definierte Folge unabhéngiger reellwertiger Zufallsvariablen, die folgender
Bezichung geniigen: P({Y, = 1}) = P({Y, = —1}) = 5, sowie P({Y, = 0}) =
1— %,n € N. Der Proze§ (S, F, Ny) sei definiert tiber: Sy = 0 [P]-f.s. sowie

Y,, falls S,y =0
| 0S|V, falls S,y #£ 0

Essei F,, = o(Y1,...,Y,),n > 1und Fy := {0, Q}. Somit ist S an F = {F, }nen,
adaptiert, integrierbar und es gilt: V n > 2

,neN

EFn-1 (Sn) — EFna (Yn]l{gnilzo} + nSn—1|Yn|]l{Sn,1;£0})

= g, =1 BT (Ya) + nSnalys, 20 BT (Ya])
= ]1{Sn,1:O}EYn + nSnfl]l{Sn,l;éO}E|Yn|

= lys, =0} - 04+ nSu_1lys, 120y = = Spo1llys,_ 20}
= Sn,l]l{gn717,g0} + Snfl]l{an:O} =S,_1 [P] —fs.

Falls n = 1 = E%0(8)) = E[S)] = E|Yil{s,—0p +1- 5011{30#0}] —EVi]=0=
So

Somit ist (S,F,Ny) ein Martingal. Aus der Konstruktion von S folgt sofort
die Beziehung: S, =0<«<=Y, =0Vn €N

= P

{S, =0}) = P{Y, =0}) =1—1 — 1. Somit konvergiert der
ProzeB (S,F,Ny) P-stochastisch.

n — oo

Aus dem Lemma von Borel-Cantelli folgt: ( S PH{Y.#£0h)=> L= +oo) P({S, #
neN neN
0, fiir oo viele n € N}) = P({Y,, # 0, fiir oo viele n € N}) = 1. Somit divergiert

(8, F,Np) punktweise mit Wahrscheinlichkeit 1.

Behauptung:
Das oben konstruierte Martingal (S, F, Ny) konvergiert bedingt P-stochastisch.

Beweis:
siehe im Anschlufl an den Beweis zu Satz 58.

(2.) Essei (2, F, P) ein beliebiger Wahrscheinlichkeitsraum und (Y},)nen eine Folge
reellwertiger u.i.v. Zufallsvariablen mit P({Y, = 1}) = P({Y, = —1}) = ; V n.
Fo = o(Y,...,Y,),n € N und (B,)nen sei eine Folge von Ereignissen mit
lim P(B,) = 0 und P(limB,) = 1, wobei B, € F, gelte. (S,F,Ny) sei iiber

n—oo

folgende Rekursionsgleichung definiert:

SO =0 [P] —f.s. und Sn+1 = Sn(l + Yn—i—l) + ]anYn+1,n Z 1
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Auch hier rechnet man leicht nach, dass (S, F,Ny) ein Martingal ist mit

P({ lim S, existiert}) =0 und S, Z?ﬁ: 0.
Behauptung:

Auch dieses Martingal konvergiert bedingt P-stochastisch.

Beweis:
siehe im Anschlufl an den Beweis zu Satz 58.

Die obigen Beispiele zeigen, dass Martingale, die P-stochastisch konvergieren, nicht
[P]-f.s. konvergieren miissen. Dies hdngt natiirlich mit der stochastischen Abhéingig-
keit der Zuwéchse (X,F,Nj) dieser Prozesse zusammen. Beide Martingale konver-
gieren bedingt P-stochastisch, wie wir nachweisen werden. Dagegen kénnen wir un-
ter einer schwachen Zusatzvoraussetzung nachweisen, dass unbedingt P-stochastisch
konvergente Martingale schon [P]-f.s. konvergieren miissen. Wir formulieren dieses
Resultat gleich fiir Martingale (S, F,Ny) mit Werten in einem (reellen) Hilbertraum
(H, <;>). Es gilt folgender Satz.

Satz 58
Es sei (S,F,Ny) ein Martingal mit Werten in (H, <;>) und es gelte

E ||XT|]]1{T<+OO}] < 400V Stoppzeiten 7. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1.) (S,F,Ny) konvergiert [P|-f.s. (schlieflich [P]*-f.s. mit unbedingter Summe).

(2.) (S,F,Ng) konvergiert unbedingt P-stochastisch.

Um den Beweis dieses Resultats durchfithren zu kénnen, benotigen wir noch einige
Hilfsresultate, die zundchst zusammengestellt werden.
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Lemma 4: (Payley Zygmund Ungleichungen)

Es sei (X,,)nen, €ine Folge unabhéngiger ZV mit Werten in (H, <;>), sowie || X,|| €
LY(Q, F, P). Ferner sei EX,, = 0 und E[||X,||*] <c¢VarX, Vn e Ny Essei 0 <\ <
1. Dann gilt:

P

Beweis: [Kahane; Some random series of functions; page 31; Theorem 3]

v 1/2 . vy . /11
(ZVaer) }) > 7, wobein = (1 — A*)* min (5,2),V€NO.
=0

Lemma 5: (Bedingte Jensen-Ungleichung in Banachrdumen)

Essei (F, ||-||) ein Banachraum, (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, G C F eine o-
Algebra und X : 2 — E eine Bochner-integrable Zufallsvariable. Es sei C' C FE eine
abgeschlossene konvexe Menge und ¢ : C' — R eine konvexe unterhalb stetige Funk-
tion. Ist X € C [P]-f.s. und E[|p(X)]] < +o0, so gilt: p(EY(X)) < E9(p(X)) [P]-fs.

Bemerkung:
¢ : C — R heifle konvexe unterhalb stetige Funktion, falls ¢ konvex ist und
o(c) < liminf p(z) V c € C gilt.

Beweis:

E := E ® R ist ein Banachraum. C' := {(z,t) : = € C,t > @(x)} ist eine konvexe
und abgeschlossene Menge in E,da ¢ konvex und eine unterhalb stetige Funktion ist.
Definiert man X : Q — E vermége X (w) = (X (w), (X (w))), so ist X Bochnerin-
tegrierbar, X € C' [P]-f.s., somit gilt insbesondere E9(X) € C [P]-f.s.. Es gilt aber:

E9(X) = (E9(X), E9((X)))
— B9(p(X)) > p(E%(X)) [P}ts. 0

Zunéchst formulieren und beweisen wir den folgenden Satz.

Satz 59
Es sei (X,)nen, €in stochastischer Prozefs mit Werten in (H,<;>). Es konvergiere

die Reihe Y X,, unbedingt P-stochastisch.

n=0
Dann gilt:
> |1 X konvergiert [P]-f.s.
n=0

Beweis:

Die Reihe ) X, konvergiert unbedingt P-stochastisch.
n=0

Satz 5V Folgen (£ )nen, aus {—1 1 gilt: Z en X, konvergiert P-stochastisch. Es

n=0
sei (Y}, )nen, €ine von (X, )nen, unabhéngige Folge u.i.v. reellwertiger Zufallsvariablen
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mit P({Y,, = 1}) = P({Y,, = —1}) = 1,n € Ny. Diese Folge sei definiert auf einem
Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P).

— Y Y,(®)X, konvergiert P-stochastisch fiir [P]-fast alle @ € Q  (x).

n=0
Annahme:
JFE € F mit P(E) =7 > 0so, dass > || X, (w)||* = 400, fiir w € E gilt.
n=0
—> 3 monoton wachsende Indexfolge { Ny }ren, mit Werten in Ny, so dass

P<{w c Q‘ 3 3 [ Xa@)l? > k}) >~ /2Y k € Ny gilt.

n—= Nk+1

Sind wuq,...,u, Vektoren aus H und Yj,...,Y, gemiB oben gewihlt, so folgt mit
Lemma 4:

({HZY%

festgewahlt sei und v € Nj ist.

> A(ZHU [ ) }) (1—>\ )2, wobei A € (0,1)

Ng41
Betrachten wir die Abschnittssumme > Y, (@), so folgt aus der obigen Unglei-
n=Np+1
Nk '
chung und fiir w € { SOX)? > k}
’rL:Nk-‘r].
= 1 1. 1, 3
plfeca] 35w - 1)) - o3 -o
= ;H (@)X, (w)|] > 2\/_ > (1= =1>
n=~Nj

Betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (Q x Q, F x F, P® P), so erhalten wir:
5 k+1
Per({@, w)eQxQ’ H Yo (&) X (w )H> \/_}) /2

n= Nk+1

(Man beachte hier, dass P ® P ein ProduktmaB auf (Q x Q, F ® F) ist).

Definieren wir fiir k& € Ny die Menge

Gk_{weQ‘P<{weQ‘ H Yn(@)Xn(w)H >% k}) >i%}

Ni+1
— PG =51V keNy— P(ImGe) > &3>0,

V@ € lim Gy, 3 oo viele Indizes k € Ny mit @ € G, und

k—o0
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Mg ~ 1 3
8 ] 1)) 55

P({oco)

= Yowe klim Gi Y. Y, (0)X, divergiert P-stochastisch.
n=0

—00

= Widerspruch zu (*) und somit folgt die Behauptung,.

Wir sind nun in der Lage, die Behauptungen in Satz 58 zu beweisen.

Beweis zu Satz 58:

(i) Eskonvergiere (S,F,Ny) [P]-f.s.. Dann gilt insbesondere die Beziehung: sup ||S,|| <

n€Ng
+o00o [P]-f.s. und es konvergiert (X, F,Ny) [P]-f.s.
Aus E[||XT||]1{T<+OO}] < 400 V7 erhalten wir

B[1X5, 1, <00 1] < +o00

Hieraus folgt, dass (S,F,Ny) der Klasse C' zugehorig ist. Die Voraussetzungen
von Satz 57 sind somit erfiillt. Es konvergiert daher (S,F,Ny) unbedingt P-
stochastisch.

(ii) Es konvergiere (S,FF,Ny) unbedingt P-stochastisch. Aus Satz 59 kénnen wir
auf die [P]-f.s. Konvergenz der reellen Reihe Y ||X,||? schlieBen. Es sei o :=
n=0

(X 1Xl2) ™ sowie ai= (3 11Xl ?) "
n=0 k=0

Es sei 7 := inf {n € NO‘ ( > ||X;§||2>§ > K}, wobei K > 0 festgewihlt sei. Somit
k=0
ist 7 eine Stoppzeit beziiglich F und es gilt

Xo = X gren) + (Xalpremny = B (X rmny ) )
(XL reony = B (X Lreony ) )

wobei n € Ny sei.

c<K=0,<KVneNdh. aus 7x = +o00 = sup

n€Ng

‘ > 0}) < P({r < 400}) = P({o > K}) < 52

I+

X’VL]L{TK<71}

=0

Somit gilt: P<{ sup || Xplfrpe<n)

n€eNg

B[ ot - 57 ()] £ [ [t

|

=] .

#5 o (s

<23 B[ X )
n=0

‘ ]1{7'K<+oo}:| < +o0
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> (XN ey = B (Xl oy ) ) Konvergiert [P-£s. ¥ K >0,

2
Es gilt: E[Hanl{wn} — EFue (anl{wn}) } <

)]
- (anl{wn}) ’ ‘ })2]
n,1<Xn]1{TK>n})‘ }2}
g (Efn,l(HXnn{mw} D)Q}]

O

2
— F H ‘an{TK>n} — EFr (Xn]l{'r;(>n}> H i| <8- EH ‘Xn]l{’r}(>n}

E |:< ’Xn]l{TK>TL}

S FE _<2 max {HXn]l{TK>n} )

[+l (i)

S E _4<maX {HXTL]I{TK>n} )

< F _4 max { ‘ ‘anl{TKM}

Lemma 5

2
< 4F [max { ) ‘an{TK>n} ) : BFn-a <‘ ‘Xn]].{TK>n}

T e

HXn||2 = 0721 - 02—1 <2- Un(Un - 071—1)70—1 =20

n

—

e%e] 2 e’]
3 3 [t B (Yt 1655 Bl o)

Tk > n =— 0, < K und somit folgt:

00 9 -
Z()EJH ’Xn]l{TK>n} - B (X”]l{TK>”}> H ] = 16K Z E[(Un - 0‘n—1>]I-{TK>n}i|

n=0
< 16K? < +o0.

n

Somit ist das Martingal { 3 (XiLirety = B (XiLireony ) )} ein L2be-

k=0 n€Ng
schrénktes Martingal mit Werten in (H, <;>) und konvergiert daher [P]-f.s.. Auf

{TKk = 400} konvergiert das Martingal { > Xk]l{TK<k}} trivialerweise [P]-f.s. .
k=0 n€Np

n

Das Martingal { > <Xk]1{TK:k} — FFr (Xk]l{Tsz}>)} konvergiert [P]-f.s., da
k=0 n€Ng

> EH ‘anl{TK:n} — EFnt (Xn]l{n(:n}> ’ H < 400 gilt. Somit konvergiert das Mar-

n=0

tingal (S, F,Ny) [P ]—f s. auf {Tx = +00}, da es sich als Summe dieser drei Martingale

darstellen 1a8t. Da Z | X,]|? < +oo [P]-f.s., folgt: Q= | {7k = +oo}[P] — f.s..
KeN
Hieraus folgt aber, dass (S,F,Ny) [P]-f.s. auf © konvergiert. O
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Bemerkungen:

(1.) Die Aussage des obigen Satzes gilt somit auch fir Quasimartingale (S, F, Ny) mit
Werten in (H, <; >) oder einem Banachraum (E, ||.||), der zu einem Hilbertraum
(H, <;>) isomorph ist.

(2.) Beim obigen Beweis geht entscheidend die Martingaleigenschaft ein. Die Aus-
sage gilt fiir beliebige Prozesse selbstverstédndlich nicht mehr. Wir geben ein
Beispiel dazu spéter an.

Zunichsteinmal greifen wir die Beispiele am Anfang dieses Abschnitts auf, die zeig-
ten, dass aus der P-stochastischen Konvergenz eines Martingals nicht auf die [P]-
f.s. Konvergenz geschlossen werden kann. Beide Martingale konvergieren bedingt P-
stochastisch. Beweis:

(1.) Angenommen, der Proze$ (S, F, Ny) konvergiert unbedingt P-stochastisch. Dann
folgt mit Satz 58 die [P]-f.s. Konvergenz der Reihe > |X,|?. Somit konvergiert

n=0
die Folge {X, }nen, [P)-f.s. mit X, L0, Der ProzeB S erfiillt die Bedin-

n — oo

gung: P({S € Z}) = 1. Somit gilt V n € Ny : P({X,, € Z}) = 1. Hieraus folgt

P
aber unter der Annahme, dass X,, — 0 konvergiert, die [P]-f.s. Konver-

genz des Prozesses S. Damit ergibt sich allerdings ein Widerspruch. Der Prozefl
(8, F,Np) konvergiert demnach bedingt P-stochastisch.

(2.) In Bezug auf das 2. Beispiel argumentiert man analog, da auch fiir dieses Mar-
tingal (S,F,No) gilt: P({S € Z}) = 1.

Satz 60 (Tandori)

Es sei (an)nen, €ine Folge positiver Zahlen, monoton fallend, mit der FEigenschaft:

log®(n+1)a? = +o0. Dann existiert auf dem Intervall [0, 1] ein beziiglich dem Le-

n=0
[

besguemaf orthonormiertes Funktionensystem (o, )nen, S0, dass die Reihe Y anp,(x)
n=0

fiir [X-fast alle x divergiert.

Beweis: [G. Alexits; Konvergenzprobleme der Orthogonalreihen, Seite 83 ff]

Beispiel:

Es sei (2, F,P) = ([0,1], BN [0,1], A|gnp,1])- Wir betrachten die Folge (ay)nen,, defi-
niert durch : a,, = m, n € N, ag = 1. Diese Folge ist nichtnegativ und monoton

fallend. Ferner gilt:
o0 o0 1
ZlogQ(n +1)a? = Z — = +00.
n=0

n
n=1

Somit existiert geméf Satz 60 ein von (an)nen, abhéngendes Orthonormalsystem

(¢n)nen, mit P({ > anpn(w) konvergiert}) = 0. Der Partialsummenprozefl { > akgpk}
n=0 k=0 neN
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ist jedoch L2-beschrinkt, denn: E[

2 n n
_ 2 1
‘ } = Zak =1+ k; klogZ(k+1) <

1+ Z m < +o00. Somit gilt sup E[ ] < 400.

n€eNg

k=0

Die Orthogonalreihe Z a,, konvergiert unbedingt im L2-Sinn und somit unbe-
n=0
dingt P-stochastisch. Dieses Beispiel zeigt, wie wesentlich die in Satz 58 geforderte

Martingaleigenschaft des Prozesses (S,F,Ny) ist. Einen Beweis zu Satz 45 bzw. Satz
57 kann man auch unter Ausnutzung eines Resultats von Burkholder angeben. Es gilt
folgender Satz von Burkholder:

Satz 61
FEs sei (S,F,Ny) ein Martingal mit Werten in einem Hilbertraum (H, <;>). Ferner

gelte: sup El[||S,||]] < +o00. Dann gilt: Z Vo1 Xn konvergiert [P]-f.s. ¥ beziiglich F
neNg n=0

vorhersehbaren reellwertigen Prozesse V. mit sup|V,| <1 [P]-f.s. .
neN

Beweis: [Fiir reellwertige Martingale (S, F, Ny) in Neveu, Discrete Parameter Martin-
gales, im Hilbertraum z.B. in (12)]
Satz 57 konnte man folgendermaflen beweisen:

Es sei (9, F,Np) ein unbedingtes uniformes amart aus C' mit sup ||5,|| < +oo [P]-f.s.
n€eNp
Im 1. Beweisschritt folgert man die unbedingte P-stochastische Konvergenz folgen-

dermaflen:
Es sei (€, )nen, eine Folge aus {—1, 1} (deterministisch) und (S, F,Ny) ein

L'-beschrinktes Martingal. Dann ist { > 5k+1Xk} die V-Transformierte von
k=0

— neNg
(S,F,Np) beziiglich V. = (&,)nen, und konvergiert gemifl Satz 61 mit Wahrschein-
lichkeit 1 Dies gilt fiir alle Folgen (g,)nen, aus {—1, 1}, Somit konvergiert jede

Reihe Z €nt1X, P-stochastisch. Mit Satz 5 schlieft man auf die unbedingte P-
stochastlsche Konvergenz von (S,F,Np). Jetzt argumentiert man analog, wie im Be-

wels zu Satz 45.

Abschliefend geben wir hier einen Beweis zu Satz 61 an, der mit einer anderen Be-
weisidee gefiithrt wird, als die Argumentation von Burkholder.

Beweis:
GeméiB der Gundy-Zerlegung koénnen wir das Martingal (S,F,Ny) in drei Martin-
gale zerlegen, die den Bedingungen aus Satz 56 geniigen. Bezeichnen wir die V-

Transformierte von V. mit S durch V xS, so erhalten wir (V % 5),, = > Vi1 Xy, n €
k=0
Ny und somit geméfl der Gundy-Zerlegung;:
(Vx8)=(V«TK), + (VU5 +(V*2Z5),,neNy. (+)

Die Prozesse {(V * T5), }ueng, {(V * UE), }nen, sowie {(V * Z5),}en, sind hier-
bei Hilbertraumwertige Martingale (man beachte |V,,| < 1 [P]-f.s. V n). Auf Qf =
{7 = +o0} konvergieren die Martingale (T, F,Ny), (U*,F,Ny) absolut [P]-f.s. in

92



der Norm || - || des Hilbertraumes.

Somit konvergieren auch (V * T T Npy) bzw. (V x UK F,Ny) absolut [P]-f.s. auf Q.

Aus der Beschrinktheit von V folgt, dass (V x ZX F,Ny) ein L2-beschriinktes Mar-

tingal ist und somit [P]-f.s. konvergiert. Da Q = |J {7x = +oo} [P] — f.s. ist, folgt
KeN

aus der Darstellung (+) in Verbindung mit den obigen Argumenten die [P]-f.s. Kon-

vergenz der Transformierten V % .S auf 2. O

Bemerkung:

Es geniigt die Voraussetzung sup |V,,| < +oo [P]-f.s. an den vorhersehbaren Prozef
neNy

(V,F,Np) zu stellen, um auf die [P]-f.s. Konvergenz von V xS zu schliefien.
Den noch offen stehenden Beweis zu Satz 42 geben wir nun an.

Beweis zu Satz 42:

(1.) Ist (S,F,Np) ein Martingal, so ist die Aussage trivial, da das Potenzial (Z,F, Ny)
der Beziehung 7, = 0V n € Ny geniigt.

(2.) Es sei (S,F,Ng) ein Quasimartingal und F_; = {0,Q}. Es folgt die Kon-
vergenz der Reihe ) EHE]:"(XnH) ’ = E( S BT (Xpp) D Die Reihe

n=-—1

n=-—1

o0

S° E7"(X,41) konvergiert daher absolut in der Bochnernorm und somit exi-
n=-—1
stiert eine Bochnerintegrierbare Zufallsvariable Z mit:

Z =[P] - lim Y E™(Xpp) =L'— lim > E*(X,p).

n—oo n—oo
k=—1 k=-—1

Betrachten wir somit den Prozef3 {EF “(Z )} , S0 ist dieser ein Martingal mit
neNp

sup E) ‘Ef”(Z) < E||Z|| < 4+00. Daher konvergiert {Ef”(Z)} unbedingt
n€eNg n€Ng
P-stochastisch und [P]*-f.s. mit unbedingter Summe gemaf Satz 57 und der
obigen Uberlegung.

Aus der Doob-Zerlegung folgt V n € Ny:

n—1
Su = Xo— B (Xo)+ X (Xpor — B (X)) + X E%*(Xipn)
k=0

= k=-1

n—1
= Xo— E7'(Xo) + (XkH — E7 (Xk+1)> +E7(Z) + EF"( E7H(Xp41) = Z)

N =

Hierbei sind (M, F,Ny), (M,,F,Ny) Martingale und der Prozef

n—1
{Ef”( S OETH( X)) — Z)} konvergiert [P]-f.s. und im L'-Sinn gegen 0.
k=—1 neNp

Unter Ausnutzung der Riesz-Zerlegung schliefft man, dass dieser Prozef} das kor-

respondierende amartpotenzial ist und unbedingt P-stochastisch konvergiert.
Somit ist jedes Quasimartingal ein unbedingtes amart.
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(3.) Ist (S,F,Ny) ein L'-beschriinktes reellwertiges Submartingal, so folgt mit dem
Satz von Beppo Levi die absolute L!'-Konvergenz der Reihe > E¥"(X,.;)

und man schliefit analog zu (2.) auf die unbedingte P-stochastische Konver-
genz des zugehorigen amartpotenzials. Da (=S, F, Ny) ein Submartingal ist, falls
(S,F,Np) ein Supermartingal ist, folgt die Behauptung auch fiir L'-beschriinkte
Supermartingale. O

Das die Klasse der unbedingten amarts reichhaltiger ist, als die Prozesse, die in Satz
42 angegeben sind, zeigt folgendes Beispiel:

Beispiel:

Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Y}, )nen, eine Folge reellwertiger
wiv. Zufallsvariablen mit P({Yy = —1}) = P({Y, = 1}) = 1. Ferner seien (an)nen,

und (by)nen, Folgen reeller Zahlen mit Y |a,| < +o00, Y. |by] = 400 und . 2 <

n=0 n=0 n=0
+00. Der ProzeB8 X = {X,, },en, sei definiert durch X = 1 [P]-f.s. und X,, = (a, Y, +
b,Y,_1)Vn €N. Essei F, :=0(Yp,...,Y,),n € No. Somit ist {S, }nen, an {F, bnen,
adaptiert, integrierbar und es gilt

E}—n (Xn—l—l) = E}—n (an+1Yn+1 + bn+1Yn> - an—l—lE}—n (Yn+1) + bn—i—lyn
an+1E(Yn+1) + bn+1Yn - bn+1Yn [P] - fS

Y41 ist u.a. von Fp,

Somit ist (S, F, Ng) kein Quasimartingal, Submartingal oder Supermartingal, denn es

gilt insbesondere:
ZE)EFn(XnH)’ =" || = +oc.
n=0

n=0
Der Proze§ (S, F,Ny) konvergiert unbedingt [P]*-f.s. und unbedingt im L?*-Sinn.

Beweis: . . -
Die Reihen 3 a,Y, bzw. >_ b,Y,_; sind Orthogonalreihen, die aufgrund von 3 a? <

n
nfl n=1 n=0

400 und Z b2 < 400 unbedingt L? konvergent sind. Aus dem Zwei-Reihen-Satz fiir

unabhanglge Zufallsvariablen schliefit man auf unbedingte [P]*-f.s. Konvergenz beider
Reihen. Aufgrund der Konstruktion von (S, F,Ny) folgt somit die Behauptung. Der
ProzeB (S,F,Np) ist ein amart.

Bewelis:

Die Prozesse { > akYk} bzw. { Z brY— 1} . sind jeweils Martingale im Bezug
ne

neN
auf ihre Jewelhge kanomsche Flltratlon Es gilt:

0o 1 00 1 00 1
E}(Zaiyj)Q - (Zai)Q < 400 bzw. E)(Zbin_l)Q
n=1 n=1 n=1

() <o
n=1

94



Aus Satz 49 folgt:

E[ max

1<k<n

ZaJ

j=1

ZbY

n 1
| <BE|( 3 877)
j=1

|: max
1<k<n

< m(£n) <
j=1
Mit dem Satz von Beppo Levi folgt somit:

[sup ‘ ZakYk‘ [ < 400 und E[sup ‘ ZkakH < 4o00.

neN neN 1

Aus der Konstruktion des Prozesses (S,F, Ny) folgt somit:

E[ sup |Sn|] < 400

n€Ng

Da (S,F,Ny) [P]-f.s. konvergiert und E[ sup |Sn|} < 400 gilt, folgt unter Verwen-

n€eNp
dung des Konvergenzsatzes von Lebesgue: V isotonen Folgen (0,),en, beschrankter

Stoppzeiten mit o, T oo konvergiert das Netz {E[S,, | }nen,. Somit ist (S,F,Ny) ein
amart.

Behauptung:
Der Prozef (S,F, Np) ist ein unbedingtes amart.

Beweis:

(S,F,Ny) ist L'-konvergent und hieraus folgt: sup E|S,| < +o00. Das aus der Riesz-
neNy

Zerlegung korrespondierende amartpotenzial (Z,F,Ny) ist ebenfalls L'-beschrinkt.
Somit gilt fiir den Martingalteil (M, F,Ny) von (S,F,Ny) die Beziehung:
sup F|M,| < +oo.

n€Np
Aus Satz 45 folgt, dass (M, F, Ny) unbedingt P-stochastisch konvergiert. Da (S, F, Ny)
ebenfalls unbedingt P-stochastisch konvergiert, folgt die Behauptung. O

Auf die Stoppzeitbedingung in Satz 58 kann im allgemeinen nicht verzichtet werden.
Es existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 7, P) und darauf definiert eine MDF
(Xn)nen,, so dass (9, F,Ny) unbedingt P-stochastisch, aber nicht [P]-f.s. konvergiert.

Beweis:
Es seien Ql = [0, 1],.7:1 =BnN [0, ]_], sowie P1 = /\|IBO[O,1]'

(i) Es sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen mit: a,, = n € N. Satz 50

1

Viogni D)

=—> 3 ONS (n)nen auf (€, F1) mit der Eigenschaft, dass > a,p,(w) fir [A]-
n=1

fast alle w; € Q; divergiert. Da die Reihe Y a? konvergiert, folgt aus der paar-
=1

weisen Orthogonalitét der (a,@;,)nen die u;bedingte L?>-Konvergenz der Reihe
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0
> appn. Bezeichnen wir Y, (wq) = appn(wr), w1 € Q1,n € N, so konvergiert
n=1

die stochastische Reihe Y Y, unbedingt P;-stochastisch.
n=1
(i) Es sei (9, Fa, Py) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (Z,,),en eine darauf defi-
nierte Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit folgenden Eigenschaften:

P({Z,=2"-1})= s ud P({Z, = -1})=1— &%
—EZ,=(2"-1)%-1-(1-%)=1-L—-1+L=0VneN
(Zn)nen ist eine MDF aus L?(Qq, Fo, P).

Wir definieren die Stoppzeit 7 := inf{n € N|Z,, # —1}
:>P2({T:+oo}):P(ﬂ{Zn:—1}> =[I(1-5)>0
neN

neN

Betrachten wir die Folge (U, )nen definiert durch U,, = Znlrsny,n € N, so ist
diese adaptiert an (o(Z1, ..., Z,))neny und ebenfalls eine MDF, denn
B Zn)(Un-I-l) = Eolf- Zn)<Zn+1]1{T>n}) = o Zn)(Zn-i-l(l - H{TSH}))

= (1 - ]I{TSR})EJ(Zl ..... Zn)(ZTLJrl) (Zn) (1 - ]1{T§n})E(Zn+1> = 0.

neN u.a.

o0

Betrachten wir die stochastische Reihe ) Z,1{;~,, so konvergiert diese geméf
n=1
der Definition von 7 auf {7 < +oo} absolut punktweise und divergiert auf

{T = +o0}.

(iii) Betrachten wir den Wahrscheinlichkeitsraum (§2, F, P) = (21 xQy, F1@F2, P ®
Py), sowie die Folgen (Y},)nen, (Un)nen von Zufallsvariablen, definiert durch:
Yn<u)1,(U2) = Yn(wl),Un(wl,wg) = Un(WQ) A (wl,wg) e xQVneN—
(V) nens (Un)nen sind aus L?(Qy x Qy, Fi@F,, Pi®Py) und die Prozesse (Y,,)nen; (Un )nen
sind P-stochastisch unabhiingig voneinander. Es gilt : X, := Y,,U,, € L}(Q,F,P)V n €
N und betrachten wir A, = o(Y1,...,Y,) ® o(Z1,...,Z,) ¥ n € N, so ist
(Ap)nen eine Filtration in (2, F), beziiglich derer (X, ),en adaptiert ist.

Behauptung:
Die Folge (X, )nen ist eine an (A, )nen adaptierte MDF.

Beweis:
Wir haben lediglich noch E4»(X,,, ) = 0 [P]-f.s. zu verifizieren.
A, =cYr,....Y)Q®ao(Z1,...,Z,),n € N.

Sei A=A, x A, GAn mit A, GO’(Y&,...,Yn),AQEO'(Zl,...,Zn)

= [XpdP= [ X,11(wi,w2)dP; @ Py(wy,ws)
A A1 xAs

A1 \A2 Ay

Fu}ini f (f Yn+1(w1)Un+1(WQ)dP2(WQ>> dPl(wl) = <f Yn+1(w1)dP1(w1)>
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[ Unit)ipen

2
. J/

~~
=0

— an_HdP = fEA”(Xn+1)dP =0 VA= A1 X A2 c An,n e N.
A A

= [EA(X,41)dP = [ X,41dP =0 VA € A, (Erzeugerargument)
A A

= E4"(X,1) = 0 [P]-f:s. und somit folgt die Behauptung.

Behauptung: Die Reihe ) X, konvergiert unbedingt P-stochastisch.

n=0

Beweis:

(1.) Auf{7r < +o0o} konvergiert die Reihe ) U, punktweise absolut, dennV (wy,ws) €
n=0
Q1 X Qy mit wy € {7 < 00} gilt:

E'NwQ ENO\V/TLZNUJQ : Un(wl,wg) =0 Vw €

= > X, = > YU, konvergiert punktweise absolut V (wy,ws) € Q5 x
n=0 n=0
mit wy € {7 < +00}.

(2.) V (w1, ws) € Q X Qo mit wy € {7 = o0} gilt: U, (w1, ws) = —1
= > Xyp(w,wy) = — Z Yo (wi,ws) V (wr,ws) € Q1 X Qo mit wy € {7 =
n=0
+00}. Die Reihe Z Y, (w1, we) divergiert punktweise V (wy, ws), so dass Z X (wr,ws)
=0
punktweise dlverglert auf ; x {7 = +o0}, wobei P(Ql x{1 = +o0}) = Pg({T =
+o00}) = [I(1 = 55) > 0 gilt. Da die Reihe Z Y,, unbedingt P-stochastisch

271
neN n=0

konvergiert, konvergiert wegen (1.) die Reihe Y X, unbedingt P-stochastisch,
n=0
aber wegen (2.) nicht [P]-f.s. .
(Il

Ein Analogon zu Satz 58 kann man fiir reellwertige Submartingale bzw. Supermar-
tingale formulieren.

Satz 62

Es sei (S,F,Ny) ein Submartingal (Supermartingal), dessen Zuwichse (X, )nen, L'~
beschrinkt sind. Konvergiert der ProzefS S unbedingt P-stochastisch, dann schon [P]*-
f.s. mit unbedingter Summe.
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Beweis:
Betrachten wir die aus der Doob-Zerlegung von S resultierenden Prozesse (M, F,Ny), (A, F, Ny)
und bezeichnen dessen Zuwéchse mit (Y, )nen, bzw. (Z5)nen,, S0 erhalten wir folgende
Abschétzung:
Xo=Y,+2,>Y,[P]—fs.VYneNy (x)
= X >Y' [P]fs. Vn € Nyund somit sup EY," < sup EX,” < +o0o. Anderer-
n&eNp n€Np

seits ist (Y, F,Np) eine MDF, so dass 0 = EY,, = EY,} — EY,” ¥V n € Ny gilt.

— sup FY, = sup EY, < 400 = sup E|Y,| < +oo.
neNg n€ENg neNp
Aus der unbedingten P-stochastischen Konvergenz von (S,F,Ny) schliefen wir mit

Satz 59 auf die [P]-f.s. Konvergenz der Reihe Y X?2.
n=0

n—oo

o ST Y? < 4oo[P]-f.s. und somit 3 [P] — lim Y, = 0.
n=0
Fiir eine beliebige Stoppzeit 7 beziiglich F erhalten wir:

3 [P] - nhjEO ’}/;An]l{7<+00}‘ = |Y:F]1{‘r<+oo}|
Aus dem Lemma von Fatou folgt somit V Stoppzeiten 7

E|lel{r<+oo}| < sup E|Y,| < +oo.
n€eNp

Da die Reihe > Y;? konvergiert, erhalten wir hieraus (vgl. Beweis zu Satz 58) die

n=0
[P]-f.s. Konvergenz von »_ Y.
n=0
Aus der P-stochastischen Konvergenz der Reihen Y X, und ) Y, erhalten wir un-

n=0 n=0

ter Ausnutzung der Doob-Zerlegung die P-stochastische Konvergenz der Reihe > Z,,.

n=0

Aus Z,, > 0 [P]-f.s. V n € Ny schlieBt man auf [P]-f.s. Konvergenz der Reihe »_ Z,
n=0
und insgesamt auf die [P]*-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe des Prozesses

(S,F,Nyp). O

Wir méchten abschlieBend folgende Frage klédren. In welchen Banachrdumen (E, ||-||g)
konvergieren unbedingte uniforme amarts (S,F,Ny) unbedingt P-stochastisch, falls

sie aus der Klasse C' mit sup ||S,||g < 400 [P]-f.s. sind? Eine Antwort in diese Rich-
n€eNg
tung liefert schon die Bemerkung im Anschlufl an Satz 61.
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Definition 25:

Ein Banachraum (E, ||-||g) heiBt MT-Raum, falls fiir alle L'-beschréinkten Martingale
(M,F,Np) und alle Folgen (e,,)nen, mit Werten in {—1,1} gilt: > €, X,, konvergiert

n=0

[P]-f.s. . Hierbei ist (X, )nen, die zu (M, F,Ny) gehorige MDF.

Satz 63 (Burkholder)
Fiir einen Banachraum (E,||-||g) sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) (E,||-||g) ist ein MT-Raum.

(ii) Es gelten die Burkholder-Ungleichungen fir LP-Martingale, 1 < p < 400, d. h.
es gibt eine Konstante K, >0, so dass V Folgen (g,)nen, aus {—1, 1} und v

MDF (Xo)nens || Z £ Xjllp < Kl Z Xjllp,n € No gelte.

(i5i)) ¥ A > 0 gilt X - P({sup || Zer lle > A\}) < Kg - sup E| ZX || V Folgen

neNg j=0 neNp j=0
(En)nen, aus {—1, 1} mit einer universellen Konstanten Kg > 0.

Beweis: [Annals of Probability, 1981, Seite 997 ff]

Beispiele:
(i) Jeder Hilbertraum (H, <;>) ist ein MT-Raum.

(ii) Die Lebesgue-Réume ¢ bzw. L"((0,1)),1 < r < oo, sind MT-Rédume.
(ii) Jeder zu einem Hilbertraum isomorphe Banachraum ist ein MT-Raum.

Hilfsiiberlegung;:

Es sei (Xn)neNO eine Folge unabhingiger Zufallsvariablen mit Werten in einem Ba-
nachraum (E, || - [|g) . Aus der P-stochastischen Konvergenz des Partialsummenpro-
zesses { Sy, fnen, folgt die [P]-f.s. Konvergenz von {S,, }nen, -

Beweis:

Der Beweis wird wie im reellwertigen Fall unter Verwendung einer Variante einer
Skorokhod-Ungleichung gefiihrt.
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Satz 64
Fiir einen Banachraum (E,|| - ||g) mit Radon-Nikodym FEigenschaft sind folgende
Aussagen dquivalent.

(1) (E,||-||g) ist ein MT-Raum.

(11) Fir alle unbedingten uniformen amarts aus der Klasse C, mit sup ||S,||g <
n€Ng

+o00 [P]-f.s., konvergiert (S,F,Ny) unbedingt P-stochastisch.

Beweis:

(1) = (it) erhélt man mit der Bemerkung im Anschlufl an Satz 61 und der Be-

weisfithrung wie zu Satz 45 ab Beweisschritt (2.).

(1) = (i) erhélt man folgendermaBen:

Angenommen (F, ||||g) ist kein MT-Raum, dann ist insbesondere (ii) aus Satz 63 ver-

letzt. D. h.V j € N existieren Martingale (M7, F/, Ny) mit Werten in (E, ||-|| ) mit fol-

gender Eigenschaft: sup E||MJ||z < 277, und es gibt eine Folge (¢ ),en, aus {—1, 1}
n€Ng

mit P(A;) > 3, wobel 4; = {w € Q : || Z el X}||g > 1 fiir gewisse n < n;}. Der

zugrundeliegende W-raum (Q, F, P) kann hlerbel so gewahlt werden, dass die Pro-
zesse (M) jen stochastisch unabhingig sind. Die Folge (X, ..., X} Xg, X2 )

ni’ ng)
ist somit eine beziiglich ihrer kanonischen Filtration adaptlerte MDF mit Werten in

(E,]|-||Eg), und es gilt

supEHZ ZX’ I <Z sup EHZX g < Zz =1

i=1 k=0 i=1 M€
Da (E,|| - ||g) die Radon-Nikodym-Eigenschaft besitzt, konvergiert das Martingal
{  n;
(Z(Z ))een [P]-f.5. und somit P-stochastisch. Fiir die Martingaltransformierte

é& LX) een gilt PUG divergiont ) = Pyl [Go — Gl > 1) >

(llm/:l) :: 1, denn ZNP(A,;) = 400 und (A;)ien sind stochastisch unabhéngi-
=00 i€

ge Ereignisse. Betrachten wir die Folge (Y;);en definiert durch Y; := :ZioszX,i, SO

ist diese eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen, deren Reihe ilYi _[P]—f.s. di-

vergiert. Aus der obigen Hilfsiiberlegung wissen wir daher, dass iYi auch nicht

P-stochastisch konvergiert. Mit Satz 5 aus Kapitel II kénnen wir llelf bedingte P-

14 n; .
stochastische Konvergenz des Martingals (> (Y. Xi))sen schlieBen. Da jedes L'-
i=1 k=0
beschrankte Martingal (M,F,Ny) ein unbedingtes uniformes amart aus der Klasse
C' ist, mit sup ||S,||g < +oo [P]-f.s., kann (ii) nicht gelten. Somit ist (E, || - ||g) ein
n€Ng

MT-Raum, falls (ii) gilt. O
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Bemerkung:

(i) Eine Arbeit von D. J. Aldous(13) zeigt insbesondere, dass Banachriaume (FE, || -
l|g), die MT-Raume sind, notwendigerweise reflexiv sind. [Math. Proc. Camb.,
1979, Seite 117 ff]

(ii) Satz 64 und (i) zeigen somit, dass die unbedingte P-stochastische Konvergenz
unbedingter uniformer amarts aus der Klasse C' mit Werten in nichtreflexiven
Banachraumen (F, ||||g) mit Radon-Nikodym-Eigenschaft im allgemeinen nicht
mehr vorliegt.

Satz 65
FEs sei (E,||"||g) ein Banachraum mit Radon-Nikodym-Figenschaft. Ferner sei (S,F, Ny)
ein unbedingtes uniformes amart aus der Klasse C' mit Werten in (E,|| - ||g). Aus

sup ||Su||e < 400 [P]-f.s. folgt die P-stochastische und [P)*-f.s. Konvergenz mit un-
neNg

bedingter Summe von (S,TF, Ny).

Beweis:

(i) O.B.d.A. nehmen wir an, dass (E, || - ||g) ein reeller Banachraum ist. Aus der
Bochner-Messbarkeit der (S),)nen, folgt die Existenz eines separablen Banach-
raums F' C £ mit P({S, € F Vn € Ny}) = 1. Daher nehmen wir o.b.d.A. an,
dass (E,|| - ||g) ein separabler Banachraum ist.

(ii) Wie im Beweis zu Satz 45 schliet man unter Ausnutzung der Voraussetzungen
auf die Existenz eines S,, € L' (2, F, P) mit [P] — lim ||S, — Swl||z = 0. Fiir

a > 0seil 7, =inf{n € Ny : ||S,||g > a}. Die Riesz-Zerlegung liefert:

(*) STaAn - MTa/\’n + ZTa/\n,TL E NQ [P] — f.S.

Hierbei ist (M, an)nen, €in Martingal und (Z,, an)nen, €in Prozess, der in der

Bochner-Norm konvergiert, d. h. insbesondere gilt: sup E||Z; anllp < +00.
n€eNp

Da (S,F,Ny) aus der Klasse C ist, erhalten wir sup E||S;anlle < 400 und
[AS

somit aus (x) sup E||M,, anl|e < +00.

Ist f € E* eine beliebige stetige Linearform, so erhalten wir

sup B f (M, an)| < [ £1]] - sup E|[M;,nnl|E < 00
nelNg

n€Ng

(Hierbei ist ||| f||| die Operatornorm von f).
Mit Satz 45 kénnen wir auf unbedingte P-stochastischen Konvergenz des reell-
wertigen Martingals (f(M:, an))nen, SchlieBen.

a

Aus sup ||S,||g < 400 [P]-fs. folgt: (xx) Q = |J {7, = +o0} [P]-f.s. . Da
nENp a€eN

(Mo an)neny = (Mp)nen, auf {7, = o0}, folgt mit (xx) V f € E* : (f(Mpn))nen,

101



(i)

konvergiert unbedingt P-stochastisch. Es konvergiert (f(Z,,))nen, unbedingt P-
stochastisch V f € E*, da (Z,),,¢y, unbedingt P-stochastisch konvergiert.

Riess-Zerleging (£(S ))nen, konvergiert unbedingt P-stochastisch V f € E*.

Sei v € Uy, so gewéhlt, dass (S))nen, P-stochastisch konvergiert. Es sei S =
P-stoch- lim S in (E, || - ||g).
= V f € E*3 P-stoch- lim f(S)) = f(SL)

@ VfEEIN;eF P(N;)=0Ywe N;: f(SL(w)) = f(Sxc(w)) ().
Da (E.|| - ||g) separabel ist (vgl. (i)), existiert eine abzéhlbar dichte Teilmenge
D C E* mit der Eigenschaft:

Vo€ kE||z||g=sup|f(z)
feb

Definieren wir N := |J Ny, so ist N € F mit P(N) = 0 und wegen (* * %)
febD
gilt: P({||SL, — Swllz > 0}) = P({sup|f(SL — S.)| > 0}) = 0. Also gilt
feD
P-stoch- lim ||S) — Sw||lg = 0, d. h. (S,F,Np) konvergiert P-stochastisch mit
unbedingter Summe.

o (S, F,Ng) konvergiert [P]*-f.s. mit unbedingter Summe. O
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Kapitel VI
Cesaro-Mittel und bedingte Konvergenz

Ist {X,}nen, eine reellwertige Folge unabhéingiger Zufallsvariablen, so wird die be-
dingte [P]*-f.s Konvergenz der daraus gebildeten Reihe durch das Verhalten der Er-
wartungswerte der gestutzten Folge { X¢},cn, gesteuert. Die bedingte [P]* — f.s. Kon-
vergenz ist zwangslaufig eine [P]*-f.s. Konvergenz mit bedingter Summe(vgl Kapitel
IT). Es existiert daher keine reellwertige stochastische Reihe > X, mit unabhéngi-
n=0
gen Summanden {X, },en,, die [P]*-f.s. mit unbedingter Summe konvergiert, aber
nicht unbedingt [P]*-f.s. konvergiert. Betrachtet man hingegen Cesaro-Mittel von un-
abhéngigen Zufallsvariablen {X,, }nen,, so existieren Beispiele,in welchen man die be-
dingte [P]*-f.s. Konvergenz mit unbedingter Summe nachweisen kann. Zunéchst geben
wir folgende Definition an.

Definition 26:

Es sei k € N eine festgewihlte Zahl und X = {X, },en, eine Folge reellwertiger
Zufallsvariablen. X heifle [P]-f.s. Ci-limitierbar mit Grenzvariable S, falls fiir die Fol-
ge der k-ten Cesaro-Mittel:

(RZEII)XO + (”;’izzigl +..+ (Z:DX" n?,oo S gilt.
k

Definition 27:

Es sei A = (aui)iken eine unendliche Matrix mit K-Eintrigen (K = R oder K = C).
Ferner sei (2 )nen eine Folge aus K. Dann heifit (z,,),en A-limitierbar zum Wert
s € K, wenn

(1.) die Reihen ) aypzy fiir i € N konvergieren und
k=1

1€

(2.) die Folge < > aik:rk> gegen s konvergiert.
k=1 N

Die Matrix A (bzw. das Limitierungsverfahren A) heifft permanent, falls fiir jede kon-
vergente Folge (a1 )reny aus KN gilt: (z3)gen ist A-limitierbar zum Wert lim z,.

n—oo

Der folgende grundlegende Satz aus der Limitierungstheorie stammt von Toeplitz
und ist allgemein bekannt.
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Satz 66 (Permanenzsatz)
Genau dann ist A permanent, wenn die folgenden Bedingungen alle erfillt sind:

(P1) > || < M VieN, wobei M > 0 eine gewisse Konstante sei.
k=1
(P2) lim ay, =0V k eN

(P3) lim Y ay =1

1—00 k1

Bemerkung: Die Cj-Limitierung ist permanent.
Definition 28:

Es sei A = (aur)iken, €in Limitierungsverfahren und @ = (an)nen, eine Folge aus
KMo (K = R oder C).

(1.) a heifit unbedingt A-limitierbar, falls fiir jede bijektive Abbildung v : Ny — Ny

gilt: | D ayjany j)> konvergiert.
J=0 1€Np

(2.) a heiit bedingt A-limitierbar, falls (1.) nicht gilt und es ein v € Uy, gibt, so

dass (an),ey, A-limitierbar ist.

(3.) a heifit A-limitierbar mit unbedingtem Limes, falls es ein v € Uy, gibt, fur

das (ayn)),cy, A-limitierbar ist mit Grenzwert { und jede bijektive Abbildung

g : Ng — Ny, die die Eigenschaft besitzt, dass (Z aijag(j)) gegen & kon-
. 7=0 1€Np
verglert.

(4.) a heiBft A-limitierbar mit bedingtem Limes, falls es v, € Uy, gibt, fiir die
(@y,(n)) peny, A-limitierbar sind und (3.) nicht gilt (i = 1,2).

Bemerkungen:

(1.) Ist A = (ouk)iken, €in permanentes Limitierungsverfahren, so ist jede konver-
gente Folge a unbedingt A-limitierbar.

(2.) Fiir permanente Limitierungsverfahren A gilt geméf (1.) somit: Ist a bedingt
A-limitierbar = ¢ ist divergent.

(3.) Essei A das Verfahren der C;-Mittel und a eine Folge aus R™. Es gelten folgende
Aussagen:

(a)) @ ist unbedingt C)-limitierbar genau dann, wenn g C}-limitierbar mit un-
bedingtem Limes ist.
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(6) aist bedingt C-limitierbar genau dann, wenn a C;-limitierbar mit beding-
tem Limes ist.

Beweis: Da die Aussage («) unmittelbare Konsequenz von (/) ist, geniigt es die
Aussage () zu verifizieren.

(B) Es sei a bedingt Cy-limitierbar und wir nehmen o0.B.d.A. an, dass (a,),,cy,
schon Cf-limitierbar sei. Da das C}-Verfahren ein permanentes Verfahren
ist, folgt mit Bemerkung (1.) oben: a ist divergent.

1. Fall:

a ist beschrinkt = &,& € R mit § # & und Teilfolgen (an, )ken, bzw.
(@my, ) en, mit Uy, = 1 DZW. Ay, 7 o

Behauptung:

3 bijektive Abbildungen 7,7 : Ng — Ny mit

A3(j) e S2-

n — oo

N

1 1

I
o

Beweis:

Die Indizes j € Ny mit j ¢ {ng}ren, konnen bijektiv auf die Menge M =
{2%|k € N} abgebildet werden. Es sei {ry|k € N} eine Abziihlung der Indizes
J € Ng mit j & {ny}ren,- 7 : No — Ny definieren wir durch:

An die k-ten Positionen, k # 2™, m € N, setzen wir ein Folgeglied von (ay, )ken,
und an die 2™-te Position das r,,-te Folgeglied a,.

der Abzahlung (7x)ken-

~ +1 Z (i), s, §1- Analog kénnen wir 7 konstruieren.

2. Fall:
a unbeschréankt = £ = +00 bzw. & = —oo sind als Haufungspunkte moglich.
Auch h1er kénnen wir bijektive Abblldungen v,7 : Ng — Ny konstruieren, so

dass — Z (y(), =, 00 bzw. — 2}% Ny — 00 konvergieren.
]:

Da eine dlvergente Folge a mindestens zwei Haufungspunkte besitzt, erhalten
wir aus der bedingten C'-Limitierbarkeit die C-Limitierbarkeit mit bedingtem
Limes. Ist umgekehrt a Cj-limitierbar mit bedingtem Limes(o.B.d.A.(a,)
schon)

— 3&,& € R mit & # & und eine bijektive Abbildung v : Ny — Ny mit

1 1
n—ﬂjzoaa’n?oo & und m];]% Nn S 52

n€Np
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Wie im Beweis zu Satz 3 aus Kapitel I konstruiert man eine bijektive Abbildung

7 : Ng — Nj so, dass (%H > aﬁ(j)> divergiert. O
j=0

neNp
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(4.) Die Aussagen unter (3.) gelten bei der Limitierung stochastischer Prozesse
(X)nen im allgemeinen nicht mehr.

Definition 29:

Es sei (Q, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X = {X,, },en, eine darauf defi-
nierte Folge reellwertiger Zufallsvariablen. Ferner sei A = (ai)iken eine unendliche
Matrix mit reellen Eintragen.

(1.) X heiBe [P]-f.s. A-limitierbar mit Grenzvariable S, falls es eine P-Nullmenge
N € F so gibt, dass {X,,(w)}nen, A-limitierbar ist V w € N°¢ mit Grenzwert
S(w).

(2.) X heifle unbedingt [P]*-f.s. A-limitierbar, falls V g € U, gilt: {Xm)tnen, ist
[P]-f.s. A-limitierbar.

(3.) X heifle bedingt [P]*-f.s. A-limitierbar, falls es ein v € Uk, gibt, so dass { X (n) }nen, [P)-
f.s. A-limitierbar ist und (2.) nicht gilt.

(4.) X heiBle A-limitierbar [P]*-f.s. mit unbedingtem Limes, falls es ein v € Uy,
gibt, so dass { X () fnen, [P]-f.5. A-limitierbar ist und jede [P]-f.s. A-limitierbare
Umordnung { Xy }nen, den selben [P]-f.s. Limes besitzt.

(5.) X heifle A-limitierbar [P]*-f.s. mit bedingtem Limes, falls es 7; € Uy, gibt, so
dass { X, (n) fnen, [P]-f:s. A-limitierbar sind und (4.) nicht gilt (i = 1,2).

Beispiel:
Es sei (ay)nen, € RY eine Folge mit den Eigenschaften:

(1.) a, =1V n € Nymit Ak €N so dass n = 2F gilt
(2.) a, =0V n € Nymit : 3k € Nmit n=2"

= (ay)nen, € RN ist divergent.

Die Folge (an)nen, ist allerdings Ci-limitierbar, denn:

(a) Vn e Ny gilt: n%lszoak <1

3 1 D] +1
(ﬁ) VneN gilt: nLH Zak > %H(n+1—[10g2(n+1)]—1) —1— [Og2(n+ )] +
k=0 n+1
— 1

4 [logy (n+1)]+1 1 &
@rs V€ Nogiltsl = PR < oy 2, an S

n

. 1 o .
= 3 Jin;on_ﬂlgak = 1. Es sei

M= {2"|k e N}, M® = {n € Ny|n ¢ M} = card M = card M° = cardN,
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Also existiert eine Abbildung g € Uy, mit:

agy = 1V j € M und ag; = 0V j € M® und (agy;))jen, ist eine Umordnung
der Folge (an)nen,-

Die Folge (ag(n))nen, ist Ci-limitierbar zum Grenzwert 0, denn
(Oé) V n € Ny gilt: RLH Z Qg(k) >0, da Qg(k) >0V ke Ng.
k=0

n

(8) VneNgilt: =5 > agp) < 7 ([logy(n +1)] + 1)

. log, (n+1)]+1 . n

Somit ist die Folge (ay)nen, Ci-limitierbar mit bedingtem Limes.

Satz 67
Es sei (Q,F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und { X, }nen, eine darauf definierte
Folge unabhdngiger reellwertiger Zufallsvariablen.

(1.) Sind die { X, }nen, aus L'(Q, F, P) und identisch verteilt, so ist {X, }nen, un-
bedingt [P]*-f.s. Cy-limitierbar ¥ k € N.

(2.) Sind die {Xp}nen, symmetrisch verteilt und [P]-f.s. Cy-limitierbar, so sind sie
schon Cy-limitierbar [P]*-f.s. mit unbedingtem Limes; und dies ¥ k € N.

(3.) In der Situation (2.) kann bedingte [P|*-f.s. Cy-Limitierbarkeit vorliegen.

(4.) Es gibt eine Folge von Zufallsvariablen {X,}nen,, integrierbar, mit EX, =
0V n € Ny und diese ist Cy-limitierbar [P|*-f.s. mit bedingtem Limes.

Beweis:

(1.) Die Folge (X, )nen, gentigt dem starken Gesetz der grofen Zahl und es gilt so-

mit %H];]Xk n?;o EX;. Da (Xyn))nen, ebenfalls eine Folge u.i.v. Zufalls-

variablen aus L'(Q,F, P) ist, gilt: == > X, Ll EX,. Daher ist jede
k*o n — oo

Umordnung (X )nen, [P]-f:s. Cy-limitierbar. Jede Umordnung (Xg(n) Jnen, ist
[P]-f.s. Cy-limitierbar, denn es gilt:

Ly (n+ 1 —j)X PGS RS G ey
() =\ 1 ‘” W+

,n € Ny

k
wobei C’,gl) = 2 Xe) YV ke No.
7=0

Also folgt die Cs-Limitierbarkeit [P]-f.s. der Folge {Xgwu)}nen, aus der Ci-
Limitierbarkeit in Verbindung mit dem Lemma von Toeplitz. Mit vollstandiger

Induktion nach k € N erhélt man die Behauptung (1.).
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(2)

X9 = {Xymn) }nen, ist eine Folge unabhéngiger symmetrisch verteilter Zufallsva-
riablen fiir g € Uy,. Es sei {X,, }nen, Ci-limitierbar [ |-f.s., dann folgt aus dem

Kolmogoroff’schen 0 — 1-Gesetz: 3 ¢ € R mit —+ Z X niﬂw c. Ferner gilt
fiir die Folge der charakteristischen Funktlonen {cp L3 Xk(t)}neNo die Bezie-
hung: Vt € R 3 7}1—{20@ n ki X, (t) = e'e. =

Da die Folge {¢ | o Z X (t) bnen, nur aus reellwertigen Funktionen besteht, folgt
somit ¢ = 0. Ist somlt g € Uy, so gewihlt, dass {@nil king(k) (t) }nen, punkt-

weise konvergiert, dann schon gegen € mit ¢ = 0.

Im folgenden konstruieren wir ein Beispiel geméf der obigen Situation (2.), bei
dem keine unbedingte [P]*-f.s. Cj-Limitierbarkeit vorliegt.

Es sei (X, )nen eine Folge stochastisch unabhéngiger Zufallsvariablen mit

Xok ~ N(0,k)Vk € Nund X,, ~ N(0,1)Vn € N mit n # 2 k € N.

N\ Var X AN 1 N~k
— VorXe < S L+ z 2—2 Z(2k)2<+oo

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

Z Vor X < +00. Wir schlieBen mit dem Kolmogoroff-Kriterium auf die
[P]- fs C’1 Limitierbarkeit der Folge (X,,)nen.
Definieren wir M := {2*|k € N}, N := {n € Njn ¢ M} = card M =
card N = card N.

Es existiert somit eine Abbildung g € Uy, so dass die Umordnung (Xg(n))nen
der Folge (X, )nen folgender Beziehung geniigt:

Xymy ~ N(0,n), falls n € N und Xy, ~ N(0,1),falls n € M.
Die Folge (% > Xg(k)> divergiert [P]-f.s., denn:
k=0 neN

Sei N € N vorgegeben:

N—logy N logy N

Z Yk+— Z Zy,

N
Speziell N = 2" mit m € N = £ > X5 W
k=1
wobei Yk ~ N(O, ]{?), Zk ~ N(O, 1)

2|~

_— Y N (t)z(p NflngN (t)'SpllogzN (t)

~ 2 Xgk) ¥ Y ¥ X Zk
k=1 k=1 k=1
N—logy N logy N
= vy (E/N) gy (/N) =TI ey @t/N)- 11 ¢z, (t/N)
oY Zy, k=1 k=1
k=1 k=1
N—logg N ogg N
—2/2d ¥k 42/2% > o1 2\ 3
— e k=1 - e k=1 — eT
~ 4 = ~ ~ N — oo ( )
1 — 1
42\ 2 N — oo
ij <6T>
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me

2m
Daher konvergiert die Teilfolge (2%” > Xg(k,)> schwach gegen eine N(0, 3)-
k=1 N
Verteilung. Wiirde <% > Xg(k)> [P]-f.s. konvergieren, dann schon gegen die
k=1 neN
Konstante ¢ = 0. Also divergiert <% > Xg(k)> [P]-f.s. geméaB dem Kol-
k=1 neN

mogoroff’schen 0 — 1-Gesetz. Die Folge (% > Xg(k)) konvergiert allerdings
k=1 neN
schwach gegen eine N (0, 5)-Verteilung.

Es sei X = {X,, }nen eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen mit

P{X,=1})=P({X :—1})f—Vn7é2k keN

und P({Xo = k?}) = g, P({Xor = 555} =1 - 5 VEEN

= FX, =0V n €N und es gilt die folgende Abschéitzung:

VarX 1 X
DRCETD Rl
n=1 n=1
Wir schlieBen mit dem Satz von Kolmogoroff, dass { X, }nen [P]-f.s. Cg-limitierbar
ist. Es gilt: % Z X5 17l 0,da FX, =0V neN.

Betrachten wir die Folge {Yo}nen unabhanglger Zufallsvarlablen mit
P{{Y, =n*}) = (Vo= 250 =1- &y

— i P({Y, =n?}) < oo = P(Ton {¥,, =’} ) = 0

n P
= iy Y R G

Sei somit g : N — N diejenige bijektive Abbildung, so dass { Xy nen €i-
ne Umordnung der Folge { X, },en ist mit:

P({ X4ty = n?}) = ==, P({Xym) = 27 }) = 1 — =2, falls n # 28 k € N(+x)
P({Xg(n) = 1}) = P({Xg(n) = —1}) = %, falls n = Qk, keN

Fiir eine Folge {Z,},eny unabhingiger Zufallsvariablen mit P({Z, = 1}) =
P({Z, = —1}) = $Vn € N gilt gem#B dem starken Gesetz der grofien Zahl:

1 & 1P 1 [Pl
— Zr — Ound t— X — -1
NZI k —_ Ound somi RZ gk) T
Es ist also {X,, }nen Ci-limitierbar, [P]*-f.s. mit bedingtem Limes. 0
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Bemerkungen:

(1.) Im Gegensatz zu stochastischen Reihen Y X, reellwertiger unabhéngiger Zu-
n=0
fallsvariablen konnen Cy-Mittel [P]*-f.s. mit unbedingtem Limes konvergieren,

ohne unbedingt [P]*-f.s. zu konvergieren.

o0

(2.) Im Gegensatz zur Situation von Reihen ) X, unabhéngiger Zufallsvariablen
n=0

steuert sich die bedingte [P]*-f.s. Konvergenz von Cy-Mitteln nicht notwendig

iiber das Verhalten der Reihe der Erwartungswerte.

(3.) Ist X = {X,}nen eine Folge unabhiingiger Zufallsvariablen aus L*(Q,F, P)
und konvergiert die Folge (F X, )nen, so folgt aus der Beschréanktheit der Fol-
ge der Varianzen {VarX, },en die unbedingte [P]*-f.s. Cy-Limitierbarkeit. Auf
die Beschrénktheit der Folge {VarX,, },en kann im allgemeinen nicht verzichtet
werden.

Satz 68

Es sei (ap)ren € RY eine Folge positiver Zahlen mit > % < +oo. Es existiere eine
k=1
Teilfolge (an, )ken, strikt isoton, mit a,, w o, T OO Dann existiert eine Folge un-

abhdngiger Zufallsvariablen X = { X, }nen und eine bijektive Abbildung g : N — N,
so dass X [P]-f.s. Cy-limitierbar ist und {E > Xg(k)} . [P]-f.s. divergiert. Dariber
k=1 ne

hinaus konvergiert die Folge (EX,,)nen
Beweis:

(1.) Da die Reihe Z absolut konvergiert, konvergiert die Reihe Z k ebenfalls

absolut. Wir konnen daher o.b.d.A. annehmen, dass die Folge (an)neN schon
strikt isoton und nach oben unbeschrankt ist.

(2.) Die Reihe ) 7% konvergiert zwar absolut, aber wegen (1.) konnen wir die Folge
k=1

(an)nen so umordnen, dass Z 2ot — 400 gilt. Man kann g € Uy, so definieren,
k=1
dass man eine isotone Folge (Ny),y, natiirlicher Zahlen erhilt, fiir die folgende

Abschétzung gilt:

Ni+...+Ny+£ a ®) Ni+...+Np 1
g
k=1 k=1

Aufgrund der Divergenz der Reihe > %, folgt die Divergenz der Reihe %
k=1 k=1
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(3.) Bezeichnen wir die in (2.) exitierende Umordnung (ag(n))nen von (Gn)nen mit
(bn)nen, so gilt gemés (2.) i by — 400,
Es sei X = {X,, }nen eine Fnozlige unabhéngiger Zufallsvariablen aus L?($2, F, P)
mit P({X, = a,}) = P({X, = —0,}) = 3(2) wnd P({X,, = 0}) = 1- (%)’
wobei «,, = max(v/b,,n), B, = min(v/b,,n),b, = VarX,, V n € N. =
EX, =0 VnecNund i %: i %Z—l—oo.

n=1 n=1
Diese Folge X ist nicht [P]-f.s. Cj-limitierbar, d.h. gem&f dem Kolmogoroff’schen
0 — 1-Gesetz divergiert (% > Xk> [P]-f.s.
k=1

neN

Beweis:
n

Angenommen <% > Xk) konvergiert [P]-f.s.
k=1 neN

o

1
— Z P({ﬁ]Xn\ 25}) <400 Ve>0
n=1

Aufgrund der Konstruktion der Folge { X, },en gilt jedoch:

- 1
Z P({E|X”’ > ¢e}) = +o0 = Widerspruch zur Annahme.

n=1

Betrachten wir die zu ¢ : N — N in (2.) korrespondierende Umkehrabbildung
g' : N = N, so erhalten wir eine Folge {X,-1(,)}nen unabhéngiger Zufalls-

X Var X _ i
variablen mit n—%l(”) = > % < 4oo. Somit ist {Xy-1(n)}nen [P]-
n=1 n=1
f.s. Ci-limitierbar. Mit dem Lemma von Toeplitz erhalten wir die [P]-f.s. C-
Limitierbarkeit von (X . Jnen- O
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