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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit befassen wir uns mit universellen Laurentreihen, uni-
versellen Faberreihen und T-universellen Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen. Zunächst werden wir einen Überblick über den Stand der For-
schung geben und darauf aufbauend die Ergebnisse der Arbeit vorstellen. Grob
gesagt behandeln wir folgende Fragestellungen:

(1) Kann eine Laurentreihe konstruiert werden, deren Partialsummen univer-
selle Approximationseigenschaften haben?

(2) Kann die Existenz einer Faberreihe, deren Partialsummen über universelle
Approximationseigenschaften verfügen, bewiesen werden?

(3) Gibt es auf einem beliebigen Gebiet holomorphe Funktionen, die bezüglich
bestimmter Kurvenscharen in dem Gebiet universelle Approximationseigen-
schaften besitzen?

1.1 Bezeichnungen

Wir bezeichnen für eine beliebige Menge M ⊂ C mit M o die Menge der inneren
Punkte, mit M den Abschluss von M . Für den Rand M rM o schreiben wir ∂M .
Mit M(M) bezeichnen wir die Menge der Kompakta K ⊂ M , für die C r K
zusammenhängend ist. Für M(C) schreiben wir kurz M. Mit D bezeichnen wir
die Einheitskreisscheibe {z : |z| < 1}, mit Ĉ die erweiterte komplexe Ebene.
Für eine beliebige Menge M ⊂ C verstehen wir unter H(M) die Menge der Funk-
tionen, die auf M holomorph sind; mit A(M) bezeichnen wir die Funktionen, die
auf M stetig und auf dem Inneren von M (welches leer sein kann) holomorph
sind.
Für zwei beliebige Mengen M,N ⊂ C definieren wir den Abstand zwischen M
und N als dist(M,N) = inf

z∈M,w∈N
|z − w|. Für einpunktige Mengen schreiben wir

auch dist(z,N) statt dist({z}, N). Ist zusätzlich δ > 0 gegeben, so setzen wir
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Uδ(M) = {z ∈ C : dist(z,M) < δ} und bezeichnen letztere Menge als die δ-
Umgebung von M. Auch hier schreiben wir Uδ(z) statt Uδ({z}).
Mit kompakter Konvergenz auf einer beliebigen Menge M ⊂ C meinen wir die
gleichmäßige Konvergenz auf jedem Kompaktum K ⊂ M . Die kompakte Kon-
vergenz erzeugt eine Topologie, bezüglich derer für offene Mengen O ⊂ C und
kompakte Mengen K ⊂ C die Mengen H(O) und A(K) zu Frechét-Räumen wer-
den. Die Metrik lässt sich konkret angeben. Für ein Kompaktum K ⊂ C ist für
f, g ∈ A(K) durch

d(f, g) = max
z∈K

|f(z)− g(z)|

eine Metrik auf A(K) gegeben.
Für eine offene Menge O ⊂ C sei eine aufsteigende Ausschöpfung {Kn}n von O
durch Kompakta gegeben. Wir setzen dann für Funktionen f, g ∈ H(O)

pn(f) = max
z∈Kn

|f(z)|,

p(f) =
∞∑
n=1

1

2n
pn(f)

1 + pn(f)
(1.1)

und

d(f, g) = p(f − g).

Damit wird (H(O), d) zu einem vollständigen metrischen Raum. Insbesondere ist
O = C zulässig. Wir bemerken, dass eine Funktionenfolge {fn}n in (H(O), d)
genau dann gegen eine Funktion f ∈ H(O) konvergiert, wenn {fn(z)}n auf O
kompakt gegen f(z) konvergiert. Außerdem gilt folgende Tatsache, die wir ge-
sondert herausheben, da wir an späterer Stelle darauf zurückgreifen werden:

Satz 1.1.1 Es sei O ⊂ C eine offene Menge, K ⊂ O kompakt, f ∈ H(O) und
δ > 0.
Dann existiert ein ε > 0, so dass

Uε(f) = {h ∈ H(O) : d(h, f) < ε} ⊂ {g ∈ H(O) : max
K

|g(z)− f(z)| < δ}.

Beweis:
Wir nehmen das Gegenteil der Behauptung an. Dann existiert eine Folge von
Funktionen {gn}n aus H(O) mit d(gn, f) < 1

n
und max

K
|gn(z) − f(z)| ≥ δ. Wie

bereits oben bemerkt konvergiert damit {gn(z)}n auf O kompakt gegen f(z), also
konvergiert insbesondere {gn(z)}n auf K gleichmäßig gegen f(z). Daher gibt es
ein N ∈ N mit max

K
|gn(z) − f(z)| < δ für alle n ≥ N und dieser Widerspruch

beweist den Satz.
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1.2 Stand der Forschung

Hier nennen wir die wichtigsten schon bewiesenen Resultate. Diese dienen als
Motivation für die Ergebnisse unserer Arbeit. Zuerst erläutern wir kurz die Be-
deutung der Methoden, die in unserer Arbeit eine zentrale Rolle spielen.
Zur Gewinnung universeller Funktionen werden zwei grundlegende Methoden
eingesetzt, die konstruktive und die generische. Die konstruktive Methode
beinhaltet die konkrete Definition einer universellen Funktion über einen Grenz-
prozess, z.B. der Darstellung als Polynomreihe. Die dabei verwendeten Polyno-
me erhält man mit Hilfe der Sätze von Runge über rationale und polynomiale
Approximation. Bei der generischen Methode wird zunächst die gewünschte
Klasse universeller Funktionen rein abstrakt definiert. Dann wird gezeigt, dass
sich diese als abzählbarer Durchschnitt von (im betrachteten Funktionenraum)
dichten Mengen darstellen lässt. Daraus folgt mit dem Baireschen Kategoriesatz,
dass auch die zu Beginn definierte Klasse universeller Funktionen eine dichte Gδ-
Menge im jeweils betrachteten Funktionenraum ist.

1.2.1 T-universelle Funktionen

T-universelle ganze Funktionen

Das erste Resultat stammt von Birkhoff [Bir29] und wurde bereits 1929 bewiesen:

Satz 1.2.1 Es existiert eine ganze Funktion Φ mit folgender Eigenschaft:
Für jede ganze Funktion f gibt es eine unbeschränkte Folge {zn}n positiver Zah-
len, so dass {Φ(z + zn)}n auf C kompakt gegen f(z) konvergiert.

Die Funktion Φ aus dem obigen Satz hat die Eigenschaft, dass durch eine Trans-
lation im Argument von Φ jede ganze Funktion beliebig genau angenähert werden
kann. Eine Funktion, die dieser Eigenschaft genügt, nennt man translationsuni-
versell oder kurz T-universell.
Das Ergebnis von Birkhoff wurde 1941 von Seidel und Walsh [SW41] verallge-
meinert:

Satz 1.2.2 Es gibt eine ganze Funktion Φ, die folgender Eigenschaft genügt:
Für jedes einfach zusammenhängende Gebiet G ⊂ C und jede Funktion f ∈ H(G)
existiert eine Folge komplexer Zahlen {zn}n, so dass {Φ(z+ zn)}n auf G kompakt
gegen f(z) konvergiert.

Ein weiterführendes Resultat aus dem Jahre 1976 stammt von Luh [Luh76]:

Satz 1.2.3 Es sei eine unbeschränkte Folge {zn}n komplexer Zahlen gegeben.
Dann existiert eine ganze Funktion Φ mit der folgenden Eigenschaft:
Für jedes Kompaktum K ∈ M und jede Funktion f ∈ A(K) kann ein Teilfolge
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{znk
}k von {zn}n so gewählt werden, dass {Φ(z+znk

)}k auf K gleichmäßig gegen
f(z) konvergiert.

Wir bemerken, dass es keine Rolle spielt, ob eine universelle Funktion Φ Funktio-
nen f ∈ H(G) für ein einfach zusammenhängendes Gebiet G ⊂ C oder Funktio-
nen f ∈ A(K) für ein Kompaktum K ∈M approximiert. Nach [Luh86a], Lemma
3, sind diese Eigenschaften sogar äquivalent.
Eine sehr interessante Verallgemeinerung, die eine Motivation für diese Arbeit
darstellt, wurde 2000 von Tenthoff [Ten00] gezeigt:

Satz 1.2.4 Es existiert eine ganze Funktion Φ, die folgende Eigenschaft besitzt:
Für jedes Kompaktum K ∈ M, jede Funktion f ∈ A(K) sowie für jede Gerade
Γ ⊂ C existiert eine Punktfolge {zn}n mit zn ∈ Γ derart, dass {Φ(z + zn)}n auf
K gleichmäßig gegen f(z) konvergiert.

Die Gerade Γ in obigem Satz stellt einen vorgegebenen Approximationsweg dar.
Wir werden später auf solche T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen näher eingehen.
Duyos Ruiz [Duy83] zeigte 1983 die Existenz einer T-universellen ganzen Funkti-
on, deren Potenzreihenkoeffizienten ein vorgegebenes Wachstum aufweisen. Fer-
ner bewiesen Luh, Martirosian und Müller [LMM98b], dass eine T-universelle
ganze Funktion eine Potenzreihe mit gewisser vorgegebener Lückenstruktur ha-
ben kann.

T-universelle Funktionen auf Gebieten und offenen Mengen

Seidel und Walsh [SW41] bewiesen 1941 die Existenz einer auf D holomorphen
Funktion Φ, so dass für jedes einfach zusammenhängende Gebiet G und jede auf

G holomorphe Funktion f eine Folge {αn}n existiert, so dass
{

Φ
(
z+αn

1+αnz

)}
n

auf

G kompakt gegen f(z) konvergiert.
Die Funktion Φ in diesem Resultat ist streng genommen nicht T-universell, da
das Argument

”
z+αn

1+αnz
“ der Funktion Φ keine lineare Funktion in z ist. Das erste

Resultat zu T-universellen Funktionen im Einheitskreis wurde 1976 bewiesen und
stammt von Luh [Luh76]:

Satz 1.2.5 Es gibt eine Funktion Φ ∈ H(D), die über folgende Eigenschaft
verfügt:
Für jeden Punkt ζ ∈ ∂D, jedes Kompaktum K ∈M und jede Funktion f ∈ A(K)
finden sich Punktfolgen {an}n und {bn}n derart, dass {anz + bn}n für jedes
z ∈ K aus D heraus gegen ζ konvergiert. Ferner konvergiert {Φ(anz + bn)}n auf
K gleichmäßig gegen f(z).

Auch zu diesem Satz zeigte Tenthoff [Ten00] eine Version mit vorgegebenen Ap-
proximationswegen:
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Satz 1.2.6 Es existiert eine Funktion Φ ∈ H(D) mit der folgenden Eigenschaft:
Für jedes Kompaktum K ∈ M und jede Funktion f ∈ A(K) sowie jeden Winkel
ϑ ∈ [0, 2π) gibt es eine Funktionenfolge {tn(z)}n derart, dass tn(z) für jedes
z ∈ K aus {reiϑ; r ∈ [0, 1)} heraus gegen eiϑ konvergiert. Außerdem konvergiert
{Φ(tn(z))}n auf K kompakt gegen f(z).

Im Jahre 1979 verallgemeinerte Luh [Luh79] das Ergebnis über T-universelle
Funktionen von der Einheitskreisscheibe auf ein einfach zusammenhängendes Ge-
biet G. Genauer gilt folgendes Ergebnis:

Satz 1.2.7 Es sei G ⊂ C, G 6= C ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Dann
gibt es eine Funktion Φ ∈ H(G), die über folgende Eigenschaft verfügt:
Für jeden Punkt ζ ∈ ∂G, jedes Kompaktum K ∈M und jede Funktion f ∈ A(K)
finden sich Punktfolgen {an}n und {bn}n derart, dass {anz + bn}n für jedes
z ∈ K aus G heraus gegen ζ konvergiert. Ferner konvergiert {Φ(anz + bn)}n auf
K gleichmäßig gegen f(z).

Die Forderung
”
G 6= C“ ist keine wirkliche Einschränkung, da für G = C wieder

der Fall T-universeller ganzer Funktionen vorliegt. Erweitert man die Betrach-
tung auf die erweiterte komplexe Ebene Ĉ, so ist dann Unendlich der einzige
Randpunkt von C in Ĉ.
Luh [Luh88] zeigte 1988, dass auch auf einer offenen Menge O ⊂ C mit einfach
zusammenhängenden Komponenten eine T-universelle Funktion Φ ∈ H(O) exis-
tiert. Zusätzlich sind auch alle Ableitungen von Φ T-universell. Luh, Martirosian
und Müller [LMM98a] fügten 1998 eine weitere Eigenschaft hinzu: Für eine solche
offene Menge O ⊂ C mit 0 ∈ O gibt es eine T-universelle Funktion Φ ∈ H(O),
deren Potenzreihe um den Nullpunkt eine vorgegebene Lückenstruktur hat. Die-
selben Autoren [LMM02] zeigten 2002 speziell für die Einheitskreisscheibe, dass
die T-universelle Funktion weiteren Forderungen genügen kann. Die T-universelle
Funktion Φ ∈ H(D) weist dann außer einer vorgegebenen Lückenstruktur auch
ein vorgegebenes Randverhalten auf.

1.2.2 O-universelle Funktionen (universelle Taylor- und
Laurentreihen)

Universelle Taylorreihen

Bereits 1915 zeigte Fekete ([Lor53], S. 46), dass es eine universelle reelle Potenz-

reihe
∞∑
ν=0

aνx
ν gibt, so dass zu jeder auf [−1, 1] stetigen Funktion f mit f(0) = a0

eine Teilfolge {nk}k existiert, so dass

{
nk∑
ν=0

aνx
ν

}
k

auf [−1, 1] gleichmäßig gegen
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f(x) konvergiert. Luh [Luh76] bewies 1976 elementar die Existenz einer reel-

len Potenzreihe
∞∑
ν=0

aνx
ν , so dass für jedes Intervall [a, b], welches die Null nicht

enthält und jede auf [a, b] stetige Funktion f eine Teilfolge {nk}k existiert, so dass{
nk∑
ν=0

aνx
ν

}
k

auf [a, b] gleichmäßig gegen f(x) konvergiert.

Luh [Luh70] bewies 1970 das erste Ergebnis über eine universelle Taylorreihe mit
Approximationseigenschaften im Komplexen:

Satz 1.2.8 Die Matrix A = (αnν ;n, ν ∈ N0) erfülle die Zeilensummen- und
Spaltenbedingung, d.h.

lim
i→∞

∞∑
j=0

αij = 1, lim
i→∞

αij = 0 für alle j ∈ N0.

Dann existiert eine Potenzreihe Φ(z) =
∞∑
n=0

anz
n mit Konvergenzradius Eins, die

folgende Eigenschaft besitzt:
Für jedes beschränkte einfach zusammenhängende Gebiet G ⊂ Dc

und jede Funk-
tion f ∈ H(G) findet sich eine streng monoton wachsende Folge {nk}k natürlicher
Zahlen derart, dass

σAnk
(Φ, z) =

nk∑
ν=0

αnkν · sν(Φ, z) , wobei sν(Φ, z) =
ν∑

µ=0

aµz
µ ist,

auf G kompakt gegen f(z) konvergiert.

Die Potenzreihe der Funktion Φ aus dem letztgenannten Satz besitzt eine spezi-
elle Überkonvergenzeigenschaft (overconvergence). Daher werden Funktionen mit
dieser Eigenschaft O-universelle Funktionen genannt.
Chui und Parnes [CP71] ersetzten in der Aussage dieses Satzes die Menge H(G)
durch A(K) für K ∈ M

(
Dc)

. Wie bereits oben erwähnt (siehe [Luh86a], Lem-
ma 3) sind die beiden letztgenannten Ergebnisse äquivalent. Luh [Luh86b] zeigte
1986 eine Verallgemeinerung seines Ergebnisses von 1970 (und damit auch eine
Verallgemeinerung des Resultates von Chui und Parnes von 1971):

Satz 1.2.9 Es sei O ⊂ C eine offene Menge mit einfach zusammenhängen-
den Komponenten. Für eine Funktion Φ ∈ H(O) und einen Punkt ζ ∈ O sei
Sn(Φ, ζ)(z) die n-te Teilsumme der Taylorreihe von Φ mit Entwicklungsmittel-
punkt ζ.
Dann existiert eine Funktion Φ ∈ H(O) und eine Folge natürlicher Zahlen {pn}n,
so dass folgende Eigenschaften gelten:
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(1) {Spn(Φ, ζ)(z)}n konvergiert auf O kompakt gegen Φ(z) für jedes ζ ∈ O.

(2) Für jedes Kompaktum K ∈ M(O
c
) und jede Funktion f ∈ A(K) gibt es

eine Teilfolge {pnk
}k von {pn}n, so dass

{
Spnk

(Φ, ζ)(z)
}
k
auf K gleichmäßig

gegen f(z) konvergiert für jedes ζ ∈ O.

Wir bemerken, dass der obige Satz nicht nur eine Universalitätseigenschaft bein-
haltet, sondern zusätzlich eine Äquikonvergenz. Denn die beiden im Satz genann-
ten Eigenschaften gelten stets für alle Punkte ζ ∈ O.
Luh und Trautner [LT76] wiesen 1976 nach, dass spezielle Matrixtransformierte
der geometrischen Reihe universelle Approximationseigenschaften besitzen. Ne-
storidis [Nes96] wies 1996 mit Hilfe der generischen Methode die Existenz einer
O-universellen Potenzreihe auf D nach. Ferner verallgemeinerte er das Ergeb-
nis dahingehend, dass das Kompaktum K aus den beiden letztgenannten Sätzen
auch Randpunkte von D enthalten kann. D.h.

”
K ∈M(Dc

)“ wurde ersetzt durch

”
K ∈ M(Dc)“. Gehlen, Luh und Müller [GLM00] zeigten 2000, dass auf einem

beschränkten mehrfach zusammenhängenden Gebiet keine O-universelle Funkti-
on existieren kann. Melas [Mel01] leitete 2001 mit der generischen Methode die
Existenz einer O-universellen Funktion auf dem Komplement eines Kompaktums
K ∈ M her. Speziell auf C r {1} wurde auch die Existenz einer O-universellen
Funktion von Vlachou [Vla02c] bewiesen. Vlachou [Vla02b] zeigte 2002, dass die
Resultate über O-universelle Funktionen, die mit der konstruktiven bzw. generi-
schen Methode erhalten wurden, äquivalent sind.

Universelle Laurentreihen

Es sei Ω ⊂ Ĉ ein mehrfach zusammenhängendes Gebiet derart, dass ĈrΩ endlich
viele Komponenten A0, . . . , Ak besitzt. Nach (eventuell erforderlicher) Umnum-
merierung können wir ∞ ∈ A0 annehmen. Eine Funktion Φ ∈ H(Ω) hat eine
eindeutige Zerlegung der Form Φ = Φ0 + . . .+ Φk mit Φj ∈ H(Acj) (j = 0, . . . , k).
Wir fixieren Punkte aj ∈ Aj (j = 0, . . . , k) und setzen formal für z ∈ Ω und
n ∈ N

Mn(Φ, a0, . . . , ak)(z) =
n∑
ν=0

Φ
(ν)
0 (a0)

ν!
(z − ao)

ν+

+
n∑
ν=1

cν(Φ1, a1)

(z − a1)ν
+ . . .+

n∑
ν=1

cν(Φk, ak)

(z − ak)ν
,

wobei cν(Φj, aj) die Koeffizienten der Laurentreihe von Φj bezüglich aj sind für
j = 1, . . . , k. Mit diesen Bezeichnungen definieren wir UL(Ω) als Menge aller
Funktionen Φ ∈ H(Ω), die folgender Eigenschaft genügen:
Für jedes Kompaktum K ∈M(Ωc r {a1, . . . , ak}), jede Funktion f ∈ A(K) und
jedes ε > 0 existiert ein Index λ ∈ N mit

max
z∈K

|Mλ(Φ, a0, . . . , ak)(z)− f(z)| < ε.
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Die Klasse UL(Ω) heißt Menge der universellen Laurentreihen auf Ω. Mit obigen
Definitionen gilt folgender Satz, der 2002 von Costakis, Nestoridis und Papado-
perakis [CNP02] bewiesen wurde:

Satz 1.2.10 Für ein mehrfach zusammenhängendes Gebiet Ω ⊂ Ĉ, dessen Kom-
plement Ĉ r Ω endlich viele Komponenten besitzt, ist die Klasse UL(Ω) eine in
(H(Ω), d) dichte Gδ-Menge.

Dabei ist d die im vorigen Abschnitt eingeführte Metrik auf H(Ω). In [Vla02a]
zeigte Vlachou, dass unter gewissen Bedingungen an die Menge Ω eine auf Ω
universelle Laurentreihe Ostrowski-Lücken besitzen muss.

Universelle Faberreihen

Es sei B ⊂ C ein Kompaktum, dessen Komplement ein in Ĉ einfach zusam-
menhängendes Gebiet ist. Wir wählen eine konforme Abbildung ϕ : Dc → Bc mit
ϕ(∞) = ∞ und der Reihenentwicklung

ϕ(z) = d
(
z + a0 +

a1

z
+
a2

z2
+ . . .

)
mit d > 0. Dann bezeichnen mit {pn}n die zu B (eigentlich zu ϕ) gehörigen Fa-
berpolynome. Dabei ist das Faberpolynom pn(z) der Hauptteil der Laurentreihe
von (ϕ−1(z))n an Unendlich.
Dodunova [Dod90] zeigte 1990 die Existenz einer universellen Faberreihe mit Hilfe
von Summationsmethoden. Genauer gilt:

Satz 1.2.11 Es sei B ⊂ C ein Kompaktum wie oben und {pn}n die Folge der
Faberpolynome bezüglich B. Ferner sei A = (aij; i, j ∈ N0) eine unendliche untere
Dreiecksmatrix mit

lim
i→∞

i∑
j=0

aij = 1, lim
i→∞

aij = 0 für alle j ∈ N0.

Außerdem sei {Kn}n eine Folge von Mengen aus M. Dann existiert eine Faber-

reihe
∞∑
n=0

anpn(z) vom Konvergenzradius r > 1 mit folgender Eigenschaft:

Mit St(z) =
t∑

ν=0

aνpν(z) existiert zu jedem N ∈ N und jeder Funktion f ∈ A(KN)

eine Zahlenfolge {nk}k derart, dass die Folge{
k∑
i=0

ankni
Sni

(z)

}
k

auf KN gleichmäßig gegen f(z) konvergiert.
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Katsoprinakis, Nestoridis und Papadoperakis [KNP01] führten mittels der Fa-
berrabbildung die Existenz von universellen Faberreihen auf die von universellen
Taylorreihen zurück. Es sei G ein Jordangebiet mit analytischem Rand und pn
die Faberpolynome bezüglich G. Die Menge aller Funktionen Φ ∈ H(G) mit

Faberreihe
∞∑
n=0

anpn(z), die folgender Eigenschaft genügt, heißt Menge der auf G

universellen Faberreihen:
Für jedes Kompaktum K ∈ M(Gc), jede Funktion f ∈ A(K) und jedes ε > 0
gibt es einen Index λ ∈ N mit

max
z∈K

∣∣∣∣∣
λ∑
ν=0

aνpν(z)− f(z)

∣∣∣∣∣ < ε.

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Satz 1.2.12 Für ein Jordangebiet G mit analytischem Rand ist die Menge der
auf G universellen Faberreihen im Raum (H(G), d) eine dichte Gδ-Menge.

1.2.3 Ableitungs- und stammfunktionsuniverselle Funk-
tionen

Zuerst bewies MacLane [Mac52] die Existenz einer ganzen Funktion Φ, deren
Folge von Ableitungen {Φ(n)}n in (H(C), d) dicht liegt. Eine solche Funktion
heißt ableitungsuniversell.
Blair und Rubel [BR84] zeigten 1984, dass es eine ganze Funktion Φ gibt, deren
Folge von Stammfunktionen {Φ(−n)}n in (H(C), d) dicht ist. Eine Funktion mit
dieser Eigenschaft nennt sich stammfunktionsuniversell.

1.3 Ergebnisse dieser Arbeit

1.3.1 Universelle Laurentreihen

Wir wissen bereits von den Resultaten in [GLM00], dass eine universelle Taylorrei-
he auf einem beschränkten mehrfach zusammenhängenden Gebiet nicht existieren
kann. Eine Laurentreihe scheint sich besser an solche Gebiete

”
mit Löchern“ anzu-

passen. In der Tat wurde eine universelle Laurentreihe bereits mit der generischen
Methode gewonnen, siehe dazu [CNP02]. Unser Ziel ist es, eine universelle Lau-
rentreihe mit Hilfe der konstruktiven Methode zu erhalten. Wir werden genauer
folgenden Satz beweisen, wobei die Bezeichnungen aus 1.2.2 verwendet wurden:

Satz 1.3.1 Es sei Ω ⊂ Ĉ ein Gebiet, so dass Ĉ \Ω die Komponenten A0, . . . , Ak
mit ∞ ∈ A0 hat. Es seien aj feste Punkte aus Aj (j = 1, . . . , k). Dann existieren
eine Funktion f ∈ H(Ω) und eine Folge natürlicher Zahlen {tn}n mit folgenden
Eigenschaften:
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(1) Für jedes Kompaktum K ⊂ Ω gilt

max
z∈K

|Mtn(f, ζ, a1, . . . , ak)(z)− f(z)| → 0 (n→∞)

für alle ζ ∈ Ac0.

(2) Für jedes Kompaktum K ∈M(Ωc r {a1, . . . , ak}) und jede Funktion
g ∈ A(K) existiert eine Teilfolge {tns}s von {tn}n, so dass gilt

max
z∈K

|Mtns
(f, ζ, a1, . . . , ak)(z)− g(z)| → 0 (s→∞)

für alle ζ ∈ Ac0.

Außerdem werden wir zeigen, dass die Menge aller Funktionen, die über die Ei-
genschaften der Funktion f aus obigem Satz verfügen, in (H(Ω), d) dicht ist. Der
Beweis dieser Ergebnisse ist in Kapitel 2 ausgeführt.

1.3.2 Universelle Faberreihen

Hier ist die Gewinnung einer universellen Faberreihe mit der konstruktiven und
der generischen Methode Gegenstand der Untersuchung. Wir erinnern an die Be-
zeichnungen aus Abschnitt 1.2.2: Es sei B ⊂ C ein Kompaktum, dessen Komple-
ment ein in Ĉ einfach zusammenhängendes Gebiet ist. Wir wählen eine konforme
Abbildung ϕ : Dc → Bc mit ϕ(∞) = ∞ und der Reihenentwicklung

ϕ(z) = d
(
z + a0 +

a1

z
+
a2

z2
+ . . .

)
mit d > 0.

Es seien {pn}n die Folge der zu B gehörigen Faberpolynome.
Für die beiden folgenden Sätze sei R > 1 fest und G das Innengebiet der Jordan-
kurve {ϕ(t); |t| = R}. Jede Funktion f ∈ H(G) besitzt eine eindeutige Darstel-
lung in Form einer Faberreihe

f(z) =
∞∑
n=0

cn(f)pn(z).

Die Reihe auf der rechten Seite ist auf G kompakt gegen f(z) konvergent. Die
Teilsummen einer solchen Faberreihe bezeichnen wir mit

Fm(f, z) =
m∑
n=0

cn(f)pn(z).

Dann gilt zum einen das folgende, konstruktive Ergebnis:

Satz 1.3.2 Es sei G wie oben angegeben. Dann gibt es eine Funktion f ∈ H(G)
und eine Folge natürlicher Zahlen {tn}n, so dass die folgenden beiden Eigenschaf-
ten gelten:
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(1) Die Folge {Ftn(f, z)}n konvergiert auf G kompakt gegen f(z).

(2) Für jedes Kompaktum K ∈ M(G
c
) und jede Funktion g ∈ A(K) existiert

eine Teilfolge {tns}s von {tn}n, so dass {Ftns
(f, z)}s auf K gleichmäßig

gegen g(z) konvergiert.

Zum anderen werden wir mit der generischen Methode beweisen:

Satz 1.3.3 Es sei G wie oben angegeben. Dann ist die Menge aller Funktionen
f ∈ H(G), die über die Eigenschaften des letztgenannten Satzes verfügen, eine
in (H(G), d) dichte Gδ-Menge.

In Kapitel 3 werden wir auf den Beweis dieser Ergebnisse eingehen.

1.3.3 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen

Die Ergebnisse in Kapitel 4 wurden von den oben in Abschnitt 1.2.1 angegebenen
Resultaten von Tenthoff motiviert. Unser Ziel ist zum einen eine weniger rechen-
intensive Konstruktion einer T-universellen Funktion mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen. Zum anderen ist unser Vorhaben, solche Funktionen mit der
generischen Methode zu gewinnen. In Kapitel 4 werden wir die beiden folgenden
Ergebnisse mit der konstruktiven Methode beweisen:

Satz 1.3.4 Es gibt eine ganze Funktion Φ mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jedem Kompaktum K ∈M, jeder Funktion f ∈ A(K) sowie zu jeder Geraden
Γ ⊂ C existiert eine gegen Unendlich konvergente Punktfolge {zn}n von Punkten
auf Γ derart, dass {Φ(z + zn)}n auf K gleichmäßig gegen f(z) konvergiert.

Für die Einheitskreisscheibe D setzen wir zur Abkürzung

Rϑ = {z : z = reiϑ; r ∈ [0, 1)} für ϑ ∈ [0, 2π).

Satz 1.3.5 Es existiert eine Funktion Φ ∈ H(D), die über folgende Eigenschaft
verfügt:
Zu jedem Kompaktum K ∈M, jeder Funktion f ∈ A(K) und jedem Winkel
ϑ ∈ [0, 2π) gibt es Folgen {an}n in (0,∞) und {bn}n auf Rϑ derart, dass
{anz+bn}n für jedes z ∈ K aus D heraus gegen eiϑ konvergiert und {Φ(anz+bn)}n
auf K gleichmäßig gegen f(z) konvergiert.

Mit Hilfe einer Abbildung der Form ϕ(z) = zeiψ(|z|), wobei ψ stetig ist, verallge-
meinern wir das Ergebnis über T-universelle ganze Funktionen mit vorgegebenen
Approximationswegen von Geraden auf allgemeinere Kurvenscharen. Außerdem
weisen wir nach, dass die Menge solcher Funktionen eine in (H(C), d) dichte Gδ-
Menge ist.
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Die generische Methode stößt hier an ihre Grenzen. Wir können zwar die Exis-
tenz T-universeller Funktionen mit vorgegebenen Approximationswegen nachwei-
sen, jedoch ist das Ergebnis schwächer als mit der konstruktiven Methode. Für
höchstens abzählbare Kurvenscharen gilt jedoch folgendes Ergebnis:
Es sei G ⊂ C ein beschränktes Gebiet, z0 ∈ G fest, I, J ⊂ R seien Intervalle und
die Abbildung zα : I → G sei für jedes α ∈ J eine stetige Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

(1) lim
t→inf(I)

zα(t) = z0 gleichmäßig bezüglich α ∈ J ,

(2) lim
t→sup(I)

zα(t) ∈ ∂G,

(3) aus zα(s) = zβ(t) folge schon s = t und α = β.

Dann heißt (zα)α∈J eine allgemeine Kurvenschar (im Gebiet G).

Für ein Gebiet G und eine allgemeine Kurvenschar C = {zα; I, J} in G heißt eine
Funktion Φ ∈ H(G) T-universell bezüglich der Kurvenschar C im Gebiet G, falls
Folgendes gilt:
Für jedes Kompaktum K ∈M, jede Funktion f ∈ A(K), jeden Parameter γ ∈ J
(der eine Kurve Cγ ∈ C definiert)und jedes ε > 0 finden sich Punkte a ∈ (0, 1)
und b ∈ C mit

max
z∈K

|Φ(az + b)− f(z)| < ε und |b− ζ| < ε,

wobei ζ = lim
t→sup(I)

zγ(t) ist.

Die Menge solcher Funktionen Φ wird mit UC(G) bezeichnet. Es gilt folgender

Satz 1.3.6 Es sei G ⊂ C ein beschränktes Gebiet, I, J ⊂ R seien Intervalle und
die Abbildung z : J×I → C sei stetig und so beschaffen, dass {z(α, ·);α ∈ J} eine
allgemeine Kurvenschar auf G definiert. Ferner sei K ⊂ J höchstens abzählbar
und C = {z(α, I);α ∈ K} eine (höchstens abzählbare) Kurvenschar.
Dann ist UC(G) eine in (H(G), d) dichte Gδ-Menge.



Kapitel 2

Universelle Laurentreihen

2.1 Bezeichnungen

Es sei Ω ⊂ Ĉ ein mehrfach zusammenhängendes Gebiet der Art, dass Ĉ r Ω aus
endlich vielen Komponenten A0, A1, . . . , Ak mit k ≥ 0 besteht. Wir nehmen ohne
Einschränkung ∞ ∈ A0 an und halten Punkte aj ∈ Aj (j = 1, . . . , k) fest. Dann
hat jede Funktion f ∈ H(Ω) eine eindeutige Zerlegung der Form

f = f0 + f1 + . . .+ fk

mit fj ∈ H(Acj) (j = 0, . . . , k) und lim
z→∞

fj(z) = 0 (j = 1, . . . , k). Dies lässt

sich analog zu [KNP01], Proposition 2.4, zeigen, wo dies für ein zweifach zu-
sammenhängendes Gebiet bewiesen wurde. Jedes fj (j = 1, . . . , k) besitzt eine
Entwicklung in eine Laurentreihe um aj der Form

fj(z) =
∞∑
n=1

cn(fj, aj)

(z − aj)n

für hinreichend große |z − aj|. Für f0 nehmen wir einfach die Teilsummen der
Taylorreihe um ζ ∈ Ac0 und definieren damit formal die folgenden Summen:

Mn(f, ζ, a1, . . . , ak)(z) =
n∑
ν=0

f (ν)(ζ)

ν!
(z − ζ)ν+

+
n∑
ν=1

cν(f1, a1)

(z − a1)ν
+ . . .+

n∑
ν=1

cν(fk, ak)

(z − ak)ν
.

Wir bemerken, dass es durchaus auftreten kann, dass für jedes z ∈ Ω eine oder
mehrere der Teilsummen auf der rechten Seite für n → ∞ divergieren. Nichts-
destotrotz ist Überkonvergenz, also die Konvergenz aller Teilsummen auf der
rechten Seite bei Summation bis zu einem nk ∈ N für k → ∞ möglich und wird
bei der folgenden Konstruktion auch erzielt.
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2.2 Ein vorbereitender Hilfssatz

Zur Vorbereitung zeigen wir eine Variante des Rungeschen Approximationssatzes
über rationale Approximation. Es sei O ⊂ Ĉ eine beliebige offene Menge. Dann
gibt es eine Ausschöpfung von O durch eine Folge offener Mengen {On}n mit
folgenden Eigenschaften:

(1) On ⊂ On+1 ⊂ O für alle n ∈ N.

(2) Zu jedem Kompaktum K ⊂ O existiert ein N ∈ N mit K ∈ On für alle
n ≥ N .

(3) ∂On besteht aus endlich vielen geschlossenen Polygonzügen.

(4) Falls O unbeschränkt ist, kann zusätzlich ∞ ∈ On für alle n ∈ N gefordert
werden.

Einen Beweis dazu findet man etwa unter [Rud87], Theorem 13.3.

Satz 2.2.1 Es sei A ⊂ Ĉ, A 6= Ĉ eine kompakte Menge mit ∞ ∈ A und be-
schränktem Komplement A0 = Ĉ r A. Ferner sei f holomorph auf A und ein
ε > 0 gegeben.
Dann gibt es eine rationale Funktion R mit (einfachen) Polen in A0, so dass gilt:

sup
z∈A

|R(z)− f(z)| < ε.

Beweis:
Da A abgeschlossen ist, gibt es eine offene Menge O ⊃ A, auf der f holomorph
ist. Wir wählen eine Ausschöpfung {On} von O mit ∞ ∈ On (n ∈ N) und obigen
Eigenschaften und halten ein N ∈ N mit A ⊂ ON fest.
Es sei z ∈ A fest, aber beliebig. Dann gilt

f(z) = − 1

2πi

∫
∂ON

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Zur Abkürzung setzen wir Γ = ∂ON . Dann ist Γ rektifizierbar. Da Γ kompakt
ist, gibt es zu ε′ > 0 ein δ′ ∈ (0, ε′), so dass für alle z1, z2 ∈ Γ mit |z1 − z2| < δ′

folgt: |f(z1)− f(z2)| < ε′.
Anschließend unterteilen wir Γ in m paarweise disjunkte Bögen Bν mit Endpunk-
ten ζν und ζ ′ν und einer Länge kleiner als δ′. Ferner setzen wir d = dist(Γ, A) > 0
sowie C = max

z∈Γ
|f(z)|.

Dann gilt für alle z ∈ A und ζ ∈ Bν (ν = 1, . . . ,m):∣∣∣∣ f(ζ)

ζ − z
− f(ζν)

ζν − z

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f(ζ)− f(ζν)

ζ − z
− f(ζν)(ζ − ζν)

(ζ − z)(ζν − z)

∣∣∣∣ ≤ d+ C

d2
ε′.
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Definieren wir damit

R(z) = − 1

2πi

m∑
ν=1

f(ζν)

ζν − z
(ζ ′ν − ζν),

so hat R einfache Pole auf Γ ⊂ Ao0. Es gilt dann für alle z ∈ A:

|2πi(f(z)−R(z))| =

∣∣∣∣∣∣−
∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
− 2πiR(z)dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤
m∑
ν=1

∣∣∣∣∣∣
∫
Bν

f(ζ)

ζ − z
− f(ζν)

ζν − z
dζ

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ d+ C

d2
L(Γ) ε′ ,

wobei L(Γ) die Kurvenlänge von Γ bezeichnet. Wählt man ε′ klein genug, so wird
die rechte Seite kleiner als das vorgegebene ε, und der Satz ist damit bewiesen.

Bemerkung 2.2.2 Mit der Methode der Polverschiebung (siehe etwa [Gai80])
können die Pole der approximierenden Funktion R noch innerhalb der einzelnen
Komponenten von A0 verschoben werden. Insbesondere kann erreicht werden,
dass R nur einen Pol hat, falls A0 nur aus einer Komponente besteht, also ein
Gebiet ist.

2.3 Konstruktion einer universellen Laurentreihe

Satz 2.3.1 Es sei Ω ⊂ Ĉ ein Gebiet, so dass Ĉ \Ω die Komponenten A0, . . . , Ak
mit ∞ ∈ A0 hat. Es seien aj feste Punkte aus Aj (j = 1, . . . , k). Dann existieren
eine Funktion f , die in Ω holomorph ist, und eine Folge natürlicher Zahlen {tn}n
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Für jedes Kompaktum K ⊂ Ω gilt

max
z∈K

|Mtn(f, ζ, a1, . . . , ak)(z)− f(z)| → 0 (n→∞)

für jedes ζ ∈ Ac0.

(2) Für jedes Kompaktum K ∈M(Ωc r {a1, . . . , ak}) und jede Funktion
g ∈ A(K) existiert eine Teilfolge {tns}s von {tn}n, so dass gilt

max
z∈K

|Mtns
(f, ζ, a1, . . . , ak)(z)− g(z)| → 0 (s→∞)

für jedes ζ ∈ Ac0.
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Beweis:
1) Vorbereitungen
Wir wählen für jedes j ∈ {0, . . . , k} eine Ausschöpfung von Acj durch eine auf-

steigende Folge von abgeschlossenen Mengen {L(j)
n }n, wobei jedes L

(0)
n kompakt

ist. Da Acj in Ĉ einfach zusammenhängend ist, können wir L
(j)
n ∈M(Acj)

(j = 1, . . . , k) annehmen.
Weiterhin wählen wir eine Folge von Kompakta {K∗

n}n mit
K∗
n ∈ M ([Ω ∪ {a1, . . . , ak}]c), so dass für jedes K ∈ M ([Ω ∪ {a1, . . . , ak}]c) ein

N ∈ N existiert mit K ⊂ K∗
N . Es sei {p∗n} eine Abzählung aller Polynome mit

Koeffizienten aus Q + iQ. Wir wählen eine Abzählung {(Kn, pn)}n der Menge{
(K, p) : K ∈ {K∗

n;n ∈ N}, p ∈ {p∗n;n ∈ N}},

in der jede Kombination (K∗
m, p

∗
l ) unendlich oft vorkommt.

Schließlich bezeichnen wir noch K
(j)
n = Kn ∩ Aj (j = 0, . . . , k).

2) Konstruktion der universellen Funktion
Wir konstruieren induktiv k + 1 Funktionenfolgen und eine Folge natürlicher
Zahlen. Zu Beginn definieren wir

Θ
(0)
0 (z) = z − a1, Θ

(j)
0 (z) =

1

z − aj
(j = 1, . . . , k); λ0 = 1.

Wir nehmen an, dass Θ
(m)
0 , . . . ,Θ

(m)
k und λm für m = 0, . . . , n − 1 schon derart

definiert worden sind, dass

(i) Θ
(0)
m ein Polynom ist, und

(ii) Θ
(j)
m eine rationale Funktion mit einem Pol in aj ist für j = 1, . . . , k. Damit

gilt also Θ(j)
m =

P
(j)
m (z)

(z − aj)q
(j)
m

, wobei P
(j)
m ein Polynom mit deg

(
P

(j)
m

)
< q

(j)
m

ist.

Für den Induktionsschritt setzen wir

gn−1 = max
{

deg
(
Θ

(0)
n−1

)
; q(j)
n , j = 1, . . . , k

}
und wählen eine natürliche Zahl λn mit

λn > (n− 1)(λn−1 + gn−1).
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Nach dem Rungeschen Satz über polynomiale Approximation gibt es ein Polynom
Θ

(0)
n , das Folgendes leistet:

max
z∈L(0)

n

|Θ(0)
n (z)| < 1

2n max
z∈L(0)

n

|z − a1|λn
, (2.1)

max
z∈K(0)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Θ(0)
n (z)−

pn(z)−
n−1∑
ν=0

(z − a1)
λνΘ(0)

ν (z)

(z − a1)λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
<

1

n max
z∈K(0)

n

|z − a1|λn
. (2.2)

Für j = 1, . . . , k existiert nach Satz 2.2.1 eine rationale Funktion Θ
(j)
n mit einem

Pol jeweils in aj, die Folgendes erfüllt:

sup
z∈L(j)

n

|Θ(j)
n (z)| < 1

2n max
z∈L(j)

n

1

|z − aj|λn

, (2.3)

max
z∈K(j)

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Θ(j)
n (z)−

pn(z)−
n−1∑
ν=0

1

(z − aj)λν
Θ(j)
ν (z)

1

(z − aj)λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
<

1

n max
z∈K(0)

n

1

|z − aj|λn

. (2.4)

Man beachte, dass die Menge K
(j)
n ∪ L(j)

n = (Kn ∩ Aj) ∪ L(j)
n wegen

Kc
n ⊃ Ω ∪ {a1, . . . , ak}, Acj ⊃ Ω

und der Tatsache, dass {L(j)
n }n eine Ausschöpfung von Acj ist, zusammenhängen-

des Komplement besitzt. Daher können wir nach Bemerkung 2.2.2 annehmen,
dass alle Pole von Θ

(j)
n von vorneherein in aj geschoben wurden.

Schließlich setzen wir noch zur Abkürzung

Q(0)
m (z) = (z − a1)

λmΘ(0)
m (z), Q(j)

m (z) =
1

(z − aj)λm
Θ(j)
m (z) (j = 1, . . . , k)

und definieren damit

f0(z) =
∞∑
ν=0

Q(0)
ν (z), (2.5)

fj(z) =
∞∑
ν=0

Q(j)
ν (z) (j = 1, . . . , k). (2.6)

Die gewünschte Funktion ist dann f = f0 + f1 + . . .+ fk.
Da L

(j)
n Ausschöpfungen von Acj sind für j = 0, . . . , k , sichern die Ungleichungen
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(2.1) und (2.3) die Holomorphie von f auf Ω =
k⋂
j=0

Acj.

Es sei j ∈ {1, . . . , k} fest. Wir betrachten die Potenzen von 1
z−aj

in Q
(j)
m (m ∈ N0)

und sehen:

• Der höchste Exponent der Potenzen von 1
z−aj

in Q
(j)
m ist kleiner oder gleich

λm + gm.

• Der niedrigste Exponent der Potenzen von 1
z−aj

in Q
(j)
m+1 ist größer als λm+1.

Nach Definition der λn überlappen sich also die Potenzen von 1
z−aj

innerhalb

der Q
(j)
m nicht und damit ist die Funktionenreihe auf der rechten Seite von (2.6)

tatsächlich eine Laurentreihe. Analoge Überlegungen zeigen, dass die rechte Seite
von (2.5) tatsächlich eine Taylorreihe ist. Setzen wir also tn = λn + gn und
qn = λn+1, so gelten die Gleichungen

Stn(f0, a1)(z) =
tn∑
ν=0

f
(ν)
0 (a1)

ν!
(z − a1)

ν=
n∑
ν=0

Q(0)
ν (z),

σtn(fj, aj)(z) =
tn∑
ν=1

cν(fj, aj)

(z − aj)ν
=

n∑
ν=0

Q(j)
ν (z).

Insbesondere hat die Taylorreihe von f0 an a1 reine Ostrowski-Lücken {tn, qn}.
Daher konvergiert nach der Bezeichnung in Abschnitt 2.1 die Folge
{Mtn(f, a1, a1, . . . , ak)(z)}n auf Ω kompakt gegen f(z).

3) Nachweis der Universalität
Es seien ein KompaktumK ∈M([Ω∪{a1, . . . , ak}]c) und eine Funktion g ∈ A(K)
gegeben.
Dann gibt es ein n0 ∈ N mit K ⊂ Kn0 . Nach dem Satz von Mergelyan und der
Definition der Folge {(Kn, pn)}n können wir eine Folge natürlicher Zahlen {ns}s
wählen mit ns ≥ s und

max
K∩Aj

∣∣∣∣∣∣∣pns(z)−

g(z)− k∑
µ=0
µ6=j

fµ(z)


∣∣∣∣∣∣∣ <

1

s
(j = 0, . . . , k; s ∈ N) (2.7)

sowie Kns = Kn0 (s ∈ N).
Weiterhin gilt nach den Abschätzungen (2.2) und (2.4)

max
z∈K(0)

ns

|Stns
(f0, a1)(z)− pns(z)| <

1

ns
≤ 1

s
(s ∈ N),

max
z∈K(j)

ns

|σtns
(fj, aj)(z)− pns(z)| <

1

ns
≤ 1

s
(j = 1, . . . , k; s ∈ N).
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Für s ∈ N gilt:

max
z∈K∩A0

|Mtns
(f, a1, a1, . . . , ak)(z)− g(z)| ≤

≤ max
z∈K(0)

ns

|Stns
(f0, a1)(z)− pns(z)|+ max

z∈K∩A0

∣∣∣∣∣pns(z)−

(
g(z)−

k∑
µ=1

fµ(z)

)∣∣∣∣∣+
+

k∑
µ=1

max
z∈K∩A0

|σtns
(fµ, aµ)(z)− fµ(z)|.

Für s → ∞ konvergiert die zweite Zeile dieser Abschätzung nach den obigen
Ungleichungen und (2.7) gegen Null. Die letzte Zeile konvergiert gegen Null, da
K ∩ A0 für jedes µ = 1, . . . , k eine kompakte Teilmenge von Acµ ist.
In analoger Weise kann man für j = 1, . . . , k und s ∈ N die Differenz

max
z∈K∩Aj

|Mtns
(f, a1, a1, . . . , ak)(z)− g(z)|

abschätzen und erhält dann

max
z∈K

|Mtns
(f, a1, a1, . . . , ak)(z)− g(z)| → 0 (s→∞).

4) Zusammenfassender Nachweis der Eigenschaften von f
Da ferner die Funktion f0 an a1 ∈ Ac0 Ostrowski-Lücken besitzt, gilt nach [Luh86b],
Theorem 1 auch für jedes ζ ∈ Ac0

Mtn(f, ζ, a1, . . . , ak)(z)−Mtn(f, a1, a1, . . . , ak)(z) → 0 (n→∞).

Zusammen mit 2) und 3) sind beide im Satz formulierte Behauptungen bewiesen.

Bemerkung 2.3.2 Die Konstruktion in dieser Arbeit weicht in einem wesent-
lichen Punkt von der Arbeit [MV03] ab: Bei der Konstruktion der universellen
Laurentreihe wird zur Sicherstellung der Holomorphie auf dem Gebiet Ω der Hilfs-
satz aus dem vorigen Abschnitt verwendet und nicht eine konforme Abbildung.
Das Ergebnis ist dasselbe.

Wir werden jetzt zeigen, dass die Menge der universellen Laurentreihen in obigem
Sinne nicht etwa eine Ausnahmeerscheinung unter den holomorphen Funktionen
auf einem Gebiet ist.

Satz 2.3.3 Es sei Ω ⊂ Ĉ ein Gebiet wie in Satz 2.3.1 mit denselben Bezeich-
nungen, d.h. Ĉ r Ω habe endlich viele Komponenten A0, . . . , Ak mit ∞ ∈ A0 und
festgehaltenen Punkten aj ∈ Aj (j = 1, . . . , k). Die Menge der Funktionen mit
den beiden Eigenschaften aus Satz 2.3.1 ist dicht im Raum H(Ω).



24 KAPITEL 2. UNIVERSELLE LAURENTREIHEN

Beweis:
Es seien g ∈ H(Ω) und ein ε > 0 gegeben. Unser Ziel ist es, eine universelle
Laurentreihe f zu konstruieren, die bezüglich der Metrik d (siehe Gleichung (1.1))

”
nahe bei“ g liegt.

Es sei dazu f0 eine Funktion mit den Eigenschaften aus Satz 2.3.1 (eine solche
Funktion existiert nach der Aussage dieses Satzes). Da das Funktional p aus
(1.1) beschränkt ist, gibt es ein δ > 0, so dass p(δf0) <

ε
2

ist. Nach dem Satz von
Runge über rationale Approximation gibt es eine rationale Funktion R mit Polen
in {a1, . . . , ak} und d(R, g) < ε

2
.

Wir setzen
f = δf0 +R

a) f approximiert g
Es gilt: d(f, g) = d(δf0 +R, g) ≤ p(δf0) + d(R, g) < ε

2
+ ε

2
= ε.

b) f ist eine universelle Laurentreihe
Für alle N ∈ N, die größer sind als der Betrag des Exponenten jeder in R vor-
kommenden Potenz, gilt die Gleichung

MN(f, a1, a1, . . . , ak) = δMN(f0, a1, a1, . . . , ak) +R.

Nach der ersten Eigenschaft von Satz 2.3.1 gibt es eine Folge {tn}n, so dass
{Mtn(f0, a1, a1, . . . , ak)(z)}n auf Ω kompakt gegen f0(z) konvergiert und damit
konvergiert nach der obigen Gleichung {Mtn(f, a1, a1, . . . , ak)(z)}n auf Ω kompakt
gegen f(z).
Es seien nun K ∈ M(Ωc r {a1, . . . , ak}), h ∈ A(K). Nach der zweiten Aussage
von Satz 2.3.1 findet sich eine Teilfolge {tns}s von {tn}n, so dass
{Mtns

(f0, a1, a1, . . . , ak)(z)}s auf K gleichmäßig gegen 1
δ
(h(z)−R(z)) konvergiert.

Damit konvergiert die Folge {Mtns
(f, a1, a1, . . . , ak)(z)}s auf K gleichmäßig gegen

δ 1
δ
(h(z) − R(z)) + R(z) = h(z). Also erfüllt f beide geforderten Eigenschaften

einer universellen Laurentreihe. Damit ist der Satz bewiesen.



Kapitel 3

Universelle Faberreihen

3.1 Einleitung

Es sei B eine kompakte Menge, deren Komplement ein einfach zusammenhängen-
des Gebiet (in Ĉ) ist. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es eine kon-
forme Abbildung ϕ : Dc → Bc mit ϕ(∞) = ∞ und der Reihenentwicklung

ϕ(z) = d
(
z + a0 +

a1

z
+
a2

z2
+ . . .

)
mit d > 0.

Die zur Menge B gehörigen Faberpolynome nennen wir {pn;n ∈ N0}. Diese wer-
den etwa definiert durch

pn(z) =
1

2πi

∫
|t|=r

tnϕ′(t)

ϕ(t)− z
dt (r > 1;n ∈ N)

oder als der Hauptteil der Laurentreihe von (ϕ−1(z))
n

an Unendlich, also dem Teil
mit Potenzen von z mit nichtnegativen Exponenten. Eine Einführung in Faberrei-
hen findet man etwa bei Curtiss [Cur72] oder Smirnov und Lebedev [SL68], chap-
ter 2. Wir bezeichnen mit BR das Innengebiet der Jordankurve {ϕ(t); |t| = R}
für R > 1. Dann hat jede Funktion f ∈ H(BR) eine eindeutige Darstellung in
Form einer so genannten Faberreihe

f(z) =
∞∑
n=0

cn(f) pn(z),

wobei formal p0(z) = 1 (z ∈ C) gesetzt wird und

cn(f) =
1

2πi

∫
|s|=r

f(ϕ(s))

sn+1
ds, r ∈ (1, R), n ∈ N0
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die Koeffizienten der Faberreihe von f bezeichnet.
Die Teilsummen der Faberreihe bezeichnen wir mit

Fm(f, z) =
m∑
ν=0

cν(f) pν(z).

Für die folgenden Ausführungen halten wir ein R > 1 fest und setzen

G = BR. (3.1)

Bevor wir mit der Konstruktion einer Faberreihe mit universellen Approximati-
onseigenschaften beginnen, benötigen wir noch eine Tatsache, die sich später als
wichtig erweist.

Bemerkung 3.1.1 Jedes Polynom ist seine eigene Faberreihe.

Denn jedes Faberpolynom pn hat genau den Grad n, und da jede auf G holomor-
phe Funktion eine Entwicklung in eine Faberreihe besitzt, so gilt das auch für
jedes Polynom. Mit dem Identitätssatz für Polynome folgt also unmittelbar, dass
für jedes Polynom P vom Grade n gilt:

P (z) =
n∑
ν=0

cν(P )pν(z) = Fn(P, z) (z ∈ C).

3.2 Konstruktiver Ansatz

Satz 3.2.1 Es sei G wie in (3.1). Dann gibt es eine Funktion f ∈ H(G) und
eine Folge natürlicher Zahlen {tn}n, so dass die folgenden beiden Eigenschaften
gelten:

(1) Die Folge {Ftn(f, z)}n konvergiert auf G kompakt gegen f(z).

(2) Für jedes K ∈ M(G
c
) und jede Funktion g ∈ A(K) existiert eine Teil-

folge {tns}s von {tn}n, so dass {Ftns
(f, z)}s auf K gleichmäßig gegen g(z)

konvergiert.

Beweis:
Zu Beginn legen wir folgende Mengen fest:

(1) {Hn}n sei eine aufsteigende Ausschöpfung von G aus abgeschlossenen Jor-
dangebieten.

(2) {rn}n sei eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten aus Q + iQ.

(3) {Kn}n sei eine Abzählung von Mengen aus M(G
c
), so dass für alle Mengen

K ∈M(G
c
) ein n0 ∈ N existiert mit K ⊂ Kn0 .
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Wir wählen eine Folge {(K∗
n, r

∗
n)}n, in der jede Kombination von Kn und rm

unendlich oft vorkommt. Wir konstruieren induktiv eine Polynomfolge {Pn}n und
eine Zahlenfolge {λn}n. Zunächst setzen wir P0 = 0 und λ0 = 1.
Es seien für ein n ∈ N die Polynome P1, . . . , Pn−1 und die natürlichen Zahlen
λ1, . . . , λn−1 schon konstruiert. Dann setzen wir

λn = λn−1 + max{deg(Pν); 0 ≤ ν ≤ n− 1}+ 1.

Nach dem Satz von Runge über polynomiale Approximation gibt es ein Polynom
Pn mit folgenden Eigenschaften:

max
z∈Hn

|Pn(z)| <
1

n2 max
z∈Hn

|z|λn
, (3.2)

max
z∈K∗

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Pn(z)−

r∗n(z)−
n−1∑
ν=0

zλνPν(z)

zλn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
<

1

n max
z∈K∗

n

|z|λn
. (3.3)

Schließlich setzen wir

Tm(z) =
m∑
ν=0

zλνPν(z); f(z) = lim
m−→∞

Tm(z).

Da {Hn}n eine Ausschöpfung von G ist, ist nach (3.2) die Funktion f holomorph
in G.
Nach Konstruktion ist der höchste Exponent einer Potenz von z in zλnPn(z)
gleich λn + deg(Pn). Der niedrigste Exponent einer Potenz von z in zλn+1Pn+1(z)
ist λn+1 ≥ λn + deg(Pn) + 1. Die Potenzen von z überlappen sich also nicht in-
nerhalb der Summanden in der Definition von Tm.
Nach Bemerkung 3.1.1 ist jedes Polynom seine eigene Faberreihe. Setzen wir also
tn = λn + deg(Pn), so gilt Ftn(Tn, ·) = Tn; da sich die Potenzen von z wie eben
gezeigt nicht überlappen, gilt auch Ftn(f, ·) = Tn und nach Definition von f kon-
vergiert damit {Ftn(f, z)}n auf G kompakt gegen f(z). Das zeigt den ersten Teil
der Behauptung.

Zum Beweis der Universalität von f seien ein K ∈ M(G
c
) und eine Funktion

g ∈ A(K) gegeben. Dann existiert ein n0 ∈ N mit K ⊂ Kn0 . Nach dem Satz
von Mergelyan und der Definition der Folge {(K∗

n, r
∗
n)}n gibt es eine Folge {ns}s

natürlicher Zahlen mit ns ≥ s, so dass

max
z∈K

|g(z)− r∗ns
(z)| < 1

s
(3.4)
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und Kns = Kn0 (s ∈ N) gleichzeitig erfüllt sind. Mit der Abschätzung (3.3) und
der letzten Ungleichung schließen wir für große s:

max
z∈K

|Ftns
(z)− g(z)| ≤

max
z∈Kns

∣∣∣∣∣
ns∑
ν=0

zλνPν(z)− r∗ns
(z)

∣∣∣∣∣+ max
z∈K

|r∗ns
(z)− g(z)| < 1

ns
+

1

s
≤ 2

s
.

Damit konvergiert {Ftns
(z)}s auf K gleichmäßig gegen g(z) und da K und g

beliebig waren, ist der Satz damit bewiesen.

3.3 Generischer Ansatz

Unser Ziel ist es, die Existenz einer universellen Faberreihe zu zeigen, d.h. einer
Funktion, die ähnliche Eigenschaften hat wie die Funktion f aus Satz 3.2.1. Daher
definieren wir zuerst rein abstrakt eine Klasse von Funktionen, die die von uns
gewünschte Eigenschaft besitzen soll.

Definition 3.3.1 Es sei G ein Gebiet, das (3.1) genügt. Mit UF (G) bezeichnen
wir die Klasse aller Funktionen f ∈ H(G), die die folgende Eigenschaft haben:
Für jede Wahl von K ∈ M(G

c
), g ∈ A(K) und ε > 0 existiert eine Zahl n ∈ N0

mit

max
z∈K

|Fn(f, z)− g(z)| < ε.

Wir nennen UF (G) die Menge der universellen Faberreihen (im Gebiet G).

Bemerkung 3.3.2 Die obige Definition einer universellen Faberreihe weicht of-
fensichtlich von den Eigenschaften der Funktion f aus Satz 3.2.1 ab. Nach dem
allgemeinen Resultat in [Vla02b], Theorem 2.6, stimmen die beiden Klassen uni-
verseller Faberreihen jedoch überein.

Satz 3.3.3 Es sei G ein Gebiet, das (3.1) genügt. Die Menge der universellen
Faberreihen UF (G) ist eine in H(G) dichte Gδ-Menge.

Beweis von Satz 3.3.3

Zur Vorbereitung definieren wir dieselben Mengen wie im obigen konstruktiven
Beweis:

(1) {Hn}n sei eine aufsteigende Ausschöpfung von G aus abgeschlossenen Jor-
dangebieten.

(2) {rn}n sei eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten aus Q + iQ.
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(3) {Kn}n sei eine Abzählung von Mengen aus M(G
c
), so dass für alle Mengen

K ∈M(G
c
) ein n0 ∈ N existiert mit K ⊂ Kn0 .

Wir werden jetzt in drei Schritten mit Hilfe des Kategoriesatzes von Baire den
Satz 3.3.3 beweisen.

1) Wir zeigen zunächst eine Darstellung der betrachteten Klasse mit abzähl-
barem Durchschnitt und Vereinigungen.
Betrachten wir für m, j, s ∈ N, n ∈ N0 die Menge

O(G,m, j, s, n) =

{
f ∈ H(G) : max

z∈Km

|Fn(f, z)− rj(z)| <
1

s

}
,

so gilt:

UF (G) =
∞⋂
m=1

∞⋂
j=1

∞⋂
s=1

∞⋃
n=0

O(G,m, j, s, n). (3.5)

Es seien zunächst f ∈ UF (G) und Zahlen m, j, s ∈ N gegeben. Da Km in M(G
c
)

liegt, folgt mit der Definition von UF (G) für ε = 1
s
, dass f ein Element der rechten

Seite der behaupteten Gleichung ist.
Seien umgekehrt f eine Funktion aus der rechten Seite der behaupteten Glei-
chung, eine Menge K ∈M(G

c
), eine Funktion g ∈ A(K) sowie ein ε > 0 gegeben.

Dann existieren Zahlen m, s ∈ N mit K ⊂ Km und 1
s
< ε

2
. Mit dem Satz von

Mergelyan folgern wir die Existenz eines j ∈ N mit

max
z∈Km

|rj(z)− g(z)| < ε

2
.

Nach den Eigenschaften der rechten Seite von (3.5) gibt es zu diesen Zahlenm, j, s
ein n ∈ N0 mit

max
z∈Km

|Fn(f, z)− rj(z)| <
1

s
.

Aus den letzten beiden Ungleichungen erhalten wir

max
z∈Km

|Fn(f, z)− g(z)| < 1

s
+
ε

2
< ε

und damit ist f in der linken Seite der behaupteten Gleichung enthalten.

2) Dieser Schritt zeigt zusammen mit dem vorhergehenden, dass UF (G) tatsächlich
eine Gδ-Menge ist:

Die oben definierte Menge O(G,m, j, s, n) ist für alle m, j, s ∈ N, n ∈ N0

offen in H(G).
(3.6)
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Es seien m, j, s ∈ N, n ∈ N0 und f ∈ O(G,m, j, s, n) fest. Wir betrachten für
δ > 0 und Cr = {ϕ(s); |s| = r}, r ∈ (1, R) die Menge

Ũδ(f) = {g ∈ H(G) : max
z∈Cr

|g(z)− f(z)| < δ}

und zeigen, dass für geeignete Wahl von δ > 0 jedes g ∈ Ũδ(f) in O(G,m, j, s, n)
liegt. Wir bemerken, dass Dazu halten wir ein r ∈ (1, R) fest. Zunächst gilt für
eine Funktion g ∈ Ũδ(f) die elementare Abschätzung

|cν(f)− cν(g)| =

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
|s|=r

f(ϕ(s))− g(ϕ(s))

sν+1
ds

∣∣∣∣∣∣∣ <
δ

rν
(ν ∈ N0).

Setzen wir weiter M = max{|pν(z)|; z ∈ Km, 0 ≤ ν ≤ n} und wählen

δ =
1− r(
1
r

)n − r

1

M

(
1

s
− max

z∈Km

|Fn(f, z)− rj(z)|
)
,

so ist δ > 0, und wir haben für alle g ∈ Ũδ(f):

max
z∈Km

|Fn(g, z)− Fn(f, z)| ≤
n∑
ν=0

|cν(f)− cν(g)||pν(z)| < δM

(
1
r

)n+1 − 1
1
r
− 1

=

=
1

s
− max

z∈Km

|Fn(f, z)− rj(z)|.

Damit folgt für alle g ∈ Ũδ(f):

max
z∈Km

|Fn(g, z)− rj(z)| ≤ max |Fn(g, z)− Fn(f, z)|+ max |Fn(f, z)− rj(z)| <

<
1

s
− max

z∈Km

|Fn(f, z)− rj(z)|+ max
z∈Km

|Fn(f, z)− rj(z)| =
1

s
,

und daher ist Ũδ(f) ⊂ O(G,m, j, s, n). Nach Satz 1.1.1 gibt es ein ε > 0 mit
Uε(f) = {g ∈ H(G) : d(g, f) < ε} ⊂ Ũδ(f), was (3.6) beweist.

3) Für jede Wahl von m, j, s ∈ N ist die Menge

∞⋃
n=0

O(G,m, j, s, n) (3.7)

in H(G) dicht.

Es seien f ∈ H(G), ein Kompaktum K ⊂ G, ein ε > 0 und m, j, s ∈ N gegeben.
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Wir nehmen ohne Einschränkung an, dass K zusammenhängendes Komplement
besitzt (sonst könnten wir ein K ⊂ B ⊂ G mit dieser Eigenschaft wählen, da G
einfach zusammenhängend ist). Da die Kompakta K und Km disjunkt sind und
K ∪Km zusammenhängendes Komplement besitzt, existiert nach dem Satz von
Runge ein Polynom P mit

max
z∈K

|P (z)− f(z)| < ε,

max
z∈Km

|P (z)− rj(z)| <
1

s
.

Es sei n der Grad von P . Nach Bemerkung 3.1.1 ist P = Fn(P, ·) und damit folgt
direkt mit der letzten Ungleichung:

max
z∈Km

|Fn(P, z)− rj(z)| <
1

s
.

Damit ist also P ∈ O(m, j, s, n), und da m, j, s ∈ N, f ∈ H(G), das Kompaktum
K ⊂ G und ε > 0 beliebig waren, folgt, dass die Menge (3.7) in H(G) dicht ist.

Wir fassen zusammen:
Nach (3.5) und (3.6) ist UF (G) eine Gδ-Menge in H(G). Da nach (3.7) die Menge

∞⋃
n=0

O(G,m, j, s, n)

für alle m, j, s ∈ N dicht in H(G) liegt, folgt mit dem Satz von Baire und noch-
maliger Anwendung von (3.6), dass UF (G) dicht in H(G) liegt. Damit ist Satz
3.3.3 bewiesen.

3.4 Eigenschaften universeller Faberreihen

In diesem Abschnitt werden wir in Analogie zu der Arbeit von Gehlen, Luh
und Müller [GLM00] zeigen, dass universelle Faberreihen Lücken besitzen, die
man auch hier als Ostrowski-Lücken definieren kann. Dazu werden wir zunächst
einige allgemeinere Bezeichnungen einführen, um eine einheitliche Terminologie
zu gewährleisten.

Allgemeine Bezeichnungen

Es seiK ⊂ C ein Kompaktum derart, dass ĈrK ein einfach zusammenhängendes
Gebiet ist. Die Abbildung ϕK : Dc → Kc sei eine konforme Abbildung mit
ϕK(∞) = ∞ und der Reihenentwicklung

ϕK(z) = d

(
z + aK0 +

aK1
z

+
aK2
z2

+ . . .

)
, d > 0.
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Falls klar ist, von welchem Kompaktum K die Rede ist, werden wir auch einfach
ϕ schreiben. Das gilt auch für die anderen Bezeichnungen unten. Es sei f : C → C
eine Funktion, die auf K holomorph ist.

(1) Für r > 1 setzen wir

C(ϕK , r) = {ϕK(z) : |z| = r},
B(ϕK , r) = int(C(ϕK , r)),

B[ϕK , r] = int(C(ϕK , r)) = B(ϕK , r) ∪ C(ϕK , r).

Dabei meint int(J) das Innengebiet einer Jordankurve J . Man beachte,
dass die zweite Gleichung in der letzten Zeile auf Grund des Jordanschen
Kurvensatzes gilt. Für einen Punkt ζ ∈ C setzen wir, falls
{z : |z − ζ| = r} ⊂ Dc

gilt, noch

Cζ(ϕK , r) = {ϕK(z) : |z − ζ| = r},
Bζ(ϕK , r) = int(Cζ(ϕK , r)),

Bζ [ϕK , r] = int(Cζ(ϕK , r)) = Bζ(ϕK , r) ∪ Cζ(ϕK , r).

(2) Wir definieren für die obige Funktion f

R(ϕK , f) = sup{r > 1 : f holomorph auf B(ϕK , r)}.

(3) Die Faberpolynome und die dem entsprechenden Koeffizienten der Faber-
reihe von f bezeichnen wir mit

pν(ϕK , z) =
1

2πi

∫
|ζ|=r

ζnϕ′K(ζ)

ϕK(ζ)− z
dζ (1 < R < R(ϕK , f), ν ∈ N),

cν(f, ϕK) =
1

2πi

∫
|w|=r1

f(ϕK(w))

wν+1
dw (1 < r1 < r < R(ϕK , f), ν ∈ N0).

Damit gilt, wenn wir formal p0(ϕK , z) = 1 (z ∈ C) setzen, auch für alle
z ∈ B(ϕK , R(ϕK , f)):

f(z) =
∞∑
ν=0

cν(f, ϕK)pν(ϕK , z),

wobei die Reihe auf der rechten Seite kompakt in B(ϕK , R(ϕK , f)) konver-
giert.

(4) Schließlich definieren wir noch die Teilsummen der Faberreihe von f aus
dem vorigen Punkt:

Fm(f, ϕK , z) =
m∑
ν=0

cν(f, ϕK)pν(ϕK , z) (z ∈ C).
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Man beachte, dass die pν(ϕK , z), cν(f, ϕK) und damit auch Fm(f, ϕK , z) nach
dem Cauchyschen Integralsatz unabhängig von der speziellen Wahl von
r ∈ (1, R(ϕK , f)) sind.

Definition 3.4.1 Es sei K ⊂ C ein Kompaktum derart, dass Ĉ rK ein einfach
zusammenhängendes Gebiet ist, und es sei f ∈ H(K). Mit den obigen Bezeich-
nungen sagen wir, dass die Faberreihe

f(z) =
∞∑
ν=0

cν(f, ϕK)pν(ϕK , z)

von f Ostrowski-Lücken {pk, qk} (bezüglich K) hat, falls {pk}k und {qk}k Folgen
natürlicher Zahlen sind mit

(1) p1 < q1 ≤ p2 < q2 ≤ . . . und lim
k→∞

qk
pk

= ∞,

(2) für I =
∞⋃
k=1

{pk + 1, . . . , qk − 1} ist lim
ν→∞

ν∈I

|cν(f, ϕK)|
1
ν = 0.

Eine Eigenschaft universeller Faberreihen

Wir gehen analog wie bei [GLM00] vor und beweisen zunächst einen Hilfssatz,
der ein hinreichendes Kriterium für das Vorliegen von Ostrowski-Lücken liefert.

Hilfssatz 3.4.2 Es sei K ∈M ein Kompaktum wie oben, f ∈ H(K) und

f(z) =
∞∑
ν=0

cν(f, ϕK)pν(ϕK , z)

die Faberreihe von f bezüglich K, die der folgenden Bedingung genüge:

Es gibt eine Folge natürlicher Zahlen {qk}k mit qk+1 > kqk sowie ein

N ∈ N, N ≥ 3, so dass für alle k ≥ N gilt: (3.8)

max
z∈B 3

2 k
[ϕK ,k]

|Fqk(f, ϕK , z)| ≤ 1.

Dann hat
∞∑
ν=0

cν(f, ϕK)pν(ϕK , z) Ostrowski-Lücken bezüglich K.

Beweis:
1) Es sei k ≥ N . Nach der Bedingung (3.8) und dem Bernstein-Walsh-Lemma
(siehe etwa [Gai80], S. 33, §4 C) haben wir

max
z∈B 5

2 k
[ϕ, 3

2
k]
|Fqk(f, ϕ, z)| ≤

(
5

2

)qk
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und damit

max
|z|=k

|Fqk(f, ϕ, ϕ(z))| ≤
(

5

2

)qk
.

Nach der Berechnung der Faberkoeffizienten ergibt sich für festes r ∈ (1, R(ϕ, f))
und ν ≤ qk:

|cν(f, ϕK)| ≤

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
|ζ|=r

f(ϕ(ζ))− Fqk(f, ϕ, ϕ(ζ))

ζν+1
dζ

∣∣∣∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∣∣∣
1

2πi

∫
|ζ|=r

Fqk(f, ϕ, ϕ(ζ))

ζν+1
dζ

∣∣∣∣∣∣∣ . (3.9)

a) Setzen wir Mr = max
z∈B[ϕ,r]

|f(z)| <∞, so gilt nach [SL68], Chapter 2.1.3, Theo-

rem 2 mit R = R(ϕ, f):

max
z∈B[ϕ,r]

|f(z)− Fqk(f, ϕ, z)| ≤Mr

( r
R

)qk
,

und daher ist der erste Summand auf der rechten Seite von (3.9) nicht größer als

Mr

rν

( r
R

)qk
.

b) Für den zweiten Summanden der rechten Seite von (3.9) wenden wir den
Cauchyschen Integralsatz an und ändern die Integrationskurve auf {ζ : |ζ| = k}.
Dann ist dieser Summand höchstens

1

kν

(
5

2

)qk
.

2) Insgesamt ist also, wenn wir ohne Einschränkung Mr ≥ 1 annehmen:

|cν(f, ϕ)|
1
ν ≤ ν

√
2Mr max

{
1

r

( r
R

) qk
ν
,
1

k

(
5

2

) qk
ν

}
.

Also gilt mit

pk =

[
qk

ln(k)

]
+ 1 und q̃k =

[
qk

ln(ln(k + 1))

]
+ 1

für alle pk ≤ ν ≤ q̃k:

|cν(f, ϕ)|
1
ν ≤ (2Mr)

1
pk max

{
1

r

( r
R

) ln(ln(k+1))

1+
ln(ln(k+1))

qk ,
1

k1−ln( 5
2)

}
.



3.4. EIGENSCHAFTEN UNIVERSELLER FABERREIHEN 35

Damit erhalten wir mit I =
∞⋃
k=3

{pk + 1, . . . , q̃k − 1}:

lim
k→∞

q̃k
pk

= ∞ und lim
ν→∞

ν∈I

|cν(f, ϕ)|
1
ν = 0,

was zu beweisen war.

Unter Verwendung des obigen Hilfssatzes erhalten wir leicht folgendes Ergebnis:

Satz 3.4.3 Es sei G ⊂ C ein beschränktes Gebiet. Falls f ∈ H(G) eine univer-
selle Faberreihe bezüglich eines Kompaktums K ∈M(G) mit der Entwicklung

f(z) =
∞∑
ν=0

cν(f, ϕK)pν(ϕK , z)

hat, so hat die Faberreihe von f auch Ostrowski-Lücken bezüglich K.

Beweis:
Da G beschränkt ist, gibt es ein N ∈ N, N ≥ 3, so dass Ck = B 5

2
[ϕK ,

3
2
k] ⊂ G

c

für alle k ≥ N richtig ist. Die Definition der Universalität einer Faberreihe ergibt
die Existenz von Folgen natürlicher Zahlen {n(k)

m }m derart, dass die Teilsumme{
F
n

(k)
m

(f, ϕK , z)
}
m

der Faberreihe von f bezüglich K auf Ck gleichmäßig für

k ≥ N gegen Null konvergiert für m gegen Unendlich. Damit existiert eine Folge
{qk}k natürlicher Zahlen mit qk+1 > kqk und

max
z∈Ck

|Fqk(f, ϕK , z)| ≤ 1

für alle k ≥ N . Aus Hilfssatz 3.4.2 ergibt sich unmittelbar die Behauptung.
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Kapitel 4

T-universelle Funktionen mit
vorgegebenen Approximations-
wegen

Wie bereits im vorigen Kapitel wählen wir zwei Zugänge, um eine T-universelle
Funktion mit vorgegebenen Approximationswegen zu erhalten. Der eine Ansatz
ist konstruktiv und bietet eine vereinfachte Alternative zu dem Beweis von Tent-
hoff [Ten00]. Die Struktur ist jedoch dieselbe, da der entscheidende Schlüssel zur
Konstruktion in der Ausnutzung der gleichmäßigen Stetigkeit von Polynomen auf
Kompakta liegt.
Dem gegenüber lässt sich der generische Ansatz mit Hilfe des Baireschen Kate-
goriensatzes auch auf beschränkte Gebieten und allgemeine Kurvenscharen, wie
sie unter 1.3.3 beschrieben wurden, ausweiten. Zudem liefert dieser Ansatz

”
gra-

tis“ die Mehrfachuniversalität von Funktionen. Denn in bereits veröffentlichen
Arbeiten, siehe etwa [Duy84], [Cos00], wurde gezeigt, dass im Einheitskreis D
die Menge der ableitungsuniversellen und stammfunktionsuniversellen Funktio-
nen eine dichte Gδ-Menge im Raum H(G) bilden.

4.1 Konstruktiver Ansatz

4.1.1 T-universelle ganze Funktionen mit vorgegebenen
Approximationswegen

Es sei
{Qn}n (4.1)

eine Abzählung der Polynome mit Koeffizienten aus Q+iQ. In der folgenden Kon-
struktion werden wir ausnutzen, dass diese Polynome auf Kompakta gleichmäßig
stetig sind. Wir definieren zuerst induktiv mehrere Zahlenfolgen. Dabei ist stets

[x] = max{n ∈ Z : n ≤ x} (x ∈ R)
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die Gaußklammer einer reellen Zahl x.
Für n = 0 setzen wir η0 = 1, r0 = 1, a0 = 1, k0 = 1, δ0 = 1, N0 = 1 und γ0 = 0.
Es seien für ein n ∈ N schon ηj, rj, aj, kj, δj, Nj und γj für j = 1, . . . , n − 1
definiert. Zu jedem n ∈ N gibt es, da Qn auf jedem Kompaktum gleichmäßig
stetig ist, ein η̃n > 0, so dass

|Qn(z1)−Qn(z2)| <
1

n
für alle z1, z2 ∈ {z : |z| ≤ rn−1}, |z1 − z2| < η̃n (4.2)

gilt. Sodann setzen wir

ηn = min

{
ηn−1, η̃n,

1

n

}
und an = ln(n+ 1).

Die oben definierten Zahlen dienen zur Konstruktion einer Reihe von Kreis-
ringsektoren. Unter einem Kreisringsektor verstehen wir dabei eine Menge der
Form

S = {z = reiϕ; r ∈ [c, d], ϕ ∈ [β, γ]}
mit innerem und äußerem Radius c, d > 0 und Winkeln 0 ≤ β < γ < 2π. Die
obigen Zahlen an geben die

”
Dicke“ der Kreisringsektoren an. Weiter definieren

wir

kn = max
{[(

ln(2an)−ln(ηn)
ln(2)

+ 2
)]

+ 1,
[

ln(rn−1+Nn−1an−1+n)−ln(an)
ln(2)

]
+ 1
}
,

rn = 2kn ln(n+ 1),

δn = min

{
ηn

3 ln(n+ 1)
,
1

n

}
.

Dabei wird kn benutzt, um die Kreisringsektoren zu unterteilen. Die Zahl rn
gibt den inneren Radius einer Reihe von Kreisringsektoren an. Mit einer Reihe
meinen wir dabei ein System disjunkter Kreisringsektoren mit gleichem inneren
und äüßeren Radius. Es werden jetzt diese Reihen von Kreisringsektoren definiert.
Dabei ist eine Reihe um einen für n konstanten, aber mit wachsendem n immer
kleiner werdenden Winkel gegenüber der vorherigen Reihe versetzt.
Die inneren bzw. äußeren Radien der Sektoren definieren wir als

r(1)
n,p = rn + (p− 1)an, r(2)

n,p = r(1)
n,p + an − 2−(n+1)2 (p ∈ N).

Die Anzahl der Sektorenreihen bezeichnen wir mit

Nn =

[
1

δn

]
+ 2.

Den Winkel, um den eine Sektorenreihe gegenüber der vorhergehenden verdreht
ist, sei

γn = δn
π

4

1

2kn
.
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Schließlich setzen wir die Begrenzungen für das Argument des k-ten Sektors in
der ersten Sektorenreihe:

α
(1)
n,k =

(k − 1)π

4 · 2kn
+

1

2

π

8 · 2kn
,

α
(2)
n,k =

kπ

4 · 2kn
− 1

2

π

8 · 2kn
.

Damit können wir die gewünschten Mengen als Kreisringsektoren definieren:

Sn,p,k =
{
z : r

(1)
n−1,p ≤ |z| ≤ r

(2)
n−1,p,

α
(1)
n−1,k + (p− 1)γn−1 ≤ arg(z) ≤ α

(2)
n−1,k + (p− 1)γn−1

}
für p = 1, . . . , Nn−1 und k = 1, . . . , 8 · 2kn−1 .
Als

”
Mittelpunkt“ eines jeden Kreisringsektors setzen wir

zn,p,k =
1

2
(r

(1)
n−1,p + r

(2)
n−1,p)e

i
2

(
α

(1)
n−1,k+α

(2)
n−1,k+(2p−2)γn−1

)
.

Zuletzt definieren wir die Mengen, die schließlich für die Konstruktion benötigt
werden:

H(1)
n =

{
z : |z| ≤ rn−1 −

n− 1

2

}
, H(2)

n =

Nn−1⋃
p=1

8·2kn−1⋃
k=1

Sn,p,k.

Hilfssatz 4.1.1 Die oben definierten Mengen haben folgende Eigenschaften:

(1)
{
H

(1)
n

}
n

schöpft C aus.

(2) Es gilt H
(2)
n ⊂ H

(1)
n+1 und H

(1)
n ∩H(2)

n = ∅ für alle n ∈ N.

(3) Für jede Gerade G, die den Nullpunkt enthält, gilt:
ϑn = min

p,k
dist(zn,p,k, G) < ηn−1 für alle n ∈ N.

(4) Setzen wir ∆n = dist(zn,p,k, ∂Sn,p,k) (n ∈ N), so konvergiert {∆n}n gegen
Unendlich.

Beweis:
Zunächst zeigen wir die Gültigkeit der folgenden Gleichung:

δn
rn
2kn

<
ηn
2
,

an
2kn−2

<
ηn
2

(4.3)

Es gilt nämlich δn ≤ ηn

3 ln(n+1)
sowie rn = 2kn ln(n+ 1), und daher folgt

δn
rn
2kn

≤ ηn
3 ln(n+ 1)

ln(n+ 1) <
ηn
2
.
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Außerdem gilt nach Definition von kn

kn >
ln(2an)− ln(ηn)

ln(2)
+ 2,

und das ist äquivalent zum zweiten Teil der Gleichung.

Zu (1):
Nach Definition von kn gilt

kn >
ln(rn−1 +Nn−1an−1 + n)− ln(ln(n+ 1))

ln(2)
,

und wegen der Gleichung r
(2)
n−1,Nn−1

= rn−1 +Nn−1an−1 − 2−n
2

folgt

2kn >
r
(2)
n−1,Nn−1

+ 2−n
2
+ n

ln(n+ 1)
. Also ist rn = 2kn ln(n + 1) > r

(2)
n−1,Nn−1

+ n, und wir

erhalten (1).

Zu (2):

Nach der Rechnung oben ist rn − n
2
> r

(2)
n−1,Nn−1

+ n
2
> r

(2)
n−1,Nn−1

. Daher ist

H(2)
n ⊂

{
z : |z| ≤ r

(2)
n−1,Nn−1

}
⊂
{
z : |z| ≤ rn −

n

2

}
= H

(1)
n+1.

Ferner gilt

H(1)
n =

{
z : |z| ≤ rn−1 −

n− 1

2

}
,

und
H(2)
n ⊂ {z : |z| ≥ rn−1}

und daraus folgt H
(1)
n ∩H(2)

n = ∅.

Zu (3):
Da wir die Sektorenreihen für festes n ∈ N um den Winkel γn verdrehen und
dies Nn-mal durchführen, müssen wir, um eine Abdeckung der Winkel zwischen
arg(zn+1,1,1) und arg(zn+1,1,2) zu gewährleisten, den Nn-ten Sektor so weit drehen,
dass arg(zn+1,Nn,1) ≥ arg(zn+1,1,2) gilt. Das ist äquivalent zu

(Nn − 1)γn ≥
π

4 · 2kn

und wegen

(Nn − 1)γn =

([
1

δn

]
+ 2− 1

)
δn

π

4 · 2kn
>

π

4 · 2kn
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folgt, dass alle Winkel zwischen arg(zn+1,1,1) und arg(zn+1,1,2) durch die Ver-
drehung abgedeckt sind. Eine analoge Überlegung gilt für alle Winkel zwischen
arg(zn+1,1,k) und arg(zn+1,1,k+1) für k > 1. Daher ist

{arg(zn+1,p,k); p = 1, . . . , Nn, k = 1, . . . 8·2kn} = {0, γn, 2γn, . . . , 8·2knNnγn ≥ 2π}.

Das bedeutet für einen vorgegebenen Winkel ψ ∈ [0, 2π)

min
p,k

dist(ψ, arg(zn+1,p,k)) ≤
γn
2
.

Also ist die Größe ϑn+1 durch den Winkel γn, um den die Sektorenreihen gegen-

einander verdreht sind, sowie durch den größten Radius r
(2)
n,Nn

bestimmt. Da γn
ein kleiner Winkel ist (γn < 2 genügt schon), gilt die Abschätzung tan

(
γn

2

)
≤ γn.

Damit haben wir

ϑn+1 ≤ tan
(γn

2

)
r
(2)
n,Nn

≤ δn
π

4

1

2kn
(rn +Nnan) ≤ δn

rn
2kn

+ δn
Nnan
2kn

.

Nach der obigen Abschätzung (4.3) folgt

ϑn+1 <
ηn
2

+ δn
Nnan
2kn

.

Da nach Definition von Nn die Ungleichung Nn ≤ 1
δn

+2 gilt, folgt für den zweiten
Summanden:

δn
Nnan
2kn

≤ δn

(
1

δn
+ 2

)
an
2kn

= (1 + 2δn)
an
2kn

≤ an
2kn−2

<
ηn
2
,

wobei die letzte Ungleichung wiederum aus (4.3) folgt. Also haben wir ϑn+1 < ηn
und das beweist (3).
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Zu (4):
Zur besseren Veranschaulichung skizzieren wir einen Kreisringsektor Sn+1,p,k:

Abbildung 4.1: Ein Kreisringsektor

Nach Definition von Sn+1,p,k beträgt die
”
Dicke“ dieses Sektors

an − 2−(n+1)2 = ln(n+ 1)− 2−(n+1)2 →∞ (n→∞).

Die Länge des inneren Bogens bn+1 des Sektors kann nach unten abgeschätzt wer-
den. Da der Innenwinkel des Sektors αn für große n ein kleiner Winkel ist, haben
wir die Abschätzung sin

(
αn

2

)
≥ αn

4
und damit ist unter der Berücksichtigung der

Definitionen von α
(1)
n,k und α

(2)
n,k

bn ≥ 2 sin
(αn

2

)
r
(1)
n,1 ≥

1

8

1

2kn
rn =

1

8
ln(n+ 1) →∞ (n→∞).

Daraus folgt (4) und der Hilfssatz ist bewiesen.

Satz 4.1.2 Es gibt eine ganze Funktion Φ mit der folgenden Eigenschaft:
Für alle K ∈M(C), f ∈ A(K) sowie für alle Geraden G existiert eine gegen Un-
endlich konvergente Folge {zn}n auf G, so dass {Φ(z+ zn)}n auf K gleichmäßig
gegen f(z) konvergiert.
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Beweis:
1) Konstruktion von Φ
Es sei {Qn}n die Polynomfolge aus (4.1). Wir erinnern an die Abschätzung (4.2):

|Qn(z1)−Qn(z2)| <
1

n
für alle z1, z2 ∈ {z : |z| ≤ rn−1}, |z1 − z2| < η̃n.

a) Wir definieren rekursiv eine Folge von Polynomen {Pn}n:
Dazu setzen wir P0 = 0 und nehmen an, dass für ein n ∈ N die Polynome
P1, . . . , Pn−1 schon definiert sind. Nach dem Satz von Runge über polynomiale
Approximation gibt es ein Polynom Pn mit folgenden Eigenschaften:

max
H

(1)
n+1

|Pn(z)− Pn−1(z)| <
1

n2
, (4.4)

max
Sn+1,p,k

|Pn(z)−Qn(z − zn+1,p,k)| <
1

n
(4.5)

für alle p = 1, . . . , Nn; k = 1, . . . , 8 · 2kn .

Damit definieren wir

Φ(z) =
∞∑
n=1

(Pn(z)− Pn−1(z)).

Nach Ungleichung (4.4) und Teil (1) von Hilfssatz 4.1.1 ist Φ eine ganze Funktion.

b) Für n ≥ 2 gilt:

Φ(z)− Pn(z) =
∞∑

k=n+1

(Pk(z)− Pk−1(z)),

und damit folgt

max
H

(1)
n+2

|Φ(z)− Pn(z)| ≤
∞∑

k=n+1

max
H

(1)
k+1

|Pk(z)− Pk−1(z)| <
∞∑

k=n+1

1

k2
<

2

n
. (4.6)

c) Für n ∈ N ist U∆n(zn,p,k) = {z : |z − zn,p,k| < ∆n} ⊂ Sn,p,k und daher gilt nach
Abschätzung (4.5)

max
|z−zn+1,p,k|≤∆n+1

|Pn(z)−Qn(z − zn+1,p,k)| <
1

n
(4.7)

2) Nachweis der Universalität von Φ
Seien dazu K ∈M(C), f ∈ A(K) und eine Gerade G gegeben. Wie können ohne
Einschränkung annehmen, dass G den Nullpunkt enthält (sonst nehmen wir eine
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entsprechende Translation im Argument von Φ vor).
a) Nach dem Satz von Mergelyan gibt es eine streng monoton wachsende Folge
{ms}s natürlicher Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

max
K

|Qms−1 − f(z)| < 1

s
(s ∈ N), (4.8)

ms ≥ s, ϑms <
rms−2

2
, ϑms <

∆ms

2
(s ∈ N) (4.9)

mit ϑms und ∆ms aus Hilfssatz 4.1.1.
Ferner wählen wir ein n0 ∈ N und anschließend ein s0 ∈ N mit

K ⊂ U rn0−2
2

(0), K ⊂ U∆ms0
2

(0) ⊂ U∆ms0
(0) und ms0 ≥ n0. (4.10)

Weiterhin gibt es nach Hilfssatz 4.1.1, Teil (3) zu jedem n ∈ N Zahlen pn, ln ∈ N
mit

dist(zn,pn,ln , G) = min
p,k

dist(zn,p,k, G) = ϑn.

Zur Abkürzung setzen wir z̃n = zn,pn,ln .

b) Zunächst gilt für alle s ≥ s0:

max
K

|Φ(z + z̃ms)− f(z)| ≤

≤max
K

|Φ(z + z̃ms)−Qms−1(z)|+ max
K

|Qms−1(z)− f(z)| <

< max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Φ(w)−Qms−1(w − z̃ms)|+
1

s
≤

≤ max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Φ(w)− Pms−1(w)|+

+ max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Pms−1(w)−Qms−1(w − z̃ms)|+
1

s
<

<
2

ms − 1
+

1

ms − 1
+

1

s
→ 0 (s→∞).

Dabei folgt die dritte Zeile aus den Abschätzungen (4.8) und (4.10) unter Berück-
sichtigung des streng monotonen Wachstums von {ms}s. Die letzte Zeile ergibt

sich daraus, dass {w : |w − z̃ms | ≤ ∆ms} ⊂ H
(2)
ms ist nach Definition von ∆ms ;

nach Hilfssatz 4.1.1 Teil (2) ist H
(2)
ms ⊂ H

(1)
ms+1 und mit Abschätzung (4.6) ergibt

sich der erste Summand. Die Abschätzung des zweiten Summanden folgt direkt
aus (4.7).

c) Mit z′n ∈ G bezeichnen wir für alle n ∈ N den Punkt, der

|z′n − z̃n| = dist(z̃n, G) = ϑn
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leistet. Dann gilt für alle s ≥ s0:

max
K

|Φ(z + z̃ms)− Φ(z + z′ms
)| ≤

≤max
K

|Φ(z + z̃ms)−Qms−1(z)|+ max
K

|Qms−1(z)−Qms−1(z + z′ms
− z̃ms)|+

+ max
K

|Qms−1(z + z′ms
− z̃ms)− Φ(z + z′ms

)| =: D1(s) +D2(s) +D3(s).

Die drei letzten Summanden schätzen wir getrennt ab.
i) Der Summand D1(s) wird genauso wie unter b) abgeschätzt. Es folgt

D1(s) <
2

ms − 1
+

1

ms − 1
→ 0 (s→∞).

ii) Nach den Ungleichungen in (4.10) und (4.9) sowie Teil (3) von Hilfssatz 4.1.1
folgt für alle z ∈ K:

K ⊂ U rn0−2
2

(0) ⊂ U rms−2
2

(0),

|z + z′ms
− z̃ms | ≤

rms−2

2
+ ϑms < rms−2 (z ∈ K)

und |z′ms
− z̃ms | ≤ ϑms < ηms−1.

Das ergibt nach der Definition der Folge {ηn}n:

D2(s) = max
K

|Qms−1(z)−Qms−1(z + z′ms
− z̃ms)| <

1

ms − 1
→ 0 (s→∞).

iii) In D3(s) setzen wir w = z + z′ms
. Dann gilt für alle z ∈ K nach den

Abschätzungen in (4.10) und (4.9):

|w − z′ms
| ≤ max

z∈K
|z| ≤ ∆ms

2
, also

|w − z̃ms | ≤ |w − z′ms
|+ |z′ms

− z̃ms | ≤
∆ms

2
+ ϑms < ∆ms .

Damit ist also

D3(s) ≤ max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Φ(w)−Qms−1(w − z̃ms)| → 0 (s→∞),

was genauso wie in b) gezeigt wird.
Setzen wir jetzt zn = z′mn

∈ G, so folgt nach b) und c) die Behauptung des
Satzes.

4.1.2 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen im Einheitskreis

Analog zum vorigen Abschnitt werden wir zunächst Kreisringsektoren im Ein-
heitskreis konstruieren, die bestimmte gewünschte Eigenschaften besitzen. Auch
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hier wird die gleichmäßige Stetigkeit auf Kompakta entscheidend ausgenützt.
Es sei zuerst

{Qn}n (4.11)

eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten aus Q + iQ. Auch hier werden
die Approximationsmengen induktiv konstruiert.
Für n = 0 setzen wir r0 = 1

4
und η0 = 1.

Seien für ein n ∈ N die Zahlen r1, . . . , rn−1 und η1, . . . , ηn−1 bereits definiert. Da
Qn auf jedem Kompaktum gleichmäßig stetig ist, existiert ein η̃n > 0 mit

|Qn(z1)−Qn(z2)| <
1

n
für alle z1, z2 mit |z1|, |z2| ≤ 2, |z1 − z2| < η̃n. (4.12)

Damit setzen wir

ηn = min

{
η̃n, ηn−1,

1

n

}
,

kn =

[
(n+ 3) ln(2) + ln(n+ 2)− ln(n)− ln(ηn)

ln(2)

]
+ 2,

rn = 1− 1

2n
und

δn = min

{
ηn
16
,
1

n

}
.

Mit diesen Bezeichnungen können wir dann folgende Zahlen definieren:
Die Anzahl der Sektorenreihen setzen wir

Nn =

[
1

δn

]
+ 2.

Der Winkel, um den eine Sektorenreihe gegenüber der vorherigen versetzt ist,
definieren wir als

γn = δn
π

4

1

2kn
.

Und schließlich sind die Argument-Begrenzungen des k-ten Sektors einer Sekto-
renreihe

α
(1)
n,k =

(k − 1)π

4 · 2kn
+

1

2

π

8 · 2kn
,

α
(2)
n,k =

kπ

4 · 2kn
− 1

2

π

8 · 2kn
.

Wir definieren die Dicke eines Sektors der n-ten Sektorenreihe mit

an =
1

2n+3

1

Nn

.
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Schließlich setzen wir

r(1)
n,p = rn + 2(p− 1)an und r(2)

n,p = rn + (2(p− 1) + 1)an

für p = 1, . . . , Nn.

Mit diesen Bezeichnungen definieren wir

Sn,p,k =
{
z ∈ D :r

(1)
n−1,p ≤ |z| ≤ r

(2)
n−1,p,

α
(1)
n−1,k + (p− 1)γn−1 ≤ arg(z) ≤ α

(2)
n−1,k + (p− 1)γn−1

}
und

zn,p,k =
1

2

(
r
(1)
n−1,p + r

(2)
n−1,p

)
e

i
2

(
α

(1)
n−1,k+α

(2)
n−1,k+2(p−1)γn−1

)

für p = 1, . . . , Nn−1 und k = 1, . . . , 8 · 2kn−1 , wobei p den Index der Sektorenreihe
angibt und k den Index eines Sektors innerhalb der Reihe.
Dabei ist zn,p,k der

”
Mittelpunkt“ eines jeden Kreisringsektors Sn,p,k.

Als eigentliche Approximationsmengen setzen wir dann

H(1)
n =

{
z ∈ D : |z| ≤ 1− 9

2n+2

}
und H(2)

n =

Nn−1⋃
p=1

8·2kn−1⋃
k=1

Sn,p,k.

Zur Abkürzung schreiben wir im Folgenden

Rϕ = {z : z = reiϕ; r ∈ [0, 1)} für ϕ ∈ [0, 2π).

Hilfssatz 4.1.3 Für die oben definierten Mengen gelten folgende Aussagen:

(1) Die Folge
{
H

(1)
n

}
n

schöpft den Einheitskreis D aus.

(2) Es gilt H
(2)
n ⊂ H

(1)
n+1 und H

(1)
n ∩H(2)

n = ∅ für alle n ∈ N.

(3) Für jeden Radius Rϕ von D gilt mit

ϑn = min
p,k

dist(zn,p,k, Rϕ)

und ∆n = dist(zn,p,k, ∂Sn,p,k) die Beziehung

n

n+ 1

ϑn
∆n

< ηn−1.
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Die Aussage (1) ist klar nach Definition der Folge
{
H

(1)
n

}
n
.

Zu (2):
Wir beachten, dass 1 − 9

2n+2 = rn−1 − 1
2n+2 ist, und daher ist |z| < rn−1 für alle

z ∈ H(1)
n . Außerdem ist |z| ≥ rn−1 für z ∈ H(2)

n und damit folgt H
(1)
n ∩H(2)

n = ∅.

Für alle z ∈ H(2)
n gilt:

|z| ≤ r
(2)
n−1,Nn−1

= 1− 1

2n−1
+ (2Nn−1 − 1)

1

2n+2Nn−1

< 1− 3

2n+1
< 1− 9

2n+3
,

und daher ist H
(2)
n ⊂ H

(1)
n+1.

Zu (3):
Zur Veranschaulichung geben wir die Skizze eines Kreisringsektors:

Abbildung 4.2: Ein Kreisringsektor

Nach denselben Argumenten wir in Hilfssatz 4.1.1 hängt ϑn+1 nur von γn und

r
(2)
n,Nn

ab. Zum einen haben wir wegen tan(γn

2
) ≤ γn:

ϑn+1 ≤ tan
(γn

2

)
r
(2)
n,Nn

≤ δn
π

4

1

2kn

(
1− 1

2n+1

)
,
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zum anderen:

∆n+1 ≥ min

{
an
2
,
bn
2

}
.

Außerdem gilt:

kn >
(n+ 3) ln(2) + ln(n+ 2)− ln(n)− ln(ηn)

ln(2)
+ 1,

was äquivalent ist zu
2n+3 n+2

n

2kn−1
< ηn. (4.13)

Nach Definition von δn gilt 8δn < ηn und δn ≤ 1
n
.

Da wir zwei Abschätzungen für ∆n+1 nach unten haben, müssen wir auch für
ϑn+1

∆n+1
zwei Abschätzungen durchführen. Eine erste Abschätzung ergibt:

ϑn+1
an

2

≤ 2δn
π

4

1

2kn

2n+1 − 1

2n+1
2n+3

(
1

δn
+ 2

)
= 2δn

π

4

1

2kn

2n+1 − 1

2n+1
2n+3 1 + 2δn

δn
≤

≤
2n+3 n+2

n

2kn−1
< ηn,

wobei die letzte Ungleichung nach (4.13) gilt.
Wegen

bn ≥ 2 sin
(αn

2

)
rn ≥

αn
2
rn ≥

π

16 · 2kn

2n − 1

2n

ergibt eine zweite Abschätzung:

ϑn+1

bn
2

≤ 2δn
π

4

1

2kn

2n+1 − 1

2n+1

1

bn
≤ 4

2n+1 − 1

2n − 1
δn < 8δn < ηn.

Aus den letzten drei Abschätzungen folgt (3), und damit sind alle Eigenschaften
bewiesen.

Satz 4.1.4 Es gibt eine Funktion Φ ∈ H(D) mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jedem K ∈M, f ∈ A(K) und jedem ϕ ∈ [0, 2π) gibt es Folgen {a′k}k in (0,∞)
und {b′k}k auf Rϕ derart, dass für jedes z ∈ K {a′nz+ b′n} aus D heraus gegen eiϕ

konvergiert und {Φ(a′nz + b′n)}n auf K gleichmäßig gegen f(z) konvergiert.

Beweis:
1) Konstruktion der universellen Funktion
Es sei {Qn}n die Polynomfolge aus (4.11). Wir erinnern uns, dass

|Qn(z1)−Qn(z2)| <
1

n
für alle z1, z2 mit |z1|, |z2| ≤ 2, |z1 − z2| < ηn
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für alle n ∈ N gilt (siehe (4.12)). Damit und mit Hilfe der obigen Approximati-
onsmengen konstruieren wir induktiv eine Polynomfolge {Pn}n.
Für n = 0 setzen wir P0 = 0.
Wir nehmen an, dass für ein n ∈ N die Polynome P1, . . . , Pn−1 schon definiert
sind. Nach dem Satz von Runge über polynomiale Approximation und Hilfssatz
4.1.3 (2) gibt es ein Polynom Pn mit folgenden Eigenschaften:

max
H

(1)
n+1

|Pn(z)− Pn−1(z)| <
1

n2
, (4.14)

max
Sn+1,p,k

|Pn(z)−Qn(sn(z − zn+1,p,k))| <
1

n
(4.15)

für p = 1, . . . , Nn; k = 1, . . . , 8 · 2kn ,

wobei sn =
n

n+ 1

1

∆n

.

Damit definieren wir nun

Φ(z) =
∞∑
n=1

(Pn(z)− Pn−1(z)).

Nach Ungleichung (4.14) und Hilfssatz 4.1.3 (1) ist dann Φ holomorph im Ein-
heitskreis.
Weiterhin gilt für n ≥ 3 nach (4.14) die folgende Abschätzung:

max
H

(1)
n+2

|Φ(z)− Pn(z)| ≤
∞∑

k=n+1

max
H

(1)
k+1

|Pk(z)− Pk−1(z)| <
2

n
. (4.16)

2) Nachweis der Universalität von Φ
a) Es seienK ∈M(C), f ∈ A(K) und ϕ ∈ [0, 2π) gegeben. Wir wählen ein R ≥ 1
so, dass KR = 1

R
K ⊂ 1

2
D gilt und setzen fR(z) = f(Rz). Dann ist fR ∈ A(KR).

Nach dem Satz von Mergelyan gibt es eine streng monoton wachsende Folge
natürlicher Zahlen {nk}k mit

max
KR

|Qnk−1(z)− fR(z)| < 1

k
. (4.17)

Dann wählen wir ein k0 ≥ 3, so dass für k ≥ k0

KR ⊂
{
z : |z| ≤ snk

∆nk

2
=

nk
2(nk + 1)

}
(4.18)

gilt. Wegen k0 ≥ 3 gilt nach Hilfssatz 4.1.1 (3) und der Definition von ηn für alle
k ≥ k0

ϑnk

∆nk

< ηnk−1 <
1

nk − 1
<

1

2
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und damit

ϑnk
<

∆nk

2
für alle k ≥ k0. (4.19)

b) Zu jedem n ∈ N finden wir Zahlen pn, ln ∈ N mit

dist(zn,pn,ln , Rϕ) = min
p,k

dist(zn,p,k, Rϕ) = ϑn.

Zur Abkürzung setzen wir z̃n = zn,pn,ln für n ∈ N. Dann gilt für alle k ≥ k0:

max
KR

∣∣∣∣Φ( 1

snk

z + z̃nk

)
− fR(z)

∣∣∣∣ ≤
≤ max

|z|≤snk
∆nk

∣∣∣∣Φ( 1

snk

z + z̃nk

)
−Qnk−1(z)

∣∣∣∣+ max
KR

|Qnk−1(z)− fR(z)| ≤

≤ max
|w−z̃nk

|≤∆nk

|Φ(w)− Pnk−1(w)|+

+ max
|w−z̃nk

|≤∆nk

|Pnk−1(w)−Qnk−1(snk
(w − z̃nk

))|+ 1

k
<

<
2

nk − 1
+

1

nk − 1
+

1

k
=: εk.

Dabei folgt die zweite Ungleichung direkt aus (4.17). Die Abschätzung des ersten
Summanden der dritten Zeile folgt aus den Inklusionen

{w : |w − z̃nk
| ≤ ∆nk

} ⊂ H(2)
nk
⊂ H

(1)
nk+1

(siehe Hilfssatz 4.1.3 (2)) und aus der Abschätzung (4.16). Die Abschätzung des
zweiten Summanden folgt direkt aus (4.15).

c) Mit ãk = (Rsnk
)−1 und b̃k = z̃nk

gilt wegen den Abschätzungen

∆n ≤ max

{
an
2
,
bn
2

}
, an ≤

1

2n+3
und

bn ≤ 2 tan
(αn

2

)
rn+2 ≤ 2

π

8 · 2kn

2n+2 − 1

2n+2
≤ 1

2kn

die Beziehung
0 < ãk → 0, b̃k → eiϕ,

und es folgt

max
KR

|Φ(ãkRz + b̃k)− f(Rz)| < εk
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bzw. mit w = Rz

max
K
|Φ(ãkw + b̃k)− f(w)| < εk → 0 (k →∞).

d) Mit z′n ∈ Rϕ werde für n ∈ N der Punkt bezeichnet, der

|z′n − z̃n| = dist(z̃n, Rϕ) = ϑn

leistet. Dann gilt für alle k ≥ k0:

max
KR

∣∣∣∣Φ( 1

snk

z + z̃nk

)
− Φ

(
1

snk

z + z′nk

)∣∣∣∣ ≤
≤max

KR

∣∣∣∣Φ( 1

snk

z + z̃nk

)
−Qnk−1(z)

∣∣∣∣+
+ max

KR

|Qnk−1(z)−Qnk−1(z + snk
(z′nk

− z̃nk
))|+

+ max
KR

∣∣∣∣Qnk−1(z + snk
(z′nk

− z̃nk
))− Φ

(
1

snk

z + z′nk

)∣∣∣∣ =: D1(k) +D2(k) +D3(k).

Die drei Summanden auf der rechten Seite schätzen wir nun getrennt ab:

i) Nach b) ist D1(k) <
2

nk−1
+ 1

nk−1
→ 0 (k →∞).

ii) Für z ∈ KR ⊂ D gilt:

|z + snk
(z′nk

− z̃nk
)| ≤ |z|+ snk

|z′nk
− z̃nk

| ≤ 1 +
nk

nk + 1

ϑnk

∆nk

< 1 + ηnk−1 ≤ 2.

Ferner ist

|z − (z + snk
(z′nk

− z̃nk
))| ≤ snk

ϑnk
=

nk
nk + 1

ϑnk

∆nk

< ηnk−1,

und mit der Definition von ηn folgt D2(k) <
1

nk−1
→ 0 (k →∞).

iii) Mit w = 1
snk
z + z′nk

gilt: z = snk
(w − z′nk

), also folgt z + snk
(z′nk

− z̃nk
) =

snk
(w − z̃nk

). Ferner gilt für alle z ∈ KR nach (4.18) und (4.19):

|w − z̃nk
| =

∣∣∣∣ 1

snk

z + z′nk
− z̃nk

∣∣∣∣ ≤ 1

snk

snk

∆nk

2
+ ϑnk

≤ ∆nk
.

Also haben wir

D3(k) ≤ max
|w−z̃nk

|≤∆nk

|Φ(w)−Qnk−1(snk
(w − z̃nk

))| < 2

nk − 1
+

1

nk − 1
→ 0 (k →∞),
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genauso wie bei D1(k).
Definieren wir nun a′k = (Rsnk

)−1 und setzen b′k = z′nk
, so gilt nach b),c) und

den obigen Abschätzungen:

0 < a′k → 0, b′k ∈ Rϕ, b
′
k → eiϕ und

max
K

|Φ(a′kz + b′k)− f(z)| → 0 (k →∞),

was zu beweisen war.

Mit Hilfe einer konformen Abbildung können wir leicht eine universelle Funkti-
on mit vorgegebenen Approximationswegen auf einem Jordangebiet konstruieren.
Wir benötigen noch die beiden folgenden Definitionen, um unseren Satz für Jor-
dangebiete zu formulieren.

Definition 4.1.5 Es sei G ein Jordangebiet und ϕ : G → D eine konforme
Abbildung, die nach dem Satz von Carathéodory zu einem Homöomorphismus
ϕ : G→ D fortgesetzt sei. Eine Teilmenge S ⊂ G heißt radialer Strahl (bezüglich
ϕ), falls folgenden Eigenschaften erfüllt sind:

(1) S ist eine Kurve mit parametrisierender Funktion ϑ : [0, 1] → G.

(2) Es gibt ein ζ ∈ S, so dass S r {ζ} in G liegt, ohne Einschränkung sei
ζ = ϑ(1).

(3) Es existieren ψ ∈ [0, 2π), t0 ∈ [0, 1), r0 ∈ [0, 1), so dass

ϕ(ϑ([t0, 1])) = {reiψ; r ∈ [r0, 1]}.

Definition 4.1.6 Es sei G ein Jordangebiet und {zn}n eine Folge in G. Wir
sagen, {zn}n liegt asymptotisch auf einem radialen Strahl in G, falls es einen
radialen Strahl S in G gibt, so dass für alle ε > 0 ein N ∈ N existiert mit
dist(zn, S) < ε für alle n ≥ N .

Satz 4.1.7 Es sei G ein Jordangebiet. Dann existiert eine auf G holomorphe
Funktion Ψ mit folgender Eigenschaft:
Für alle K ∈ M(G), f ∈ A(K) sowie für jeden radialen Strahl S in G existiert
eine Folge {ϑn(w)}n, die asymptotisch auf S liegt, so dass {Ψ(ϑn(w))}n auf K
gleichmäßig gegen f(w) konvergiert.

Beweis:
Nach Satz 4.1.4 existiert eine Funktion Φ ∈ H(D) mit der folgenden Eigenschaft:
Zu K ∈M, f ∈ A(K) und ψ ∈ [0, 2π) existieren eine Folge {an}n positiver Zah-
len und eine Folge {bn}n auf Rψ mit an → 0, bn → eiψ, so dass {Φ(anz + bn)}n
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gleichmäßig auf K gegen f(z) konvergiert.
Es sei ϕ : G→ D eine konforme Abbildung, die nach dem Satz von Carathéodory
stetig und bijektiv auf G fortgesetzt sei. Es seien ferner K ∈ M(G), f ∈ A(K),
ein radialer Strahl S in G und ein ε > 0 gegeben.
Die Menge ϕ(K) ist kompakt und hat zusammenhängendes Komplement, ferner
ist f◦ϕ−1 ∈ A(ϕ(K)). Nach der Definition eines radialen Strahls in einem Jordan-
gebiet gibt es eine Funktion ϑ : [0, 1] → G und Zahlen t0, r0 ∈ [0, 1), ψ ∈ [0, 2π)
mit

ϕ(ϑ([t0, 1])) = {reiψ; r ∈ [r0, 1]} =: Gψ,r0 .

Nach Satz 4.1.4 gibt es dann Folgen {an}n in (0,∞) und {bn}n auf Gψ,r0 mit
an → 0, bn → eiψ, so dass

max
ϕ(K)

|Φ(anz + bn)− f(ϕ−1(z))| → 0 (n→∞).

Setzen wir jetzt Ψ = Φ ◦ ϕ, so ist Ψ holomorph auf G, und es gilt

max
ϕ(K)

|Ψ(ϕ−1(anz + bn))− f(ϕ−1(z))| → 0 (n→∞).

Wir setzen R = max
z∈ϕ(K)

|z|. Zu dem vorgegebenen ε > 0 gibt es ein δ > 0, so dass

für alle z1, z2 ∈ D mit |z1 − z2| < δ folgt |ϕ−1(z1)− ϕ−1(z2)| < ε.
Da {an}n eine Nullfolge ist, gibt es ein N ∈ N, so dass |an| < δ

R
ist für alle n ≥ N .

Damit ist |anz| < δ für alle n ≥ N und alle z ∈ ϕ(K). Daher folgt für n ≥ N
und z ∈ ϕ(K)

|ϕ−1(anz + bn)− ϕ−1(bn)| < ε.

Setzen wir also ϑn(w) = ϕ−1(anϕ(w) + bn), so liegt die Folge {ϑn(w)}n für alle
w ∈ K asymptotisch auf S und es gilt:

max
w∈K

|Ψ(ϑn(w))− f(w)| → 0 (n→∞),

was zu beweisen war.

Bemerkung 4.1.8 In obigem Satz geht leider die T-Universalität verloren, da
unter einer konformen Abbildung des Einheitskreises auf ein beliebiges Jordan-
gebiet das Argument

”
anz + bn“ in

”
ϑn(w)“ übergeht.

4.1.3 T-universelle ganze Funktionen bezüglich allgemei-
ner Kurvenscharen

In den vorigen beiden Abschnitten haben wir jeweils T-universelle Funktionen
betrachtet, die bezüglich der vom Nullpunkt ausgehenden Radien T-universell
waren. In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit der Konstruktion einer
Funktion, die bezüglich allgemeinerer Kurvenscharen T-universell ist.
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Der Aufbau der Konstruktion erfolgt jedoch genauso wie in den beiden vorher-
gehenden Abschnitten. Wir definieren also gewisse Hilfsmengen, die wir zur Ap-
proximation benötigen.
Zunächst stellt sich jedoch die Frage, wie allgemein eine Kurvenschar, bezüglich
der eine Funktion T-universell sein soll, überhaupt sein kann. Nach Tenthoff
[Ten00], Beispiel 4.1.2 dürfen sich die Kurven einer solchen Schar zumindest nicht
überschneiden. Wir werden die Konstruktion vermittels einer Hilfsfunktion auf
den Abschnitt 4.1.1 zurückführen.

Es sei ϕ : C → C eine beliebige Funktion, die der folgenden Eigenschaft genügt:
Es gibt m,M > 0, so dass für alle z1, z2 ∈ C gilt:

m|z1 − z2| ≤ |ϕ(z1)− ϕ(z2)| ≤M |z1 − z2| (4.20)

Daraus folgt unmittelbar, dass ϕ stetig und eineindeutig ist. Diese Forderung ist
offenkundig sehr stark, da die beiden Konstanten m und M globale Konstanten
sind, die lediglich von der Funktion ϕ abhängen.

Zur Abkürzung setzen wir

Sα = {ϕ(Gα);α ∈ [0, 2π)},

wobei Gα = {reiα; r ∈ R} die Gerade durch den Nullpunkt ist, die mit der reellen
Achse den Winkel α bildet.

Satz 4.1.9 Es gibt eine ganze Funktion Φ, die über folgende Eigenschaft verfügt:
Für alle Kompakta K ∈ M, alle Funktionen f ∈ A(K) und jedes α ∈ [0, 2π)
existiert eine Punktfolge {zn}n auf Sα, die

max
z∈K

|Φ(z + zn)− f(z)| → 0 (n→∞)

leistet.

Beweis:
0) Konstruktion und Eigenschaften der Approximationsmengen
Es sei {Qn}n eine Abzählung aller Polynome mit rationalem Real- und Ima-
ginärteil der Koeffizienten. Wie in Abschnitt 4.1.1 setzen wir r0 = 1 und η0 = 1.
Für ein n ∈ N seien r0, . . . , rn−1 und r0, . . . , rn−1 schon definiert. Dann gibt es
ein η̃n > 0, so dass

|Qn(z1)−Qn(z2)| <
1

n
für alle z1, z2 ∈ ϕ({z : |z| ≤ rn−1}), |z1 − z2| < Mη̃n.
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Dann setzen wir ηn = min
{
η̃n,

1
n

}
und definieren H

(1)
n und H

(2)
n für n ∈ N wie in

Abschnitt 4.1.1, ebenso Sn,p,k und zn,p,k für n ∈ N; p = 1, . . . , Nn−1;
k = 1, . . . , 8 · 2kn−1 . Wir setzen

z̃n,p,k = ϕ(zn,p,k) (n ∈ N; p = 1, . . . , Nn−1; k = 1, . . . , 8 · 2kn−1),

S̃n,p,k = ϕ(Sn,p,k) (n ∈ N; p = 1, . . . , Nn−1; k = 1, . . . , 8 · 2kn−1),

Ĥ(1)
n = ϕ(H(1)

n ) (n ∈ N),

H̃(2)
n = ϕ(H(2)

n ) (n ∈ N).

Wegen H
(1)
n ⊂ (H

(1)
n+1)

o ist auch Ĥ
(1)
n ⊂ (Ĥ

(1)
n+1)

o, da ϕ stetig und eineindeutig

ist. Damit ist
∞⋃
n=1

Ĥ(1)
n offen. Um dies zu beweisen, sei ein z ∈

∞⋃
n=1

Ĥ(1)
n gegeben.

Dann gibt es ein n ∈ N mit z ∈ Ĥ
(1)
n ⊂ (Ĥ

(1)
n+1)

o. Daher existiert ein δ > 0 mit

Uδ(z) ⊂ Ĥ
(1)
n+1 ⊂

∞⋃
n=1

Ĥ(1)
n . Setzen wir also

T = C \
∞⋃
n=1

Ĥ(1)
n ,

so ist T abgeschlossen und für Tn = T ∩ {z ∈ C : |z| ≤ n} gilt
∞⋃
n=1

Tn = T . Damit

setzen wir
H̃(1)
n = Ĥ(1)

n ∪ Tn.
Die so definierten Mengen erfüllen die von uns gewünschten Eigenschaften:

(1) {H̃(1)
n } schöpft C aus.

(2) Es ist H̃
(1)
n ∩ H̃(2)

n = ∅ und H̃
(2)
n ⊂ H̃

(1)
n+1 für alle n ∈ N.

(3) Für jede Gerade G, die durch den Nullpunkt geht, gilt:

ϑn = min
p,k

dist(z̃n,p,k, ϕ(G)) < Mηn−1 (n ∈ N).

(4) Es gilt ∆n = dist(z̃n,p,k, ∂S̃n,p,k) →∞ (n→∞).

Eigenschaft (1) gilt nach Definition von H̃
(1)
n . Eigenschaft (2) folgt aus Hilfssatz

4.1.1, der Definition von T und der Tatsache, dass ϕ eineindeutig ist. Die Eigen-
schaften (3) und (4) folgen aus den Abschätzungen

ϑn = min
p,k

dist(z̃n,p,k, ϕ(G)) ≤M min
p,k

dist(zn,p,k, G) < Mηn−1,

∆n = dist(z̃n,p,k, ∂S̃n,p,k) ≥ m dist(zn,p,k, ∂Sn,p,k) →∞ (n→∞),
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wobei die jeweils letzten beiden Abschätzungen wiederum aus Hilfssatz 4.1.1 fol-
gen.

1) Konstruktion der universellen Funktion
Wir definieren induktiv eine Folge von Polynomen {Pn}. Es sei P0 = 0. Für
ein n ∈ N seien die Polynome P0, . . . , Pn−1 schon definiert. Nach dem Satz von
Runge über polynomiale Approximation existiert ein Polynom Pn mit folgenden
Eigenschaften:

max
H̃

(1)
n+1

|Pn(z)− Pn−1(z)| <
1

n2
, (4.21)

max
S̃n+1,p,k

|Pn(z)−Qn(z − z̃n+1,p,k| (4.22)

für alle p = 1, . . . , Nn; k = 1, . . . , 8 · 2kn .

Man beachte, dass ϕ stetig und eineindeutig ist und daher die Menge

H̃
(1)
n+1 ∪

Nn⋃
p=1

8·2kn⋃
k=1

S̃n+1,p,k

kompakt ist und zusammenhängendes Komplement hat.
Damit setzen wir

Φ(z) =
∞∑
n=1

(Pn(z)− Pn−1(z))

Dann gilt für n ≥ 2:

max
H̃

(1)
n+2

|Φ(z)− Pn(z)| ≤
∞∑

k=n+1

max
H̃

(1)
k+1

|Pk(z)− Pk−1(z)| <
2

n
.

Ferner ist U∆n(z̃n,p,k) ⊂ S̃n,p,k, also gilt nach (4.22) für alle zulässigen n, p, k ∈ N:

max
|z−z̃n,p,k|≤∆n

|Pn−1(z)−Qn−1(z − z̃n,p,k)| <
1

n− 1
,

wobei {∆n}n die Folge aus 0) ist.

2) Nachweis der Universalität von Φ
Es sei K ein Kompaktum mit zusammenhängendem Komplement, f ∈ A(K) und
α ∈ [0, 2π).

a) Nach dem Satz von Mergelyan können wir eine streng monoton wachsende
Folge natürlicher Zahlen {ms}s wählen mit ms ≥ s und

max
K
|Qms−1 − f(z)| < 1

s
(s ∈ N). (4.23)
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Ferner gibt es ein n0 ∈ N mit K ⊂ ϕ
(
Urn0−2

)
und ein s0 ∈ N mit ms0 ≥ n0 und

K + Uϑms
(0) ⊂ ϕ

(
Urms−2

)
(s ≥ s0),

K ⊂ U∆ms
2

(0), ϑms <
∆ms

2
(s ≥ s0).

Dabei sind {∆m}m und {ϑm}m die Folgen aus 0). Ferner gibt es zu jedem n ∈ N
Zahlen pn, ln ∈ N mit

dist(z̃n,pn,ln , Sα) = min
p,k

dist(z̃n,p,k, Sα) = ϑn.

Zur Abkürzung setzen wir z̃n = z̃n,pn,ln .

b) Es gilt für s ≥ s0:

max
K

|Φ(z + z̃ms)− f(z)| ≤

≤max
K

|Φ(z + z̃ms)−Qms−1(z)|+ max
K

|Qms−1(z)− f(z)| <

< max
|z|≤∆ms

|Φ(z + z̃ms)−Qms−1(z)|+
1

s
≤

≤ max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Φ(w)−Qms−1(w − z̃ms)|+
1

s
≤

≤max
H̃

(2)
ms

|Φ(w)− Pms−1(w)|+ max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Pms−1(w)−Qms−1(w − z̃ms)|+
1

s
.

Jetzt gilt nach 0) und 1):

max
H̃

(2)
ms

|Φ(w)− Pms−1(w)| ≤ max
H̃

(1)
ms+1

|Φ(w)− Pms−1(w)| < 2

ms − 1
.

Ferner ist nach 1):

max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Pms−1(w)−Qms−1(w − z̃ms)| <
1

ms − 1
.

Setzen wir also εs = max
K

|Φ(z + z̃ms)− f(z)|, so konvergiert {εs}s gegen Null.

c) Wir bezeichnen mit z′n ∈ Sα den Punkt, der

|z′n − z̃n| = dist(z̃n, Sα)

erfüllt. Dann haben wir für s ≥ s0:

max
K

|Φ(z + z̃ms)− Φ(z + z′ms
)| ≤

≤max
K

|Φ(z + z̃ms)−Qms−1(z)|+ max
K

|Qms−1(z)−Qms−1(z + z′ms
− z̃ms)|+

+ max
K

|Qms−1(z + z′ms
− z̃ms)− Φ(z + z′ms

)| =: D1(s) +D2(s) +D3(s)
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Diese drei Summanden werden wir getrennt abschätzen.
i) Nach b) gilt D1(s) → 0 (s→∞).
ii) Wegen

K ⊂ ϕ
(
Urn0−2

)
⊂ ϕ

(
Urms−2

)
,

|z′ms
− z̃ms | ≤ ϑms < Mηms−1

und damit

K + z′ms
− z̃ms ⊂ K + Uϑms

(0) ⊂ ϕ
(
Urms−2(0)

)
haben wir

D2(s) = max
K

|Qms−1(z)−Qms−1(z + z′ms
− z̃ms)| <

1

ms − 1
→ 0 (s→∞).

iii) In D3(s) setzen wir w = z + z′ms
. Dann gilt für s ≥ s0 und alle z ∈ K:

|w − z′ms
| ≤ max

z∈K
|z| ≤ ∆ms

2
,

also

|w − z̃ms | ≤ |w − z′ms
|+ |z′ms

− z̃ms | ≤
∆ms

2
+ ϑms < ∆ms .

Daher ist nach i)

D3(s) ≤ max
|w−z̃ms |≤∆ms

|Φ(w)−Qms−1(w − z̃ms)| → 0 (s→∞).

Setzen wir zn = z′mn
∈ Sα, so folgt nach 2b-c die Behauptung des Satzes.

Bemerkung 4.1.10 Die Forderung (4.20) ist für ganze Funktionen sehr restrik-
tiv. Ist nämlich ϕ ein ganze Funktion, die (4.20) mit den Konstanten m,M > 0
genügt, so gilt für die Ableitung ϕ′ in jedem Punkt z0 ∈ C:

|ϕ′(z0)| = lim
z→z0

∣∣∣∣ϕ(z)− ϕ(z0)

z − z0

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣M(z − z0)

z − z0

∣∣∣∣ = M.

Also ist ϕ′ beschränkt und daher nach dem Satz von Liouville eine Konstante.
Daher gibt es Zahlen a, b ∈ C, so dass ϕ die Gestalt ϕ(z) = az + b hat.
Damit ϕ also nicht trivial ist, sollte ϕ keine ganze Funktion sein.
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Bemerkung 4.1.11 Wir können uns bei den Parametern für die Kurvenschar
{Sα;α ∈ [0, 2π)} auch auf ein echtes Teilintervall I ⊂ [0, 2π) beschränken. Das

folgt aus der Konstruktion der Mengenfolgen {H̃(1)
n }n und {H̃(2)

n }n.
Daraus folgt auch direkt, dass eine analoge Konstruktion wie in obigem Satz
eine T-universelle Funktion mit vorgegebenen Approximationswegen auf einem
Sektorgebiet ergeben kann.

Satz 4.1.12 Es sei ψ : [0,∞) → R eine stetige Funktion. Wir definieren für
z ∈ C, z = teiα die Funktion

ϕ(z) = ϕ(teiα) = tei(α+ψ(t)) = zeiψ(|z|).

Dann ist ϕ eine Funktion, die (4.20) genügt.

Beweis:
1) Zunächst gilt für w1, w2 ∈ C und w = |w2|

|w1|w1 = |w2|ei arg(w1) die Ungleichung

|w2 − w1| ≥ |w − w1| (4.24)

Wir zeigen das, indem wir w1 und w2 als Vektoren im R2 auffassen; das kanonische
Skalarprodukt bezeichnen wir mit (w1, w2). Dann gilt:

|w − w1|2 = (|w2| − |w1|)2 = |w1|2 + |w2|2 − 2|w1||w2| ≤
≤ |w1|2 + |w2|2 − 2(w1, w2) = |w1 − w2|2

Dabei gilt die erste Gleichung nach der Definition von w und die Abschätzung
am Ende der ersten Zeile nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

2) Wir zeigen schrittweise, dass ϕ die Eigenschaft (4.20) erfüllt.
a) Es seien zunächst z1, z2 ∈ C mit |z1| = |z2|. Dann gilt:

ϕ(z1)− ϕ(z2) = |z1|
(
ei(arg(z1)+ψ(|z1|)) − ei(arg(z2)+ψ(|z2|))

)
=

= |z1|eiψ(|z1|)
(
ei arg(z1) − ei arg(z2)

)
.

Also ist

|ϕ(z1)− ϕ(z2)| = |z1|
∣∣ei arg(z1) − ei arg(z2)

∣∣ = |z1 − z2|.
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Da ψ und damit auch ϕ stetig ist, gibt es nach der letzten Abschätzung Kon-
stanten δ, s, S > 0, so dass für alle z1, z2 ∈ C mit

|z1| < |z2| < (1 + δ)|z1|

die Funktion ϕ der Abschätzung

s|z1 − z2| ≤ |ϕ(z1)− ϕ(z2)| ≤ S|z1 − z2|

genügt.

b) Es seien z1, z2 ∈ C, ohne Einschränkung z1 6= z2 und |z2| > |z1|. Ist z1 = 0, so
gilt

|ϕ(z2)− ϕ(z1)| = |ϕ(z2)| =
∣∣|z2|ei(arg(z2)+ψ(|z2|))

∣∣ = |z2| = |z1 − z2|.

Es sei also z1 6= 0.
Ist |z2|

|z1| < (1 + δ), so gilt nach a)

s|z1 − z2| ≤ |ϕ(z1)− ϕ(z2)| ≤ S|z1 − z2|.

Es sei jetzt C = |z2|
|z1| ≥ (1 + δ). Dann ist

|z2| − |z1| = (C − 1)|z1|

und
|z2 − z1| ≤ |z2|+ |z1| ≤ (C + 1)|z1|.

Damit ist

|z2| − |z1| ≥
C − 1

C + 1
|z2 − z1|.

Eine kurze Untersuchung der Funktion g(t) = t−1
t+1

auf [1 + δ,∞) ergibt

min{g(t); t ≥ 1 + δ} = g(1 + δ).

Folglich gilt für alle z1, z2 mit |z2|
|z1| ≥ (1 + δ):

|z2| − |z1| ≥
δ

2 + δ
|z2 − z1|.

Damit ist nach 1)

|ϕ(z1)− ϕ(z2)| =
∣∣|z1|ei(arg(z1)+ψ(|z1|)) − |z2|ei(arg(z2)+ψ(|z2|))

∣∣ ≥
≥
∣∣|z2|ei(arg(z1)+ψ(|z1|)) − |z1|ei(arg(z1)+ψ(|z1|))

∣∣ =

= ||z2| − |z1|| = |z2| − |z1| ≥
δ

2 + δ
|z1 − z2|.
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Außerdem ist |ϕ(zj)| = |zj| (j = 1, 2), und daher folgt

|ϕ(z1)− ϕ(z2)| ≤
2 + δ

δ
(|ϕ(z1)| − |ϕ(z2)|) =

2 + δ

δ
(|z2| − |z1|) =

=
2 + δ

δ
||z2| − |z1|| ≤

2 + δ

δ
|z2 − z1|

Setzen wir also

m = min

{
s,

δ

2 + δ

}
, M = max

{
S,

2 + δ

δ

}
,

so genügt ϕ der Eigenschaft (4.20).

Beispiel 4.1.13 Die Funktion ψ aus dem obigen Satz lässt genügend Gestal-
tungsspielraum für allgemeine Kurvenscharen.

(1) Setzen wir ψ(t) = t, so ist {Sα;α ∈ [0, 2π)} eine Schar von Spiralen.

(2) Für ψ(t) = sin(t) ist {Sα;α ∈ [0, 2π)} eine Schar von Wellenlinien.

Dabei ist {Sα;α ∈ [0, 2π)} die Kurvenschar aus Satz 4.1.9.

4.1.4 Die Struktur der T-universellen Funktionen im Raum
H(C)

Wir können schon alleine aus der Tatsache, dass es eine T-universelle Funktion
bezüglich irgendeiner Kurvenschar gibt, schließen, dass die Menge dieser Funk-
tionen eine im Raum H(C) dichte Gδ-Menge ist. Das Beweisverfahren hierzu
stammt von Duyos Ruiz [Duy84].

Satz 4.1.14 Die Menge aller (etwa nach Satz 4.1.9) T-universellen ganzen Funk-
tionen ist eine dichte Gδ-Menge 2. Kategorie im Raum (H(C), d).

Beweis:
1) Zunächst ist die Menge aller T-universellen Funktionen dicht in H(C). Es sei
dazu Φ ∈ H(C) T-universell im Sinne von Satz 4.1.9. Dann ist auch Φζ = Φ(·+ζ)
T-universell für beliebiges ζ ∈ C. Denn zu K ∈ M, f ∈ A(K), α ∈ [0, 2π) und
ε > 0 gibt es nach Satz 4.1.9 ein b ∈ Sα mit

max
w∈K+{ζ}

|Φ(w + b)− f(w − ζ)| < ε.

Setzen wir in der letzten Beziehung z = w − ζ, so gilt

max
z∈K

|Φζ(z + b)− f(z)| < ε,
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und damit ist auch Φζ T-universell im Sinne von Satz 4.1.9, denn K ∈ M und
f ∈ A(K) waren beliebig. Also ist nach Definition der T-Universalität die Menge
{Φζ ; ζ ∈ C} dicht in H(C).

2) Es seien f ∈ H(C), R > 0 und ε > 0 gegeben. Wir zeigen, dass die Men-
ge

M(f, ε, R) =

{
g ∈ H(C) : inf

α∈[0,2π),ζ∈Sα

(
max
|z|≤R

|g(z + ζ)− f(z)|
)
≥ ε

}
nirgends dicht in H(C) ist. Dazu nehmen wir an, es gäbe eine Funktion F ∈ H(C)
und ein δ > 0, so dass M(f, ε, R) dicht in Uδ(F ) = {h ∈ H(C) : d(h, F ) < δ} ist.
Nach 1) gibt es eine T-universelle Funktion Ψ ∈ Uδ(F ). Nach unserer Annahme
existiert eine Folge von Funktionen {Φn}n aus M(f, ε, R) mit d(Φn,Ψ) → 0.
Andererseits gibt es zu festem α ∈ [0, 2π) ein ξ ∈ Sα mit

max
|z|≤R

|Ψ(z + ξ)− f(z)| < ε

2
.

Ferner gibt es ein N ∈ N mit

max
|z|≤|ξ|+R

|Φn(z)−Ψ(z)| < ε

2
(n ≥ N).

Also folgt für alle n ≥ N :

max
|z|≤R

|Φn(z + ξ)− f(z)| ≤

max
|z|≤R

|Φn(z + ξ)−Ψ(z + ξ)|+ max
|z|≤R

|Ψ(z + ξ)− f(z)| < ε

2
+
ε

2
= ε.

Also ist Φn /∈M(f, ε, R) – ein Widerspruch. Damit ist M(f, ε, R) nirgends dicht.

3) Es sei {fm;m ∈ N} dicht in (H(C), d) (etwa die Menge aller Polynome mit
rationalem Real- und Imaginärteil der Koeffizienten). Die Menge der nicht T-
universellen Funktionen ist darstellbar als

∞⋃
m=1

∞⋃
k=1

∞⋃
n=1

M

(
fm,

1

k
, n

)
.

Das ist nach 2) eine Menge 1. Kategorie. Da (H(C), d) ein vollständiger me-
trischer Raum ist, ist H(C) eine Menge 2. Kategorie und die Menge aller T-
universellen Funktionen damit auch.

4) Wir zeigen, dass M(f, ε, R)c für f ∈ H(C), R > 0 und ε > 0 eine offene
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Menge in (H(C), d) ist. Dazu sei g ∈ M(f, ε, R)c gegeben. Nach Definition des
Infimums existiert ein δ > 0 und α∗ ∈ [0, 2π), ζ∗ ∈ Sα∗ mit

max
|z|≤R

|g(z + ζ∗)− f(z)| < ε− δ.

Wir setzen

Ũδ(g) =

{
h ∈ H(C) : max

|z|≤R+|ζ∗|
|h(z)− g(z)| < δ

}
.

Dann gilt für alle h ∈ Ũδ(g):

max
|z|≤R

|h(z + ζ∗)− f(z)| ≤

≤ max
|z|≤R

|h(z + ζ∗)− g(z + ζ∗)|+ max
|z|≤R

|g(z + ζ∗)− f(z)| ≤

≤ max
|z|≤R+|ζ∗|

|h(z)− g(z)|+ ε− δ < δ + ε− δ = ε.

Also gilt Ũδ(g) ⊂ M(f, ε, R)c, und da nach Satz 1.1.1 ein η > 0 existiert mit
Uη(g) ⊂ Ũδ(g), ist M(f, ε, R)c für jede Wahl von f ∈ H(C), ε > 0, R > 0 offen
in H(C). Daher ist nach 3) die Menge der T-universellen Funktionen eine dichte
Gδ-Menge 2. Kategorie in H(C), und der Satz ist damit bewiesen.

4.2 Generischer Ansatz

Zuerst definieren wir, was wir unter einer allgemeinen Kurvenschar in einem be-
schränkten Gebiet verstehen. Danach führen wir den speziellen Begriff des

”
r-

Abstandes“ zwischen zwei beschränkten Kurven ein. Dieser Begriff dient lediglich
zur Vereinfachung der Terminologie bei der anschließenden Beweisführung und
ist gesondert nicht von Interesse. Zuletzt definieren wir noch, was wir unter einer

”
kontinuierlichen“ Kurvenschar verstehen wollen. Auch dieser Begriff ist nicht von

eigenständigem Interesse, zumal wir in einem darauf folgenden Satz eine einfache
hinreichende Bedingung für die Kontinuität einer Kurvenschar vorstellen.

Definition 4.2.1 Es seien I, J ⊂ R Intervalle und zα : I −→ C für jedes α ∈ J
eine stetige Funktion mit den Eigenschaften

(1) lim
t→inf(I)

zα(t) = 0 gleichmäßig bezüglich α ∈ J ,

(2) lim
t→sup(I)

zα(t) = ∞,

(3) Aus zα(s) = zβ(t) folge schon s = t und α = β.
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Dann nennen wir die Funktionenfamilie (zα)α∈J zusammen mit den Intervallen I
und J eine allgemeine Kurvenschar (von Null nach Unendlich). Als Bezeichnung
schreiben wir kurz {zα; I, J}.

Definition 4.2.2 Es seien I, J ⊂ R Intervalle und zα : I −→ C für jedes α ∈ J
eine stetige Funktion mit den Eigenschaften

(1) lim
t→inf(I)

zα(t) = z0 ∈ D gleichmäßig bezüglich α ∈ J ,

(2) lim
t→sup(I)

zα(t) ∈ ∂D,

(3) aus zα(s) = zβ(t) folge schon s = t und α = β.

Dabei ist das z0 ∈ D in (1) für jedes α ∈ J dasselbe.
Dann nennen wir die Funktionenfamilie (zα)α∈J zusammen mit den Intervallen
I und J eine allgemeine Kurvenschar (im Einheitskreis D). Als Bezeichnung
schreiben wir kurz {zα; I, J}.

Bemerkung 4.2.3 Die Bedingung (3) in obiger Definition ist notwendig, damit
sich die Kurven innerhalb der Kurvenschar nicht überschneiden. Das stellt eine
notwendige Bedingung dar, damit überhaupt universelle Funktionen bezüglich
einer solchen Kurvenschar existieren können, siehe etwa [Ten00], Beispiel 4.1.2.

Definition 4.2.4 Es seien I ⊂ R ein Intervall und x, y : I −→ C zwei stetige
beschränkte Funktionen. Wir setzen Cx = x(I) und Cy = y(I) und definieren den
r-Abstand zwischen Cx und Cy als

r-dist(Cx, Cy) = max
t∈I

|x(t)− y(t)|.

Definition 4.2.5 Eine Kurvenschar C = {zα; I, J} von Kurven von Null nach
Unendlich heißt kontinuierlich, falls eine höchstens abzählbare Teilmenge J̃ ⊂ J
existiert, so dass für alle δ > 0, α ∈ J und j ∈ N ein α̃ ∈ J̃ existiert, mit dem
gilt:

r-dist(zα(I) ∩ {z : |z| ≤ j}, zα̃(I) ∩ {z : |z| ≤ j}) < δ.

Bemerkung 4.2.6 Es ist klar, dass eine kontinuierliche Kurvenschar von Null
nach Unendlich weiterhin kontinuierlich bleibt, falls sie auf ein beschränktes Ge-
biet eingeschränkt wird.

Satz 4.2.7 Es sei C = {zα; I, J} eine allgemeine Kurvenschar von Null nach
Unendlich derart, dass die Abbildung (β, t) 7→ zβ(t) auf J × I stetig ist. Dann ist
C kontinuierlich.
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Beweis:
Wir setzen J̃ = (J ∩Q) ∪ (∂J ∩ J). Dann ist J̃ abzählbar.
Es seien δ > 0, α ∈ J, j ∈ N gegeben. Wir setzen ohne Einschränkung voraus,
dass δ < 1 ist.
In Abhängigkeit von der Art des Intervalls I setzen wir für ein M ∈ N:

IM =


(
inf(I), inf(I) + 1

M

)
falls inf(I) ∈ (−∞,∞), I links offen

(−∞,−M) falls inf(I) = −∞[
inf(I), inf(I) + 1

M

)
falls inf(I) = min(I).

Nach Voraussetzung (beachte, dass die Konvergenz gegen Null gleichmäßig be-
züglich J ist) können wir M ∈ N so wählen, dass

sup

{
|zβ(t)|; t ∈ IM , |β − α| ≤ 1

M

}
<
δ

2

gilt. Dieses M halten wir fest. Ferner definieren wir

tα = sup

{
t ∈ I : |zβ(t)| < 2j für alle β mit |β − α| ≤ 1

M

}
.

Nach Voraussetzung und der Eigenschaft, dass die Kurve zα(I) von Null nach
Unendlich geht, ist tα ∈ (sup(IM), sup(I)). Mit dieser Zahl setzen wir
Iα = [sup(IM), tα].
Da wir ohne Einschränkung annehmen können, dass α /∈ ∂J ist (sonst könn-
ten wir einfach α̃ = α wählen und wären fertig), gibt es ein η ∈

(
0, 1

M

)
mit

[α− η, α+ η] ⊂ J .
Nun ist (β, t) 7→ zβ(t) nach Voraussetzung stetig und daher auf dem Kompak-
tum [α − η, α + η]× Iα gleichmäßig stetig. Also existiert ein ε ∈

(
0, 1

M

)
, so dass

|zβ(s) − zγ(t)| < 2δ
3

für alle β, γ ∈ [α − η, α + η], s, t ∈ Iα mit |β − γ| < ε und
|s− t| < ε gilt. Insbesondere gilt

|zα(t)− zβ(t)| <
2δ

3
für alle β ∈ (α− ε, α+ ε), t ∈ Iα.

Wählen wir also ein α̃ ∈ (α− ε, α+ ε) ∩Q, so ist α̃ ∈ J̃ und es gilt

max
t∈Iα

|zα(t)− zα̃(t)| ≤
2δ

3
< δ

sowie nach der Definition von IM

max
t∈IM

|zα(t)− zα̃(t)| ≤ max
t∈IM

|zα(t)|+ max
t∈IM

|zα̃(t)| <
δ

2
+
δ

2
= δ.

Ferner gilt nach der Definition von Iα und IM :

Ĩ = z−1
α ({z : |z| ≤ j}) ∪ z−1

α̃ ({z : |z| ≤ j}) ⊂ IM ∪ Iα.
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Das bedeutet also nach den letzten beiden Abschätzungen

max
t∈Ĩ

|zα(t)− zα̃(t)| < δ,

und das heißt gerade

r-dist(zα(I) ∩ {z : |z| ≤ j}, zα̃(I) ∩ {z : |z| ≤ j}) < δ,

was zu beweisen war.

4.2.1 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen im Einheitskreis

Für die folgende Beweisführung legen wir noch einige abkürzende Bezeichnungen
fest. Es sei zunächst C = {zα; I, J} eine kontinuierliche Kurvenschar im Einheits-
kreis D.
Nun können wir die Klasse von Funktionen definieren, von der wir beweisen wer-
den, dass sie nichtleer ist und darüber hinaus eine dichte Gδ-Menge im Raum der
auf dem Einheitskreis holomorphen Funktionen bildet.

Definition 4.2.8 Die Menge aller Funktionen f ∈ H(D) mit der folgenden Ei-
genschaft heißt Klasse der T-universellen Funktionen bezüglich der Kurvenschar
C in D und wird mit UC(D) bezeichnet:
Für jedes Kompaktum K ∈ M(C), jede Funktion g ∈ A(K), jeden Parameter
γ ∈ J (der eine Kurve Cγ ∈ C definiert) und jedes ε > 0 gibt es Familien von
Zahlen (aδ)δ∈(0,1) und (bδ)δ∈(0,1) mit aδ ∈ (0, 1) und bδ ∈ Uδ(Cγ), so dass für alle
δ ∈ (0, 1)

max
z∈K

|f(aδz + bδ)− g(z)| < ε, |bδ − ζ0| < ε gilt.

Dabei ist ζ0 = lim
t→sup(I)

zγ(t).

Satz 4.2.9 Es sei C eine kontinuierliche Kurvenschar im Einheitskreis.
Dann ist die Menge UC(D) der T-universellen Funktionen mit vorgegebenen Ap-
proximationswegen im Einheitskreis eine in H(D) dichte Gδ−Menge.

Beweis:
Zuerst definieren wir einige Mengen zur Abkürzung.

(1) Für jedes m ∈ N sei Lm = {z : |z| ≤ m}.

(2) Es sei {pj}j eine Folge von Polynomen mit Koeffizienten aus Q + iQ.
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(3) Da C kontinuierlich ist, können wir eine Menge {Cp; p ∈ N} ⊂ C wählen, so
dass für jedes γ ∈ J und jedes δ > 0 ein p ∈ N existiert mit

r-dist(Cp, Cγ) < δ.

(4) Für p ∈ N werde mit ζp der Endpunkt bzw. Grenzpunkt von Cp auf ∂D
bezeichnet.

(5) Für p ∈ N sei {bnp}n eine in Cp dichte Punktfolge.

(6) Die Folge {ak}k sei eine Folge positiver Zahlen, die in (0, 1) dicht liegt.

Für m, j, p, s, t, k, n ∈ N setzen wir

OC(m, j, p, s, t, k, n) =
{
g ∈ H(D) : max

z∈Lm

|g(akz + bnp)− pj(z)| <
1

s
;

|bnp − ζp| <
1

t

}
.

1) Darstellung von UC(D)
Es gilt die Gleichung

UC(D) =
∞⋂

m,j,p,s,t=1

∞⋃
k,n=1

OC(m, j, p, s, t, k, n). (4.25)

Es sei f ein Element der rechten Seite von (4.25) und es seienK ∈M(C), g ∈ A(K),
γ ∈ J, ε > 0 und δ ∈ (0, 1) gegeben. Wir können ohne Einschränkung δ < ε

2
an-

nehmen. Zuerst setzen wir

ζ0 = lim
t→sup(I)

zγ(t) und C = zγ(I).

Dann gibt es ein m ∈ N, so dass K ⊂ Lm gilt. Ferner existieren s, t ∈ N, so dass
1
s
< ε

2
, 1
t
< ε

2
gilt. Ferner finden wir nach dem Satz von Mergelyan ein j ∈ N, das

Folgendes erfüllt:

max
K

|pj(z)− g(z)| < ε

2
.

Zu γ ∈ J können wir ein p ∈ N wählen mit

r-dist(Cp, Cγ) < δ.

Nach den Eigenschaften der Menge auf der rechten Seite von (4.25) existieren
n, k ∈ N mit

max
Lm

|f(akz + bnp)− pj(z)| <
1

s
und |bnp − ζp| <

1

t
.
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Damit gilt

|bnp − ζ0| ≤ |bnp − ζp|+ |ζp − ζ0| <
1

t
+ δ < ε

und

max
K

|f(akz + bnp)− g(z)| ≤

≤max
Lm

|f(akz + bnp)− pj(z)|+ max
K

|pj(z)− g(z)| < 1

s
+
ε

2
< ε.

Ferner ist bnp ∈ Uδ(Cγ), und damit ist f ∈ UC(D). Damit folgt, dass die Menge
auf der rechten Seite von (4.25) Teilmenge der Menge auf der linken Seite ist.

Es sei nun f ein Element der linken Seite von (4.25) und m, j, p, s, t ∈ N gegeben.
Dann existieren nach Voraussetzung Folgen {a′h}h aus (0, 1) und {bh}h aus D mit
bh ∈ U 1

h
(Cp), so dass

max
Lm

|f(a′hz + bh)− pj(z)| <
1

2s
, |bh − ζp| <

1

2t
.

Für h ∈ N setzen wir dh = dist(a′hLm + bh, ∂D) > 0 und

Km,h = U dh
2

(a′hLm + bh),

so ist Km,h für alle h ∈ N ein Kompaktum in D. Da f auf diesem Kompaktum
gleichmäßig stetig ist, existiert für alle h ∈ N ein δh ∈ (0, dh

2
), so dass

|f(z1)− f(z2)| < 1
2s

für alle z1, z2 ∈ Km,h, |z1 − z2| < δh.
Da {ak}k in (0, 1) dicht ist und {bnp}n auf Cp dicht ist, gibt es für ein genügend
großes festes H ∈ N Zahlen k, n ∈ N mit |ak − a′H | < δH

2m
und

|bnp − bH | < min
{
δH
2
, 1

2t

}
. Damit ist dann für alle z ∈ Lm:

|akz + bnp − (a′Hz + bH)| < δH , also auch akLm + bnp ⊂ Km,H , und daher gilt:

max
Lm

|f(akz + bnp)− pj(z)| ≤

≤max
Lm

|f(akz + bnp)− f(a′Hz + bH)|+ max
Lm

|f(a′Hz + bH)− pj(z)| <
1

2s
+

1

2s
=

1

s

Schließlich ist |bnp − ζp| ≤ |bnp − bH | + |bH − ζp| < 1
2t

+ 1
2t

= 1
t

und damit ist die
Menge auf der linken Seite von (4.25) Teilmenge der Menge auf der rechten Seite.
Also gilt die Beziehung (4.25).

2)

Für alle m, j, p, s, t ∈ N ist
∞⋃

k,n=1

OC(m, j, p, s, t, k, n) dicht in H(D). (4.26)
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Es seien m, j, p, s, t ∈ N fest und f ∈ H(D), ein Kompaktum K ⊂ D und ε > 0
gegeben.
Zunächst existiert ein B ⊃ K mit B ∈ M(D). Da B auch eine kompakte Teil-
menge von D ist, gibt es ein δ > 0 mit Uδ(ζp) ∩ B = ∅. Da Cp eine Kurve ist,
die auf der Einheitskreislinie ∂D endet und {ak}k in (0, 1) dicht ist, können wir
Zahlen k, n ∈ N wählen, so dass |bnp − ζp| < min

{
1
t
, δ

2

}
und 0 < ak <

δ
2m

gilt.
Die Beziehung bnp ∈ Cp gilt ohnehin.
Also haben wir für alle z ∈ Lm:

|akz + bnp − ζp| ≤ ak|z|+ |bnp − ζp| <
δ

2m
m+

δ

2
= δ.

und damit
akLm + bnp ⊂ Uδ(ζp) ⊂ Bc.

Nach dem Satz von Runge über polynomiale Approximation gibt es daher ein
Polynom p mit

max
B

|p(z)− f(z)| < ε,

max
Lm

|p(akz + bnp)− pj(z)| <
1

s
.

Damit ist p
”
nahe“ an f , es ist p ∈ OC(m, j, p, s, t, k, n), und das beweist (4.26).

3)

Für alle m, j, p, s, t, k, n ∈ N ist OC(m, j, p, s, t, k, n) offen in H(D). (4.27)

Es seien m, j, p, s, t, k, n ∈ N fest und f ∈ OC(m, j, p, s, t, k, n). Wir setzen

δ =
1

s
−max

Lm

|f(akz + bnp)− pj(z)| > 0

und definieren damit

Ũδ(f) =

{
g ∈ H(D) : max

Lm

|g(akz + bnp)− f(akz + bnp)| < δ

}
.

Es gilt für alle g ∈ Ũδ(f):

max
Lm

|g(akz + bnp)− pj(z)| ≤

≤max
Lm

|g(akz + bnp)− f(akz + bnp)|+ max
Lm

|f(akz + bnp)− pj(z)| <

<
1

s
−max

Lm

|f(akz + bnp)− pj(z)|+ max
Lm

|f(akz + bnp)− pj(z)| =
1

s
.
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Also ist Ũδ(f) ganz in OC(m, j, p, s, t, l, k, n) enthalten. Nach Satz 1.1.1 gibt es
ein ε > 0 mit Uε(f) = {h ∈ H(D) : d(h, f) < ε} ⊂ Ũδ(f). Da f beliebig war,
folgt (4.27).

Zusammenfassend gilt also: Nach (4.25) und (4.27) ist UC(D) eine Gδ-Menge in
H(D). Da nach (4.26) die Menge

∞⋃
k,n=1

OC(m, j, p, s, t, k, n)

für alle m, j, p, s, t ∈ N dicht in H(D) liegt, so folgt mit dem Satz von Baire und
nochmaliger Anwendung von (4.27), dass UC(D) dicht in H(D) liegt.

Bemerkung 4.2.10 Es sei C = {zα; I, J} eine höchstens abzählbare Kurven-
schar, d.h. die parametrisierende Menge J ist nicht ein Intervall, sondern eine
Teilmenge der natürlichen Zahlen. Dann kann nach der obigen Beweisführung
die Definition einer universellen Funktion noch verschärft werden:
Die Menge aller Funktionen f ∈ H(D) mit folgender Eigenschaft heißt Menge
der T-universellen Funktionen bezüglich der Kurvenschar C in D:
Für alle K ∈ M, g ∈ A(K), jeden Parameter γ ∈ J (der eine Kurve Cγ ∈ C
definiert) und jedes ε > 0 existieren Zahlen a ∈ (0, 1) und b ∈ Cγ mit

max
K
|f(az + b)− g(z)| < ε |b− ζ0| < ε,

wobei ζ0 = lim
t→sup(I)

zγ(t) ist.

Das bedeutet also, dass die Menge dieser Funktionen eine dichte Gδ-Menge in
H(D) ist.

Denn im Beweis des vorigen Satzes ist dann {Cp; p ∈ N} identisch mit der Kur-
venschar C selbst.

4.2.2 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen auf beschränkten Gebieten

Wir können die im vorigen Abschnitt angegebenen Ergebnisse auch auf beschränk-
te Gebiete übertragen. Die Beweisführung bleibt fast wörtlich dieselbe, lediglich
bei einem Ergebnis benötigen wir eine leichte Abwandlung.
Zunächst definieren wir analog zum Einheitskreis, was wir unter einer allgemeinen
Kurvenschar in einem beschränkten Gebiet verstehen.

Definition 4.2.11 Es sei G ⊂ C ein beschränktes Gebiet, I, J ⊂ R Intervalle
und zα : I −→ C für jedes α ∈ J eine stetige Funktion mit den Eigenschaften
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(1) lim
t→inf(I)

zα(t) = z0 ∈ G gleichmäßig bezüglich α ∈ J ,

(2) lim
t→sup(I)

zα(t) ∈ ∂G,

(3) Aus zα(s) = zβ(t) folge schon s = t und α = β.

Dabei ist das z0 ∈ G in (1) für jedes α ∈ J dasselbe.
Dann nennen wir die Funktionenfamilie (zα)α∈J zusammen mit den Intervallen
I und J eine allgemeine Kurvenschar (im Gebiet G). Als Bezeichnung schreiben
wir kurz {zα; I, J}.

Definition 4.2.12 Es sei G ⊂ C ein beschränktes Gebiet und {zα; I, J} eine all-
gemeine Kurvenschar in G. Die Menge aller Funktionen f ∈ H(G) mit folgender
Eigenschaft heißt Menge der T-universellen Funktionen bezüglich der Kurven-
schar C in G und wird mit UC(G) bezeichnet:
Zu jedem K ∈ M, jedem g ∈ A(K), jedem Parameter γ ∈ J (der eine Kurve
Cγ ∈ C definiert) und beliebigem ε > 0 existieren Familien von Punkten (aδ)δ∈(0,1)

und (bδ)δ∈(0,1) mit

aδ ∈ (0, 1) und bδ ∈ Uδ(Cγ) (δ ∈ (0, 1)),

max
K

|f(aδz + bδ)− g(z)| < ε sowie |bδ − ζ0| < ε (δ ∈ (0, 1)).

Dabei ist ζ0 = lim
t→sup(I)

zγ(t).

Satz 4.2.13 Es sei G ein beschränktes Gebiet und C = {zα; I, J} ein allgemeine
kontinuierliche Kurvenschar in G.
Die Menge UC(G) aller T-universellen Funktionen bezüglich C in G ist eine dichte
Gδ-Menge im Raum H(G) aller auf G holomorphen Funktionen.

Beweis:

Zunächst benötigen wir eine ganze Reihe von Definitionen:

(1) Wir setzen Lm = {z ∈ C : |z| ≤ m} für m ∈ N.

(2) Es sei {pj}j eine Abzählung aller Polynome mit rationalem Real- und Ima-
ginärteil der Koeffizienten.

(3) Da C eine kontinuierliche Kurvenschar ist, können wir eine Menge von Kur-
ven {Cp; p ∈ N} ⊂ C wählen mit der Eigenschaft, dass zu jedem γ ∈ J und
jedem δ > 0 ein p ∈ N existiert mit

r-dist(Cp, Cγ) < δ.
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(4) Für p ∈ N sei ζp der Endpunkt bzw. Grenzpunkt von Cp auf ∂G.

(5) Für p ∈ N sei {bnp}n eine in Cp dichte Punktfolge.

(6) Es sei {ak}k eine Folge reeller Zahlen, die in (0, 1) dicht ist.

Ferner definieren wir für m, j, p, s, t, k, n ∈ N:

OC(m, j, p, s, t, k, n) =
{
g ∈ H(G) : max

Lm

|g(akz + bnp)− pj(z)| <
1

s
,

|bnp − ζp| <
1

t

}
.

1) Es gilt folgende Beziehung:

UC(G) =
∞⋂

m,j,p,s,t=1

∞⋃
k,n=1

OC(m, j, p, s, t, k, n). (4.28)

Das wird vollkommen analog zu (4.25) bewiesen.

2)

Für alle m, j, p, s, t ∈ N ist
∞⋃

k,n=1

OC(m, j, p, s, t, k, n) dicht in H(G). (4.29)

Es seien Zahlenm, j, p, s, t ∈ N, eine Funktion f ∈ H(G), ein KompaktumK ⊂ G
und ein ε > 0 gegeben.
Da K kompakt ist, können wir ein δ > 0 wählen mit Uδ(ζp)∩K = ∅. Wir wählen
dann k, n ∈ N so, dass

|bnp − ζp| < min

{
1

t
,
δ

2

}
, 0 < ak <

δ

2m
.

Dann haben wir für alle z ∈ Lm:

|akz + bnp − ζp| ≤ |ak||z|+ |bnp − ζp| <
δ

2m
m+

δ

2
= δ.

Also ist akLm + bnp ⊂ Uδ(ζp) ⊂ Kc.
Nach dem Satz von Runge über rationale Approximation existiert eine rationale
Funktion R mit Polen höchstens in ∂G, die Folgendes leistet:

max
K
|R(z)− f(z)| < ε,

max
Lm

|R(akz + bnp)− pj(z)| <
1

s
.
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Da insbesondere R ∈ H(G) gilt, folgt R ∈ OC(m, j, p, s, t, k, n), und (4.29) ist
bewiesen.

3)

Für alle m, j, p, s, t, k, n ∈ N ist OC(m, j, p, s, t, k, n) offen in H(G). (4.30)

Auch der Beweis hierzu verläuft genauso wie der Beweis von (4.27).

Mit Hilfe von 1) - 3) und des Kategoriesatzes von Baire folgt die Behauptung
von Satz 4.2.13.

Bemerkung 4.2.14 Auch hier kann in Analogie zum vorigen Abschnitt der Satz
4.2.13 verschärft werden, wenn eine höchstens abzählbare Kurvenschar C vorliegt.
D.h. die Menge aller Funktionen f ∈ H(G) mit folgender Eigenschaft ist eine
dichte Gδ-Menge im Raum H(G):
Für jedes Kompaktum K ∈M, jede Funktion g ∈ A(K), jeden Parameter γ ∈ J
(der eine Kurve Cγ ∈ C definiert) und jedes ε > 0 können wir Punkte a ∈ (0, 1)
und b ∈ Cγ wählen mit

max
K

|f(az + b)− g(z)| < ε und |b− ζ0| < ε.

Dabei ist ζ0 = lim
t→sup(I)

zγ(t).

Satz 4.2.15 Jede Funktion f ∈ H(G) kann als Summe zweier Funktionen aus
UC(G) geschrieben werden.

Der folgende Beweis stammt von J.-P. Kahane [Kah83].
Es sei eine Funktion f ∈ H(G) gegeben. Die Abbildung

Tf (g) : H(C) → H(C), Tf (g) = g + f (g ∈ H(C))

ist ein Homöomorphismus.
Da die Menge UC(G) eine dichte Gδ-Menge in H(G) ist, gilt dasselbe für

Tf (UC(G)) = UC(G) + f.

Nach dem Baireschen Kategoriesatz haben wir also

UC(G) ∩ (UC(G) + f) 6= ∅.

Also existieren g, h ∈ UC(G) mit f = g−h. Wegen −h ∈ UC(G) folgt die Behaup-
tung.
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Bemerkung 4.2.16 Auch hier haben wir es mit zwei verschiedenen Begriffen
von Universalität zu tun, der Definition von UC(G) aus diesem Abschnitt und der
Definition, die sich aus der Eigenschaften der Funktionen aus den Sätzen 4.1.2,
4.1.4 und 4.1.9 (konstruktiv bewiesen) ergibt. Bezüglich dieser Sätze erinnern wir
daran, dass speziell für den Einheitskreis eine Funktion Φ ∈ H(D) T-universell
bezüglich einer Kurvenschar (Sα)α im Einheitskreis ist, falls Folgendes gilt:
Zu jedem Kompaktum K ∈M, jeder Funktion g ∈ A(K), jedem Index
α ∈ [0, 2π) und jedem ε > 0 gibt es Zahlen a ∈ (0, ε) und b ∈ Sα mit

|b− ζα| < ε, max
z∈K

|Φ(az + b)− g(z)| < ε.

Dabei ist ζα der Grenzpunkt von Sα auf ∂D.

Die letztere Definition ist offensichtlich stärker, da bei der Definition im gene-
rischen Ansatz lediglich verlangt wurde, dass in Φ(az + b) der Punkt b in einer
beliebig kleinen Umgebung einer Kurve liegt und nicht auf der Kurve.
Gehen wir zu höchstens abzählbaren Kurvenscharen über, so stimmen die De-
finitionen nach Bemerkung 4.2.14 fast überein. Lediglich bei den nach der kon-
struktiven Methode bewiesenen Sätzen wurde in

”
Φ(anz + bn)“ noch verlangt,

dass {an}n gegen Null konvergiert. Dem gegenüber musste bei der Definition von
UC(G) in

”
f(az + b)“ lediglich a ∈ (0, 1) gelten. Ist aber in der Definition von

UC(G) für K ∈ M das Innere von K nichtleer, so stimmen auch hier die beiden
Definitionen überein, da dann in

”
f(az+ b)“ die Zahl a gegen Null streben muss,

wenn b gegen einen Randpunkt des betrachteten Gebietes konvergiert.

Um dies zu zeigen, sei f ∈ UC(D) für eine Kurvenschar C = {zα; I; J} im Einheits-
kreis. Es seien ein Kompaktum K ∈ M mit nichtleerem Inneren, eine Funktion
g ∈ A(K) und ein Parameter γ ∈ J gegeben. Wir setzen ζ0 = lim

t→sup(I)
zγ(t) und

C = zγ(I). Nach Satz 4.2.9 existieren dann Zahlenfolgen {an}n und {bn}n mit
an ∈ (0, 1) und bn ∈ U 1

n
(C) mit |bn − ζ0| < 1

n
sowie

max
z∈K

|f(anz + bn)− g(z)| < 1.

Wir nehmen an, dass {an}n nicht gegen Null konvergiert. Dann gibt es eine Teil-
folge {ank

}k und ein δ > 0, so dass |ank
| ≥ δ ist für k ∈ N. Wegen Ko 6= ∅

existieren ein Punkt z0 ∈ K und eine Zahl η > 0 mit Uη(z0) ⊂ K. Nun ist zum
einen

anK + bn ⊂ D für alle n ∈ N.
Zum anderen ist für k ∈ N

ank
Uη(z0) + bnk

⊃ Uδη(z0) + bnk
,

und da {bnk
}k gegen ζ0 ∈ ∂D konvergiert, gibt es ein k0 ∈ N, so dass

ank
Uδη(z0) + bnk



76

KAPITEL 4. T-UNIVERSELLE FUNKTIONEN MIT
VORGEGEBENEN APPROXIMATIONS-

WEGEN

für k ≥ k0 Punkte außerhalb von D hat, womit auch ank
K+bnk

Punkte außerhalb
von D hat – ein Widerspruch. Also muss {an}n gegen Null konvergieren.
Das zeigt, dass die zwei verschiedenen Begriffe der T-Universalität hier für abzähl-
bare Kurvenscharen und zu approximierende Funktionen auf Kompakta mit
nichtleerem Inneren übereinstimmen.
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