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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Das Ziel dieses ersten Kapitels ist es, die Fragestellungen, welche dieser Ar-
beit zugrunde liegen, zu erörtern und sie in einen Zusammenhang mit be-
stehenden Ergebnissen zu stellen. Diese Arbeit selbst ist in ihrer Gesamtheit
der mathematischen Disziplin Funktionentheorie und der dortigen Teildiszi-
plin Approximationstheorie zuzuordnen, und wir beschäftigen uns mit der
Konstruktion holomorpher Funktionen mit sogenannten universellen Eigen-
schaften.

1.1 Notationen

Bevor wir uns jedoch dem Stand der Forschung auf diesem Gebiet nähern,
führen wir zunächst einige Bezeichnungen ein, die wir sogleich bei der For-
mulierung der wesentlichen Grundergebnisse vorteilhaft verwenden können.

Definition 1.1. Wir bezeichnen mit

M := {K ⊂ C : K kompakt, Kc zusammenhängend}

die sogenannte
”
Mergelian-Familie“. Jedes Element der Mergelian-Familie

nennen wir auch eine Mergelian-Menge.

Definition 1.2. Für eine Teilmenge M von C bezeichnen wir mit M◦ das
Innere von M. Ferner setzen wir:

C(M) := {f : f ist stetig auf M},
H(M) := {f : f ist holomorph auf M},
A(M) := C(M) ∩H(M◦).

Als nächstes definieren wir auf dem Funktionenraum A(M) für eine beliebige
Menge M die Metrik der gleichmäßigen Konvergenz :
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation

Definition 1.3. Es sei M ⊂ C eine beliebige nichtleere Menge. Im Funktio-
nenraum A(M) setzen wir

δ(f, g) := min

(
sup
z∈M

|f(z)− g(z)|, 1
)

, f, g ∈ A(M),

sowie für ein f ∈ A(M) kurz

‖f‖ := ‖f‖M := δ(f, 0).

Wie man leicht sieht, ist (A(M), δ) ein metrischer Raum.

Die drei wichtigsten Ergebnisse der komplexen Approximationstheorie, die
auch mehrfach in dieser Arbeit Anwendung finden werden, lauten mittels
obiger Bezeichnungen wie folgt:

Satz 1.4 (Runge, polynomial [24] (1885)). Es seien K ∈ M, f ∈ H(K),
sowie ein ε > 0 gegeben. Dann existiert ein Polynom P mit ‖f − P‖K < ε.

Satz 1.5 (Mergelian [20] (1952)). Es seien K ∈ M, f ∈ A(K), sowie ein
ε > 0 gegeben. Dann existiert ein Polynom P mit ‖f − P‖K < ε.

Satz 1.6 (Arakelian [1] (1968)). Es seien G ⊂ C ein beliebiges Gebiet und
G? = G∪{∞} die Ein-Punkt-Kompaktifizierung von G. Des Weiteren sei F
eine abgeschlossene Teilmenge von G, sodass G?\F zusammenhängend und
an ∞ lokal zusammenhängend ist. Ferner seien f ∈ A(F ), sowie ein ε > 0
gegeben. Dann existiert eine in G holomorphe Funktion g mit ‖f − g‖F < ε.

Eine abgeschlossene Teilmenge F eines beliebigen Gebietes G, für welche
G?\F zusammenhängend und an ∞ lokal zusammenhängend ist, wird des
Öfteren auch als Arakelian-Menge in G bezeichnet. Nähere Erläuterungen
zu diesen beiden topologischen Bedingungen findet man etwa in [7] oder [21].
Weiter weisen wir an dieser Stelle darauf hin, dass der Satz von Mergelian
bezüglich der polynomialen und der Satz von Arakelian bezüglich der holo-
morphen Approximation bestmöglich sind.

1.2 Der metrische Raum H(G)

In diesem Abschnitt sei G eine offene Menge in C, insbesondere ist hierbei
auch G = C möglich.
Ein Anliegen dieser Arbeit wird es sein, auch Aussagen über die Größe der
Mengen der

”
universellen“ Funktionen im Raum H(G) zu treffen. Dazu be-

darf es zunächst einmal einer für diese Zwecke besser geeigneten
”
natürlichen“
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Metrik auf diesem Raum, als dies die bereits definierte Metrik der gleichmäßi-
gen Konvergenz wäre.
Beweise und detailliertere Darstellungen der folgenden Resultate findet man
etwa in Conway [5, Kapitel VII]. Das folgende Lemma über die

”
Ausschöp-

fung“ offener Mengen durch Kompakta benötigen wir in diesem Abschnitt
zunächst nur mit einer Teilaussage. Die Gesamtaussage brauchen wir jedoch
später.

Lemma 1.7. Es sei G eine offene Menge in C. Dann existiert eine Folge
{Kn} kompakter Teilmengen von G mit

G =
∞⋃

n=1

Kn.

Darüber hinaus können die Kn so gewählt werden, dass zusätzlich gilt:

1. Kn ⊂ K◦
n+1 für alle n ∈ N.

2. Zu jedem Kompaktum K ⊂ G existiert ein N ∈ N mit K ⊂ KN .

3. Jede Komponente von C?\Kn enthält eine Komponente von C?\K (für
alle n ∈ N).

Für eine offene Menge G in C mit G =
∞⋃

n=1

Kn, sowie Kn kompakt und

Kn ⊂ K◦
n+1, definieren nun eine weitere Metrik auf H(G).

Definition 1.8. Es seien f, g ∈ H(G); wir setzen

dn(f, g) := ‖f − g‖Kn = max
z∈Kn

|f(z)− g(z)|,

d(f, g) :=
∞∑

n=1

1

2n
· dn(f, g)

1 + dn(f, g)
.

(1.1)

Für eine Funktion f ∈ H(G) sei d(f) := d(f, 0).

Wie man leicht sieht, ist auch (H(G), d) ein metrischer Raum. Ebenfalls klar
ist das nächste Ergebnis, welches sich jedoch als überaus nützlich erweisen
wird.

Lemma 1.9. Es seien G eine offene Menge in C und d die Metrik aus
Definition 1.8.
Zu gegebenem ε > 0 existiert ein δ > 0 und ein Kompaktum K ⊂ G derart,
dass für alle Funktionen f und g in H(G) gilt:

‖f − g‖K < δ impliziert d(f, g) < ε.
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Sind umgekehrt ein δ > 0 und ein Kompaktum K ⊂ G gegeben, so existiert
ein ε > 0, dass für alle f, g ∈ H(G) gilt:

d(f, g) < ε impliziert ‖f − g‖K < δ.

Mit diesem Lemma zeigt man sodann, dass der Raum H(G) mit dieser Metrik
zu einem Banach-Raum wird.

Satz 1.10. Es seien G eine offene Menge in C und d die Metrik aus Defi-
nition 1.8. Dann gilt:

1. (H(G), d) ist ein vollständiger metrischer Raum.

2. Für eine Folge {fn}n∈N in H(G) und eine Funktion f ∈ H(G) gilt
d(fn, f) → 0 (n → ∞) genau dann, wenn {fn(z)}n∈N auf jeder kom-
pakten Teilmenge von G gleichmäßig gegen f(z) konvergiert, was wir
im Folgenden kurz mit kompakter Konvergenz auf G bezeichnen werden.

Die Metrik d aus (1.1) ist eine natürliche Metrik auf dem Raum aller in
einer vorgegebenen offenen Menge G holomorphen Funktionen. Sie erzeugt
in üblicher Weise eine Topologie auf H(G), die in Anbetracht der zweiten
Eigenschaft des vorigen Satzes auch als lokal-gleichmäßige oder kompakt-
offene Topologie bezeichnet wird.

1.3 Stand der Forschung

Ausgangspunkt einer Reihe von Ergebnissen zu universellen Funktionen im
Komplexen - im Besonderen zu sogenannten translationsuniversellen oder
kurz T-universellen Funktionen - ist der Satz von Birkhoff [3], welcher in
einer äquivalenten Fassung lautet:

Satz 1.11 (Birkhoff (1929)). Es sei {zn}n∈N eine beliebige Folge unbeschränk-
ter komplexer Zahlen.
Dann gibt es eine ganze Funktion ϕ derart, dass zu jedem Kompaktum K ∈
M und jeder Funktion f ∈ A(K) eine Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen
existiert mit

ϕ(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Da es gelegentlich wichtig ist, bezüglich welcher Folge {zn}n∈N diese Funktion
ϕ die obige Eigenschaft besitzt, sprechen wir im Folgenden auch davon, dass
die Funktion T-universell bezüglich {zn}n∈N ist.
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Explizite Beispiele universeller Funktionen in diesem Sinne sind bislang noch
praktisch unbekannt. Die Riemannsche Zeta-Funktion stellt hierbei die

”
pro-

minente“ Ausnahme einer translationsuniversellen Funktion dar, vgl. Voro-
nin [25]:

Satz 1.12 (Voronin (1975)). Es sei ζ die Riemannsche Zeta-Funktion.
Dann existiert zu jedem Kr := Kr(

3
4
) := {z : |z − 3

4
| ≤ r} mit 0 < r < 1

4
,

jeder Funktion f ∈ A(Kr), die zudem nullstellenfrei in K◦
r ist, und jedem

ε > 0 ein t > 0, sodass gilt

‖ζ(z + i t)− f(z)‖Kr < ε.

Nicht unerwähnt lassen wollen wir hierbei neuere Untersuchungen zu Ap-
proximationen mit der Riemannschen Zeta-Funktion, die von Gauthier und
Tarkhanov [8] stammen.

Eine zweite Klasse von Funktionen, die häufig auch als ableitungsuniversell
bezeichnet wird, geht auf MacLane [19] zurück.

Satz 1.13 (MacLane (1952)). Es existiert eine ganze Funktion ϕ, sodass
zu jeder ganzen Funktion f eine Teilfolge {nk}k∈N der natürlichen Zahlen
existiert mit

ϕ(nk)(z) → f(z) kompakt in C (k →∞).

In Resultaten wie dem Satz von Birkhoff, dem Satz von MacLane und zahl-
reichen anderen Ergebnissen wird die Existenz dieser universellen Funktionen
mittels konstruktiver Methoden oder durch die Anwendung des Baireschen
Kategoriesatzes gesichert. Wir verwenden im Folgenden die erstere Methode,
worunter wir die Konstruktion einer holomorphen Funktion über Polynom-
reihen unter Verwendung der Sätze von Runge und Mergelian oder die direk-
te Konstruktion einer holomorphen Funktion mit universellen Eigenschaften
mit Hilfe des Satzes von Arakelian verstehen.
Unabhängig davon, welche der genannten Beweisanordnungen gewählt wird,
so ist es doch stets von enormer Wichtigkeit, dass der Raum H(C) – versehen
mit der lokal-gleichmäßigen Topologie – ein separabeler metrischer Raum ist,
da etwa die Menge aller Polynome, bei denen die Real- und Imaginärteile aller
Koeffizienten rational sind, eine abzählbare und dichte Teilmenge des H(C)
ist. Versieht man den Raum H(C) mit der Metrik der gleichmäßigen Kon-
vergenz δ aus Definition 1.3, so gilt dies leider nicht mehr, wie das folgende
allgemeinere Resultat zeigt:

Satz 1.14. Es sei E ⊂ C eine abgeschlossene und nicht beschränkte Menge.
Dann ist der metrische Raum (A(E), δ) nicht separabel, d. h. es existiert in
A(E) keine abzählbare dichte Teilmenge.
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Beweis. Da E nicht beschränkt ist, existiert eine Folge {ζn}n∈N mit

ζn ∈ E (n ∈ N), |ζν − ζµ| ≥ c > 0 (ν 6= µ) und |ζn| → ∞ (n →∞).

Die Vereinigung dieser Punkte heiße F :=
∞⋃

n=1

{ζn}.

Mit X bezeichnen wir die überabzählbare Menge aller Folgen, die ausschließ-
lich aus −1 und 1 bestehen, also

X := {x = {xn}n∈N : xn ∈ {−1, 1}}.

Die Menge C?\F ist zusammenhängend und an ∞ lokal zusammenhängend.
Nach dem Satz von Arakelian existiert somit zu jeder Folge x = {xn}n∈N ∈ X
eine ganze Funktion gx mit

|gx(ζn)− xn| <
1

2
(n ∈ N).

Alle so erklärten Funktionen gx sind verschieden und liegen im Funktionen-
raum A(E), das bedeutet

B := {gx : x ∈ X}

ist eine überabzählbare Teilmenge von A(E).
Wenn wir annehmen, A(E) besitze eine abzählbare dichte Teilmenge
D ⊂ A(E), so gäbe es zu jedem x ∈ X eine Funktion dx ∈ D mit
δ(dx, gx) < 1

2
.

Es seien zwei verschiedene Folgen x(1) = {x(1)
n }n∈N, x(2) = {x(2)

n }n∈N ∈ X

gegeben. Dann existiert mindestens ein n0 ∈ N mit x
(1)
n0 6= x

(2)
n0 , also

|x(1)
n0 − x

(2)
n0 | = 2. Wegen

|gx(i)(ζn0)− x(i)
n0
| < 1

2
und |dx(i)(ζn0)− gx(i)(ζn0)| <

1

2
, i = 1, 2,

folgt dx(1)(ζn0) 6= dx(2)(ζn0). Für verschiedenes x ∈ X sind somit auch die
zugehörigen Funktionen dx ∈ D verschieden. Da X überabzählbar ist, kann
D nicht abzählbar sein.

Wie der Beweis von Satz 1.14 zeigt, gibt es auch keine abzählbare Men-
ge

”
einfacherer“, z. B. sogar unstetiger, Funktionen, aus denen heraus jede

Funktion f ∈ A(E) beliebig gut approximierbar ist.
Hieraus ergibt sich nun unmittelbar, dass es keinen

”
Birkhoff-Satz“ für ab-

geschlossene anstelle kompakter Mengen der nachstehenden Form gibt.
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Folgerung 1.15. Es sei {zn}n∈N eine beliebige Folge unbeschränkter kom-
plexer Zahlen.
Dann existiert keine ganze Funktion ϕ derart, dass zu jeder abgeschlossenen
Arakelian-Menge E in C und jeder Funktion f ∈ A(E) eine Teilfolge {nk}k∈N
natürlicher Zahlen existiert mit

ϕ(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf E (k →∞).

Mit der gleichen Argumentation ist es ebenso klar, dass es auch keinen

”
MacLane-Satz“ mit gleichmäßiger anstelle von kompakter Konvergenz in C

geben kann.

Folgerung 1.16. Es existiert keine ganze Funktion ϕ, sodass zu jeder ganzen
Funktion f eine Teilfolge {nk}k∈N der natürlichen Zahlen existiert mit

ϕ(nk)(z) → f(z) gleichmäßig in C (k →∞).

Nachdem wir hier bereits zwei denkbare Resultate kennengelernt haben, die
auf den Sätzen von Birkhoff und MacLane basieren, die aber – wie gezeigt –
nicht gelten können, sprechen wir nun über Ziele dieser Arbeit.

Eine unserer Aufgaben ist es, universelle Funktionen im Sinne Birkhoff und
MacLanes zu konstruieren, die zusätzlich auf jeder Geraden beschränkt sind,
auf jeder Geraden gegen 0 konvergieren oder an bestimmten vorgegebenen
Punkten Nullstellen besitzen.

1.4 Hauptergebnisse

In Kapitel 2 beschäftigen wir uns zunächst mit bekannten Resultaten im Be-
reich der

”
Translationsuniversalitäten“. Die Konstruktion solcher Funktionen

erfolgt mit einer wesentlich vereinfachten alternativen Beweismethode, die
als wichtigstes Hilfsmittel den Satz von Arakelian verwendet. Bei allen bis-
herigen Beweisanordnungen wurde dieses Ergebnis nicht eingesetzt, jedoch
scheint diese neu entwickelte Technik zur Konstruktion universeller Funktio-
nen überaus erfolgversprechend zu sein.

Das dritte Kapitel umfasst die Konstruktion ganzer Funktionen, die eine

”
Translationsuniversalität“ besitzen, und überdies auf jeder Geraden be-

schränkt sind. Dies ist schon insofern interessant, da ganze universelle Funk-
tionen stets nach dem Satz von Liouville in der gesamten komplexen Ebene
unbeschränkt sein müssen.
In einer ersten Konstruktion ist hierzu ein Resultat entstanden, bei dem die
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Kapitel 1 Einleitung und Motivation

ganze Funktion auf jeder Geraden beschränkt und T-universell bezüglich ei-
ner bestimmten, aus der Beweiskonstruktion entstandenen Translationsfolge
ist, siehe Satz 3.4. Durch eine gewisse Modifikation erreicht man, dass die
konstruierten Funktionen sogar auf jeder Geraden gegen Null konvergieren.

Wie erwähnt ist das Ergebnis längst nicht für jede
”
Translationsfolge“

b := {bn}n∈N richtig. In Satz 3.6 geben wir eine notwendige und hinreichende
Charakterisierung aller Folgen b an, mit der T-universelle Funktionen kon-
struiert werden können. Das besondere an diesen Resultaten ist, dass die
Menge aller Funktionen, die bezüglich b universell und auf jeder Geraden be-
schränkt sind, keine residuale Teilmenge des Raumes aller ganzen Funktionen
versehen mit der natürlichen Metrik der lokal-gleichmäßigen Topologie bildet.
In nahezu allen bislang in der Literatur diskutierten Beispielen

”
universeller

Phänomene“ ist dies nämlich der Fall, vgl. Große-Erdmann [11]. Mit Hil-
fe einer Beweistechnik, die u. a. bei Bernal-González, Calderón-Moreno und
Prado-Bassas [2] Anwendung findet, gelingt der Nachweis, dass es sich bei
der Menge dieser

”
universellen Elemente“ sogar um einen dichten linearen

Teilraum handelt, der jedoch – wie erwähnt – keine residuale Teilmenge des
Raumes aller ganzen Funktionen versehen mit der lokal-gleichmäßigen Topo-
logie bildet.

Im folgenden Kapitel 4 gehen wir der Fragestellung nach, ob es möglich ist,
die Konstruktion T-universeller ganzer Funktionen mit Hilfe des Satzes von
Arakelian derart zu modifizieren, um damit Aussagen über die Existenz uni-
verseller Funktionen mit der zusätzlichen Vorgabe von Nullstellen zu erzielen.
Der Satz 4.1’ zeigt, dass dies in gewisser Weise möglich ist, allerdings stel-
len wir fest, dass nur ein Teil der Nullstellen vorgeschrieben werden kann,
während ein anderer sich zwangsläufig aus der Konstruktion ergibt.
Weitere Untersuchungen zeigen dann sogar auf, dass das Vorhandensein die-
ser weiteren Nullstellen absolut notwendig ist. Da allerdings aus der Form der
in Satz 4.1’ konstruierten universellen Funktion die Lage aller Nullstellen be-
kannt ist, können wir auch eine T-universelle ganze Funktion mit regelmäßig
kontrollierbarer Nullstellenasymptotik konstruieren, siehe Satz 4.8. Dies ist,
wie wir meinen, eine recht überraschende Tatsache, da sich nämlich Funktio-
nen mit universellen Eigenschaften zumeist eher durch

”
Unregelmäßigkeiten“

auszeichnen.

Anschließend untersuchen wir in Kapitel 5 dieselbe Fragestellung für ab-
leitungsuniverselle Funktionen. Im Gegensatz zu T-universellen Funktionen
gelang Herzog [12] der Nachweis der Existenz nullstellenfreier ableitungs-
universeller Funktionen. Wir weisen nach, dass ableitungsuniverselle Funk-
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tionen existieren, die abzählbar viele vorgeschriebene Nullstellen besitzen.
Die Konstruktion einer solchen Funktion erfolgt als Polynomreihe mit Hilfe
des Satzes von Walsh über die simultane Approximation und Interpolation,
Lagrange Interpolationspolynomen, sowie grundlegenden Eigenschaften der
Weierstraßschen Elementarfunktionen.

Funktionen mit zwei simultan auftretenden universellen Eigenschaften sind
das Thema in Kapitel 6. Die dort erzeugten Funktionen sind im Einheits-
kreis translations- bzw. ableitungsuniversell, und die Partialsummen ihrer
Potenzreihenentwicklung besitzen außerhalb des Einheitskreises universelle
Verteilungen ihrer Nullstellenhäufungspunkte.
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Kapitel 2

Translationsuniverselle
Funktionen

Für den Bereich der Translationsuniversalitäten stellt sich der Satz von Ara-
kelian, der bekanntlich in gewissem Sinne eine Verallgemeinerung des Satzes
von Mergelian ist, als geeignetes Hilfsmittel heraus, holomorphe Funktionen
mit diesen universellen Eigenschaften direkt zu erzeugen. In diesem Kapitel
geben wir zunächst einige Beispiele bereits existenter Resultate an, deren
Beweise sich durch die Anwendung des Arakelianschen Satzes erheblich ver-
einfachen.
Später werden wir dann in den Kapiteln 3 und 4 sehen, dass sich diese Be-
weismethode und die dort verwendeten Konstruktionen sogar dazu eignen,

”
neue“ universelle Funktionen zu erzeugen.

2.1 T-universelle ganze Funktionen

Das einfachste Beispiel einer T-universellen ganzen Funktion ist der bereits
genannte Satz von Birkhoff, zu dem ein Beweis der oben erwähnten Art be-
reits in [21] angegeben ist.
Eine zweite Art von Translationsuniversalität sind die

”
multiplikativen“

Translationen ϕ(zn · z) für eine vorgegebene Folge komplexer Zahlen {zn}n∈N
und eine ganze Funktion ϕ. Wir greifen in Satz 2.2 - wenn auch nicht in
voller Allgemeingültigkeit - ein Resultat von Luh [16] auf, in welchem beide
Arten, d. h. additive wie multiplikative Translationen, verknüpft werden, und
beweisen dies auf die angesprochene

”
neue“ Art.

Wir beginnen mit einem bekannten Lemma, welches wir für den folgenden
Satz und auch an vielen anderen Stellen benötigen, und welches der inter-
essanten Frage nachgeht, ob die Ableitungen ϕ(j)(j ∈ N0) einer T-universellen
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Funktion ϕ ihrerseits auch T-universell sein müssen.

Lemma 2.1. Es sei {zn}n∈N eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen.
Für j ∈ N0 bezeichnen wir folgende Eigenschaft mit

(Aj): Die Folge der additiven Translationen {ϕ(j)(z + zn)}n∈N
ist dicht in A(K) für alle K ∈ M.

Erfüllt eine ganze Funktion ϕ die Eigenschaft (A0), dann erfüllt sie auch
(Aj) für alle j ∈ N.

Der Begriff der Dichtheit bedeutet in der Situation von (Aj), dass zu festem
j ∈ N0, jedem ε > 0, jedem K ∈ M und jedem f ∈ A(K) ein n0 ∈ N
existiert, sodass gilt

max
z∈K

|ϕ(j)(z + zn0)− f(z)| < ε.

Beweis. Es seien ein j ∈ N, ein ε > 0, sowie ein Kompaktum K ∈ M und
eine Funktion f ∈ A(K) gegeben. Nach dem Satz von Mergelian gibt es ein
Polynom P mit

max
z∈K

|P (z)− f(z)| < ε

2
. (2.1)

Es sei P (−j) eine Stammfunktion der Ordnung j von P , also

dj

dzj
P (−j)(z) = P (z).

Ferner wählen wir ein R > 0 mit K ⊂ {z : |z| < R}. Wegen (A0) existiert
eine Folge {nk}k∈N, sodass die zugehörige Funktionenfolge {ϕ(z + znk

)}k∈N
auf {|z| ≤ R} gleichmäßig und somit auf dem Inneren dieser Menge kompakt
gegen P (−j)(z) konvergiert. Da diese kompakte Konvergenz dann auch für
alle Ableitungen gilt, existiert im Besonderen ein n0 ∈ N mit

max
z∈K

|ϕ(j)(z + zn0)− P (z)| < ε

2
,

woraus zusammen mit (2.1) die Behauptung folgt.

Wir beachten bereits jetzt, dass wir in Satz 4.15 eine Funktion konstruieren
werden, die beispielhaft belegt, dass die Gültigkeit der Aussage (A1) i. A.
nicht die Gültigkeit von (A0) impliziert.
Mit diesem Lemma können wir nun folgendes Ergebnis beweisen.

Satz 2.2. Es sei {zn}n∈N eine unbeschränkte Folge in C. Dann existiert eine
ganze Funktion ϕ mit folgenden Eigenschaften:

12



Kapitel 2 Translationsuniverselle Funktionen

1. Für jedes feste j ∈ N0 ist die Folge der
”
additiven Translationen“

{ϕ(j)(z + zn)}n∈N dicht in A(K) für alle K ∈ M.

2. Für jedes feste j ∈ N0 ist die Folge der
”
multiplikativen Translationen“

{ϕ(j)(zn · z)}n∈N dicht in A(K) für alle K ∈ M mit 0 6∈ K.

Beweis. 1. Es sei {Kn}n∈N eine Folge kompakter Mengen mit Kn ∈ M,
0 6∈ Kn derart, dass für alle Kompakta K ∈ M, 0 6∈ K ein n0 ∈ N
existiert mit K ⊂ Kn0 , vgl. Luh [16], S. 90. Weiter sei {Qn}n∈N eine
Folge von Polynomen, deren Koeffizienten in Q + iQ sind. Ferner sei L
eine abzählbare Liste aller Paare (Kν , Qµ), in der jedes Paar unendlich
oft auftaucht, und wir setzen L = {(K?

n, Q
?
n)}n∈N.

Sodann betrachten wir S := {z : z = zn; n ∈ N}, die Teilmengen

A := {z : z = an,j; j = 0, . . . , n; n ∈ N} ⊂ S,

B := {z : z = bn; n ∈ N} ⊂ S,

und definieren ferner

An,j := an,j ·K?
n (j = 0, . . . , n; n ∈ N),

Bn := {z : |z − bn| ≤ n} (n ∈ N).

Dabei seien an,j, bn so gewählt, dass zum einen gilt

n < |an,0| < |an,1| < · · · < |an,n| < |bn| < |an+1,0| < . . . ,

und zum anderen, dass Jordangebiete

Ln,j ⊃ An,j (j = 1, . . . , n; n ∈ N)

mit rektifizierbarem Rand ∂Ln,j und dist(An,j, ∂Ln,j) ≥ 1 derart exis-
tieren, dass für alle n ∈ N und j = 1, . . . , n alle Mengen Ln,j, An,0 und
Bn paarweise disjunkt sind, vgl. Abbildung 2.1.
Unter der Beachtung, dass für alle n ∈ N die Kompakta K?

n in M liegen,
also ein zusammenhängendes Komplement haben, Ln,j Jordangebiete
und Bn Kreisscheiben sind, folgt unmittelbar, dass

E :=
⋃
n∈N

En mit En :=

(
n⋃

j=1

Ln,j

)
∪ An,0 ∪Bn

eine Arakelian-Menge in C ist.

13
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Abbildung 2.1: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 2.2

2. Wir definieren zunächst die Funktionen Fn,j(z) als eine beliebige, aber

feste Stammfunktion der Ordnung j zu Q?
n

(
z

an,j

)
, d. h.

dj

dzj
Fn,j(z) = Q?

n

(
z

an,j

)
(n ∈ N, j = 1, . . . , n),

sowie

Fn,0 := Q?
n

(
z

an,0

)
,

und sodann die folgenden auf E holomorphen Funktionen

δ(z) :=


− ln n , z ∈ Bn

− ln n , z ∈ An,0

− ln(j! · n · length(∂Ln,j)) , z ∈ Ln,j, j = 1, . . . , n

und

q(z) :=


Qn(z − bn) , z ∈ Bn

Fn,0(z) , z ∈ An,0

Fn,j(z) , z ∈ Ln,j

.

14
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Nach dem Satz von Arakelian wählen wir zunächst eine ganze Funktion
g mit

|δ(z)− g(z)| < 1, z ∈ E (2.2)

und dann eine ganze Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

eg(z)−1
− h(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ E. (2.3)

Die ganze Funktion ϕ(z) := h(z) · eg(z)−1 erfüllt dann für alle z ∈ E

|q(z)− ϕ(z)| < |eg(z)−1| = eRe(g(z)−1)

≤ e|g(z)−δ(z)|−1+δ(z) < eδ(z).
(2.4)

3. Dies bedeutet auf der Menge Bn

max
|z−bn|≤n

|ϕ(z)−Qn(z − bn)| < 1

n
,

was äquivalent ist zu

max
|z|≤n

|ϕ(z + bn)−Qn(z)| < 1

n
. (2.5)

Nach dem Satz von Mergelian existiert zu jedem K ∈ M und jeder
Funktion f ∈ A(K) eine Teilfolge {nk}k∈N ⊂ N mit

Qnk
(z) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Weil K ⊂ {z : |z| ≤ nk} für alle hinreichend großen k gilt, folgt aus
(2.5)

ϕ(z + bnk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Wegen {bnk
}k∈N ⊂ S und mit Lemma 2.1 folgt dann die erste Aussage.

4. Auf der Menge An,0, n ∈ N folgt aus (2.4)

max
z∈An,0

∣∣∣∣ϕ(z)−Q?
n

(
z

an,0

)∣∣∣∣ < 1

n
,

während wir auf An,j, n ∈ N, j = 1, . . . , n mit der Cauchyschen Inte-
gralformel und (2.4)

max
z∈An,j

∣∣∣∣ϕ(j)(z)−Q?
n

(
z

an,j

)∣∣∣∣ = max
An,j

∣∣∣∣∣ j!

2πi

∫
∂Ln,j

ϕ(t)− Fn,j(t)

(t− z)j+1
dt

∣∣∣∣∣
≤ j!

2π
max
∂Ln,j

|ϕ(t)− Fn,j(t)| · length(∂Ln,j) <
1

n

15
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erhalten. Diese beiden Abschätzungen sind äquivalent zu

max
K?

n

|ϕ(j)(z · an,j)−Q?
n(z)| < 1

n
. (2.6)

Es seien nun ein j ∈ N, ein K ∈ M mit 0 6∈ K, sowie ein f ∈ A(K)
beliebig gegeben. Gemäß Voraussetzung existiert ein n0 ∈ N mit
K ⊂ Kn0 . Der Satz von Mergelian liefert erneut die Existenz einer
Teilfolge {mk}k∈N ⊂ N mit

Qmk
(z) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Aufgrund der Konstruktion der Liste L existiert eine streng mono-
ton wachsende Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit (K?

nk
, Q?

nk
) =

(Kn0 , Qmk
) für alle k ∈ N. Mit (2.6) folgt dann die zweite Aussage.

2.2 T-universelle Funktionen in einfach

zusammenhängenden Gebieten

Nach diesen Resultaten zu translationsuniversellen ganzen Funktionen stellt
sich nun die Frage, ob es auch T-universelle Funktionen in allgemeinen Ge-
bieten gibt.
Eine zusätzliche Schwierigkeit bereitet dabei die Tatsache, dass man bei der
Übertragung des Konzeptes der Translationsuniversalität von C auf Gebie-
te G erreichen möchte, dass solche Funktionen bezüglich jedes Randpunk-
tes des Gebietes universell sind. Die genaue Bedeutung dessen kann leicht
dem folgenden Satz entnommen werden, der von Luh [14] aus dem Jahr
1979 stammt und welcher das Konzept der T-Universalität auf einfach zu-
sammenhängende Gebiete erweitert, nachdem er es zunächst in [13] für den
Sonderfall des Einheitskreises behandelt hatte.

Satz 2.3. Es sei G ⊂ C, G 6= C ein einfach zusammenhängendes Gebiet.
Dann existiert eine in G holomorphe Funktion ϕ mit der Eigenschaft:
Zu jedem ζ ∈ ∂G, jedem K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) existieren
Folgen {an}n∈N und {bn}n∈N mit

an z + bn ∈ G für alle z ∈ K und alle n ∈ N,

an z + bn → ζ für alle z ∈ K und n →∞,

sodass gilt

ϕ(an z + bn) → f(z) gleichmäßig auf K (n →∞).
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Beweis. 1. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz existiert eine kon-
forme Abbildung Φ von G auf den Einheitskreis D := {z : |z| < 1}.
Hiermit setzen wir für n ∈ N:

Gn :=

{
z ∈ G : |Φ(z)| < 1− 1

2n

}
.

Ferner sei {ζ(k)}k∈N eine Folge mit ζ(k) ∈ ∂G für alle k ∈ N, welche in

∂G dicht liegt. Zu jedem k ∈ N wählen wir eine Folge {z(k)
n }n∈N mit

z(k)
n ∈ G\Gn (n ∈ N), z(k)

n → ζ(k) (n →∞).

Nun wird in induktiver Weise eine Folge {nν}ν∈N natürlicher Zahlen
konstruiert. Es sei n1 = 1, und für ein ν ≥ 1 sei nν bereits bekannt.
Wir wählen nν+1 > nν so groß, dass gilt

z(1)
nν

, z(2)
nν

, . . . , z(nν)
nν

∈ Gnν+1\Gnν .

Des Weiteren sei {rν}ν∈N eine Folge reeller Zahlen, wobei rν ∈
(
0, 1

ν

)
so klein gewählt wird, dass die Kreisscheiben

F (µ)
nν

:= {z : |z − z(µ)
nν
| ≤ rν} (µ = 1, . . . , nν) (2.7)

paarweise disjunkt und alle in Gnν+1\Gnν enthalten sind.

Abbildung 2.2: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 2.3

Zuletzt definieren wir mit diesen Kreisscheiben folgende in G abge-
schlossene Mengen

Fnν :=
nν⋃

µ=1

F (µ)
nν

, F :=
∞⋃

ν=1

Fnν .
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Es bezeichne G? die Ein-Punkt-Kompaktifizierung des Gebietes G. Auf-
grund der Tatsache, dass die Kreisscheiben F

(µ)
nν für verschiedenes ν und

verschiedenes µ paarweise disjunkt sind, ist G?\F zusammenhängend
und an ∞ lokal zusammenhängend, was bedeutet, dass F in G die
Voraussetzungen des Satzes von Arakelian erfüllt. Den lokalen Zusam-
menhang an ∞ sieht man z. B. daran, dass jeder Punkt in G\Gn, der
nicht in F liegt, in G\(Gn ∪ F ) mit ∂G durch einen Jordanbogen ver-
bindbar ist.

2. Es bezeichne {Qn}n∈N eine Folge aller Polynome, bei denen die Real-
und Imaginärteile aller Koeffizienten rational sind.
Wir definieren nun die folgenden auf den obigen abgeschlossenen Men-
gen holomorphen Funktionen

δ(z) := − ln ν, z ∈ Fnν ,

q(z) := Qν

(
ν

(ν + 1) rν

· (z − z(µ)
nν

)

)
, z ∈ F (µ)

nν
.

(a) Nach dem Satz von Arakelian existiert zunächst eine in G holo-
morphe Funktion g mit

|δ(z)− g(z)| < 1, z ∈ F,

sowie zur in F holomorphen Funktion q(z)

eg(z)−1 eine ebenfalls in G
holomorphe Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

eg(z)−1
− h(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ F.

Die Funktion ϕ(z) := h(z) eg(z)−1 ist dann in G holomorph und
erfüllt

|q(z)− ϕ(z)| < eδ(z), z ∈ F.

(b) Dies bedeutet auf den Mengen F
(µ)
nν = {z : |z − z

(µ)
nν | ≤ rν} mit

µ = 1, . . . , nν ; ν ∈ N

max
|z−z

(µ)
nν |≤rν

∣∣∣∣ϕ(z)−Qν

(
ν

(ν + 1) rν

· (z − z(µ)
nν

)

)∣∣∣∣ < 1

ν
.

Setzen wir w := ν
(ν+1) rν

·(z−z
(µ)
nν ), so erhalten wir für µ = 1, . . . , nν ;

ν ∈ N

max
|w|≤ ν

ν+1

∣∣∣∣ϕ(ν + 1

ν
rν w + z(µ)

nν

)
−Qν(w)

∣∣∣∣ < 1

ν
. (2.8)
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3. Es seien nun ein ζ ∈ ∂G, ein Kompaktum K ∈ M und eine Funktion
f ∈ A(K) gegeben. Wir bestimmen ein R ≥ 1 so, dass die Menge

KR :=
{

w : w =
z

R
, z ∈ K

}
∈ M

in D 1
2

:= {w : |w| < 1
2
} enthalten ist. Die Funktion fR mit

fR(w) := f(R w), w ∈ KR

gehört dann zur Klasse A(KR). Nach dem Approximationssatz von
Mergelian gibt es eine Teilfolge {νk}k∈N natürlicher Zahlen und

max
w∈KR

|fR(w)−Qνk
(w)| < 1

k
(k ∈ N). (2.9)

Für alle k ∈ N ist KR ⊂ D 1
2
⊂ {w : |w| ≤ νk

νk+1
}, und es folgt mit (2.8)

und (2.9) für µ = 1, . . . , nνk
und alle k ∈ N

max
w∈KR

∣∣∣∣ϕ(νk + 1

νk

rνk
w + z(µ)

nνk

)
− fR(w)

∣∣∣∣ < 1

νk

+
1

k
. (2.10)

Gemäß ihrer Konstruktion hat die Menge der Punkte

z(µ)
nνk

; µ = 1, . . . , nνk
; k ∈ N

jeden Randpunkt von G, also insbesondere ζ ∈ ∂G, als Häufungspunkt.
Es existieren daher Folgen {ks}s∈N und {µs}s∈N mit

1 ≤ µs ≤ nνks
(s ∈ N) und z(µs)

nνks
→ ζ (s →∞).

Setzen wir nun

as :=
νks + 1

νks

· rνks
· 1

R
, bs := z(µs)

nνks
,

so gilt as → 0, bs → ζ (s → ∞). Für alle z ∈ K sowie aufgrund der
Wahl von R folgt |as z| ≤ rνks

. Wegen (2.7) bedeutet dies für jedes
z ∈ K und jedes s ∈ N

G 3 as z + bs → ζ (s →∞).

Aus (2.10) folgt für s →∞

max
w∈KR

|ϕ(as R w + bs)− f(Rw)| → 0,

und letztlich nach Resubstitution z = R w für s →∞

max
z∈K

|ϕ(as z + bs)− f(z)| → 0,

also die Behauptung.
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2.3 T-universelle Funktionen in beliebigen

Gebieten

Bei Luh, Martirosian und Müller [18] wird das Konzept der T-Universalität
sogar auf beliebige Gebiete G erweitert, wobei sich das universelle Translati-
onsverhalten nur auf eine vorgeschriebene Teilmenge E ⊂ ∂G beschränkt. Die
drei Autoren sprechen diesbezüglich von

”
eingeschränkter Universalität“.

Hierbei wird im Originalbeweis eine Ausschöpfung des Gebietes mit kom-
pakten Mengen gemäß Lemma 1.7 vorgenommen. Die dritte dort geforderte
Eigenschaft an die Kompakta, welche anschaulich besagt, dass die Kompakta
keine

”
Löcher“ besitzen außer denen, die durch die Löcher des Gebietes G

erzwungen werden, wird hierbei durch die Verwendung des stärkeren Appro-
ximationssatzes von Arakelian obsolet.
Zur Abkürzung bezeichnen wir im weiteren Verlauf dieser Arbeit die Menge
der Verdichtungspunkte einer Folge {bn}n∈N kurz mit V ({bn}).

Satz 2.4. Es seien G ⊂ C, G 6= C ein Gebiet und E ⊂ ∂G eine abgeschlosse-
ne Menge. Ferner seien {an}n∈N eine Folge in C\{0} mit an → 0 für n →∞
und {bn}n∈N eine Folge in G mit V ({bn}) = E. Dann existiert eine in G
holomorphe Funktion ϕ mit der folgenden Eigenschaft:
Für alle K ∈ M, für alle f ∈ A(K) und für alle ζ ∈ E existieren Teilfolgen
{mk}k∈N und {nk}k∈N in N mit

amk
z + bnk

∈ G für alle z ∈ K und alle k ∈ N,

bnk
→ ζ (k →∞),

ϕ(amk
z + bnk

) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. 1. Es sei gemäß Lemma 1.7 {Hn}n∈N eine Folge kompakter Men-
gen Hn mit den Eigenschaften:

• Hn ⊂ H◦
n+1 ⊂ G für alle n ∈ N.

• Zu jeder kompakten Menge K ⊂ G existiert ein n0 ∈ N mit
K ⊂ Hn0 .

Ferner sei {ζ(k)}k∈N eine Folge von Punkten in E, die in E dicht lie-

gen. Für jedes k ∈ N wählen wir eine Teilfolge {z(k)
ν }ν∈N von {bn} mit

limν→∞ z
(k)
ν = ζ(k), sodass für jedes ν ∈ N die Punkte z

(1)
ν , . . . , z

(ν)
ν

paarweise disjunkt sind und so, dass für eine Teilfolge {Hnν} von {Hn}
gilt: z

(k)
ν ∈ G◦

ν+1\Gν für k = 1, . . . , ν, wobei Gν := Hnν .
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Danach wählen wir mit einer Folge {lν}ν∈N monoton wachsender natürli-
cher Zahlen Radien rν :=

√
|alν | mit der Eigenschaft, dass die abge-

schlossenen Kreisscheiben

Dν,k := {z : |z − z(k)
ν | ≤ rν}

für k = 1, . . . , ν paarweise disjunkt sind, und so, dass

Ων :=
ν⋃

k=1

Dν,k ⊂ G◦
ν+1\Gν

gilt. Zuletzt definieren wir mit diesen Kreisscheiben folgende in G ab-
geschlossene Menge

F :=
∞⋃

ν=1

Ων .

Aufgrund der Tatsache, dass die Kreisscheiben Dν,k für verschiede-
nes ν und verschiedenes k paarweise disjunkt sind, ist G?\F zusam-
menhängend und an ∞ lokal zusammenhängend, was wiederum be-
deutet, dass F eine Arakelian-Menge in G ist.

2. Es bezeichne {Qn}n∈N erneut eine Folge aller Polynome, bei denen die
Real- und Imaginärteile aller Koeffizienten rational sind.
Wir definieren des Weiteren die folgenden auf den obigen abgeschlos-
senen Mengen holomorphen Funktionen

δ(z) := − ln ν, z ∈ Ων

q(z) := Qν

(
1

alν

(z − z(k)
ν )

)
, z ∈ Dν,k.

(a) Der Arakeliansche Satz liefert zunächst die Existenz einer in G
holomorphen Funktion g mit

|δ(z)− g(z)| < 1, z ∈ F,

sowie zur in F holomorphen Funktion q(z)

eg(z)−1 die Existenz einer
weiteren in G holomorphen Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

eg(z)−1
− h(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ F.

Die Funktion ϕ(z) := h(z) eg(z)−1 ist dann in G holomorph und
erfüllt

|q(z)− ϕ(z)| < eδ(z), z ∈ F.
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(b) Hieraus ergibt sich für alle k = 1, . . . , ν; ν ∈ N

max
w∈Dν,k

∣∣∣∣ϕ(w)−Qν

(
1

alν

(
w − z(k)

ν

))∣∣∣∣ < 1

ν
,

was äquivalent ist zu

max
|z|≤ 1

rν

∣∣ϕ(alν z + z(k)
ν )−Qν(z)

∣∣ < 1

ν
. (2.11)

3. Im abschließenden Schritt seien ein Kompaktum K ∈ M, eine Funktion
f ∈ A(K) und ein Randpunkt ζ ∈ E beliebig gegeben. Wir beachten,
dass ζ ein Verdichtungspunkt der Folge {ζ(k)} ist. Nach dem Satz von
Mergelian finden wir eine Teilfolge {νs}s∈N natürlicher Zahlen, sodass
gilt

max
K

|Qνs(z)− f(z)| < 1

s
. (2.12)

Ferner existiert ein s0 = s0(K) so, dass für alle s > s0 gilt:

K ⊂
{

z : |z| ≤ 1

rνs

}
.

Wegen (2.11) und (2.12) erhalten wir

max
K

|ϕ(alνs
z + z(k)

νs
)− f(z)| < 1

νs

+
1

s

für alle s > s0 und alle k = 1, . . . , νs.
Weil die Menge der Punkte {z = z

(k)
νs : k = 1, . . . , νs; s > s0} den

Punkt ζ als Verdichtungspunkt besitzt, existieren natürliche Zahlen
js ∈ {1, . . . , νs}, sodass gilt z

(js)
νs → ζ für s → ∞. Für s > s0 und

z ∈ K gilt

|(alνs
z + z(js)

νs
)− z(js)

νs
| = |alνs

| · |z| ≤ r2
νs
· 1

rνs

= rνs ,

was bedeutet, alνs
z + z

(js)
νs ∈ Dνs,js ⊂ G für alle s > s0. Setzen wir

entsprechend

amk
:= alνs0+k

, bnk
:= z

(js0+k)
νs0+k (k ∈ N),

so folgt insgesamt

max
K

|ϕ(amk
z + bnk

)− f(z)| → 0 (k →∞),

womit der Satz bewiesen ist.
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Definition 2.5. Es seien G ⊂ C, G 6= C ein Gebiet und E ⊂ ∂G eine abge-
schlossene Menge.
Wir bezeichnen jede Funktion, welche dieselben Eigenschaften erfüllt wie die
Funktion ϕ aus Satz 2.4 als translationsuniverselle Funktion in G bezüglich
der Menge E. Die Menge aller translationsuniversellen Funktionen in G
bezüglich E bezeichnen wir mit UE(G).

Wir beachten, dass die in Satz 2.4 konstruierte Funktion ϕ nur bezüglich
jedes Randpunktes, welcher der abgeschlossen Menge E ⊂ ∂G angehört,
T-universell ist. Basierend auf diesem Satz wird in [18, Theorem 3] sogar ge-
zeigt, dass in Gebieten, die von endlich vielen paarweise disjunkten Jordan-
kurven berandet sind, und unter den weiteren Voraussetzungen von Satz 2.4,
eine exakt in einem solchen Gebiet holomorphe Funktion ϕ existiert, die
im obigen Sinne T-universell bezüglich E und bezüglich F := ∂G\E nicht
T-universell ist.

Bemerkung 2.6. Ist in der Situation von Satz 2.4 der Punkt ∞ Randpunkt
des Gebietes G, so kann die dortige Funktion ϕ – bei geeigneter Wahl von E
– auch als T-universell bezüglich {∞} konstruiert werden. In diesem Fall ist
∞ ein Häufungspunkt von Punkten in ∂G. Die Behauptung folgt dann unter
Verwendung eines Diagonalfolgenargumentes.

Nachdem wir in Satz 2.4 die Existenz einer T-universellen Funktion in einem
beliebigen Gebiet G nachgewiesen haben, stellen wir uns abschließend die
Frage, wie

”
groß“ die Teilmenge UE(G) bestehend aus diesen T-universellen

Funktionen des H(G) ist. In Abschnitt 1.2 haben wir bereits eine Metrik auf
H(G) eingeführt, die aus H(G) einen vollständigen metrischen Raum macht.
Wir zeigen nun zunächst für einfach zusammenhängende Gebiete G, dass
UE(G) für alle abgeschlossenen Mengen E ⊂ ∂G dicht in H(G) ist.

Satz 2.7. Es seien G ⊂ C, G 6= C ein einfach zusammenhängendes Gebiet
und E ⊂ ∂G eine abgeschlossene Menge. Dann ist die Menge UE(G) dicht
in H(G).

Beweis. Es seien eine beliebige Funktion f ∈ H(G) sowie ein ε > 0 gegeben.
Wir müssen zeigen, dass eine Funktion ϕ ∈ UE(G) existiert mit d(f, ϕ) < ε.

1. Nach Satz 2.4 wissen wir, dass UE(G) 6= ∅ ist. Wir wählen daher eine
beliebige Funktion ϕ0 ∈ UE(G). Ein einfaches Argument zeigt, dass ein
δ > 0 existiert mit d(δϕ0) < ε

2
.

Nach dem Satz von Runge über die polynomiale Approximation exis-
tiert eine Folge von Polynomen, die auf G kompakt gegen f konvergie-
ren, also gibt es ein Polynom P mit d(P, f) < ε

2
. Wir betrachten die in
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G holomorphe Funktion ϕ(z) := δϕ0(z) + P (z), und stellen fest

d(ϕ, f) = d(δϕ0 + P, f) ≤ d(δϕ0) + d(P, f) < ε.

2. Es bleibt zu zeigen, dass ϕ ∈ UE(G) gilt.
Es seien dazu ein Kompaktum K ∈ M, eine Funktion g ∈ A(K) und
ein ζ ∈ E beliebig gegeben. Dann gilt 1

δ
g(z) − 1

δ
P (ζ) ∈ A(K). Wegen

ϕ0 ∈ UE(G) existieren Teilfolgen {mj}j∈N, {nj}j∈N der natürlichen Zah-
len mit

amj
z + bnj

∈ G für alle z ∈ K und alle j ∈ N,

amj
→ 0, (j →∞),

bnj
→ ζ, (j →∞),

ϕ(amj
z + bnj

) → 1

δ
g(z)− 1

δ
P (ζ) gleichmäßig auf K (j →∞).

Da P insbesondere in ζ stetig ist, existiert zu jedem k ∈ N ein ε′(k) > 0,
sodass für alle y mit |y − ζ| < ε′(k) folgt, dass |P (y) − P (ζ)| < 1

k
.

Entsprechend wählen wir nun ein jk > k derart, dass gilt

|amjk
| < ε′(k)

2 max
K

|z|
, |bnjk

− ζ| < ε′(k)

2
,

und damit

max
K

|P (amjk
z + bnjk

)− P (ζ)| < 1

k
,

sowie ferner

max
K

|ϕ0(amjk
z + bnjk

)− 1

δ
g(z)− 1

δ
P (ζ)| < 1

k
.

Deshalb erhalten wir insgesamt

max
K

|ϕ(amjk
z + bnjk

)− g(z)| < δ + 1

k
,

was bedeutet ϕ ∈ UE(G).

Bemerkung 2.8. Das obige Ergebnis kann durch die Verwendung des Satzes
von Runge über die rationale Approximation im obigen Beweis sofort auf
reguläre Gebiete G, das bedeutet solche mit (Ḡ)◦ = G, übertragen werden.
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Auf jeder Geraden beschränkte
T-universelle ganze Funktionen

In [6, Theorem 5] zeigen Costakis und Sambarino, dass es eine ganze Funktion
ϕ gibt, die auf jeder Geraden, die nicht in Richtung der positiven reellen
Achse zeigt, für z → ∞ gegen 0 konvergiert, also insbesondere auf allen
Geraden außer jenen der Form z0 + R (z0 ∈ C) beschränkt ist, und die
hyperzyklisch ist bezüglich des Translationsoperators um 1,

T1 : H(C) → H(C) mit T1(f(z)) := f(z + 1),

d. h. ihr Orbit {T n
1 ϕ : n ∈ N0} ist dicht in H(C), oder anders ausgedrückt:

ϕ ist T-universell bezüglich der Folge b := {n}n∈N0 .

3.1 Der Raum GB(C) aller auf jeder Geraden

beschränkten ganzen Funktionen

Im folgenden einfachen Lemma weisen wir nach, dass dieses Resultat best-
möglich ist, d. h. eine bezüglich T1 hyperzyklische Funktion konvergiert längs
einer jeden Geraden der Form z0 +R (z0 ∈ C) nicht gegen 0; sie ist dort nicht
einmal beschränkt.

Lemma 3.1. Die Funktion ϕ sei hyperzyklisch bezüglich T1, d. h. die Folge
der additiven Translationen {ϕ(z + n)}n∈N0 ist dicht in A(K) für alle Kom-
pakta K ∈ M.
Dann ist ϕ auf jeder Geraden z0 + R (z0 ∈ C) unbeschränkt.

Beweis. Angenommen die Funktion ϕ wäre für ein beliebiges z0 ∈ C auf
der Geraden z0 + R beschränkt, also

sup
z∈R

|ϕ(z0 + z)| ≤ c0. (3.1)
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Zu K = {z0} und f(z) ≡ c0 + 1 existiert dann gemäß Voraussetzung eine
Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit

ϕ(z0 + nk) −→ f(z) ≡ c0 + 1 (k →∞),

im Widerspruch zu (3.1).

Wir werden in Abschnitt 3.2 nachweisen, dass es sehr wohl möglich ist, eine
auf jeder Geraden beschränkte ganze Funktion zu konstruieren, die transla-
tionsuniversell im Sinne Birkhoffs ist. Die Wahl der Translationspunkte kann
hierbei, wie das vorige Lemma zeigt, nicht beliebig sein.
Das eben gezeigte Lemma liefert uns allerdings auch noch nähere Informa-
tionen zur Menge GB(C), der Menge aller ganzen Funktionen, die auf jeder
Geraden beschränkt sind.

Definition 3.2. Ein abzählbarer Schnitt von offenen Mengen in einem to-
pologischen Raum (T ,O) heißt Gδ-Menge und eine Teilmenge von T , die
ihrerseits eine dichte und Gδ-Teilmenge besitzt, bezeichnet man als residual.

Lemma 3.3. Wir setzen

GB(C) := {ϕ ∈ H(C) : ϕ ist beschränkt auf jeder Geraden}.

Dann gilt:

1. GB(C) ist dicht in (H(C), d).

2. GB(C) besitzt keine inneren Punkte.

3. GB(C) ist keine residuale Menge in (H(C), d).

Beweis. 1. Es seien ein f ∈ H(C) und ε > 0 beliebig vorgegeben. Wir
zeigen, dass eine Funktion ϕ ∈ GB(C) existiert mit d(ϕ, f) < ε. Nach
Lemma 1.9 existiert ein δ > 0 und ein Kompaktum K ⊂ C mit

max
K

|ϕ(z)− f(z)| < δ impliziert d(ϕ, f) < ε.

Sodann wählen wir ein R > 0 mit der Eigenschaft K ⊂ {z : |z| ≤ R}
und betrachten mit der Menge

S := {z : Re z ≤ 0 oder Im z ≤ 0}

∪
{

z : Re z > 0, Im z > 0 und Im z ≥ 1

Re z

}
,
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die folgende in C abgeschlossene Menge

F := F1 ∪ F2 := {z : |z| ≤ R} ∪ (S ∩ {z : |z| ≥ R + 1}).

Es ist klar, dass F eine Arakelian-Menge in C ist. Hierauf definieren
wir die nachstehenden holomorphen Funktionen auf F

δ(z) :=

{
ln δ , z ∈ F1

0 , z ∈ F2

, q(z) :=

{
f(z) , z ∈ F1

0 , z ∈ F2

und wählen mit dem Satz von Arakelian zunächst eine ganze Funktion g
mit

|δ(z)− g(z)| < 1, z ∈ F,

und sodann eine ganze Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

eg(z)−1
− h(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ F.

Die ganze Funktion ϕ(z) := h(z) · eg(z)−1 erfüllt dann

|q(z)− ϕ(z)| < eδ(z), z ∈ F,

was zum einen bedeutet, dass

max
K

|ϕ(z)− f(z)| ≤ max
|z|≤R

|ϕ(z)− f(z)| < δ

ist, also d(ϕ, f) < ε. Zum anderen gilt, dass der Durchschnitt von
(F2)

c mit jeder Geraden leer oder in einem kompakten Geradenstück
enthalten ist. Zusammen mit |ϕ(z)| < 1 (z ∈ F2) folgt, dass ϕ auf jeder
Geraden beschränkt ist.

2. Es sei nun eine Funktion f ∈ GB(C) gegeben. Wir zeigen, dass zu
jedem ε > 0 eine ganze Funktion ϕ mit d(f, ϕ) < ε existiert, die nicht
auf jeder Geraden beschränkt ist. Erneut bestimmen wir als erstes das
Kompaktum K ⊂ C und δ > 0 so, dass gilt

max
K

|ϕ(z)− f(z)| < δ impliziert d(ϕ, f) < ε.

Anschließend wählen wir ein R > 0 mit der Eigenschaft

K ⊂ {z : |z| ≤ R}
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und betrachten mit einer beliebigen Geraden Γ die in C abgeschlossene
Menge

F := F1 ∪ F2 := {z : |z| ≤ R} ∪ (Γ ∩ {z : |z| ≥ R + 1}).

Auf dieser Arakelian-Menge definieren wir die folgenden auf F holo-
morphen Funktionen

δ(z) :=

{
ln δ , z ∈ F1

0 , z ∈ F2

, q(z) :=

{
f(z) , z ∈ F1

z , z ∈ F2

.

Mit derselben Konstruktion der Funktion ϕ wie im ersten Schritt er-
halten wir eine ganze Funktion ϕ mit d(ϕ, f) < ε, die wegen

sup
z∈F2

|ϕ(z)− z| ≤ 1

auf der Geraden Γ unbeschränkt ist.

3. Die Menge

T(C) := {ϕ ∈ H(C) : ϕ ist hyperzyklisch bezüglich T1}

ist eine dichte Gδ-Menge in (H(C), d), siehe etwa Große-Erdmann [11].
Wäre GB(C) eine residuale Menge, so enthielte sie eine dichte und
Gδ-Menge. Nach dem Satz von Baire wäre der Schnitt T(C) ∩ GB(C)
dicht in (H(C), d), also insbesondere nicht leer. Dies widerspricht der
Aussage von Lemma 3.1.

3.2 Birkhoff-Funktionen in GB(C)

Wir werden zuerst der Frage nachgehen, ob es bei geeigneter Wahl der Trans-
lationspunkte möglich ist, eine

”
Birkhoff-universelle“ ganze Funktion zu kon-

struieren, die überdies auf jeder Geraden beschränkt ist. Darauf geben wir
folgende positive Antwort:

Satz 3.4. Es existieren eine ganze Funktion ϕ und eine Folge b := {bn}n∈N
komplexer Zahlen mit bn →∞ (n →∞), sodass gilt:

1. Für jedes j ∈ N0 ist die Funktion ϕ(j) beschränkt auf jeder Geraden.

2. Für jedes j ∈ N0, jedes Kompaktum K ∈ M und jede Funktion
f ∈ A(K) existiert eine Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit

ϕ(j)(z + bnk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).
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Beweis. 1. Wir wählen die folgende Teilmenge von C:

S := {z : Re z > 0,
√

Re z < Im z < 2
√

Re z}c. (3.2)

Ferner betrachten wir mit einem beliebig kleinen, aber fest gewählten
s > 0 die abgeschlossene Menge

S̃ := {z : es existiert ein w ∈ S mit |z − w| ≤ s}

und wählen sodann eine Folge von Punkten bn ∈ S̃c ⊂ Sc mit

Bn := {z : |z − bn| ≤ n} ⊂ S̃c

und Bn ∩ Bm = ∅, falls n 6= m ist. Das Komplement bezüglich C? der
abgeschlossenen Menge

E := S̃ ∪
∞⋃

n=1

Bn

ist zusammenhängend und an ∞ lokal zusammenhängend; folglich ist
E eine Arakelian-Menge.

Abbildung 3.1: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.4

2. Es sei {Qn}n∈N eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten in
Q + iQ. Die Funktionen

δ(z) :=

{
− ln n , z ∈ Bn

0 , z ∈ S̃
, q(z) :=

{
Qn(z − bn) , z ∈ Bn

0 , z ∈ S̃
(3.3)
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sind holomorph auf E. Nach dem Satz von Arakelian wählen wir zu-
nächst eine ganze Funktion g mit

|δ(z)− g(z)| < 1, z ∈ E,

und dann eine ganze Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

eg(z)−1
− h(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ E.

Die ganze Funktion ϕ(z) := h(z) · eg(z)−1 erfüllt dann für alle z ∈ E

|q(z)− ϕ(z)| < eRe(g(z)−1)

≤ e|g(z)−δ(z)|−1+δ(z) < eδ(z).
(3.4)

Es folgt für alle z ∈ S̃

|ϕ(z)| = |ϕ(z)− q(z)| < eδ(z) = 1,

sowie für alle z ∈ S und alle j ∈ N unter Beachtung von

{ζ : |ζ − z| ≤ s} ⊂ S̃

mit der Cauchyschen Ungleichung

|ϕ(j)(z)| ≤ j!

sj
max
|ζ−z|=s

|ϕ(ζ)| ≤ j!

sj
,

woraus zunächst folgt, dass alle Funktionen ϕ(j)(j ∈ N0) auf der Menge
S beschränkt sind. Dabei ist S so beschaffen, dass für jede Gerade Γ
gilt: Γ ∩ Sc ist leer oder in einem Kompaktum enthalten. Daraus folgt
die erste Aussage.

3. Aus der Beziehung (3.4) folgt

max
|z−bn|≤n

|ϕ(z)−Qn(z − bn)| = max
z∈Bn

|ϕ(z)− q(z)| < 1

n
,

was äquivalent ist zu

max
|z|≤n

|ϕ(z + bn)−Qn(z)| < 1

n
. (3.5)

Es seien nun ein Kompaktum K ∈ M sowie eine Funktion f ∈ A(K)
beliebig gegeben. Nach dem Satz von Mergelian existiert eine Teilfolge
{nk}k∈N ⊂ N mit

Qnk
(z) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞),
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und weil K ⊂ {z : |z| ≤ nk} für alle hinreichend großen k gilt, folgt
aus (3.5)

ϕ(z + bnk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Mit Lemma 2.1 folgt dann die zweite Aussage.

Wir zeigen nun, dass mittels einer entsprechenden Modifikation eine transla-
tionsuniverselle ganze Funktion erzeugt werden kann, die auf jeder Geraden
sogar gegen 0 konvergiert.

Bemerkung 3.5. Wir betrachten das einfach zusammenhängende Gebiet

G := C\
{

z ∈ C : Re z ≥ 1, Im z =
3

2

√
Re z

}
und definieren einen holomorphen Zweig von l(z) = log 1

2z−2−3i
auf G. Er-

setzen wir im Beweis zu Satz 3.4 in (3.3) δ durch

δ(z) :=

{
− ln n , z ∈ Bn

l(z) , z ∈ S̃
,

so erhalten wir eine ganze Funktion ϕ mit derselben Universalitätseigenschaft
wie in Satz 3.4, die zusätzlich auf jeder Geraden gegen 0 konvergiert, und
deren Ableitungen auch auf jeder Geraden gegen 0 konvergieren.

In der Bemerkung 3.7 auf Seite 39 beschäftigen wir uns noch kurz mit Wachs-
tumsaussagen für die in Satz 3.4 konstruierte Funktion. Zuvor gehen wir
allerdings erst einmal Fragen zu der Struktur zulässiger Translationsfolgen
nach.

3.3 Struktur zulässiger Translationsfolgen

Nachdem wir in Satz 3.4 eine auf jeder Geraden beschränkte und transla-
tionsuniverselle ganze Funktion bezüglich einer konkreten, sich aus der Be-
weisanordnung ergebenen Translationsfolge b konstruiert haben, stellt sich
unmittelbar die Frage, unter welchen Voraussetzungen an die Translations-
folge b eine

”
Birkhoff-translationsuniverselle“ ganze und auf jeder Geraden

beschränkte Funktion existiert. Wir werden nun ein notwendiges und hin-
reichendes Kriterium an die Folge b := {bn}n∈N komplexer Zahlen herleiten.
Hierfür definieren wir

BR
n (b) := {z : |z − bn| ≤ R}.
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Ferner sagen wir, die Folge b besitzt die Eigenschaft (G), wenn eine Teilfolge
{bnk

}k∈N von {bn}n∈N derart existiert, dass für jedes beliebige R > 0 und für
alle Geraden Γ in C gilt:

Γ ∩BR
nk

(b) 6= ∅ nur für höchstens endlich viele k ∈ N.

Es ist sehr leicht zu sehen, dass die gewünschte Eigenschaft der Teilfolge
{bnk

}k∈N nicht erfüllt sein kann, falls sie beschränkt ist. Somit können wir
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, dass bnk

→ ∞ (k → ∞)
gilt.
Zuletzt bezeichnen wir mit Ub(C) die Menge aller ganzen Funktionen ϕ, die
selbst und deren Ableitungsfunktionen auf jeder Geraden beschränkt sind,
sowie überdies

”
translationsuniversell“ bezüglich der Folge b im Sinne Birk-

hoffs sind, d. h.:
Zu jedem j ∈ N0, jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K)
existiert eine Teilfolge {nk}k∈N ⊂ N mit

ϕ(j)(z + bnk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Mit diesen Bezeichnungen gilt das folgende Resultat:

Satz 3.6. Es sei b := {bn}n∈N eine Folge komplexer Zahlen.

1. Besitzt b die Eigenschaft (G) nicht, so ist Ub(C) leer.

2. Besitzt b die Eigenschaft (G), so existiert in H(C), versehen mit der
kompakt-offenen Topologie, ein dichter linearer Teilraum L mit

L\{0} ⊂ Ub(C).

Allerdings ist Ub(C) nicht residual in H(C), versehen mit der kompakt-
offenen Topologie aus Abschnitt 1.2.

Beweis. 1. Die Folge b habe die Eigenschaft (G) nicht, und wir nehmen
an, es gäbe eine Funktion ϕ ∈ Ub(C). Zur Funktion f ∈ H(C) mit
f(z) := z existiert dann gemäß Voraussetzung eine Teilfolge {nk}k∈N
natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + bnk
) → f(z) = z kompakt auf C (k →∞).

Da (G) nicht gilt, existiert ein R > 0 und eine Gerade Γ, sodass
Γ abzählbar viele Kreise BR

nk
(b) schneidet, d. h. es gibt eine Teilfol-

ge {kl}l∈N ⊂ N mit (Γ ∩ BR
nkl

(b)) 6= ∅ (l ∈ N). Ferner ist |ϕ(z)| auf der

Geraden Γ durch eine Konstante c0 beschränkt. Ohne Einschränkung
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können wir annehmen, dass R ≥ c0 +1 gilt. Daher können wir für jedes
l ∈ N einen Punkt zl ∈ Γ ∩ ∂BR

nkl
(b) wählen und wl := zl − bnkl

setzen.

Dann gilt einerseits

|ϕ(zl)| ≤ sup
Γ
|ϕ(z)| ≤ c0,

aber andererseits unter Beachtung von |wl| = R ≥ c0 + 1

|ϕ(zl)− wl| ≤ max
|z|≤R

|ϕ(z + bnkl
)− z| → 0 (l →∞),

was einen Widerspruch darstellt.

2. Die Folge b habe nun die Eigenschaft (G), d. h. es gibt eine Teilfolge
{bnk

}k∈N von {bn}n∈N mit oben genannten Eigenschaften.

(a) Als erstes konstruieren wir eine Menge S, die abzählbar viele der
Punkte bnk

enthält, und welche gleichzeitig mit jeder Geraden in
C auf höchstens einer kompakten Menge übereinstimmt. Zur Ver-
anschaulichung befindet sich auf Seite 35 eine Abbildung, welche
die Konstruktion von S zeigt. Zunächst machen wir die folgende
Vorüberlegung:
Da sowohl die reelle, wie auch die imaginäre Achse gemäß Vor-
aussetzung nur endlich viele der Punkte bnk

enthalten, liegen in
einem der Quadranten abzählbar viele dieser Punkte. Ohne Ein-
schränkung können wir annehmen, dass abzählbar viele Punkte
bnk

im ersten Quadranten, also in

{z ∈ C : Re z > 0, Im z > 0}

enthalten sind. Sodann betrachten wir die Winkelhalbierende

Γ0 := {z ∈ C : Im z = Re z},

welche ebenfalls nur endlich viele Punkte bnk
enthält. Erneut neh-

men wir ohne Einschränkung an, dass abzählbar viele bnk
in der

Menge
{z ∈ C : 0 < Im z < Re z}

verbleiben. Halbieren wir wieder den Winkel mit

Γ1 := {z ∈ C : Im z =
1

2
Re z},

so erhalten wir ohne Einschränkung, dass abzählbar viele bnk
in

{z ∈ C : 0 < Im z <
1

2
Re z}
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liegen, und letztlich befinden sich ohne Einschränkung abzählbar
viele bnk

in jeder der Mengen

Tn := {z ∈ C : 0 < Im z <
1

2n
Re z} (n ∈ N0).

Wir setzen S0 := T0 und wählen ein

c0 ∈ S0 ∩ {z = bnk
, k ∈ N}.

Dann betrachten wir die Winkelhalbierende Γ1 und definieren S1

als die Teilmenge des ersten Quadranten, die von Γ0, sowie
i Im c0 + Γ1 und der reellen Achse berandet ist. Wegen T1 ⊂ S1

können wir ein c1 ∈ (S1 ∩ {z = bnk
, k ∈ N} ∩ {z : |z| > |c0|})

wählen. Der Zusatz
”
|c1| > |c0|“ ist hierbei wegen der Eigenschaft

(G) der Folge b möglich, da hieraus sofort die Unbeschränktheit
von {z = bnk

, k ∈ N} folgt. Mit

Γj := {z ∈ C : Im z =
1

2j
Re z}

definieren wir im j-ten Schritt Sj als die Teilmenge des ersten
Quadranten, die von

Γ0, i Im c0 + Γ1, . . . , i max{Im c0, . . . , Im cj−1}+ Γj

und der reellen Achse berandet ist. Wegen Tj ⊂ Sj können wir ein

cj ∈ (Sj ∩ {z = bnk
, k ∈ N} ∩ {z : |z| > max

i=0,...,j−1
|ci|})

wählen. Weiter betrachten wir die Menge Ŝ := ∩jSj und überzeu-
gen uns davon, dass diese die Form

Ŝ = {z ∈ C : Re z > 0, 0 < Im z < B(Re z)}

besitzt, wobei B eine stückweise lineare Funktion ist, deren Stei-
gung für x → +∞ gegen 0 konvergiert, und B ist monoton wach-
send mit limx→+∞ B(x) = +∞. Als nächstes müssen wir noch
abzählbar viele Streifen aus Ŝ entfernen, um S zu erhalten. Hierfür
betrachten wir

Σl := {z ∈ C : 0 ≤ Im z ≤ l} (l ∈ N).

In jedem Streifen Σl liegen nur endlich viele cj (j ∈ N0), denn
andernfalls hätten unendlich viele Kreise {z : |z − cj| ≤ l + 1}
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Abbildung 3.2: Erste Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.6

einen nichtleeren Durchschnitt mit der reellen Achse. Dies wäre
ein Widerspruch zur Eigenschaft (G) der Folge {cj} als Teilfolge
von {bnk

}. Folglich existiert zu jedem l ∈ N ein L(l) groß genug
in R+, sodass B(L(l)) > 2l gilt und alle Mengen

Ul := {z ∈ C : Re z > L(l), 0 ≤ Im z ≤ l} (l ∈ N)

keinen Punkt cj (j ∈ N0) enthalten. Damit setzen wir schließlich

S :=

(⋂
j∈N0

Sj

)
\

(⋃
l∈N

Ul

)
,

wobei S von der Form

S = {z ∈ C : Re z > 0, A(Re z) < Im z < B(Re z)}

ist, mit der oben beschriebenen Funktion B, sowie einer monoton
wachsenden Treppenfunktion A und limx→+∞ A(x) = +∞.
S besitzt offensichtlich die gewünschten Eigenschaften.

(b) Als nächstes definieren wir

S̃ :=

{
z ∈ C : Re z > 0,

A(Re z)

2
< Im z < B(Re z) +

√
Re z

}
.
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Wir können nun eine Teilfolge {cjk
}k∈N0 und eine Folge zugehöri-

ger Radien {ρjk
}k∈N0 mit ρjk+1

> 2ρjk
(k ∈ N0) bestimmen, sodass

alle Kreise Cjk
mit Mittelpunkt cjk

und Radius ρjk
in S̃ enthalten

sind. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit nehmen wir zur Ver-
einfachung jk = k an. Wegen der Eigenschaften von S ist auch der
Durchschnitt jeder Geraden mit S̃ entweder leer oder enthalten in
einem Kompaktum.

(c) Wie üblich sei {Qn}n∈N eine Abzählung aller Polynome mit Koef-
fizienten in Q + iQ, und wir betrachten die Folge {Q?

n}n∈N, in der
jedes Polynom Qn unendlich oft vorkommt. Zu jedem n ∈ N und
zugehörigem Kompaktum Kn := {z : |z| ≤ n} mit

Ln := {z : |z| ≥ n + 1}

existiert ein kn ∈ N mit

Ck ⊂ S̃ ∩ Ln (k ≥ kn),

siehe hierzu auch Abbildung 3.3 auf der nächsten Seite. Setzen wir

En := S̃c ∩ Ln,

Fn := Kn ∪
⋃

k≥kn

Ck ∪ En,

so ist Fn eine Arakelian-Menge in C. Nun teilen wir N in unend-
lich viele streng monoton wachsende Teilfolgen auf, d. h. für jedes
n ∈ N sei {p(n, k)}k∈N ⊂ N mit p(n, k1) = p(l, k2) nur für n = l
und k1 = k2. Des Weiteren betrachten wir hiermit die Funktionen

δn(z) :=


− ln k , z ∈ Ck (k ≥ kn)

0 , z ∈ En

− ln n , z ∈ Kn

und

qn(z) :=


Qk(z − cp(n,k)) , z ∈ Cp(n,k) (p(n, k) ≥ kn)

0 , z ∈ Cp(l,k) (l 6= n, p(l, k) ≥ kn)

0 , z ∈ En

Q?
n(z) , z ∈ Kn

,

welche auf Fn holomorph sind. Nach dem Satz von Arakelian exis-
tiert für jedes n ∈ N zunächst eine ganze Funktion gn mit

|δn(z)− gn(z)| < 1, z ∈ Fn,
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Abbildung 3.3: Zweite Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.6

sowie zur in Fn holomorphen Funktion qn(z)

egn(z)−1 eine weitere ganze
Funktion hn mit∣∣∣∣ qn(z)

egn(z)−1
− hn(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ Fn.

Die ganze Funktion ϕn(z) := hn(z) egn(z)−1 erfüllt schlussendlich

|ϕn(z)− qn(z)| < eδn(z), z ∈ Fn. (3.6)

(d) Jetzt definieren wir L als die lineare Hülle

L :=< {ϕn, n ∈ N} > .

Offensichtlich ist L ein linearer Teilraum von H(C), und es gilt

|ϕn(z)−Q?
n(z)| < 1

n
, |z| ≤ n.

Zu festem Qn(z) existiert eine Folge n1 < n2 < . . . mit
Q?

nj
= Qn (j ∈ N). Zu jedem Kompaktum K existiert ein j0 ∈ N

mit K ⊂ {z : |z| ≤ nj, j ≥ j0}, d. h.

|ϕnj
(z)−Qn(z)| < 1

nj

, z ∈ K, j ≥ j0.

Das bedeutet ϕnj
konvergiert kompakt in C gegen Qn bzw.

{ϕn, n ∈ N} ⊃ {Qn, n ∈ N},
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also {ϕn, n ∈ N} und damit L sind dicht in H(C), versehen mit
der kompakt-offenen Topologie.

(e) Es sei t > 0 beliebig klein gewählt und n ∈ N beliebig. Die Aussage
(3.6) bedeutet wie im zweiten Beweisschritt von Satz 3.4, dass ϕn

auf En und jede Ableitung von ϕn auf

Ẽn := {z ∈ En : dist(z, ∂En) ≥ t} ⊂ En

beschränkt ist. Weil die Schnittmenge einer jeden Geraden mit
(Ẽn)c leer oder in einem Kompaktum enthalten ist, folgt aus der
Beschränktheit von ϕn einschließlich aller Ableitungen auf Ẽn

auch die Beschränktheit auf jeder Geraden. Da dies für alle n ∈ N
gilt, ist jede Funktion ϕ ∈ L und mit ihr auch alle Ableitungen
von ϕ auf jeder Geraden beschränkt.

(f) Es sei nun ϕ ∈ L\{0} gegeben, dann existieren ein N ∈ N sowie
komplexe λ1, . . . , λN mit λN 6= 0 und ϕ = λ1ϕ1 + · · ·+ λNϕN .
Für alle k ∈ N mit p(N, k) ≥ k0 := max

n=1,...,N
kn gilt dann mit (3.6)

max
|z|≤ρp(N,k)

|ϕ(z + cp(N,k))− λNQk(z)|

= max
|z−cp(N,k)|≤ρp(N,k)

|ϕ(z)− λNQk(z − cp(N,k))|

= max
Cp(N,k)

∣∣∣∣∣
N−1∑
j=1

λjϕj(z) + λN(ϕN(z)−Qk(z − cp(N,k))

∣∣∣∣∣
≤

N−1∑
j=1

|λj| · max
Cp(N,k)

|ϕj(z)|

+ |λN | · max
Cp(N,k)

|ϕN(z)−Qk(z − cp(N,k))|

≤

(
N∑

j=1

|λj|

)
1

k
.

(3.7)

Wegen λN 6= 0 ist {λNQk(z), k ∈ N mit p(N, k) ≥ k0} dicht in
H(C) nach dem Satz von Mergelian. Zusammen mit (3.7) und
ρp(N,k) → ∞ (k → ∞) folgt, dass {ϕ(z + cp(N,k))} dicht in A(K)
für jedes Kompaktum K ∈ M ist. Mit Lemma 2.1 und dem bereits
Gezeigten folgt dann letztlich, dass ϕ ∈ Ub(C) ist.
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(g) Nach der dritten Aussage von Lemma 3.3 ist GB(C) nicht residual
in (H(C), d). Folglich ist auch ihre Teilmenge Ub(C) dort nicht
residual.

Der Beweis zum obigen Satz macht deutlich: Falls eine Folge b die Eigenschaft
(G) besitzt, so ist es möglich, eine geeignete Teilfolge von b auszuwählen, die
in einem

”
Korridor“ ähnlich der Menge Sc aus Satz 3.4 liegt.

Abschließend beschäftigen wir uns kurz mit Wachstumsaussagen für die Funk-
tionen ϕ ∈ Ub(C).

Bemerkung 3.7. Eine Funktion f ist vom Exponentialtyp genau dann,
wenn positive Konstanten α, c existieren, sodass gilt

M(r) := max
|z|≤r

|f(z)| ≤ c · eα r.

Da sowohl die in Satz 3.4 konstruierte Funktion ϕ als auch jede Funktion
ϕ ∈ Ub(C) insbesondere auf der reellen und imaginären Achse beschränkt
sind, gelten

h(θ) := lim sup
r→∞

log |ϕ(r ei θ)|
r

= 0
(
θ = ±π

2

)
,

ϕ(x) = O(|x|p), x ∈ R, x → ±∞ (p = 0).

Wäre ϕ vom Exponentialtyp, so folgt aus Boas [4, Theorem 6.2.13], dass ϕ
konstant wäre. Dieser Widerspruch liefert somit unmittelbar, dass die besag-
ten Funktionen ϕ nicht vom Exponentialtyp sein können, was auch bedeutet,
dass ihre sogenannte Wachstumsordnung ρ ≥ 1 sein muss.

3.4
”
Birkhoff-ähnliche“ universelle Funktio-

nen in GB(C)

Mittels einer anderen Konstruktion, die auch Gegenstand der Arbeit [10]
ist, können wir eine in einem ähnlichen Sinne translationsuniverselle ganze
Funktion erzeugen.
Dahinter steht die folgende Überlegung. Als cluster set einer ganzen Funk-
tion ϕ wird bekanntlich die Menge

S(ϕ) := {w ∈ Ĉ : es existiert eine unbeschränkte Folge {bn}n∈N :

ϕ(bn) → w}
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bezeichnet. Offensichtlich gilt S(ϕ) ⊂ Ĉ := C ∪ {∞}. Besitzt die Funktion
ϕ eine wesentliche Singularität an ∞, so ist das cluster set dieser Funkti-
on ϕ maximal, also S(ϕ) = Ĉ. Ersetzen wir ϕ(bn) durch die

”
scheinbar“

geringfügige Modifikation ϕ(an z + bn) mit einer beliebig vorgegebenen Null-
folge {an}n∈N und an 6= 0 (n ∈ N), so entsteht eine Funktionenfolge, und es
stellt sich die Frage, ob es möglich ist (zumindest gewisse) Funktionen durch
Translationen der Form ϕ(ank

z + bmk
) zu approximieren. Genauer interessie-

ren uns an dieser Stelle Funktionen ϕ mit maximalen
”
modifizierten cluster

sets“, die wir im folgenden Satz konstruieren.

Satz 3.8. Es sei {an}n∈N eine beliebige Nullfolge mit an 6= 0 (n ∈ N).
Dann existieren eine ganze Funktion ϕ und eine Folge {bn}n∈N mit bn →∞
(n →∞), sodass gilt:

1. ϕ ist auf jeder Geraden beschränkt.

2. Zu jedem j ∈ N0, jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion
f ∈ A(K) existieren Folgen {nk}k∈N und {mk}k∈N in N mit

ϕ(j)(ank
z + bmk

) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. 1. Wir wählen zunächst wie im Beweis zu Lemma 3.3 die Menge

Abbildung 3.4: Konstruktionsskizze zum Beweis von Satz 3.8

S := {z : Re z ≤ 0 oder Im z ≤ 0}

∪
{

z : Re z > 0, Im z > 0 und Im z ≥ 1

Re z

}
,

(3.8)
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und anschließend eine unbeschränkte Folge von Punkten

cn,j ∈ Sc (j = 0, . . . , n; n ∈ N),

die wir folgendermaßen in eine Folge {bn}n∈N sortieren:

{bn} : c0,0, c1,0, c1,1, c2,0, c2,1, c2,2, c3,0, . . . .

Da {an}n∈N eine Nullfolge ist, gibt es eine Teilfolge {ank
}k∈N mit der

Eigenschaft rk := (k + 1)ank
∈ (0, 1

k
) und derart, dass die Mengen

Kn,j := {z : |z − cn,j| ≤ rn} ⊂ Sc

alle paarweise disjunkt sind. Ohne Einschränkung können wir anneh-
men, dass dies bereits für die Gesamtfolge {an}n∈N gilt, das heißt
rn := (n + 1) an ∈ (0, 1

n
).

Das Komplement bezüglich C? der abgeschlossenen Menge

F := S ∪
∞⋃

n=1

Kn mit Kn :=
n⋃

j=0

Kn,j

ist zusammenhängend und an ∞ lokal zusammenhängend; folglich ist
F eine Arakelian-Menge in C.
Ferner sei {Qn}n∈N eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten

in Q + iQ. Wir bezeichnen mit Q
(−j)
n (z) eine Stammfunktion der Ord-

nung j von Qn(z), d. h.

dj

dzj
Q(−j)

n (z) = Qn(z).

2. Die Funktionen

δ(z) :=

{
ln aj

n

j!(n+1)n
, z ∈ Kn,j

0 , z ∈ S

und

q(z) :=

{
aj

n ·Q
(−j)
n

(
n+1
rn

(z − cn,j)
)

, z ∈ Kn,j

0 , z ∈ S

sind holomorph auf F . Nach dem Satz von Arakelian existiert zunächst
eine ganze Funktion g mit

|δ(z)− g(z)| < 1, z ∈ F,
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und ferner eine ganze Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

eg(z)−1
− h(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ F.

Zusammen folgt für die ganze Funktion ϕ(z) := h(z) · eg(z)−1

|ϕ(z)− q(z)| < eδ(z), z ∈ F,

also
|ϕ(z)| = |ϕ(z)− q(z)| < 1, z ∈ S.

Es sei nun Γ eine beliebige Gerade in C, die möglicherweise komplett
in S verläuft. Falls dies nicht zutrifft, so ist Γ∩Sc in einem offenen und
damit auch in einem abgeschlossenen beschränkten Geradenstück AΓ

enthalten, vgl. Abbildung 3.4. Auf diesem Kompaktum ist ϕ trivialer-
weise durch eine Konstante MΓ beschränkt, sodass gilt

|ϕ(z)| ≤ max
AΓ

|ϕ(z)|+ max
Γ∩S

|ϕ(z)| ≤ MΓ + 1, z ∈ Γ,

also ϕ ist auf jeder Geraden Γ beschränkt, woraus die erste Aussage
folgt.
Ferner gilt für alle n ∈ N und alle j = 0, . . . , n

max
|z−cn,j |≤rn

∣∣∣∣ϕ(z)− aj
n ·Q(−j)

n

(
n + 1

rn

(z − cn,j)

)∣∣∣∣
= max

z∈Kn,j

|ϕ(z)− q(z)| < eδ(z) =
aj

n

j!(n + 1)n
,

was äquivalent ist zu

max
|z|≤n+1

∣∣∣∣ 1

aj
n

· ϕ(an z + cn,j)−Q(−j)
n (z)

∣∣∣∣ < 1

j!(n + 1)n
. (3.9)

Unter Beachtung von

ϕ(j)(an z + cn,j) =
dj

dzj

1

aj
n

ϕ(an z + cn,j)

folgt aus (3.9) mit der allgemeinen Cauchyschen Integralformel für
j = 1, . . . , n

max
|z|≤n

|ϕ(j)(an z + cn,j)−Qn(z)|

= max
|z|≤n

∣∣∣∣∣∣ j!

2πi

∫
|t|=n+1

1

aj
n
ϕ(an t + cn,j)−Q

(−j)
n (t)

(t− z)j+1
dt

∣∣∣∣∣∣
≤ j!

2π
max
|t|=n+1

∣∣∣∣ 1

aj
n

· ϕ(an t + cn,j)−Q(−j)
n (t)

∣∣∣∣ · 2π(n + 1) =
1

n
.
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Zusammen mit (3.9) erhalten wir für alle n ∈ N und alle j = 0, . . . , n

max
|z|≤n

|ϕ(j)(an z + cn,j)−Qn(z)| < 1

n
. (3.10)

3. Es sei j ∈ N0 beliebig. Nach dem Satz von Mergelian existiert zu ei-
nem beliebigen Kompaktum K ∈ M und einer beliebigen Funktion
f ∈ A(K) eine Teilfolge {nk}k∈N ⊂ N, sodass gilt

Qnk
(z) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞),

und, weil K in {z : |z| ≤ nk} für alle hinreichend großen k enthalten
ist, folgt mit (3.10)

ϕ(j)(ank
z + cnk,j) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Wir bezeichnen mit V (C) die Menge aller Funktionen, welche über dieselben
Eigenschaften wie die Funktion ϕ aus Satz 3.8 verfügen. Ebenso wie die
Menge Ub(C) aus dem vorigen Abschnitt stellt sich auch V (C), als dicht,
aber nicht residual in H(C), versehen mit der lokal-gleichmäßigen Topologie,
heraus.

Satz 3.9. V (C) ist eine dichte, aber nicht residuale Teilmenge des H(C),
versehen mit der lokal-gleichmäßigen Topologie.

Beweis. Es seien eine beliebige ganze Funktion f , sowie ein ε > 0 gegeben.
Wir müssen zeigen, dass eine Funktion ϕ ∈ V (C) existiert mit d(f, ϕ) < ε.

1. Zunächst gibt es nach Lemma 1.9 ein δ > 0 und ein Kompaktum K0

mit
max
z∈K0

|f(z)− g(z)| < δ impliziert d(f, g) < ε.

Ferner sei R > 0 so groß gewählt, dass K0 ⊂ {z : |z| ≤ R} gilt.

2. Nun konstruieren wir in ähnlicher Form wie in Satz 3.8 eine auf jeder
Geraden beschränkte ganze Funktion ϕ, die

”
translationsuniversell“ im

Sinne des obigen Satzes ist und ferner d(f, ϕ) < ε erfüllt. Zur Konstruk-
tion betrachten wir zunächst die Menge S aus dem Beweis zu Satz 3.8
in (3.8). Die Punkte cn,j und die Radien rn wählen wir in Sc so, dass alle
Mengen der Form Kn,j := {z : |z − cn,j| ≤ rn} paarweise disjunkt sind
und zusätzlich komplett in Sc ∪ {z : |z| > R} liegen. Die Vereinigung
aller dieser Kreise nennen wir F . Die Menge

{z : |z| ≤ R} ∪ (S ∩ {z : |z| ≥ R + 1}) ∪ F
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ist eine Arakelian-Menge in C, und die Funktionen

δ(z) :=


ln aj

n

j!(n+1)n
, z ∈ Kn,j

0 , z ∈ S ∩ {z : |z| ≥ R + 1}
ln δ , |z| ≤ R

und

q(z) :=


aj

n ·Q
(−j)
n

(
n+1
rn

(z − cn,j)
)

, z ∈ Kn,j

0 , z ∈ S ∩ {z : |z| ≥ R + 1}
f(z) , |z| ≤ R

sind holomorph in F . Wörtlich wie im Beweis von Satz 3.8 erhält
man, dass die dort konstruierte Funktion ϕ Element von V (C) ist und
darüber hinaus

max
K0

|ϕ(z)− f(z)| < δ

erfüllt.

V (C) ist als Teilmenge der nach Lemma 3.3 nicht residualen Menge GB(C)
ihrerseits nicht residual in (H(C), d).
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Kapitel 4

Über Nullstellen
translationsuniverseller
Funktionen

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine translationsuniverselle ganze Funktion wie
im Birkhoff-Satz zu konstruieren, die zusätzlich an vorgeschriebenen Punkten
wn Nullstellen einer vorgegebenen Ordnung ρn besitzt. In einem ersten Resul-
tat erhalten wir eine solche Funktion ϕ, die allerdings noch weitere bekannte
Nullstellen ζm besitzt, die sich in natürlicher Weise aus der Konstruktion von
ϕ ergeben.
Im Abschnitt 4.2 zeigen dann wir, dass T-universelle Funktionen nicht null-
stellenfrei sein können. Ganz im Gegenteil – sie besitzen notwendigerweise
sogar sehr viele Nullstellen.

4.1 T-universelle Funktionen mit

vorgeschriebenen Nullstellen

Satz 4.1. Es ist möglich, eine translationsuniverselle ganze Funktion ϕ zu
konstruieren, die an abzählbar vielen Punkten wn Nullstellen einer vorge-
schriebenen Ordnung besitzt.
Dabei sind die Punkte wn unter Einhaltung einer gewissen Bedingung beliebig
wählbar. Alle weiteren Nullstellen von ϕ ergeben sich aus der Beweiskonstruk-
tion und sind daher bekannt.

Bevor wir diesen Satz beweisen, geben wir eine alternative Formulierung des-
selbigen an, in der alle Details angegeben sind.
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Satz 4.1’. Es seien {wn}n∈N eine Folge vorgeschriebener Nullstellenpunkte
in C mit V ({wn}) = ∅ und {ρn}n∈N eine Folge natürlicher Zahlen. Ferner
existiere eine in C unbeschränkte Folge {zn}n∈N mit den Eigenschaften:

1. Für alle n ∈ N sind die Kreisscheiben Fn := {z : |z−zn| ≤ n} paarweise
disjunkt, und F̃n seien paarweise disjunkte offene Kreise mit F̃n ⊃ Fn.

2. Für alle n ∈ N gilt wn 6∈ F̃ :=
∞⋃

j=1

F̃j.

Es sei {Qn(z)}n∈N eine abzählbare und dichte Teilmenge von (H(C), d).
Dann existiert eine ganze Funktion ϕ mit den Eigenschaften:

1. Für alle n ∈ N hat ϕ eine Nullstelle der Ordnung ρn an wn.

2. Hat die Funktion Qn(z − zn) an der Stelle z = ζm ∈ F̃n eine Nullstelle
der Ordnung %m, so hat ϕ an %m ebenfalls eine Nullstelle der Ordnung
%m.

3. Es ist ϕ(z) 6= 0, falls z 6= wn (n ∈ N) und z 6= ζm (m ∈ N).

4. Zu jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) existiert
eine Teilfolge {nk}k∈N in N mit

ϕ(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. Um die Aussage von Satz 4.1 nachzuweisen, zeigen wir unter Ver-
wendung der dort eingeführten Bezeichnungen den Satz 4.1’.

1. Vorbereitungen: Auf Grund unserer Annahme erfüllt die abgeschlosse-

ne Menge F :=
∞⋃

n=1

Fn, die nur aus paarweise disjunkten kompakten

Kreisscheiben Fn besteht, dass C?\F zusammenhängend und an ∞ lo-
kal zusammenhängend ist.
Wegen V ({wn}) = ∅ und da Qn(· − zn) ganze Funktionen sind, besitzt
die Menge bestehend aus allen Punkten wn (n ∈ N) und ζm (m ∈ N)
keinen Häufungspunkt in C. Nach dem Weierstraßschen Nullstellensatz
existiert eine ganze Funktion P , für die gilt:

• Für alle n ∈ N hat P eine Nullstelle der Ordnung ρn an wn.

• Für alle m ∈ N hat P eine Nullstelle der Ordnung %m an ζm.

• Es ist P (z) 6= 0, falls z 6= wn (n ∈ N) und z 6= ζm (m ∈ N).
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2. In diesem Schritt wenden wir nun dreimal den Satz von Arakelian über
gleichmäßige Approximation an:

(a) Für die obige Funktion P setzen wir

cn := max
z∈Fn

|P (z)|

und wählen mit dieser Konstanten die folgende auf F holomorphe
Funktion

δ1(z) := − ln(2 · n · cn), z ∈ Fn.

(b) Nach dem Satz von Arakelian existiert eine ganze Funktion g1 mit

|δ1(z)− g1(z)| < 1, z ∈ F.

Hieraus folgt

Re(g1(z))−δ1(z) = Re(g1(z)−δ1(z)) ≤ |g1(z)−δ1(z)| < 1, z ∈ F.

(c) Die Funktionen

Rn(z) :=
Qn(z − zn)

eg1(z)−1 · P (z)
, z ∈ F̃n

sind gemäß der Wahl von P holomorph und nullstellenfrei in F̃n.
Folglich existiert zu jedem n ∈ N eine Funktion log Rn(z), die
ebenfalls in F̃n und somit auch in Fn selbst holomorph ist, und
welche elog Rn(z) = Rn(z) erfüllt. Mit diesen Funktionen definieren
wir folgende in F holomorphe Funktion

l(z) := log Rn(z), z ∈ Fn.

(d) Für die Funktionen Rn setzen wir

dn := max ( max
z∈Fn

|Rn(z)| ; 2 )

und wählen mit dieser Konstanten eine dritte auf F holomorphe
Funktion

δ2(z) := − ln dn, z ∈ Fn.

(e) Erneut existiert nach dem Satz von Arakelian eine ganze Funktion
g2 mit

|δ2(z)− g2(z)| < 1, z ∈ F.

Hieraus folgt wie oben

Re(g2(z))− 1 < δ2(z), z ∈ F.
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(f) Die Funktion l(z)

eg2(z)−1 ist holomorph in F , und wir bestimmen nach
dem Arakelianschen Satz die ganze Funktion h1 so, dass∣∣∣∣ l(z)

eg2(z)−1
− h1(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ F

gilt. Insgesamt folgt für die ganze Funktion h2(z) := h1(z) ·eg2(z)−1

|l(z)− h2(z)| < |eg2(z)−1| = eRe(g2(z)−1)

< eδ2(z) =
1

dn

, z ∈ Fn.

(g) Es folgt für z ∈ Fn – unter Beachtung, dass 1
dn
≤ 1

2
ist, und für

jedes ε ≤ 1
2

die Abschätzung eε − 1 ≤ 2ε gilt:

|el(z) − eh2(z)| = |el(z)| · |eh2(z)−l(z) − 1|

= |Rn(z)| ·

∣∣∣∣∣
∞∑

ν=1

(h2(z)− l(z))ν

ν!

∣∣∣∣∣
≤ max

Fn

|Rn(z)| ·
∞∑

ν=1

|h2(z)− l(z)|ν

ν!

< dn ·
∞∑

ν=1

( 1
dn

)ν

ν!
= dn · (e

1
dn − 1)

≤ dn ·
2

dn

= 2.

(h) Wegen ∣∣∣∣ Qn(z − zn)

eg1(z)−1 · P (z)
− eh2(z)

∣∣∣∣ < 2, z ∈ Fn

folgt für die ganze Funktion ϕ(z) := eh2(z) · eg1(z)−1 · P (z) und
z ∈ Fn = {z : |z − zn| ≤ n}

|Qn(z − zn)− ϕ(z)| < 2 · |eg1(z)−1| · |P (z)|

< 2 · eδ1(z) · cn

= 2 · 1

2 · n · cn

· cn =
1

n
,

was äquivalent ist zu

max
|z|≤n

|Qn(z)− ϕ(z + zn)| < 1

n
.

48
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(i) Offensichtlich besitzt die ganze Funktion ϕ exakt die gleichen Null-
stellen wie die Funktion P . Auf Grund der Wahl von P folgen
hieraus die ersten drei im Satz geforderten Eigenschaften an die
Funktion ϕ.

3. Die vierte geforderte Eigenschaft zeigt man wie üblich:
Zu gegebenem Kompaktum K ∈ M und gegebener Funktion f ∈ A(K)
existiert nach dem Satz von Mergelian eine Teilfolge {nk}k∈N natürli-
cher Zahlen und

max
K

|f(z)−Qnk
(z)| < 1

k
.

Für alle hinreichend großen k ist K enthalten in {z : |z| ≤ nk}, und
folglich gilt für diese k

max
K

|ϕ(z + znk
)− f(z)| ≤ max

|z|≤nk

|ϕ(z + znk
)−Qnk

(z)|

+ max
K

|Qnk
(z)− f(z)| < 1

nk

+
1

k
,

d. h. ϕ(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞) wie behauptet.

Abbildung 4.1: Beispiel zur Anordnung der Nullstellenpunkte in Satz 4.1’
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Beispiel 4.2. An dieser Stelle möchten wir zunächst beispielhaft erläutern,
welche Nullstellenanordnungen gemäß Satz 4.1’ für eine translationsuniver-
selle Funktion möglich sind, siehe hierzu auch Abbildung 4.1 auf der vorigen
Seite.
Dazu wählen wir zunächst ein beliebiges R > 0 und betrachten die kom-
pakte Kreisscheibe KR := {z : |z| < R}. Von einem beliebigen Randpunkt
dieser Menge ausgehend wählen wir sodann zwei Strahlen, die beliebig nahe
beieinander liegen können. Lediglich zwischen beiden Strahlen dürfen keine
Nullstellenpunkte wn liegen. Dann ist ebendort die Wahl von Punkten zn, wie
in Satz 4.1’ gefordert, möglich.

Bemerkung 4.3. Anstelle von Nullstellen ist es in analoger Weise möglich,
eine translationsuniverselle ganze Funktion ϕ mit abzählbar vielen vorge-
schriebenen w-Stellen (w ∈ C beliebig) zu konstruieren.

Betrachten wir nun
”
Birkhoff-ähnliche“ translationsuniverselle ganze Funk-

tionen ϕ, d. h. mit Folgen an → 0 (n → ∞) und bn → ∞ (n → ∞) ist die
Folge {ϕ(anz+bn)}n∈N dicht in A(K) für alle K ∈ M, so können wir für diese
vollkommen beliebig Nullstellenpunkte wn – natürlich ohne Häufungspunkt
in C – vorschreiben. Es gibt dann stets eine in diesem Sinne universelle ganze
Funktion mit diesen und weiteren, nicht vorgeschriebenen, aber bekannten,
Nullstellen.

Satz 4.4. Es seien {wn}n∈N eine Folge vorgeschriebener Nullstellenpunkte in
C mit V ({wn}) = ∅ und {ρn}n∈N eine Folge natürlicher Zahlen. Ferner sei
{bn}n∈N eine Folge paarweise verschiedener Punkte in C\{z = wn, n ∈ N}
mit bn →∞ (n →∞). Sodann wählen wir eine Folge von Radien rn ∈ (0, 1

n
)

sowie offene Kreise F̃n ⊃ Fn := {z : |z − bn| ≤ rn} mit:

1. Es ist F̃n ∩ F̃m = ∅ für n 6= m.

2. Für alle n ∈ N gilt wn 6∈ F̃ :=
⋃

j∈N
F̃j.

Es sei {Qn(z)}n∈N eine abzählbare und dichte Teilmenge von (H(C), d).
Dann existiert eine ganze Funktion ϕ mit den Eigenschaften:

1. Für alle n ∈ N hat ϕ eine Nullstelle der Ordnung ρn an wn.

2. Hat die Funktion Qn

(
n
rn

(z − bn)
)

an der Stelle z = ζm ∈ F̃n eine

Nullstelle der Ordnung %m, so hat ϕ an %m ebenfalls eine Nullstelle der
Ordnung %m.
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3. Es ist ϕ(z) 6= 0, falls z 6= wn (n ∈ N) und z 6= ζm (m ∈ N).

4. Wir setzen an := rn

n
→ 0 (n → ∞). Dann existiert zu jedem Kompak-

tum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) eine Folge {nk}k∈N ⊂ N
mit

ϕ(ank
z + bnk

) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. Der Beweis erfolgt im Wesentlichen wörtlich wie der Beweis von
Satz 4.1’. Daher geben wir an dieser Stelle lediglich die geringen Unterscheide
zu jenem Beweis an; auch benutzen wir dieselben Bezeichnungen.

1. Die abgeschlossene Menge F :=
∞⋃

n=1

Fn ist auch hier eine Arakelian-

Menge, und die Menge bestehend aus allen Punkten wn (n ∈ N) und
ζm(m ∈ N) hat keinen Häufungspunkt in C. Deshalb existiert nach dem
Weierstraßschen Nullstellensatz eine ganze Funktion P , für die gilt:

• Für alle n ∈ N hat P eine Nullstelle der Ordnung ρn an wn.

• Für alle m ∈ N hat P eine Nullstelle der Ordnung %m an ζm.

• Es ist P (z) 6= 0, falls z 6= wn (n ∈ N) und z 6= ζm (m ∈ N).

2. Wörtlich wie im zweiten Beweisschritt von Satz 4.1’ wenden wir nun
dreimal den Satz von Arakelian an, allerdings in (c) auf die Funktion

Rn(z) :=
Qn

(
n
rn

(z − bn)
)

eg1(z)−1 · P (z)
, z ∈ F̃n,

welche gemäß der Wahl von P holomorph und nullstellenfrei in F̃n ist.
Die in Schritt (h) definierte ganze Funktion

ϕ(z) := eh2(z) · eg1(z)−1 · P (z)

erfüllt dann

max
|z−bn|≤rn

∣∣∣∣Qn

(
n

rn

(z − bn)

)
− ϕ(z)

∣∣∣∣ < 1

n
,

was äquivalent ist zu

max
|w|≤n

|Qn(w)− ϕ(anw + bn)| < 1

n
. (4.1)
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3. Es ist ersichtlich, dass ϕ die ersten drei Eigenschaften erfüllt. Die vierte
folgt aus (4.1), und weil nach dem Satz von Mergelian zu jedem K ∈ M

und jedem f ∈ A(K) eine Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen existiert,
sodass Qnk

(z) für k →∞ gleichmäßig auf K gegen f(z) konvergiert.

Weiter fragen wir uns nun, ob diese Konstruktion auch auf Funktionen an-
gewendet werden kann, die in beliebigen Gebieten G translationsuniversell
sind. Dies ist möglich und führt uns zu einem Analogon von Satz 2.4, wel-
ches auch Aussagen über die Nullstellen einer in einem beliebigen Gebiet G
T-universellen Funktion macht.

Satz 4.5. Es seien G ⊂ C, G 6= C ein Gebiet und E ⊂ ∂G eine abgeschlosse-
ne Menge. Ferner seien Punkte wn in G gegeben, die keinen Häufungspunkt
in G ∪ E haben, und zugehörige natürliche Zahlen ρn. Des Weiteren seien
{an}n∈N eine Folge in C\{0} mit an → 0 (n → ∞) und {bn}n∈N eine Folge
in G mit V ({bn}) = E.
Dann existiert eine in G holomorphe Funktion ϕ mit den folgenden Eigen-
schaften:

1. Für alle K ∈ M, für alle f ∈ A(K) und für alle ζ ∈ E existieren
Teilfolgen {mk}k∈N und {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit

amk
z + bnk

∈ G für alle z ∈ K und alle k ∈ N,

bnk
→ ζ (k →∞),

ϕ(amk
z + bnk

) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

2. Für alle n ∈ N hat ϕ eine Nullstelle der Ordnung ρn an wn.

3. ϕ hat weitere bekannte Nullstellen ζm ∈ G mit bekannten Vielfachheiten
%m, deren Lage sich aus der Konstruktion im Beweis ergibt.

4. ϕ hat keine weiteren Nullstellen in G.

Beweis. 1. Es sei {Hn}n∈N eine Folge kompakter Mengen mit den Eigen-
schaften:

• Hn ⊂ H◦
n+1 ⊂ G für alle n ∈ N.

• Zu jeder kompakten Menge K ⊂ G existiert ein n0 ∈ N mit
K ⊂ Hn0 .
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Ferner sei {ζ(k)}k∈N eine Folge von Punkten in E, die in E dicht liegen.

Für jedes k ∈ N wählen wir eine jeweils eine Teilfolge {z(k)
ν }ν∈N von

{bn}n∈N mit den folgenden Eigenschaften:

• Es ist lim
ν→∞

z
(k)
ν = ζ(k).

• Für jedes ν ∈ N sind die Punkte z
(1)
ν , . . . , z

(ν)
ν paarweise disjunkt

und so, dass für eine Teilfolge {Hnν} von {Hn} gilt:

z
(k)
ν ∈ G◦

ν+1\Gν für k = 1, . . . , ν, wobei Gν := Hnν .

• In der Menge {z = z
(k)
ν : ν ∈ N; k = 1, . . . , ν} sind keine Punkte

wn enthalten. Dies ist möglich, da sich die Punkte wn nicht gegen
Punkte aus E häufen.

Danach wählen wir mit einer Folge {lν}ν∈N monoton wachsender natürli-
cher Zahlen Radien rν :=

√
|alν | (ν ∈ N) mit den Eigenschaften:

• Die abgeschlossenen Kreisscheiben

Dν,k := {z : |z − z(k)
ν | ≤ rν}

sind für k = 1, . . . , ν paarweise disjunkt.

• Es gilt Ων :=
ν⋃

k=1

Dν,k ⊂ G◦
ν+1\Gν .

• Wir können offene Kreise D̃ν,k ⊃ Dν,k bestimmen, die ebenfalls in
G◦

ν+1\Gν liegen, keinen Punkt wn enthalten, und D̃ν,k ∩ D̃ν,l = ∅
für k 6= l erfüllen.

Schließlich definieren wir mit diesen Kreisscheiben die folgende in G
abgeschlossene Menge

F :=
∞⋃

ν=1

Ων .

Dies ist eine Arakelian-Menge in G.

2. Es sei {Qn(z)}n∈N eine abzählbare und dichte Teilmenge von (H(C), d).
An dieser Stelle können wir nun konkret angeben, welche weiteren Null-
stellen ζm die noch zu konstruierende Funktion ϕ haben wird. Und zwar
bestimmen wir für alle ν ∈ N; k = 1, . . . , ν alle Punkte ζm ∈ D̃ν,k, für

die Qν

(
1

alν
(ζm − z

(k)
ν )
)

= 0 gilt. Dabei sei %m jeweils die Vielfachheit

der Nullstelle ζm. Da die Menge bestehend aus den Punkten wn (n ∈ N)
und ζm (m ∈ N) keinen Häufungspunkt in G besitzt, existiert nach dem
Weierstraßschen Nullstellensatz eine in G holomorphe Funktion P , für
die gilt:
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• Für alle n ∈ N hat P eine Nullstelle der Ordnung ρn an wn.

• Für alle m ∈ N hat P eine Nullstelle der Ordnung %m an ζm.

• Es ist P (z) 6= 0, falls z ∈ G, z 6= wn (n ∈ N) und z 6= ζm (m ∈ N).

3. Der nächste Beweisschritt ist wörtlich nahezu identisch mit dem zwei-
ten Beweisschritt von Satz 4.1’. Der wesentliche Unterschied besteht in
der notwendig gewordenen Doppelindizierung. So wählen wir mit ähnli-
chen Bezeichnungen in den Schritten (a), (c) und (d) die nachfolgenden
auf F holomorphen Funktionen:

δ1(z) := − ln(2 · ν ·max
Dν,k

|P (z)|), z ∈ Dν,k,

Rν,k(z) :=
Qν

(
1

alν
(z − z

(k)
ν )
)

eg1(z)−1 · P (z)
, z ∈ D̃ν,k,

δ2(z) := − ln

(
max ( max

Dν,k

|Rν,k(z)| ; 2 )

)
, z ∈ Dν,k.

Hierbei ist Rν,k jeweils holomorph und nullstellenfrei in D̃ν,k. Die nach
dem Satz von Arakelian existierenden Funktionen g1, g2, h1, h2, sowie
ϕ sind hierbei stets in G holomorph und erfüllen noch die gleichen
Abschätzungen. Nach Schritt (h) gilt also für alle k = 1, . . . , ν; ν ∈ N

max
w∈Dν,k

∣∣∣∣ϕ(w)−Qν

(
1

alν

(
w − z(k)

ν

))∣∣∣∣ < 1

ν
,

was äquivalent ist zu

max
|z|≤ 1

rν

∣∣ϕ(alν z + z(k)
ν )−Qν(z)

∣∣ < 1

ν
. (4.2)

4. Die Funktion ϕ = eh2 eg1−1 P besitzt offensichtlich die letztgenannten
drei Eigenschaften. Der Nachweis der Translationsuniversalität erfolgt
mit (4.2) wörtlich wie im dritten Beweisschritt von Satz 2.4.

Schließlich fragen wir uns auch noch, ob ein ähnliches Resultat für Funk-
tionen mit universellen

”
multiplikativen Translationen“ möglich ist. Diese

sind uns bereits in Satz 2.2 begegnet; dort allerdings wurde eine ganze Funk-
tion konstruiert, die gleichzeitig auch universelle

”
additive Translationen“

besitzt.
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Satz 4.6. Es sei {an}n∈N eine unbeschränkte Folge in C. Dann existiert eine
ganze Funktion ϕ mit den folgenden Eigenschaften:

1. Für jedes j ∈ N0, für alle K ∈ M mit 0 6∈ K und für alle f ∈ A(K)
existiert eine Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit

ϕ(j)(ank
z) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

2. Alle Nullstellen von ϕ sind bekannt. Ein Teil dieser Nullstellen ist unter
gewissen Restriktionen wählbar, während ein anderer Teil sich notwen-
digerweise aus der Beweiskonstruktion ergibt.

Beweis. 1. Es sei {Qn(z)}n∈N eine abzählbare und dichte Teilmenge von
(H(C), d). Ferner sei {Kn}n∈N eine beliebige, aber ebenfalls fest gewähl-
te Folge kompakter Mengen mit Kn ∈ M, 0 6∈ Kn derart, dass für
alle Kompakta K ∈ M, 0 6∈ K ein n0 ∈ N existiert mit K ⊂ Kn0 ,
vgl. Luh [16], S. 90. Darüber hinaus sei L eine abzählbare Liste aller
Paare (Kν , Qµ), in der jedes Paar unendlich oft auftaucht. Wir setzen
L = {(K?

n, Q
?
n)}n∈N und definieren weiter mit αn,j ∈ {z = am, m ∈ N}

(j = 0, . . . , n; n ∈ N) die Mengen

An,j := αn,j ·K?
n (j = 0, . . . , n; n ∈ N).

Dabei gelte

n ≤ |αn,0| < |αn,1| < · · · < |αn,n| < |αn+1,0| < . . . ,

und es seien Jordangebiete Ln,j ⊃ An,j mit rektifizierbarem Rand ∂Ln,j

gewählt mit:

• Es gilt dist(An,j, ∂Ln,j) ≥ 1.

• Für alle n ∈ N und alle j = 0, . . . , n seien alle Mengen Ln,j paar-
weise disjunkt, d. h. es gibt Jordangebiete L̃n,j ⊃ Ln,j, die ebenfalls
alle paarweise disjunkt sind.

Die Menge

E :=
⋃
n∈N

En mit En := An,0 ∪
n⋃

j=1

Ln,j

ist dann eine Arakelian-Menge in C.
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2. Wir setzen für alle n ∈ N

Fn,0(z) := Q?
n

(
z

αn,0

)
,

und definieren weiter für alle n ∈ N und alle j = 1, . . . , n die Funktio-
nen Fn,j(z) als eine zunächst beliebige aber feste Stammfunktion der

Ordnung j zu Q?
n

(
z

αn,j

)
, d. h.

dj

dzj
Fn,j(z) = Q?

n

(
z

αn,j

)
.

In Kenntnis der Beweismethodik aus den vorangegangen Sätzen bemer-
ken wir bereits an dieser Stelle, dass die Nullstellen von Fn,j auf den
Mengen L̃n,j mittels der nachfolgenden Konstruktion die notwendigen
Nullstellen der universellen Funktion ϕ sein werden. Für j 6= 0 können
die Funktionen Fn,j hierbei wegen der Beschränktheit von L̃n,j als null-
stellenfrei auf dieser Menge angenommen werden. Die Folge {ζm}m∈N
bestehe aus allen Punkten w mit w ∈ L̃n,j und Fn,j(w) = 0 für ein Paar
(n, j) mit n ∈ N, j = 0, . . . , n. Ferner gebe %m erneut die Ordnung der
Nullstelle ζm an.
Wir können weitere Nullstellenpunkte wn mit Ordnungen ρn vorgeben,
die alle in der Menge ⋃

n∈N

n⋃
j=0

L̃n,j

nicht enthalten sein dürfen und V ({wn}) = ∅ erfüllen müssen. Nach
dem Weierstraßschen Nullstellensatz existiert auch in dieser Situation
eine ganze Funktion P , die an den oben genannten Stellen ζm und wn

Nullstellen mit der vorgeschriebenen Ordnung %m bzw. ρn hat und sonst
weiter keine Nullstellen in C besitzt.

3. Der nächste Beweisschritt ist wiederum wörtlich nahezu identisch mit
dem zweiten Beweisschritt von Satz 4.1’. So wählen wir mit ähnlichen
Bezeichnungen in den dortigen Schritten (a), (c) und (d) die nachfol-
genden Konstanten und auf E holomorphen Funktionen:

cn,j :=

{
maxAn,0 |P (z)| , j = 0

maxLn,j
|P (z)| , j 6= 0

,

δ1(z) :=

{
− ln(2 n cn,0) , z ∈ An,0

− ln(2 n j! length(∂Ln,j) cn,j) , z ∈ Ln,j, j = 1, . . . , n
,
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Rn,j(z) :=
Fn,j(z)

eg1(z)−1 · P (z)
ist holomorph und nullstellenfrei in L̃n,j,

dn,j :=

{
max ( maxAn,0 |Rn,0(z)| ; 2 ) , j = 0

max ( maxLn,j
|Rn,j(z)| ; 2 ) , j 6= 0

,

δ2(z) :=

{
− ln dn,0 , z ∈ An,0

− ln dn,j , z ∈ Ln,j

.

Nach dem Satz von Arakelian existieren ganze Funktionen g1, g2, h1, h2

und ϕ, die auch die gleichen Abschätzungen wie ebendort erfüllen. Kon-
kret erfüllt die Funktion ϕ somit die folgenden beiden Abschätzungen

max
An,0

∣∣∣∣ϕ(z)−Q?
n

(
z

αn,0

)∣∣∣∣ < 1

n
(n ∈ N) und

max
Ln,j

|ϕ(z)− Fn,j(z)| < 1

n · j! · length(∂Ln,j)
(n ∈ N, j = 1, . . . , n),

woraus wörtlich wie im vierten Beweisschritt von Satz 2.2 folgt, dass ϕ
die erste geforderte Eigenschaft erfüllt. Da ϕ = eh2 eg1−1 P offensichtlich
dieselben Nullstellen wie P besitzt, sind diese alle bekannt und auch
bedingt wählbar, wie wir im zweiten Schritt gesehen haben.

Bemerkung 4.7. 1. Nach dem Satz von Mergelian ist die Menge aller
Polynome mit Koeffizienten in Q+iQ eine mögliche Wahl für die Folge
{Qn}n∈N in den Sätzen 4.1’, 4.4, 4.5, sowie 4.6.

2. Es ist in allen vorangestellten Sätzen stets möglich, keine oder nur end-
lich viele Nullstellenpunkte wn vorzuschreiben.

3. Mit Lemma 2.1 folgt, dass alle Ableitungen der in Satz 4.1’ konstruier-
ten Funktion ebenfalls translationsuniversell sind.

4. Kombinieren wir in einer weiteren Konstruktion jene aus den Beweisen
der Sätze 4.1’ und 4.6, so erhalten wir eine ganze Funktion mit den
Universalitätseigenschaften aus Satz 2.2, deren Nullstellen alle bekannt
und bedingt wählbar sind.

Als eine schöne Anwendung des obigen Satzes 4.1’ zeigen wir nun, dass
es translationsuniverselle Funktionen im Sinne Birkhoffs gibt, die eine re-
gelmäßige Verteilung der Nullstellen besitzen. Hierfür bezeichne Nϕ(r) die
Anzahl der Nullstellen (inkl. Vielfachheiten) der betrachten Funktion ϕ auf
der Menge {z : |z| ≤ r}.
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Satz 4.8. Es sei {zn}n∈N eine beliebige Folge von Translationspunkten in
C mit zn → ∞ (n → ∞). Ferner seien c, q ∈ (0,∞) vorgeschrieben. Dann
existiert eine ganze Funktion ϕ mit den Eigenschaften:

1. Es gilt

lim
r→∞

Nϕ(r)

rq
= c. (4.3)

2. Zu jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) existiert
eine Folge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. Wie üblich sei {Qn(z)}n∈N eine Abzählung aller Polynome mit Ko-
effizienten in Q + iQ. Für die Translationspunkte zn sei

Fn := {z : |z − zn| ≤ n};

ferner sei F̃n := {z : |z − zn| < n + ε} mit einem ε > 0. Des Weiteren
bezeichnen wir für M ∈ N

mM := 1 +
1

M
q
2

.

Indem wir eine geeignete Teilfolge der Translationspunkte bilden, die wir zur
Vereinfachung wieder {zn} nennen, und gegebenenfalls Nullstellenpunkte wn

gemäß den Vorgaben von Satz 4.1’ wählen, erhalten wir mit eben diesem Satz
eine ganze Funktion ϕ, die T-universell bezüglich der Folge {zn} ist, also die
zweite geforderte Eigenschaft erfüllt, und der zusätzlichen Forderung

aM := c ·M q ≤ Nϕ(M) ≤ mM · c ·M q =: bM (4.4)

für alle M ∈ N genügt. Dies ist möglich, da zum einen die Polynome Qn(·−zn)
bereits eine vorgegebene – und natürlich endliche – Anzahl ρn an Nullstel-
len, die unabhängig von der konkreten Auswahl des Translationspunktes zn

ist, auf der Menge F̃n besitzen. Zum anderen konvergiert für M → ∞ die
Differenz ∆M := bM − aM entsprechend der Wahl von mM gegen ∞. Falls
nötig wählen wir also zusätzliche Nullstellenpunkte wn aus, um stets die linke
Ungleichung in (4.4) etwa mit Nϕ(M) = [aM ] + 1 zu realisieren. Gleichzeitig

”
überspringen“ wir soviele zn bis die

”
Lücke“ zwischen [aM ]+1 und bM ”

groß
genug“ für die zuvor bestimmte Nullstellenanzahl ρn ist.
Aufgrund der Wahl von mM und (4.4) folgt bereits

lim
M∈N,M→∞

Nϕ(M)

M q
= c,
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sowie ferner mit Mr := [r] und

Nϕ(Mr)

(Mr)q

(
Mr

r

)q

≤ Nϕ(r)

rq
≤ Nϕ(Mr + 1)

(Mr + 1)q

(
Mr + 1

r

)q

die Gültigkeit von (4.3).

Mit Hilfe eines grundlegenden Resultats über die Zusammenhänge zwischen
Nullstellenanzahl und der Wachstumsordnung einer ganzen Funktion, wel-
ches auf der Jensenschen Formel beruht, erhalten wir für die Wachstumsord-
nung ρ einer jeden Funktion ϕ aus Satz 4.8

ρ ≥ lim sup
r→∞

ln Nϕ(r)

ln r
≥ q.

4.2 Die Picard-Eigenschaft T-universeller

Funktionen

In einer ersten und sehr einfachen Bemerkung zeigen wir, dass eine gewisse
Beziehung zwischen den Nullstellenpunkten wn und den Verschiebungspunk-
ten zn erfüllt sein muss, damit die Existenz einer translationsuniversellen
ganzen Funktion überhaupt möglich ist.

Bemerkung 4.9. Die Nullstellenpunkte wn und die Verschiebungspunkte zn

seien so gewählt, dass ein Punkt ζ existiert mit der Eigenschaft, dass bis auf
endlich viele n ∈ N als Ausnahmen

ζ + zn = wmn für ein mn ∈ N

gilt. Dann existiert keine T-universelle ganze Funktion ϕ im Sinne Birkhoffs.

Beweis. Angenommen es gäbe in dieser Situation eine T-universelle ganze
Funktion ϕ. Dann gilt ϕ(ζ + zn) = ϕ(wmn) = 0 mit nur endlich vielen
Ausnahmen. Eine Funktion f ∈ A(K), die auf einem gegebenen Kompaktum
K ∈ M mit ζ ∈ K durch eine Folge der Form {ϕ(z + znk

)}k∈N beliebig gut
approximierbar ist, müsste somit f(ζ) = 0 erfüllen.

Es wird sich herausstellen, dass T-universelle Funktionen in
”
großem“ Ma-

ße Nullstellen besitzen müssen. Zuvor benötigen wir jedoch den Begriff ei-
nes Nullstellenhäufungspunktes, zunächst für allgemeine Funktionenfolgen
{fn}n∈N.
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Definition 4.10. Die Funktionen f1, f2, . . . seien holomorph in einem Gebiet
G ⊂ C. Wir bezeichnen mit

H({fn}) := {z0 ∈ Ḡ : zu jeder Umgebung U von z0 existieren

unendlich viele n ∈ N mit:

fn besitzt eine Nullstelle in U ∩G}

die Menge der Nullstellenhäufungspunkte von {fn}n∈N.

Unter Verwendung des Satzes von Rouché ist es möglich, die folgende grund-
legende Charakterierung eines Nullstellenhäufungspunktes, sowie den Satz
von Hurwitz zu beweisen. Hierauf verzichten wir jedoch in dieser Arbeit.

Satz 4.11. Die Funktionen f1, f2, . . . seien holomorph im Gebiet G ⊂ C,
und es gelte

fn(z) → f(z) 6≡ 0 kompakt auf G (n →∞).

Es sei z0 ∈ G. Dann ist z0 ∈ H({fn}) genau dann, wenn f(z0) = 0 gilt.

Satz 4.12 (Hurwitz). Es seien alle Funktionen f1, f2, . . . holomorph und
nullstellenfrei im Gebiet G, und es gelte

fn(z) → f(z) kompakt auf G (n →∞).

Dann gilt entweder f(z) ≡ 0 oder f(z) 6= 0 für alle z ∈ G.

Nach dem Identitätssatz ist sowieso klar, dass eine translationsuniverselle
ganze Funktion höchstens abzählbar viele Nullstellen in der komplexen Ebene
haben kann, die darüber hinaus keinen Häufungspunkt in C besitzen. Sie
besitzt aber tatsächlich stets abzählbar viele, wie der nachfolgende Satz zeigt.

Satz 4.13. Es seien {zn}n∈N eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und
ϕ eine translationsuniverselle ganze Funktion im Sinne des Birkhoff-Satzes,
d. h. zu jedem K ∈ M und jedem f ∈ A(K) existiert eine Teilfolge {nk}k∈N
natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Dann gilt:

1. H({ϕ(ν)(z + zn)}) = C für alle ν ∈ N0.

2. ϕ nimmt jedes w ∈ C an abzählbar vielen Punkten ζk ∈ C (k ∈ N) als
Funktionswert an. Diese Punktmenge besitzt keinen Häufungspunkt in
C. Insbesondere besitzt ϕ somit abzählbar viele Nullstellen.
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3. Es sei g(z) 6≡ 0 eine beliebige ganze Funktion und die Nullstellen von
g in {z : |z| ≤ m} seien gi (1 ≤ i ≤ p := p(m)). Ferner wählen wir
zu jedem i ∈ {1, . . . , p} ein beliebig kleines εi > 0 und betrachten das
Kompaktum

K := {z : |z| ≤ m} \
p⋃

i=1

{z : |z − gi| < εi}.

Dann existiert eine Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit:
ϕ(z + znk

) besitzt keine Nullstelle in K.

Beweis. 1. Es sei ν ∈ N0 und ζ ∈ C beliebig. Ferner wählen wir mit
einem beliebigen r > 0 die Menge B := Br(ζ) := {z : |z − ζ| < r}.
Das Kompaktum K := B̄ ist trivialerweise eine Mergelian-Menge, und
f(z) := (z − ζ)ν+1 erfüllt f ∈ A(K), da f sogar eine ganze Funkti-
on ist. Gemäß der Voraussetzung an ϕ existiert eine Teilfolge {nk}k∈N
natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞),

woraus unmittelbar

ϕ(ν)(z + znk
) → f (ν)(z) kompakt auf B (k →∞)

folgt. Da f (ν)(ζ) = 0 gilt, erhalten wir mit Satz 4.11

ζ ∈ H({ϕ(ν)(z + znk
)}) ⊂ H({ϕ(ν)(z + zn)}).

Weil ν und ζ beliebig waren, gilt die erste Aussage.

2. Es sei w ∈ C beliebig, so wählen wir K := D̄ ∈ M und als Funktion
f(z) := z + w. Wegen f ∈ A(K) und der gemachten Voraussetzung
existiert eine Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + znk
) → z + w gleichmäßig auf D̄ (k →∞).

Wegen g(z) 6≡ 0 und g(0) = 0 existiert nach dem Satz von Hurwitz ein
k0 ∈ N mit der Eigenschaft:
ϕ(z+znk

)−w besitzt eine Nullstelle in D für alle k ≥ k0, diese heiße ζk.
(Existiert ein solches k0 nicht, so würde eine Teilfolge

{ϕ(z + znkν
)− w}ν∈N

von in D nullstellenfreien Funktionen auf D kompakt gegen g(z) kon-
vergieren. Dies würde wegen den oben genannten Eigenschaften von g
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einen Widerspruch zum Satz von Hurwitz bedeuten.)
Wir erhalten

ϕ(ζk + znk
) = w für alle k ≥ k0,

wobei die Menge
{z = ζk + znk

, k ≥ k0}

wegen der Unbeschränktheit der Folge {zn}n∈N und der Beschränktheit
der Folge {ζk}k≥k0 abzählbar viele Elemente enthält. Jedes w ∈ C wird
somit an mindestens abzählbar vielen Stellen als Funktionswert von ϕ
angenommen. Die Menge aller Punkte, an denen die Funktion ϕ den
Wert w annimmt, besitzt nach dem Identitätsatz keine Häufungspunk-
te.

3. Da ϕ
”
Birkhoff-translationsuniversell“ und g eine ganze Funktion ist,

existiert eine Teilfolge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit:

ϕ(z + znk
) → g(z) 6≡ 0 kompakt auf {z : |z| < m + 1} (k →∞).

Es sei ein z̃ mit |z̃| ≤ m und g(z̃) 6= 0 gegeben. Nach Satz 4.11 gilt
z̃ 6∈ H({ϕ(z + znk

)}), also existiert eine Umgebung U(z̃) (ohne Ein-
schränkung offen wählbar) mit der Eigenschaft: ϕ(z + znk

) besitzt eine
Nullstelle in U(z̃)∩{z : |z| < m+1} für nur endlich viele k ∈ N. Ferner
gilt

K ⊂ {z̃ : |z̃| ≤ m, g(z̃) 6= 0} ⊂
⋃
{U(z̃) : |z̃| ≤ m, g(z̃) 6= 0}.

Da K kompakt ist, existiert eine endliche Teilüberdeckung, d. h. mit
|z̃j| ≤ m (1 ≤ j ≤ q) und g(z̃j) 6= 0 gilt

K ⊂
q⋃

j=1

U(z̃j).

Wie im vorigen Schritt existiert ein kj ∈ N mit: ϕ(z+znk
) besitzt keine

Nullstelle in U(z̃j) ∩ {z : |z| < m + 1} für alle k ≥ kj. Setzen wir
k̃ := max1≤j≤q kj, so hat die Funktion ϕ(z + znk

) für alle k ≥ k̃ keine
Nullstelle in K.

Bemerkung 4.14. Als Folgerung aus dem Großen Satz von Picard wissen
wir, dass eine ganze transzendente Funktion jeden Wert w ∈ C unendlich
oft annimmt - mit höchstens einer Ausnahme.

”
Birkhoff-universelle“ Funk-

tionen nehmen jeden Wert w ∈ C unendlich oft an und besitzen wegen der
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zweiten Eigenschaft aus Satz 4.13 keinen solchen Ausnahmewert.
Dementsprechend können alle Funktionen, die mindestens einen Wert w ∈ C
überhaupt nicht oder nur endlich oft annehmen, nicht T-universell sein.
f(z) = ez und g(z) = eh(z) mit einer beliebigen ganzen Funktion h sind
Beispiele für Funktionen, die aufgrund dieses notwendigen Kriteriums als
mögliche T-universelle ganze Funktionen ausscheiden. Sie besitzen beide den
Picardschen Ausnahmewert 0, den sie als Funktionswert nicht annehmen.

Nachdem wir nun gesehen haben, dass eine ganze Funktion, die universell im
Sinne Birkhoffs ist, nicht nullstellenfrei sein kann, überrascht uns die Tatsache
noch mehr, dass es ganze, nullstellenfreie Funktionen gibt, deren Ableitung
Birkhoff-translationsuniversell sind. Der Beweis erfolgt erneut sehr analog
zum dem von Satz 4.1’.

Satz 4.15. Es sei {zn}n∈N eine beliebige Folge unbeschränkter komplexer
Zahlen. Dann existiert eine ganze Funktion ϕ mit den folgenden Eigenschaf-
ten:

1. ϕ besitzt keine Nullstellen in C.

2. Zu jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) existiert
eine Folge {nk}k∈N natürlicher Zahlen mit

ϕ′(z + znk
) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. 1. Zunächst können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit
annehmen, dass die Punkte zn so gewählt sind, dass für die Mengen

Fn := {z : |z − zn| ≤ n + 1},
F̃n := {z : |z − zn| < n + 1 + ε} mit einem beliebig kleinen ε > 0

F̃n ∩ F̃m = ∅ für n 6= m gilt. Die Menge F :=
⋃

n∈N Fn ist wieder-
um eine Arakelian-Menge in C und {Qn}n∈N bezeichne wie üblich eine
Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten in Q + iQ.

2. Wir setzen
δ1(z) := − ln(2 · n(n + 1)), z ∈ Fn.

Da dies eine in F holomorphe Funktion ist, existiert nach dem Arake-
lianschen Approximationssatz eine ganze Funktion g1 mit

|δ1(z)− g1(z)| < 1, z ∈ F.
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Ferner bestimmen wir mit Gn(z) eine Stammfunktion zu Qn(z − zn),
d. h.

d

dz
Gn(z) = Qn(z − zn)

mit der zusätzlichen Forderung Gn(z) 6= 0 für alle z ∈ F̃n. Falls dies
zunächst nicht gilt, betrachten wir

G̃n(z) = Gn(z) + 1 + max
F̃n

|Gn(z)|

anstelle von Gn. Hiermit definieren wir

Rn(z) :=
Gn(z)

eg1(z)−1
, z ∈ F̃n,

eine in F̃n holomorphe und nullstellenfreie Funktion, sodass Funktionen
log Rn(z) existieren, die holomorph in F̃n ⊃ Fn sind, mit elog Rn(z) =
Rn(z). Ferner ist die Funktion

l(z) := log Rn(z), z ∈ Fn

in F holomorph.

3. Setzen wir

δ2(z) := − ln

(
max(max

z∈Fn

|Rn(z)|; 2)
)

, z ∈ Fn,

so existieren nach dem Satz von Arakelian eine ganze Funktion g2 mit

|δ2(z)− g2(z)| < 1, z ∈ F,

sowie zur ebenfalls in F holomorphen Funktion l(z)

eg2(z)−1 eine weitere
ganze Funktion h1 mit∣∣∣∣ l(z)

eg2(z)−1
− h1(z)

∣∣∣∣ < 1, z ∈ F.

Insgesamt erfüllt die ganze Funktion h2(z) := h1(z) · eg2(z)−1

|el(z) − eh2(z)| < 2, z ∈ F.

(Hinsichtlich Rechendetails verweisen wir auf die Beweisschritte 2(f)
und 2(g) von Satz 4.1’.)
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Hiermit folgt für die ersichtlicherweise nullstellenfreie und ganze Funk-
tion ϕ(z) := eh2(z) · eg1(z)−1 und z ∈ Fn = {z : |z − zn| ≤ n + 1}

|Gn(z)− ϕ(z)| < 2|eg1(z)−1| < 2eδ1(z) =
1

n(n + 1)
.

Mit der Cauchyschen Integralformel folgt weiter

max
|z−zn|≤n

|ϕ′(z)−Qn(z − zn)| = max
|z−zn|≤n

∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|t−zn|=n+1

ϕ(t)−Gn(t)

(t− z)2
dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π
max

|t−zn|=n+1
|ϕ(t)−Gn(t)| · 2π(n + 1) <

1

n
,

was äquivalent ist zu

max
|w|≤n

|ϕ′(w + zn)−Qn(w)| < 1

n
. (4.5)

4. Zu einem beliebigen Kompaktum K ∈ M und einer beliebigen Funktion
f ∈ A(K) existiert nach dem Satz von Mergelian eine Teilfolge {nk}k∈N
natürlicher Zahlen, sodass die Folge {Qnk

(z)}k∈N gleichmäßig auf K
gegen f(z) konvergiert. Da K ⊂ {w : |w| ≤ nk} für alle hinreichend
großen k gilt, folgt zusammen mit (4.5) auch die zweite Aussage.

Bemerkung 4.16. 1. Insbesondere zeigt dieser Satz, dass eine Funktion
nicht notwendigerweise über eine universelle Eigenschaft ihrer Ablei-
tung verfügen muss, denn die obige Funktion ϕ ist als nullstellenfreie
Funktion wie oben gesehen nicht translationsuniversell.

2. Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis des letzten Satzes folgt für die
dortige Funktion ϕ, dass ϕ′(z) = ϕ(z) · (h′2(z) + g′1(z)) gilt, wobei der
erste Faktor nullstellenfrei ist. Das bedeutet nach Satz 4.13, dass die
Funktion h′2 die Funktion g′1 an abzählbar vielen Punkten interpoliert.

3. Mit Lemma 2.1 folgt, dass auch alle weiteren Ableitungen von ϕ transla-
tionsuniversell sind. Denn die in Satz 4.15 konstruierte Funktion erfüllt
die im dortigen Lemma mit (Aj) bezeichnete Eigenschaft für j = 1, und
folglich besitzt sie diese Eigenschaft auch für alle j ≥ 2.

4. Es sei {zn}n∈N eine unbeschränkte Folge in C. Kombinieren wir die
Konstruktionen aus den Beweisen der Sätze 4.15 und 4.6, wobei wir in
letzterem auf die Mengen An,0 und dortige Approximationen verzichten,
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und in beiden Konstruktionen stets nullstellenfreie Stammfunktionen
auf den jeweiligen Mengen betrachten, so erhalten wir eine nullstellen-
freie ganze Funktion ϕ mit

{ϕ(j)(z + zn)}n∈N ist dicht in A(K) für alle K ∈ M und alle j ∈ N,

und

{ϕ(j)(zn · z)}n∈N ist dicht in A(K) für alle K ∈ M mit 0 6∈ K

und alle j ∈ N.
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Über Nullstellen
ableitungsuniverseller
Funktionen

Die Klasse der ableitungsuniversellen Funktionen geht auf MacLane [19]
zurück und besteht aus ganzen Funktionen ϕ, für welche eine geeignete Folge
{ϕ(nk)}k∈N ihrer Ableitungen auf C kompakt gegen jede beliebig vorgegebene
ganze Funktion f konvergiert. Die Teilfolge {nk}k∈N hängt hierbei logischer-
weise von f ab.
Im Jahre 1994 zeigte Herzog [12], dass es nullstellenfreie ableitungsuniverselle
Funktionen gibt. Des Weiteren ist die Existenz ableitungsuniverseller Funk-
tionen mit endlich vielen vorgeschriebenen Nullstellen nicht schwer nachzu-
weisen, wie folgende Bemerkung zeigt.

Bemerkung 5.1. Es seien endlich viele komplexe Zahlen zi (1 ≤ i ≤ N)
gegeben. Dann existiert eine ableitungsuniverselle Funktion ϕ mit ϕ(zi) = 0
für alle i = 1, . . . , N .

Beweis. Es sei ϕ0 eine ganze Funktion, die im Sinne von MacLane ablei-
tungsuniversell ist. Ferner sei P0 ein Polynom, welches ϕ0 an den Punkten
zi (1 ≤ i ≤ N) interpoliert, so liefert ϕ0 − P0 das Gewünschte.

Im folgenden Satz zeigen wir, dass wir zu jeder vorgeschriebenen Folge
{zi}i∈N0 von Nullstellen, die natürlich keinen Häufungspunkt in C haben darf,
eine ableitungsuniverselle Funktion ϕ konstruieren können, mit ϕ(zi) = 0 für
alle i ∈ N0.

Satz 5.2. Es sei {zi}i∈N0 eine Folge in C mit V ({zi}) = ∅.
Dann existiert eine ganze Funktion ϕ mit:

67
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• Es ist ϕ(zi) = 0 für alle i ∈ N0.

• Zu jedem K ∈ M und jedem f ∈ A(K) existiert eine Folge natürlicher
Zahlen {ms}s∈N mit

ϕ(ms)(z) → f(z) gleichmäßig auf K (s →∞).

Beweis. 1. Ohne Einschränkung gelte für die Folge {zi}i∈N0

0 ≤ |z0| ≤ |z1| ≤ . . . ,

sodass zu jedem ν ein Index hν ∈ N existiert mit

{zi : i = 0, . . . , hν} = {zi : i ∈ N0, |zi| ≤ ν − 1}.

Wir betrachten die Lagrange-Polynome

L
(ν)
j (z) :=

hν∏
k=0
k 6=j

z − zk

zj − zk

(j = 0, . . . , hν)

und setzen

Mν :=
hν∑
j=0

max
|z|≤ν

|L(ν)
j (z)|.

2. Für eine ganze Funktion Φ(z) sei {Φ(−j)(z)}j∈N die Folge ihrer iterierten
Stammfunktionen gemäß

Φ(−j)(z) :=

z∫
0

Φ(−j+1)(ζ)dζ (j ∈ N).

Nach Luh [16, Lemma 1] gilt Φ(−j)(z) → 0 kompakt auf C (j →∞).
Es sei {Qν(z)}ν∈N eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten in
Q + iQ, und wir setzen gν := Grad(Qν). Zu jedem ν ∈ N wählen wir
ein rν ≥ ν mit

max
|z|≤ν

|Q(−j)
ν (z)| < min

{
1

ν2
,

1

Mν ν3 (nν−1)!

}
für alle j ≥ rν . (5.1)

Wir beachten, dass die Folge {nν}ν∈N erst im nächsten Schritt definiert
wird. Wie wir dort sehen werden, ist die Größe (nν−1)! an dieser Stelle
jedoch stets bekannt.
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3. Wir konstruieren induktiv eine Folge {nν}ν∈N ⊂ N und zwei Folgen von
Polynomen {Pν(z)}ν∈N und {Πν(z)}ν∈N, wobei Pν(z) stets vom Grad
≤ hν ist, und lν := Grad(Πν) sei. Es seien n1 = r1 + 1, n2, . . . , nν−1,
P1(z) ≡ 0, P2(z), . . . , Pν−1(z), sowie Π1(z) ≡ 0, Π2(z), . . . , Πν−1(z) für
ein ν ∈ N bereits bekannt. Wir setzen

nν > max
1≤µ≤ν−1

{gµ + hµ + lµ}+ rν + nν−1 + hν

und

Ωµ(z) := Q(−nµ)
µ (z),

Uµ(z) := Tµ−1(z) + Ωµ(z) + Pµ(z),

Tµ(z) := Tµ−1(z) + Ωµ(z) + Pµ(z) + Πµ(z).

(a) Es gelte Tν−1(zi) = 0 für alle i = 0, . . . , hν . Bezüglich des Induk-

tionsanfangs beachten wir, dass T1(z) = Ω1(z) = Q
(−n1)
1 (z) mit

Q
(−n1)
1 (0) = 0 gilt. Induktiv konstruieren wir als erstes Pν(z),

daher betrachten wir zur Funktion −Ων(z) = −Q
(−nν)
ν (z) das

Lagrange-Interpolationspolynom

Pν(z) :=
hν∑
j=0

{−Ων(zj)} L
(ν)
j (z).

Folglich gilt:

• Pν(z) ist ein Polynom vom Grad ≤ hν < nν , also P
(nν)
ν (z) ≡ 0.

• Für alle i = 0, . . . , hν gilt

Uν(zi) = Tν−1(zi) + Ων(zi) + Pν(zi) = 0.

• Ferner ist

max
|z|≤ν

|Pν(z)| ≤ max
|z|≤ν

|Ων(z)| ·
hν∑
j=0

max
|z|≤ν

|L(ν)
j (z)|

<
1

Mν ν3 (nν−1)!
·Mν =

1

ν3 (nν−1)!
≤ 1

ν2
.

(5.2)

• Weiter folgt für alle k ≤ ν − 1

max
|z|≤ν−1

|P (nk)
ν (z)| = max

|z|≤ν−1

∣∣∣∣∣∣∣
nk!

2πi

∫
|t|=ν

Pν(t)

(t− z)nk+1
dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ (nν−1)!

2π
max
|t|=ν

|Pν(t)| · 2πν ≤ 1

ν2
.

(5.3)
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(b) Als zweites konstruieren wir nun Πν(z). Falls kein i ∈ N0 existiert
mit ν − 1 < |zi| ≤ ν, so fällt dieser Beweisschritt weg, d. h. wir
setzen Πν(z) ≡ 0. Andernfalls gibt es mindestens eine Nullstelle
in ν − 1 < |z| ≤ ν, und wir betrachten

Fν(z) :=
∏

ν−1<|zi|≤ν

Ejν

(
z

zi

)
,

wobei

Ej(z) := (1− z) exp

(
j∑

ı=0

zi

i

)
eine sogenannte Weierstraßsche Elementarfunktion sei. Für diese
gilt, siehe etwa Rudin [23, Kapitel 15]:

• Für jedes j ∈ N0 ist Ej(z) eine ganze Funktion mit einer
einfachen Nullstelle an z = 1.

• Für jedes j ∈ N0 und für alle z ∈ D gilt

|1− Ej(z)| ≤ |z|j+1.

Im Hinblick auf die zweite Eigenschaft dieser Elementarfunk-
tionen, sei jν ∈ N0 so groß gewählt, dass gilt:

max
|z|≤ν−1

|Fν(z)− 1| ≤ 1

ν3 bν (nν)!
mit bν := max

|z|≤ν−1
|Uν(z)|.

Offensichtlich ist Uν(z) · Fν(z) eine ganze Funktion mit Nullstel-
len an allen zi mit |zi| ≤ ν. Nach dem Satz von Walsh über die
simultane Approximation und Interpolation existiert zu
F̃ν(z) := Uν(z)(Fν(z)− 1) ein Polynom Πν(z) mit

max
|z|≤ν

|Πν(z)− F̃ν(z)| < 1

ν3(nν)!
,

welches F̃ν(z) an allen zi mit |zi| ≤ ν interpoliert. Für alle zi mit
|zi| ≤ ν folgt damit

Tν(zi) = Uν(zi) + Πν(zi)

= Uν(zi) + F̃ν(zi) + Πν(zi)− F̃ν(zi)

= (UνFν)(zi) = 0

(5.4)
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Ferner gilt

max
|z|≤ν−1

|Πν(z)| ≤ max
|z|≤ν−1

|Πν(z)− F̃ν(z)|+ max
|z|≤ν−1

|F̃ν(z)|

<
1

ν3(nν)!
+ max

|z|≤ν−1
|Uν(z) · (Fν − 1)(z)|

<
1

ν3(nν)!
+ bν

1

ν3 bν (nν)!
=

2

ν3 (nν)!
≤ 2

ν2
.

(5.5)

Weiter folgt für alle k ≤ ν

max
|z|≤ν−2

|Π(nk)
ν (z)| = max

|z|≤ν−2

∣∣∣∣∣∣∣
nk!

2πi

∫
|t|=ν−1

Πν(t)

(t− z)nk+1
dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ nν !

2π
max
|t|=ν−1

|Πν(t)| · 2π(ν − 1) ≤ 2

ν2
.

(5.6)

4. Wir setzen

ϕ(z) :=
∞∑

ν=1

Q(−nν)
ν (z) + Pν(z) + Πν(z).

Wegen nν > rν , sowie (5.1), (5.2) und (5.5) gilt

max
|z|≤ν−1

|Q(−nν)
ν (z) + Pν(z) + Πν(z)| < 4

ν2
,

also ist die obige Reihe kompakt konvergent in C, d. h. ϕ ist eine ganze
Funktion. Des Weiteren gilt

Tν(z) =
ν∑

µ=1

Q(−nµ)
µ (z) + Pµ(z) + Πµ(z) → ϕ(z) kompakt auf C,

also besitzt ϕ wegen (5.4) jedes zi (i ∈ N0) als Nullstelle.

5. Abschließend weisen wir nach, dass ϕ ableitungsuniversell ist.

(a) Es sei k ∈ N fest. Aufgrund der Wahl von nk gilt

Q(nk−nν)
ν (z) ≡ P (nk)

ν (z) ≡ Π(nk)
ν (z) ≡ 0 für alle ν < k

und P
(nk)
k (z) ≡ 0. Das bedeutet

ϕ(nk)(z) =
∞∑

ν=1

Q(nk−nν)
ν (z) + P (nk)

ν (z) + Π(nk)
ν (z)

= Qk(z) +
∞∑

ν=k+1

Q(nk−nν)
ν (z) +

∞∑
ν=k+1

P (nk)
ν (z) +

∞∑
ν=k

Π(nk)
ν (z).
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Erneut aufgrund der Wahl von nk, sowie wegen (5.1), (5.3) und
(5.6) folgt

max
|z|≤k−2

|ϕ(nk)(z)−Qk(z)| ≤
∞∑

ν=k+1

max
|z|≤ν

|Q(nk−nν)
ν (z)|

+
∞∑

ν=k+1

max
|z|≤ν−1

|P (nk)
ν (z)|

+
∞∑

ν=k

max
|z|≤ν−2

|Π(nk)
ν (z)|

≤
∞∑

ν=k+1

1

ν2
+

∞∑
ν=k+1

1

ν2
+

∞∑
ν=k

2

ν2

≤ 4
∞∑

ν=k

1

ν2
<

4

k − 1
.

(b) Es seien nun K ∈ M, sowie f ∈ A(K) beliebig gegeben. Nach
dem Satz von Mergelian existiert eine Folge {ks}s∈N mit

max
K

|Qks(z)− f(z)| < 1

s
.

Für alle genügend großen s gilt K ⊂ {z : |z| ≤ ks − 2}, und wir
erhalten

max
K

|ϕ(nks )(z)− f(z)| ≤ max
|z|≤ks−2

|ϕ(nks )(z)−Qks(z)|

+ max
K

|Qks(z)− f(z)|

≤ 4

ks − 1
+

1

s
.

Mit ms := nks folgt die Behauptung.

In diesem Beweis wurde die universelle Funktion nicht direkt mit Hilfe des
Satzes von Arakelian erzeugt, sondern als Polynomreihe konstruiert. Als
wichtige Hilfsmittel dienten hier die Interpolation mit Lagrange-
Polynomen, der Satz von Walsh über die simultane Approximation und Inter-
polation, sowie einfache Eigenschaften der Weierstraßschen Elementarfunk-
tionen. In völlig anderem Zusammenhang wurde diese Beweistechnik zuerst
von Gehlen [9] angewandt, um Aussagen über die Schärfe eines der Jentz-
schen Sätze zu treffen.
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Kapitel 6

In einem doppelten Sinne
universelle Funktionen

Mit der im vorigen Kapitel angewandten Beweistechnik ist es aber auch
möglich weitere, sogar in einem doppelten Sinne universelle Funktionen zu
konstruieren.
Hierzu benötigen wir erneut den Begriff der Nullstellenhäufungspunkte, wel-
chen wir bereits zu Beginn von Kapitel 4.2 in der Definition 4.10 erläutert
haben.
Die beiden folgenden Funktionen ϕ werden im Einheitskreis D ableitungs-
bzw. translationsuniversell sein. Darüber hinaus existiert zu jeder abgeschlos-
senen Menge A ⊂ Dc eine Folge {spk

}k∈N der pk-ten Partialsummen der
Potenzreihenentwicklung von ϕ, für welche gilt, dass A Teilmenge der Null-
stellenhäufungspunkt-Menge der Folge {spk

}k∈N ist. Im Komplement des ab-
geschlossenen Einheitskreises sind beide Mengen sogar identisch.

6.1 Ableitungsuniverselle Funktionen in D
Zunächst betrachten wir die oben beschriebene Problemstellung für ablei-
tungsuniverselle Funktionen.

Satz 6.1. Es gibt eine Potenzreihe ϕ(z) =
∞∑

ν=0

aν zν mit Konvergenzradius 1

und den Teilsummen sn(z) :=
n∑

ν=0

aν zν, sodass die folgenden Bedingungen

gelten:

1. Zu jedem Kompaktum K ⊂ D mit zusammenhängendem Komplement
und jeder Funktion f ∈ A(K), existiert eine Teilfolge {ms}s∈N ⊂ N mit

ϕ(ms)(z) → f(z) gleichmäßig auf K (s →∞).
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2. Zu jeder abgeschlossenen Menge A ⊂ C mit A ⊂ Dc, existiert eine
Teilfolge {pk}k∈N ⊂ N (abhängig von A), sodass A ⊂ H({spk

}) gilt und
für alle z ∈ (D̄)c gilt

z ∈ H({spk
}) genau dann, wenn z ∈ A.

Beweis. 1. Wir bezeichnen mit T die Menge aller Punkte in |z| > 1
mit rationalen Real- und Imaginärteilen. Ferner sei M?

1 , M?
2 , . . . eine

Abzählung aller endlichen Teilmengen von T , und wir definieren die
Folge {Mk}k∈N mittels M(n,m) := M?

m; wobei m, n ∈ N mit

1 ≤ m ≤ n und (n,m) :=

(
n

2

)
+ m,

also hat {Mk}k∈N die Glieder:

M?
1 , M?

1 , M?
2 , M?

1 , M?
2 , M?

3 , M?
1 , M?

2 , M?
3 , M?

4 , . . . .

Weiter nehmen wir an, es sei Mk := {zk,1, . . . , zk,mk
}, und wir definieren

die Folge {Rk}k∈N0 durch

R0 := 1, Rk := max{Rk−1, |zk,1|, . . . , |zk,mk
|}+ 1 für jedes k ≥ 1,

sowie eine zweite Folge {rk}k∈N mit rk := 1− 1
k+1

.

2. Für eine ganze Funktion Φ(z) sei {Φ(−j)(z)}j∈N die Folge ihrer iterierten
Stammfunktionen gemäß

Φ(−j)(z) :=

z∫
0

Φ(−j+1)(ζ)dζ (j ∈ N).

Nach Luh [16, Lemma 1] gilt Φ(−j)(z) → 0 kompakt auf C (j →∞).
Es sei {Qk(z)}k∈N eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten in
Q + iQ, und wir setzen gk := Grad(Qk). Zu jedem k ∈ N wählen wir
ein r̃k ≥ k mit

max
|z|≤rk

|Q(−j)
k (z)| < 1

k2
für alle j ≥ r̃k. (6.1)

Ist etwa

Qk(z) =

gk∑
ν=0

bν zν ,
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so gilt

Q
(−nk)
k (z) =

gk+nk∑
ν=nk

bν−nk

(ν − nk + 1) · · · ν
zν ,

d. h. Q
(−nk)
k (z) ist ein Polynom vom Grad gk + nk und einer Nullstelle

der Ordnung ≥ nk an z = 0. Die Ordnung nk der Stammfunktion von
Qk(z) wird noch zu wählen sein.

3. Wir konstruieren nun induktiv eine Folge {nk}k∈N natürlicher Zahlen
und eine Folge von Polynomen {Pk(z)}k∈N mit hk := Grad(Pk). Des
Weiteren sei T0(z) ≡ 0, und wir setzen für k ∈ N

Ωk(z) := Q
(−nk)
k (z),

Tk(z) := Tk−1(z) + Ωk(z) + Pk(z).

Dabei nehmen wir an, dass Tk−1(z) in {z : 1 ≤ |z| ≤ Rk−1} exakt die
Elemente von Mk−1 als Nullstellen besitze und den Grad jk−1 habe;
während die Nullstellen von Tk−1(z) + Ωk(z) in {z : 1 ≤ |z| ≤ Rk}
durch die Punkte wk,1, . . . , wk,lk gegeben seien, und wir definieren

ck := max
|z|≤rk

|Tk−1(z) + Ωk(z)|.

Es seien n1 = r̃1 + 1, n2, . . . , nk−1, sowie P1(z), . . . , Pk−1(z) bereits be-
kannt, so wählen wir zunächst

nk > max
1≤µ≤k−1

{gµ + hµ}+ r̃k + nk−1 + jk−1.

4. Bevor wir unsere Konstruktion beginnen, erinnern wir noch an einige
Basiseigenschaften der von Weierstraß eingeführten Elementarfunktio-
nen

Eµ(z) := (1− z) exp(

µ∑
j=1

zj

j
),

vgl. Rudin [23, Kapitel 15]:

• Für jedes µ ∈ N0 ist die Funktion Eµ(z) eine ganze Funktion mit
nur einer einfachen Nullstelle an z = 1.

• Für jedes µ ∈ N0 und alle |z| < 1 gilt

|1− Eµ(z)| ≤ |z|µ+1. (6.2)
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• Es gilt

−E ′
µ(z) = zµ exp(

µ∑
j=1

zj

j
).

Somit besitzt Eµ(z) − 1 eine Nullstelle der Ordnung ≥ µ + 1 an
der Stelle z = 0.

Im Hinblick auf die Eigenschaft (6.2) wählen wir µk ≥ jk−1 so groß,
dass die Funktion

Fk(z) :=

∏mk

j=1 Eµk

(
z

zk j

)
∏lk

j=1 Eµk

(
z

wk j

)
die Abschätzung

|Fk(z)− 1| ≤ (rk − r2
k)

nk+1

ck k2 (nk)!
für alle z ∈ {z : |z| ≤ rk} (6.3)

erfüllt. Offensichtlich besitzt die ganze Funktion

Hk(z) := (Tk−1(z) + Ωk(z))Fk(z) =: Tk−1(z) + Ωk(z) + F̃k(z)

in {z : 1 ≤ |z| ≤ Rk} exakt die Elemente von Mk als Nullstellen. Die
Nullstellen von Hk(z) in D sind jene des Polynoms Tk−1(z) + Ωk(z)
in D. Diese heißen ζk,1, . . . , ζk,ik , wobei jede Nullstelle entsprechend ih-
rer Ordnung aufgelistet ist. Insbesondere ist Hk(z) nullstellenfrei auf
{z : |z| = Rk}, also gilt

dk := min
|z|=Rk

|Hk(z)| > 0.

Unter Verwendung der dritten oben erwähnten Eigenschaft der Weier-
straßschen Elementarfunktionen liefert eine einfache Überlegung, dass
auch F̃k(z) = (Fk(z)− 1)(Tk−1(z) + Ωk(z)) eine Nullstelle der Ordnung
≥ µk + 1 > jk−1 an z = 0 besitzt.
Nach dem Satz von Walsh über die simultane Approximation und In-
terpolation, existiert zu F̃k(z) ein Polynom Pk(z) mit

|Pk(z)−F̃k(z)| < min

{
dk,

(rk − r2
k)

nk+1

k2 (nk)!

}
für alle z ∈ {z : |z| ≤ Rk},

welches F̃k(z) an allen Punkten ζk,1, . . . , ζk,ik , zk,1, . . . , zk,mk
, sowie an

z = 0 mit der Ordnung µk + 1 interpoliert.
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5. Wir setzen

ϕ(z) :=
∞∑

k=1

Q
(−nk)
k (z) + Pk(z) =

∞∑
k=1

Ωk(z) + Pk(z),

und stellen nun einige Eigenschaften zusammen:

(a) Pk(z) hat eine Nullstelle der Ordnung ≥ µk + 1 > jk−1 an z = 0.
Das bedeutet, Tk−1(z) ist gleich sjk−1

(z), der jk−1-ten Teilsumme

der Potenzreihenentwicklung ϕ(z) =
∞∑

ν=0

aν zν von ϕ.

(b) Mit (6.3) gilt

max
|z|≤rk

|Pk(z)| ≤ max
|z|≤rk

|Pk(z)− F̃k(z)|+ max
|z|≤rk

|F̃k(z)|

<
(rk − r2

k)
nk+1

k2 (nk)!
+ max

|z|≤rk

|((Tk−1 + Ωk)(Fk − 1))(z)|

≤ (rk − r2
k)

nk+1

k2 (nk)!
+ ck

(rk − r2
k)

nk+1

ck k2 (nk)!

=
2 (rk − r2

k)
nk+1

k2 (nk)!
≤ 2

k2
.

Unter Beachtung von nk ≥ r̃k folgt mit (6.1), sowie wegen
limk→∞ rk = 1, dass ϕ holomorph in D ist, also hat die Potenzreihe

ϕ(z) =
∞∑

ν=0

aν zν mindestens den Konvergenzradius 1.

(c) Weiter folgt für alle ν ≤ k

max
|z|≤r2

k

|P (nν)
k (z)| = max

|z|≤r2
k

∣∣∣∣∣∣∣
(nν)!

2πi

∫
|t|=rk

Pk(t)

(t− z)nν+1
dt

∣∣∣∣∣∣∣
≤ (nk)!

2π
max
|t|=rk

|Pk(t)| ·
1

(rk − r2
k)

nk+1
· 2πrk

≤ 2

k2
.

(6.4)

(d) Wegen |Pk(z)− F̃k(z)| < dk ≤ |Hk(z)| = |Tk−1(z)+Ωk(z)+ F̃k(z)|
für alle z ∈ {z : |z| = Rk}, erhalten wir nach dem Satz von
Rouché, dass die beiden Funktionen

Tk−1(z) + Ωk(z) + F̃k(z) = Hk(z)
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und
Tk−1(z) + Ωk(z) + Pk(z) = Tk(z)

die gleiche Anzahl an Nullstellen in {z : |z| ≤ Rk} haben. Wegen
der Interpolationseigenschaften von Pk(z) sind die Nullstellen so-
gar identisch. Insbesondere besitzt also Tk(z) in {z : 1 ≤ |z| ≤ Rk}
exakt die Elemente von Mk als Nullstellen.

(e) Speziell sind für jedes feste m ∈ N und alle i ≥ m die Nullstellen
von T(i,m)(z) = sj(i,m)

(z) in {z : 1 ≤ |z| ≤ R(i,m)} exakt die Ele-
mente von M?

m.
Der Konvergenzradius der Potenzreihe von ϕ kann daher nicht
größer als 1 sein. Wäre der Konvergenzradius s > 1, würde für
ν →∞ die Folge {Tν(z)}ν∈N kompakt auf S := {z : |z| < s} ⊃

6=
D

gegen ϕ(z) konvergieren, somit wären alle Elemente von T ∩ S
auch Nullstellen von ϕ. Aufgrund der Beschaffenheit von T wäre
dann ϕ(z) ≡ 0.

6. Zunächst weisen wir nach, dass ϕ ableitungsuniversell in D ist.

(a) Es sei ν ∈ N fest. Aufgrund der Wahl von nν gilt

Q
(nν−nk)
k (z) ≡ P

(nν)
k (z) ≡ 0 für alle k < ν.

Das bedeutet

ϕ(nν)(z) =
∞∑

k=1

Q
(nν−nk)
k (z) + P

(nν)
k (z)

= Qν(z) +
∞∑

k=ν+1

Q
(nν−nk)
k (z) +

∞∑
k=ν

P
(nν)
k (z).

Erneut aufgrund der Wahl von nν , sowie wegen (6.1) und (6.4)
folgt

max
|z|≤r2

ν

|ϕ(nν)(z)−Qν(z)|

≤
∞∑

k=ν+1

max
|z|≤rk

|Q(nν−nk)
k (z)|+

∞∑
k=ν

max
|z|≤r2

k

|P (nν)
k (z)|

≤
∞∑

k=ν+1

1

k2
+

∞∑
k=ν

2

k2

≤ 3
∞∑

k=ν

1

k2
<

3

ν − 1
.
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(b) Es seien nun ein Kompaktum K ∈ M mit K ⊂ D, sowie eine
Funktion f ∈ A(K) gegeben. Nach dem Satz von Mergelian exis-
tiert eine Folge {νs}s∈N mit

max
K

|Qνs(z)− f(z)| < 1

s
.

Für alle hinreichend großen s gilt K ⊂ {z : |z| ≤ r2
νs
}, und wir

erhalten

max
K

|ϕ(nνs )(z)− f(z)|

≤ max
|z|≤r2

νs

|ϕ(nνs )(z)−Qνs(z)|+ max
K

|Qνs(z)− f(z)|

≤ 3

νs − 1
+

1

s
.

Mit ms := nνs folgt die Behauptung.

7. Abschließend weisen wir nach, dass ϕ auch die zweite geforderte Eigen-
schaft besitzt.
Es sei A ⊂ C eine abgeschlossene Menge mit A ⊂ Dc. Wir wer-
den nun eine Teilfolge {pk}k∈N von {jk}k∈N derart auswählen, dass
A ⊂ H({spk

}) und für alle z ∈ (D̄)c

z ∈ H({spk
}) genau dann, wenn z ∈ A

gilt. Für ein k ≥ 1 seien die Indizes p1 < · · · < pk−1 bereits bestimmt.
Wir überdecken A ∩ {z : 1 ≤ |z| ≤ k} mit einer endlichen Anzahl
offener Kreise Uk,1, . . . , Uk,νk

mit Radius 1
k

derart, dass

Uk,j ∩ A 6= ∅ für alle 1 ≤ j ≤ νk,

und wir wählen paarweise verschiedene Punkte

zk,j ∈ Uk,j ∩ T (1 ≤ j ≤ νk).

Dann existiert ein Index m(k) mit M?
m(k) = {zk,1, . . . , zk,νk

}. Aus der

Konstruktion von {Tk(z)}k∈N sahen wir in Beweisschritt 5 (e), dass für
alle i ≥ m(k) die Nullstellen von T(i,m(k))(z) = sj(i,m(k))

(z) in der Menge
{z : 1 ≤ |z| ≤ R(i,m(k))} exakt die Punkte zk,1, . . . , zk,νk

sind. Schließlich
wählen wir i(k) so groß, dass R(i(k),m(k)) ≥ k und pk := j(i(k),m(k)) > pk−1

gelten.
Wir bezeichnen mit Uδ(z) := {ζ ∈ C : |ζ − z| < δ} die δ-Umgebung
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von z. Es sei z ∈ A. Gemäß unserer Konstruktion von {pk}k∈N erhalten
wir für alle k > |z|, dass spk

eine Nullstelle in U2/k(z) hat. Folglich gilt
A ⊂ H({spk

}).
Es sei nun z ∈ (A ∪ D̄)c, d. h. 2δ := dist(z, A ∪ D̄) > 0. Dann hat spk

keine Nullstelle in Uδ(z) für k > max{2
δ
, |z|}+ 1

k
. Damit ist das Resultat

bewiesen.

6.2 T-universelle Funktionen in D
Nun betrachten wir dieselbe Fragestellung wie oben für im Einheitskreis
translationsuniverselle Funktionen. Translationsuniversell ist dabei wie in
Kapitel 2.3 zu verstehen.

Satz 6.2. Es sei {an}n∈N eine Folge in C\{0} mit an → 0 für n →∞.

Dann existieren eine Potenzreihe ϕ(z) =
∞∑

ν=0

aν zν mit Konvergenzradius 1

und den Teilsummen sn(z) =
n∑

ν=0

aν zν, sowie eine Folge {bn}n∈N in D, sodass

die folgenden Bedingungen gelten:

1. Zu jedem Kompaktum K mit zusammenhängendem Komplement, jeder
Funktion f ∈ A(K) und jedem ζ ∈ ∂D, existieren Teilfolgen {mk}k∈N
und {nk}k∈N natürlicher Zahlen (abhängig von K, f, ζ) mit

amk
z + bnk

∈ D für alle z ∈ K und alle k ∈ N,

bnk
→ ζ (k →∞),

ϕ(amk
z + bnk

) → f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

2. Zu jeder abgeschlossenen Menge A ⊂ C mit A ⊂ Dc, existiert eine
Teilfolge {pk}k∈N ⊂ N (abhängig von A), sodass A ⊂ H({spk

}) gilt und
für alle z ∈ (D̄)c ist

z ∈ H({spk
}) genau dann, wenn z ∈ A.

Beweis. 1. Wie im ersten Beweisschritt des vorigen Satzes wählen wir
eine Folge {Mk}k∈N von Mengen und eine Folge {Rk}k∈N0 von Radien.
Dazu bezeichnen wir mit T die Menge aller Punkte in |z| > 1 mit ratio-
nalen Real- und Imaginärteilen. Ferner sei M?

1 , M?
2 , . . . eine Abzählung
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aller endlichen Teilmengen von T und wir betrachten erneut {Mk}k∈N
mit

M(n,m) := M?
m, wobei m, n ∈ N und 1 ≤ m ≤ n,

sowie (n,m) :=

(
n

2

)
+ m.

Jede Menge Mk sei gegeben durch Mk := {zk,1, . . . , zk,mk
}, und wir

definieren die Folge {Rk}k∈N0 mittels

R0 := 1, Rk := max{Rk−1, |zk,1|, . . . , |zk,mk
|}+ 1 für jedes k ≥ 1.

2. Wir wählen ferner eine zweite Folge {rk}k∈N mit rk := 1− 1
k+1

und eine

Folge {ζ(k)}k∈N von Punkten in ∂D, die dicht in ∂D ist. Zu jedem k ∈ N
wählen wir eine Folge {z(k)

ν }ν∈N mit:

• lim
ν→∞

z
(k)
ν = ζ(k) für alle k ∈ N.

• Es existiert eine Folge {lν}ν∈N, sodass die zugehörigen Radien
r̃ν :=

√
|alν | die Eigenschaft haben, dass die abgeschlossenen

Kreisscheiben
Dν,k := {z : |z − z(k)

ν | ≤ r̃ν}

für k = 1, . . . , ν alle paarweise disjunkt sind, und dass gilt

ν⋃
k=1

Dν,k ⊂ {z : rν < |z| < rν+1}.

Betrachten wir z
(1)
1 , z

(1)
2 , z

(2)
2 , z

(1)
3 , z

(2)
3 , z

(3)
3 , . . . , so ergibt dies die Folge

{bn}n∈N.

3. Es sei {Qν(z)}ν∈N eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizienten in
Q + iQ. Wir konstruieren nun induktiv zwei Folgen von Polynomen
{Pν(z)}ν∈N und {Πν(z)}ν∈N. Wir beginnen mit P0(z) ≡ T0(z) ≡ 0 und
setzen

Ων(z) := Pν(z)− Pν−1(z),

Tν(z) := Tν−1(z) + Ων(z) + Πν(z).

Dabei nehmen wir an, dass Tν−1(z) in {z : 1 < |z| ≤ Rν−1} exakt die
Elemente von Mν−1 als Nullstellen besitze und den Grad jν−1 habe. Die
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Nullstellen des Polynoms Tν−1(z) + Ων(z) in {z : 1 < |z| ≤ Rν} seien
durch die Punkte wν,1, . . . , wν,l̃ν

gegeben, und wir definieren

cν := max
|z|≤1

|Tν−1(z) + Ων(z)|.

Wenn für ein ν ∈ N die Polynome P0(z), . . . , Pν−1(z) bereits erklärt
sind, so existiert nach dem Satz von Runge über die polynomiale Ap-
proximation ein Polynom Pν(z) mit

max
|w|≤rν

|Pν(w)− Pν−1(w)| < 1

ν2
(6.5)

und

max
w∈Dν,k

∣∣∣∣Pν(w)−Qν

(
1

alν

(w − z(k)
ν )

)∣∣∣∣ < 1

ν
(6.6)

für alle k = 1, 2, . . . , ν. Nach dem Satz von Walsh über die simultane
Approximation und Interpolation können wir zusätzlich fordern, dass
Pν(z) das Polynom Pν−1(z) in z = 0 mit der Ordnung jν−1 + 1 inter-
poliert, sodass Ων(z) = Pν(z)− Pν−1(z) eine Nullstelle dieser Ordnung
an z = 0 hat.

4. Auch hier betrachten wir die von Weierstraß eingeführten Elementar-
funktionen

Eµ(z) := (1− z) exp(

µ∑
j=1

zj

j
),

deren Basiseigenschaften wir bereits im vierten Beweisschritt zu Satz 6.1
erläutert haben. Im Hinblick auf (6.2) wählen wir µν ≥ jν−1 so groß,
dass die Funktion

Fν(z) :=

∏mν

j=1 Eµν

(
z

zν j

)
∏l̃ν

j=1 Eµν

(
z

wν j

)
die Abschätzung

|Fν(z)− 1| ≤ 1

cν ν2
für alle z ∈ {z : |z| ≤ 1} (6.7)

erfüllt. Wiederum besitzt die ganze Funktion

Hν(z) := (Tν−1(z) + Ων(z))Fν(z) =: Tν−1(z) + Ων(z) + F̃ν(z)

in {z : 1 < |z| ≤ Rν} exakt die Elemente von Mν als Nullstellen. Die
Nullstellen von Hν(z) in D̄ sind jene des Polynoms Tν−1(z) + Ων(z)
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in D̄. Diese heißen ζν,1, . . . , ζν,iν , wobei jede Nullstelle entsprechend ih-
rer Ordnung aufgelistet ist. Insbesondere ist Hν(z) nullstellenfrei auf
{z : |z| = Rν}, d. h. es gilt

dν := min
|z|=Rν

|Hν(z)| > 0.

Ebenso besitzt F̃ν(z) = (Fν(z)−1)(Tν−1(z)+Ων(z)) eine Nullstelle der
Ordnung ≥ µν + 1 > jν−1 an z = 0.
Nach dem Satz von Walsh über die simultane Approximation und In-
terpolation, existiert zu F̃ν(z) ein Polynom Πν(z) mit

|Πν(z)− F̃ν(z)| < min

{
dν ,

1

ν2

}
für alle z ∈ {z : |z| ≤ Rν},

welches F̃ν(z) an allen Punkten ζν,1, . . . , ζν,iν , zν,1, . . . , zν,mν , sowie an
z = 0 mit der Ordnung µν + 1 interpoliert.

5. Wir setzen

ϕ(w) :=
∞∑

ν=1

{Pν(w)− Pν−1(w)}+ Πν(w) =
∞∑

ν=1

Ων(w) +
∞∑

ν=1

Πν(w),

wobei wir die letzte Reihe kurz mit Π(w) bezeichnen werden, und stellen
nun einige Eigenschaften zusammen:

(a) Πν(z) hat eine Nullstelle der Ordnung ≥ µν + 1 > jν−1 an z = 0.
Das bedeutet zusammen mit der Wahl von Ων(z), dass
Tν−1(z) = sjν−1(z), der jν−1-ten Teilsumme der Potenzreihenent-

wicklung ϕ(z) =
∞∑

ν=0

aν zν von ϕ ist.

(b) Mit der Abschätzung (6.7) erhalten wir

max
|z|≤1

|Πν(z)| ≤ max
|z|≤1

|Πν(z)− F̃ν(z)|+ max
|z|≤1

|F̃ν(z)|

<
1

ν2
+ max

|z|≤1
|((Tν−1 + Ων)(Fν − 1))(z)|

≤ 1

ν2
+ cν

1

cν ν2
=

2

ν2
.

Zusammen mit (6.5) folgt, dass ϕ holomorph in D ist, also hat

die Potenzreihe ϕ(z) =
∞∑

ν=0

aν zν mindestens Konvergenzradius 1.

Ferner erhalten wir, dass Π(w) in D holomorph und auf D̄ stetig
ist.
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(c) Wegen |Πν(z)− F̃ν(z)| < dν ≤ |Hν(z)| = |Tν−1(z)+Ων(z)+ F̃ν(z)|
für alle z ∈ {z : |z| = Rν}, erhalten wir nach dem Satz von
Rouché, dass die beiden Funktionen

Tν−1(z) + Ων(z) + F̃ν(z) = Hν(z)

und
Tν−1(z) + Ων(z) + Πν(z) = Tν(z)

die gleiche Anzahl an Nullstellen in {z : |z| ≤ Rν} haben. Wegen
der Interpolationseigenschaften von Πν(z) sind die Nullstellen so-
gar identisch. Insbesondere besitzt also Tν(z) in {z : 1 < |z| ≤ Rν}
exakt die Elemente von Mν als Nullstellen.

(d) Speziell sind für jedes feste m ∈ N und alle i ≥ m die Nullstel-
len von T(i,m)(z) = sj(i,m)

(z) in {z : 1 < |z| ≤ R(i,m)} exakt die
Elemente von M?

m. Folglich hat die Potenzreihe von ϕ Konver-
genzradius 1.

6. Wörtlich wie im letzten Beweisschritt des vorigen Satzes weist man
nach, dass ϕ die zweite geforderte Eigenschaft besitzt. Demnach bleibt
nur noch zu zeigen, dass ϕ translationsuniversell in D ist.

(a) Aus (6.5) und (6.6) ergibt sich für alle ν ∈ N und k = 1, . . . , ν

max
w∈Dν,k

∣∣∣∣ϕ(w)− Π(w)−Qν

(
1

alν

(
w − z(k)

ν

))∣∣∣∣
≤ max

w∈Dν,k

∣∣∣∣∣
∞∑

λ=ν+1

{Pλ(w)− Pλ−1(w)}

∣∣∣∣∣+ 1

ν

≤
∞∑

λ=ν+1

max
|w|≤rλ

|Pλ(w)− Pλ−1(w)|+ 1

ν

<
∞∑

λ=ν+1

1

λ2
+

1

ν
<

2

ν
,

was äquivalent ist zu

max
|z|≤ 1

r̃ν

∣∣ϕ (z alν + z(k)
ν

)
− Π

(
z alν + z(k)

ν

)
−Qν(z)

∣∣ < 2

ν
. (6.8)

(b) Es seien nun ein Kompaktum K ∈ M, eine Funktion f ∈ A(K)
und ein Randpunkt ζ ∈ ∂D gegeben. Nach dem Satz von Merge-
lian existiert eine Teilfolge {νs}s∈N natürlicher Zahlen mit νs > s,
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sodass gilt

max
K

|Qνs(z)− f(z) + Π(ζ)| < 1

s
. (6.9)

Weiter existiert ein s0 = s0(K) so, dass

K ⊂
{

z : |z| ≤ 1

r̃νs

}
gilt für alle s > s0.

Wegen (6.8) und (6.9) erhalten wir

max
K
|ϕ(alνs

z + z(k)
νs

)− Π(alνs
z + z(k)

νs
) + Π(ζ)− f(z)|

<
2

νs

+
1

s

(6.10)

für alle s > s0 und alle k = 1, . . . , νs.
Da ζ Häufungspunkt der Menge {z = z

(k)
νs : k = 1, . . . , νs; s > s0}

ist, existieren natürliche Zahlen js ∈ {1, . . . , νs} mit z
(js)
νs → ζ für

s →∞. Für s > s0 und z ∈ K gilt

|(alνs
z + z(js)

νs
)− z(js)

νs
| = |alνs

| · |z| ≤ r̃2
νs
· 1

r̃νs

= r̃νs ,

also alνs
z + z

(js)
νs ∈ Dνs,js ⊂ D (s > s0).

Für jedes k ∈ N können wir schießlich eine natürliche Zahl
sk > max{k, s0} derart wählen, dass C(k) mit

C(k) := max
K

|(alνsk
z + z

(jsk
)

νsk
)− ζ|

gegen 0 konvergiert für k → ∞. Explizit sei sk > max{k, s0}
derjenige Index, sodass aufgrund der (gleichmäßigen) Stetigkeit
von Π in D̄

max
K

|Π(alνsk
z + z

(jsk
)

νsk
)− Π(ζ)| < 1

k

gilt. Zusammen mit (6.10) ergibt sich

max
K

|ϕ(alνsk
z + z

(jsk
)

νsk
)− f(z)| < 2

νsk

+
1

sk

+
1

k
<

4

k
.

Setzen wir entsprechend

amk
:= alνsk

, bnk
:= z

(jsk
)

νsk
(k ∈ N),

so folgt insgesamt

max
K

|ϕ(amk
z + bnk

)− f(z)| → 0 (k →∞),

d. h. ϕ ist translationsuniversell im geforderten Sinne.
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