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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist der Approximationstheorie, einem Teilgebiet der

Analysis, zuzuordnen, wobei wir uns mit der Konstruktion von Funktionen

mit gewissen universellen Approximationseigenschaften befassen.

In der Approximationstheorie geht man der Frage nach, ob eine Funktion f

durch eine
”
einfachere“ Funktion ersetzt werden kann, ohne dabei einen zu

großen Fehler zu begehen. Wenn etwa eine Funktion f : [0, 1] → R gegeben

ist, ist es von praktischer und auch von innermathematischer Bedeutung, ob

und wie f durch Polynome approximierbar ist. Eine naheliegende Möglichkeit

scheint zu sein, Punkte in [0, 1] auszuwählen und ein Polynom zu konstru-

ieren, welches mit der Funktion f an diesen Punkten übereinstimmt. Solche

Interpolationspolynome sind sehr einfach zu konstruieren. Zudem könnte man

vermuten, dass die Interpolationspolynome, wenn sie an immer mehr Stellen

mit f übereinstimmen, eine immer bessere Annäherung an f darstellen, d.h.

gegen die Funktion f konvergieren .

Überraschenderweise muss die Folge der Interpolationspolynome nicht konver-

gieren, sie kann sogar in gewissem Sinne in maximaler Art und Weise divergie-

ren! So zeigen wir zum Beispiel, dass es sogar eine unendlich oft differenzierbare

Funktion f und ein System von Stützstellen gibt, so dass zu jeder messbaren

Funktion g eine Teilfolge der Interpolationsfolge von f fast sicher gegen g kon-

vergiert.

Aus der Folge der Interpolationspolynome der einen Funktion f gehen also in

diesem Sinne alle messbaren Funktionen g hervor. Aus diesem Grund bezeich-

nen wir diese Funktionen als universell.

In dieser Arbeit untersuchen wir neben solchen Funktionen, die bzgl. gewissen

Approximationsverfahren universell sind, auch Erweiterungen eines Satzes von

Marcinkiewicz, der die Existenz von Funktionen mit universellen Differenzen-

quotienten sicherstellt. Bei einer differenzierbaren Funktion f konvergiert die



1 Einleitung 5

Folge der Differenzenquotienten
(

f(x+hn)−f(x)
hn

)
n∈N

gegen die Ableitung von f ,

wenn (hn)n∈N eine Nullfolge mit hn 6= 0 ist. Auch hier gibt es Funktionen,

so dass diese Folge der Differenzenquotienten in maximaler Art und Weise

divergiert, derart dass jede messbare Funktion durch eine Teilfolge der Diffe-

renzenquotienten beliebig genau approximiert werden kann:

1.1 Satz (Marcinkiewicz [21]): Es sei (hn)n∈N eine reelle Folge mit 0 6= hn →

0, (n→∞). Dann gibt es eine stetige Funktion f : [0, 1] → R, so dass für jede

messbare Funktion g auf [0, 1] eine Teilfolge (nk)k∈N von N existiert, so dass

lim
k→∞

f(x+ hnk
)− f(x)

hnk

= g(x) fast sicher in [0, 1]

gilt.

Bevor wir in diesem ersten Kapitel einen kurzen Überblick über verwandte Uni-

versalitätsphänomene geben, vereinbaren wir zunächst einige Notationen, die

wir ständig benutzen werden und die sich sogleich bei der Formulierung dieser

Phänomene als hilfreich erweisen. Anschließend stellen wir unsere Hauptergeb-

nisse kurz dar.

1.1 Notationen

Wir führen nun wesentliche Bezeichnungen ein, die die topologische Struktur

von Teilmengen der komplexen Ebene betreffen.

1.2 Definition:

1. Es sei M ⊂ C eine Menge. Mit M̊ bezeichnen wir die Menge der inneren

Punkte von M und mit M c das Komplement von M . Für den Abschluss

der Menge M schreiben wir M̄ und für den Rand von M verwenden wir

das Symbol ∂M .

2. Mit D bezeichnen wir den Einheitskreis, d.h. D := {z : |z| < 1} .

3. Mit M bezeichnen wir die Menge aller kompakten Mengen K ⊂ C, so

dass Kc zusammenhängend ist.
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4. Es sei G ⊂ C ein Gebiet. Mit G? bezeichnen wir die Ein-Punkt-Kom-

paktifizierung von G.

5. Eine abgeschlossene Menge F eines Gebietes G ⊂ C, für welche G?\F

zusammenhängend und an ∞ lokal zusammenhängend ist, bezeichnen

wir als Arakelian-Menge.

Die folgende Definition stellt oft verwendete Funktionenräume zusammen:

1.3 Definition: Es seien M ⊂ C sowie n,m ∈ N und K ⊂ Rn. Wir definie-

ren:

1. C(M) := {f : C → C : f ist stetig auf M}

2. H(M) := {f : C → C : f ist holomorph auf M}

3. A(M) := C(M) ∩H(M̊)

4. C(K,Rm) := {f : K → Rm : f ist stetig auf K}

5. Für eine kompakte MengeK und eine Funktion F ∈ C(K,Rm) definieren

wir

||F ||∞ := max
K

|F (x)|,

wobei für y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm gilt

|y| =

√√√√ m∑
k=1

y2
k.

6. Für A = [aij] 1≤i≤m
1≤j≤n

∈ Rm×n bezeichnen wir mit ‖A‖ den größten Eigen-

wert von AtA. Dann ist ||.|| eine Norm mit

‖A‖ ≤

√√√√ m∑
i=1

n∑
j=1

a2
i,j.

Außerdem gilt für alle x ∈ Rn die Abschätzung |Ax| ≤ ‖A‖ · |x|.

7. Mit λn bezeichnen wir das n-dimensionale Lesbesgue-Maß.

In dieser Arbeit verwenden wir häufig den folgenden bestmöglichen Satz für

polynomielle Approximation auf kompakten Teilmengen von C:
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1.4 Satz (Mergelian [23]): Es seien K ∈ M und f ∈ A(K). Dann existiert

zu jedem ε > 0 ein Polynom P mit

max
z∈K

|f(z)− P (z)| < ε.

An einigen Stellen werden wir Funktionen auf abgeschlossenen Mengen gleich-

mäßig approximieren. Der bestmögliche Satz für diese Situation ist der Satz

von Arakelian:

1.5 Satz (Arakelian [1]): Es seienG ⊂ C ein Gebiet und F ⊂ G eine Arakelian-

Menge. Ferner seien f ∈ A(F ) und ε > 0 gegeben. Dann existiert eine auf G

holomorphe Funktion φ mit

sup
z∈F

|φ(z)− f(z)| < ε.

Um etwas über die
”
Größe“ der Mengen der universellen Funktionen in H(G)

aussagen zu können, wobei G ein Gebiet ist, versehen wir den Raum H(G) mit

der in Conway[4, Kapitel VII] konstruierten Metrik d. Diese Metrik ist eine ka-

nonische Metrik auf H(G). Sie erzeugt dort die sogenannte lokal-gleichmäßige

Topologie.

Damit sind die Bezeichnungen geklärt und die wichtigsten Hilfsmittel zusam-

mengestellt. Wir geben nun einen Überblick über grundlegende Universalitäts-

phänomene.

1.2 Grundlegende Universalitätsphänomene

Einen ausführlichen Überblick über die Theorie der universellen Funktionen

findet man in [10]. Wir beschränken uns hier auf die Darstellung einiger zen-

traler Resultate.

Es existieren zahlreiche Varianten des Satzes 1.1, die ausschließlich reeller Na-

tur sind: Von Gan und Stromberg ([7],[8]) stammt eine Erweiterung des Satzes

1.1 auf Funktionen f : [0, 1]n → Rm, wo Rm×n-wertige Funktionen approxi-

miert werden. Neben einer Erweiterung eines Ergebnisses von Joó ([13]) über
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die Existenz universeller Funktionen in Lp-Räumen findet man in der Diplom-

arbeit des Autors ([28]) eine weitere Verallgemeinerung des Satzes von Mar-

cinkiewicz für Funktionen f : [0, 1]n → Rm:

1.6 Satz: Es seien n,m ∈ N und h = (hk)k∈N eine Folge in Rn mit 0 6= |hk| →

0 (k → ∞). Dann existiert eine Funktion f ∈ C([0, 1]n,Rm), so dass für jede

messbare Funktion g : [0, 1]n → Rm eine Teilfolge (kl)l∈N von N existiert mit

lim
l→∞

f(x+ hkl
)− f(x)

|hkl
|

= g(x) f.s.

Die Menge dieser Funktionen ist residual in dem Raum (C([0, 1]n,Rm), ||.||∞).

Viele Resultate bezüglich universeller Funktionen sind durch ein Resultat von

Birkhoff aus dem Jahre 1929 motiviert, welches von Luh unter Verwendung

des Approximationssatzes von Mergelian zu folgendem Satz erweitert wurde:

1.7 Satz (Birkhoff-Luh [15]): Es sei (zn)n∈N eine unbeschränkte Folge in C.

Dann gibt es eine ganze Funktion f , so dass für jedes Kompaktum K ∈ M

und jede Funktion g ∈ A(K) eine Teilfolge (nk)n∈N natürlicher Zahlen existiert

mit

f(z + znk
) → g(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Funktionen mit dieser Eigenschaft werden wir translationsuniversell bzgl. der

Folge (zn)n∈N nennen.

Ein Ergebnis über
”
translationsuniverselle“ Funktionen in allgemeineren Ge-

bieten stammt von Luh:

1.8 Satz (Luh [16]): Es sei G ⊂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet.

Dann existiert eine in G holomorphe Funktion φ mit folgender Eigenschaft:

Zu jedem ζ ∈ ∂G, jedem K ∈ M und jeder Funktion g ∈ A(K) existieren

Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N mit an → 0 und bn → ζ (n→∞) mit

anz + bn ∈ G für alle z ∈ K und alle n ∈ N,

so dass

φ(anz + bn) → g(z) gleichmäßig auf K (n→∞)

gilt.
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Dieses Ergebnis von Luh wurde 2002 von Luh, Martirosian und Müller in [18]

auf beliebige Gebiete verallgemeinert:

1.9 Satz (Luh, Martirosian, Müller [18]): Es seien G ⊂ C, G 6= C ein Ge-

biet und E ⊂ ∂G eine abgeschlossene Menge. Ferner seien (an)n∈N eine Folge

in C\ {0} mit an → 0 (n→∞) und (bn)n∈N eine Folge in G, so dass die Menge

der Häufungspunkte von (bn)n∈N mit E übereinstimmt. Dann existiert eine in

G holomorphe Funktion φ, so dass für alle ζ ∈ E, alle Kompakta K ∈ M und

alle g ∈ A(K) Teilfolgen (nk)k∈N und (mk)k∈N natürlicher Zahlen existieren,

so dass bnk
→ ζ (k →∞) und

amk
z + bnk

∈ G für alle z ∈ K und alle k ∈ N,

sowie

φ(amk
z + bnk

) → g(z) gleichmäßig auf K(k →∞)

gilt.

Unter Verwendung des Theorems 1 aus [10] erhält man mit der Beweistechnik

aus [17] folgende Verallgemeinerung eines Satzes von Zappa, der die Existenz

von Funktionen sicherstellt, die bzgl. einer Folge (λn)n∈N streckungsuniversell

sind:

1.10 Satz (Zappa [29]): Es sei (λn)n∈N eine unbeschränkte Folge komplexer

Zahlen. Dann existiert eine Funktion φ die bzgl. (λn)n∈N streckungsuniversell

ist, d.h. φ ist ganz und es gilt Folgendes: Für jedes Kompaktum K ∈ M mit

0 /∈ K und jede Funktion g ∈ A(K) existiert eine Teilfolge (nk)k∈N von N mit

φ(λnk
z) → g(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Außerdem ist die Menge dieser Funktionen residual in H(C).

1.3 Hauptergebnisse

Der Satz 1.10 über streckungsuniverselle Funktionen ähnelt dem Satz 1.7

über translationsuniverselle Funktionen. Die Struktur der jeweiligen universel-

len Funktionen kann sich dennoch stark unterscheiden. Translationsuniverselle
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Funktionen können auf jeder Geraden beschränkt sein, vgl. [25]. Im Gegensatz

zu diesem Ergebnis werden wir in Satz 2.1 zeigen, dass streckungsuniverselle

Funktionen sogar auf jeder Geraden unbeschränkt sind.

Außerdem zeigen wir im zweiten Kapitel, dass es streckungsuniverselle Funk-

tionen gibt, die sogar auf jeder Kurve nach ∞ unbeschränkt sind (Satz 2.4),

aber nicht jede streckungsuniverselle Funktion diese Eigenschaft besitzt (Satz

2.5).

Mit der Definition f(z) := (z − ζ0)φ(z) mit einer Funktion φ aus Satz 1.8

erhält man eine Funktion f , die bezüglich des Punktes ζ0 universell in dem

Sinne ist, dass zu jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion g ∈ A(K)

Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N mit an → 0 und bn → ζ0 (n→∞) existieren mit

anz + bn ∈ G für alle z ∈ K und alle n ∈ N,

so dass
f(anz + bn)

anz + bn − ζ0
→ g(z) gleichmäßig auf K(n→∞)

gilt.

Im dritten Kapitel zeigen wir, dass es Funktionen gibt, die nicht nur bezüglich

eines Punktes ζ0 ∈ ∂G, sondern bezüglich aller Punkte ζ ∈ ∂G in diesem Sinne

universell sind (Satz 3.1).

Zudem beweisen wir ein Ergebnis über eine bezüglich jedes Punktes ζ ∈ E

in obigem Sinne universellen Funktion, wobei E eine abgeschlossene Teilmen-

ge des Randes von G ist. Dabei kann eine solche universelle Funktion f auf

G∪ (∂G\E) stetig sein, wenn es eine genau in G holomorphe Funktion ψ gibt,

die stetig auf G∪ (∂G\E) ist, vgl. Bemerkung 3.2. Dies ist etwa der Fall, wenn

G durch endlich viele paarweise disjunkte Jordanbögen berandet ist, vgl. [18].

Offensichtlich kann es keine ganze Funktion f geben, so dass sich, mit einer

Nullfolge (bn)n∈N in C\{0}, der Ausdruck f(z+bn)−f(z)
bn

in irgendeiner Weise uni-

versell verhält, da er gegen f ′(z) konvergiert. Im vierten Kapitel werden wir



1 Einleitung 11

sehen, dass (
f(amz + bn)− f(amz)

bn

)
n,m∈N

in H(C) dicht sein kann, wenn (am)m∈N eine unbeschränkte Folge ist (Satz

4.1). Anschließend beweisen wir eine Version für beliebige Gebiete G (Satz

4.4). Die Streckung amz wird dabei durch eine Translation amz + cl ersetzt,

wobei am → 0 und (cl)l∈N eine Folge ist, deren Häufungspunkte den Rand von

G enthalten.

Im fünften Kapitel zeigen wir in Satz 5.5, dass es Funktionen f : Rn → Rm

gibt, die in einigen Richtungen partiell differenzierbar sind und in anderen

Richtungen ein zu Satz 1.1 analoges universelles Verhalten aufweisen.

Während die Funktionen aus Satz 1.1 in gewissem Sinne maximal nicht-differen-

zierbar sind, beweisen wir im fünften Kapitel in Satz 5.7, dass es Funktio-

nen f : [0, 1] → R gibt, die maximal nicht-Riemann-integrierbar sind, in

dem Sinne, dass es zu jeder (geeigneten) Funktion g : [0, 1] → R, zu jedem

x ∈ [0, 1] und jedem ε > 0 eine Zerlegung 0 = t0 < t1 < . . . < tn = x des

Intervalls [0, x] mit maxi=0,1,...,n−1 |ti+1 − ti| < ε und Zwischenstellen ζi mit

ti ≤ ζi ≤ ti+1 (i = 0, 1, . . . , n− 1) gibt, so dass∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

f(ζk)(tk+1 − tk)− g(x)

∣∣∣∣∣ < ε

gilt. Diese Funktionen bezeichnen wir als maximal nicht-Riemann-integrierbar,

da bei einer in [0, 1] integrierbaren Funktion f bekanntlich jede Riemann-

Summe bei feiner werdender Zerlegung von [0, x] gegen
∫ x

0
f(t)dt konvergiert.

Bei Funktionen aus Satz 5.7 ist es möglich, bei jeder beliebigen Funktion g

durch geeignete Wahl von Zerlegungen von [0, x] und Zwischenstellen mit der

resultierenden Riemann-Summe die Funktion g(x) beliebig genau zu approxi-

mieren.

Wenn f : [0, 1] → R eine beliebige Funktion ist und 0 ≤ xn
0 < xn

1 < . . . < xn
n ≤

1 (n ∈ N) beliebige Punkte im Intervall [0, 1] sind, dann existiert genau ein Po-

lynom Lnf vom Grad ≤ n, welches mit f an xn
0 , x

n
1 , . . . , x

n
n übereinstimmt. Wir
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untersuchen im sechsten Kapitel zunächst, welches universelle Verhalten von

(Lnf)n∈N möglich ist. Ein Hauptergebnis ist die Existenz einer sogar unendlich

oft differenzierbaren Funktion f und eines
”
schönen“ Systems von Stützstellen,

so dass die Folge (Lnf)n∈N in gewissem Sinne in maximaler Art und Weise di-

vergiert (Satz 6.16).

Im sechsten Kapitel untersuchen wir zudem das Verhalten von (Lnf)n∈N, wobei

(Ln)n∈N eine Folge von Operatoren und f ∈ C([0, 1]) ist. Ein bekannter Satz

von Korovkin besagt, dass (Lnf)n∈N gleichmäßig gegen f konvergiert, wenn

die Folge der Operatoren (Ln)n∈N die folgenden drei Eigenschaften besitzt:

(1) Ln ist linear

(2) Ln ist positiv

(3) Lnfi(x) → fi(x) gleichmäßig auf [0, 1] (n → ∞) für i = 0, 1, 2, wobei

fi(x) = xi.

Wir werden im sechsten Kapitel sehen, dass (Lnf)n∈N bereits dann maximal

divergieren kann, wenn nur eine der drei Voraussetzungen nicht erfüllt ist. So

existieren eine Folge von linearen und positiven Operatoren mit

Lnfi(x) → fi(x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞) für i = 1, 2, . . . ,

und eine in [0, 1] stetige Funktion f , so dass (Lnf)n∈N nicht nur nicht gegen f

konvergiert, sondern sogar in (C ([0, 1]) , ‖.‖∞) dicht ist (Satz 6.19).

Ähnlich wichtig ist die Linearität (Satz 6.20) bzw. die Positivität (Satz 6.21)

im Satz von Korovkin.

Im siebten Kapitel erweitern wir ein von Mortini mündlich kommuniziertes

Ergebnis, welches die Existenz einer ganzen Funktion φ sicherstellt, so dass

die Funktionenfolge
(
φ
(
e

z
n + n

))
n∈N in H(C) dicht ist. Wir werden in Satz 7.1

sehen, dass die Exponentialfunktion in diesem Satz durch andere Funktionen

ersetzt werden kann.
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2 Beschränktheit universeller Funktionen auf

Kurven

2.1 Unbeschränktheit auf jeder Geraden

Translationsuniverselle Funktionen gemäß Satz 1.7 können auf jeder Geraden

beschränkt sein, vgl. [25]. In diesem Abschnitt beweisen wir, dass dies bei

den streckungsuniversellen Funktionen aus Satz 1.10 nicht möglich ist. Solche

Funktionen sind sogar auf jeder Geraden unbeschränkt.

2.1 Satz: Die Funktion φ sei streckungsuniversell, d.h. φ ist ganz und zu

jedem Kompaktum K ∈ M mit 0 /∈ K und zu jeder Funktion f ∈ A(K)

existiert eine Folge (an)n∈N komplexer Zahlen mit an → ∞ (n → ∞), so dass

gilt

φ(anz) → f(z) gleichmäßig auf K (n→∞).

Dann ist φ auf jeder Geraden unbeschränkt.

Beweis: Es sei Γ eine beliebige Gerade in C. Wir betrachten folgendes Kom-

paktum, vgl. Abbildung 1:

K :=

{
z : z = eiφ mit − π

4
≤ φ ≤ 5

4
π

}
∪
{
z : z = 2eiφ mit π ≤ φ ≤ 2π

}
.

Offensichtlich gilt K ∈ M und 0 /∈ K. Nun nehmen wir an, dass φ auf Γ

beschränkt ist. Dann existiert eine Konstante M mit |φ(z)| ≤ M für alle

z ∈ Γ. Es sei nun f(z) := M + 1. Dann ist f ∈ A(K). Nach Voraussetzung

existiert eine Folge (an)n∈N mit an →∞ (n→∞), so dass gilt

φ(anz) →M + 1 gleichmäßig auf K (n→∞).

Insbesondere existiert eine natürliche Zahl N1 mit

max
K

|φ(anz)− (M + 1)| < 1 für alle n ≥ N1. (2.1)

Nun sei z0 ∈ Γ beliebig. Wegen an → ∞ (n → ∞) existiert eine natürliche

Zahl n ≥ N1 mit
∣∣∣ z0

an

∣∣∣ < 1.
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Abbildung 1: Kompaktum K

Da Γ′ :=
{

z
an

: z ∈ Γ
}

eine Gerade und z0

an
∈ D ist, gilt offenbar{

z

an

: z ∈ Γ

}
∩K 6= ∅.

Wir wählen nun einen beliebigen Punkt z∗ ∈
{

z
an

: z ∈ Γ
}
∩ K. Dann ist

z∗ = z̃
an

mit einem z̃ ∈ Γ. Aus (2.1) folgt

|φ(anz
∗)− (M + 1)| < 1

oder

|φ(z̃)− (M + 1)| < 1.

Wir folgern weiter

|φ(z̃)| = |M + 1 + φ(z̃)− (M + 1)| ≥M + 1− |φ(z̃)− (M + 1)| > M.

Damit ist ein z̃ ∈ Γ gefunden mit |φ(z̃)| > M . Dieser Widerspruch zeigt, dass

φ auf Γ nicht beschränkt sein kann.

Da Γ beliebig war, ist damit der Satz bewiesen. �

2.2 Bemerkung: Gemäß Satz 1.10 ist die Menge aller streckungsuniversellen

Funktionen eine residuale Teilmenge vonH(C). Damit gilt dies ebenfalls für die

Menge aller Funktionen, die auf jeder Geraden unbeschränkt sind. Wenn man
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diese Menge mit der (residualen) Menge der translationsuniversellen Funktio-

nen schneidet, erhält man eine residuale Menge von translationsuniversellen

Funktionen, die auf jeder Geraden unbeschränkt sind. Obwohl es also trans-

lationsuniverselle Funktionen gibt, die auf jeder Geraden beschränkt sind, ist

die
”
Mehrzahl“ der translationsuniversellen Funktionen auf jeder Geraden (und

wie wir im nächsten Abschnitt sehen werden, sogar auf jeder Kurve nach ∞)

unbeschränkt.

2.2 Unbeschränktheit auf jeder Kurve nach ∞

Wir haben gesehen, dass streckungsuniverselle Funktionen auf jeder Geraden

unbeschränkt sind. Im folgenden Satz beweisen wir, dass in gewissem Sinne

sogar fast alle streckungsuniversellen Funktionen auf jeder Kurve nach ∞ un-

beschränkt sind. Zunächst definieren wir, was wir unter einer Kurve nach ∞

verstehen.

2.3 Definition: Es sei f : [0, 1) → C eine stetige Funktion mit limt→1 f(t) =

∞. Dann heißt Γ := f ([0, 1)) eine Kurve nach ∞.

Im Beweis zu folgendem Satz werden wir verwenden, dass jede Kurve nach ∞

jeden Kreis mit hinreichend großem Radius schneidet.

2.4 Satz: Zu jeder unbeschränkten Folge (an)n∈N existiert eine in H(C) re-

siduale Teilmenge von streckungsuniversellen Funktionen, die auf jeder Kurve

nach ∞ unbeschränkt sind.

Beweis: 1. Zunächst zeigen wir, dass die Menge

V := {f ∈ H(C) : ∀M ∈ N ∃n ≥M : |f(z)| > M ∀|z| = n}

eine residuale Teilmenge von H(C) ist.

Mit

VM,n := {f ∈ H(C) : |f(z)| > M ∀|z| = n} (M,n ∈ N)

erhalten wir

V =
∞⋂

M=1

∞⋃
n=M

VM,n.
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Wir zeigen nun, dass VM,n (M ∈ N, n ≥M) offen in H(C) ist und dass

für alle M ∈ N die Menge
⋃∞

n≥M VM,n in H(C) dicht ist.

(a) Für M ∈ N und n ≥M ist VM,n offen in H(C):

Dazu wählen wir eine Folge fk ∈ V c
M,n mit

fk(z) → f(z) lokal-gleichmäßig in C (k →∞)

und zeigen, dass f ∈ V c
M,n ist.

Zu jedem fk /∈ VM,n existiert ein zk ∈ C mit |zk| = n und |fk(zk)| ≤

M. Da die Folge (zk)k∈N durch n beschränkt ist, existieren ein z0 ∈ C

und eine Teilfolge (kl)l∈N natürlicher Zahlen mit zkl
→ z0 (l →

∞). Damit folgt mit der Stetigkeit von f und der gleichmäßigen

Konvergenz von (fkl
)l∈N auf {z : |z| = n} gegen f , dass gilt

|f(z0)− fkl
(zkl

)| ≤ |f(z0) + f(zkl
)|+ |f(zkl

)− fkl
(zkl

)| ≤

≤ |f(z0) + f(zkl
)|+

+ max
|z|=n

|f(z)− fkl
(z)| → 0 (l→∞). (2.2)

Nun nehmen wir an, dass |f(z0)| > M sei. Dann ist

ε := |f(z0)| −M > 0.

Aus (2.2) folgt die Existenz eines l ∈ N mit

|f(z0)− fkl
(zkl

)| < ε,

woraus

|f(z0)| ≤ |f(z0)− fkl
(zkl

)|+ |fkl
(zkl

)| < ε+M = |f(z0)|

folgt. Dieser Widerspruch impliziert |f(z0)| ≤M , oder f /∈ VM,n.

Damit ist V c
M,n abgeschlossen, bzw. VM,n offen.

(b) Nun zeigen wir, dass für alle M ∈ N die Menge

VM :=
∞⋃

n=M

VM,n
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in H(C) dicht ist, indem wir beweisen, dass jedes nichtkonstante

Polynom P in VM enthalten ist. Dazu sei P ein solches Polynom

und M ∈ N beliebig.

Bekanntlich existiert eine Zahl R mit |P (z)| > M für alle |z| ≥ R.

Wir wählen eine Zahl n ∈ N mit n > R. Dann gilt P ∈ VM,n ⊂ VM .

Da die Menge aller nichtkonstanten Polynome in H(C) dicht ist,

folgt damit die Dichtheit von VM .

Damit ist V als abzählbarer Schnitt offener Mengen in H(C) residual.

Da der Schnitt residualer Teilmengen wieder residual ist und die Men-

ge aller streckungsuniversellen Funktionen eine residuale Teilmenge von

H(C) bildet, gibt es insbesondere eine in H(C) residuale Teilmenge von

streckungsuniversellen Funktionen in V .

2. Nun zeigen wir, dass jede Funktion f ∈ V auf jeder Kurve nach ∞

unbeschränkt ist. Dazu seien K ∈ N und eine Kurve Γ nach ∞ beliebig.

Zunächst wählen wir eine Zahl M0 > K mit

Γ ∩ {z : |z| = M} 6= ∅ für alle M ≥M0.

Da f ∈ V ist, existiert eine natürliche Zahl n ≥M0 mit f ∈ VK,n, d.h.

|f(z)| > K für alle |z| = n.

Insbesondere existiert ein z∗ ∈ Γ mit |f(z∗)| > K.

Da K ∈ N beliebig war, folgt die Behauptung. �

Wir haben bisher gesehen, dass jede streckungsuniverselle Funktion auf jeder

Geraden unbeschränkt ist, und sehr viele sogar auf allen Kurven nach ∞. Im

nächsten Satz zeigen wir, dass nicht alle streckungsuniversellen Funktionen auf

jeder Kurve nach ∞ unbeschränkt sind. Wir konstruieren also eine streckungs-

universelle Funktion f und eine Kurve Γ nach ∞, so dass f auf Γ beschränkt

ist.

2.5 Satz: Es sei (an)n∈N eine unbeschränkte Folge. Dann existieren eine Funk-

tion f ∈ H(C), die bezüglich (an)n∈N streckungsuniversell ist, und eine Kurve

Γ, so dass f auf Γ beschränkt ist.
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Beweis: 1. Es sei (Kn)n∈N ein Folge kompakter Mengen aus M mit 0 /∈

Kn (n ∈ N), so dass für alle Kompakta K ∈ M mit 0 /∈ K eine natürliche

Zahl n0 existiert mit K ⊂ Kn0 , vergleiche [17]. Ferner sei (Qn)n∈N eine

Abzählung aller Polynome, deren Koeffizienten rationalen Real- und Ima-

ginärteil haben. Zudem sei ((Q∗
n, K

∗
n))n∈N eine Abzählung, in der jedes

Paar (Qν , Kµ) (ν, µ ∈ N) unendlich oft vorkommt.

Nun wählen wir eine Teilfolge (a∗n)n∈N von (an)n∈N so, dass die Men-

gen An := a∗nK
∗
n (n ∈ N) paarweise disjunkt sind. Da die Vereinigung

der An eine Arakelian-Menge ist (vgl. [24]), ist C∗\
⋃∞

n=1An an ∞ lokal

zusammenhängend. Dies bedeutet insbesondere, dass eine von z0 = 0

ausgehende Kurve Γ ⊂ C?\
⋃∞

n=1An nach ∞ existiert, vgl. [9]. Dann ist

Abbildung 2: Arakelian-Menge E

E :=
⋃
n∈N

An ∪ Γ

ebenfalls eine Arakelian-Menge.

2. Nun definieren wir auf E holomorphe Funktionen δ, q vermöge

δ(z) =

 − lnn, z ∈ An

0, z ∈ Γ
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und

q(z) :=

 Q∗
n

(
z

a∗n

)
, z ∈ An

0, z ∈ Γ.

Wir wenden nun den Satz von Arakelian zweimal an. Zunächst wählen

wir eine ganze Funktion g mit

|δ(z)− g(z)| < 1, (z ∈ E)

und anschließend eine ganze Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)eg(z)−1
− h(z)

∣∣∣∣ < 1, (z ∈ E).

Die Funktion φ(z) := h(z)·eg(z)−1 ist dann ganz und erfüllt für alle z ∈ E

|q(z)− φ(z)| <
∣∣eg(z)−1

∣∣ = eReg(z)−1 ≤

≤ e|g(z)−δ(z)|−1+δ(z) < eδ(z).

3. Damit folgt für alle z ∈ Γ, dass |φ(z)| < 1 ist, also die Beschränktheit

von φ auf Γ.

4. Auf der Menge An folgt

max
An

∣∣∣∣φ(z)−Q∗
n

(
z

a∗n

)∣∣∣∣ < 1

n
,

oder nach einer Substitution

max
K∗

n

|φ(a∗nz)−Q∗
n(z)| < 1

n
.

5. Nun zeigen wir, dass φ streckungsuniversell ist. Dazu seien ein Kom-

paktum K ∈ M mit 0 /∈ K und eine Funktion g ∈ A(K) beliebig.

Dann existieren eine natürliche Zahl n0 mit K ⊂ Kn0 und eine Teilfolge

natürlicher Zahlen (mk)k∈N mit

Qmk
(z) → g(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Wir wählen eine Teilfolge (nk)k∈N von N mit (K∗
nk
, Q∗

nk
) = (Kn0 , Qmk

).

Damit folgt

max
K

∣∣φ(a∗nk
z)− g(z)

∣∣ ≤ max
K∗

nk

∣∣φ(a∗nk
z)−Qn∗k

(z)
∣∣+

+ max
K

|Qmk
(z)− g(z)| → 0 (k →∞). �
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Der Vollständigkeit halber erwähnen wir, dass translationsuniverselle Funktio-

nen nie auf jeder Kurve nach ∞ beschränkt sein können, obwohl es translati-

onsuniverselle ganze Funktionen gibt, die auf jeder Geraden beschränkt sind.

2.6 Satz: Es sei φ eine translationsuniverselle ganze Funktion, d.h. zu jedem

Kompaktum K ∈ M und zu jeder Funktion f ∈ A(K) existiert eine Folge

(an)n∈N komplexer Zahlen mit an →∞ (n→∞), so dass

φ(z + an) → f(z) gleichmäßig auf K (n→∞)

gilt. Dann existiert eine Kurve Γ nach ∞, so dass φ auf Γ unbeschränkt ist.

Beweis: Es seien K := {0} und fk(0) := k (k ∈ N). Wir definieren ferner

a0 := 0. Da φ translationsuniversell und fk ∈ A(K) (k ∈ N) ist, können wir

eine Folge komplexer Zahlen (ak)k∈N mit |ak| > |ak−1|+ 1 so wählen, dass

max
K

|φ(z + ak)− fk(z)| = |φ(ak)− k| < 1

ist. Daraus folgt

φ(ak) →∞ (k →∞).

Damit ist φ auf jeder Kurve Γ mit ak ∈ Γ (k ∈ N) unbeschränkt. �
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3 Marcinkiewicz-Universalität, Variante I

Gemäß Satz 1.8 existiert eine in D holomorphe Funktion φ, die sich bei geeigne-

ter Annäherung an jeden Randpunkt universell verhält. Wenn nun ζ1, ζ2, . . . , ζm

endlich viele Randpunkte von D bezeichnen, dann ist die Funktion

ψ(z) := (z − ζ1) · (z − ζ2) · . . . · (z − ζm) · φ(z)

in folgendem Sinne universell bezüglich jedes Punktes ζ ∈ {ζ1, ζ2, . . . , ζm}:

Zu jedem Kompaktum K ∈ M, jeder Funktion f ∈ A(K) und jedem ζ ∈

{ζ1, ζ2, . . . , ζm} existieren Folgen (an)n∈N und (bn)n∈N mit an → 0 und bn →

ζ (n→∞) so, dass gilt

anz + bn ∈ D für alle z ∈ K

und
ψ(anz + bn)

anz + bn − ζ
→ f(z) gleichmäßig auf K (n→∞).

Sind etwa ζ = ζ1, K ∈ M und f ∈ A(K) gegeben, so folgt aus Satz 1.8 die

Existenz von Folgen (an)n∈N mit an → 0 und bn → ζ (n→∞) mit

anz + bn ∈ D für alle z ∈ K

und

φ(anz + bn) → f(z)

(ζ − ζ2) · (ζ − ζ3) · . . . · (ζ − ζm)
gleichmäßig auf K (n→∞).

Daraus folgt unmittelbar

ψ(anz + bn)

anz + bn − ζ
→ f(z) gleichmäßig auf K (n→∞).

Wir beweisen nun, dass es in jedem Gebiet G und zu jeder abgeschlossenen

Menge E ⊂ ∂G eine in diesem Sinne bezüglich jedes Punktes ζ ∈ E universelle

Funktion gibt. Dabei kann eine solche Funktion stetig auf G ∪ (∂G\E) sein,

wenn es eine auf G holomorphe Funktion gibt, die stetig auf G ∪ (∂G\E) ist.

3.1 Satz: Es seien G ⊂ C ein Gebiet, E ⊂ ∂G eine abgeschlossene Menge

und (bn)n∈N eine Folge in G, so dass jeder Punkt ζ ∈ E ein Häufungspunkt
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dieser Folge ist. Ferner seien (an)n∈N eine Folge mit 0 6= an → 0 (n → ∞)

und λ, µ ∈ N ∪ {0} gegeben. Für w ∈ F := ∂G\E sei rw > 0, so dass E ∩

{z : |z − w| ≤ rw} = ∅. Damit sei H := G ∪
⋃

w∈F {z : |z − w| < rw} . Zudem

sei (Ψn)n∈N eine Folge von in G holomorphen Funktionen, wobei in dieser Folge

eine in H(G) dichte Menge enthalten sei.

Dann gelten folgende Aussagen

1. Es existiert eine in H(G) residuale Menge von Funktionen, so dass jede

dieser Funktionen φ folgende Eigenschaft hat:

Zu jedem Kompaktum K ∈ M, jedem ζ ∈ E und jeder Funktion f ∈

A(K) existieren Teilfolgen (nk)n∈N und (mk)n∈N natürlicher Zahlen, so

dass bmk
→ ζ (k →∞),

ank
z + bmk

∈ G für alle z ∈ K

sowie

φ(µ)(ank
z + bmk

)

(ank
z + bmk

− ζ)λ
→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞)

gilt.

2. Es existiert eine inH holomorphe Funktion φ, so dass die Funktion φ+Ψn

für alle n ∈ N die Eigenschaft aus 1. besitzt.

Beweis:

1. Es sei (Hn)n∈N eine Folge kompakter Mengen mit

(a) Hn ⊂ H̊n+1 ⊂ H für alle n ∈ N und

(b) für alle Kompakta K ⊂ H existiert ein n0 ∈ N mit K ⊂ Hn0 .

Weiter sei (ζ(n))n∈N in E dicht und für jedes k ∈ N sei (z
(k)
n )n∈N eine

Teilfolge von (bn)n∈N mit z
(k)
n → ζ(k) (n→∞), so dass z

(1)
n , z

(2)
n , . . . , z

(n)
n

verschieden sind und zudem für eine Teilfolge (Hnν )ν∈N von (Hn)n∈N gilt

z
(k)
ν ∈ G̊ν+1\Gν (k = 1, 2, . . . , ν), wobei Gν := Hnν ist.
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Mit (Q̃n)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung aller Polynome mit Ko-

effizienten, deren Real- und Imaginärteile rational sind. Außerdem sei

(Qn, ρn, Rn, qn)n∈N eine Abzählung in der jedes Tupel

(Q̃n,m,Ψl, ζ
(k)) (n, k, l,m ∈ N)

unendlich oft vorkommt.

Jetzt sei (lν)ν∈N eine Teilfolge natürlicher Zahlen so gewählt, dass mit

rν :=
√
|alν | gilt:

Die Kreisscheiben D̃ν,k :=
{
z : |z − z

(k)
ν | ≤ 2rν

}
sind für k = 1, 2, . . . ν

paarweise disjunkt, es gilt D̃ν,k ⊂ G und Ων :=
⋃ν

k=1 D̃ν,k ⊂ G̊ν+1\Gν .

Außerdem verlangen wir von der Folge (lν)ν∈N, dass mit

tν := min
k=1,2,...,ν

∣∣qν − z(k)
ν

∣∣
gilt rν <

tν
2
. Mit dν :=

(
tν
2

)λ
gilt dann für k = 1, 2, . . . , ν(∣∣qν − z(k)

ν

∣∣− rν

)λ ≥ dν .

2. Nun sei D :=
⋃∞

ν=1 Ων . Dann ist D in H abgeschlossen. Da die Mengen

D̃ν,k für verschiedene ν und k paarweise disjunkt sind, ist H?\D zusam-

menhängend und an∞ lokal zusammenhängend, vgl. [24]. Also istD eine

Arakelian-Menge in H. Wir definieren nun folgende auf D holomorphe

Funktionen:

(a) δ(z) := − ln(νµ! 1

2πρνdνrµ+1
ν

)

(b) q(z) := ρν

([
(z − qν)

λQν

(
z−z

(k)
ν

alν

)]−µ

−Rν(z)

)
(z ∈ D̃ν,k).

Hierbei bezeichnet g−µ eine Funktion h mit h(µ) = g. Wir wenden nun

zweimal den Satz von Arakelian an. Zunächst existiert eine in H holo-

morphe Funktion g, so dass

|δ(z)− g(z)| < 1 (z ∈ D)

gilt. Insbesondere gilt also Reg(z) − δ(z) < 1. Dann existiert eine in H

holomorphe Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

exp(g(z)− 1)
− g(z)

∣∣∣∣ < 1 (z ∈ D).
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Die Funktion φ(z) := h(z) exp(g(z)− 1) ist holomorph in H und erfüllt

|q(z)− φ(z)| < | exp(g(z)− 1)| = exp(Reg(z)− 1) < exp(δ(z)).

3. Es folgt für alle k = 1, 2, . . . , ν

max
D̃ν,k

∣∣∣∣∣φ(w)− ρν

([
(w − qν)

λQν

(
w − z

(k)
ν

alν

)]−µ

−Rν(w)

)∣∣∣∣∣ < 2πρνdνr
µ+1
ν

νµ!

Mit Dν,k :=
{
z :
∣∣∣z − z

(k)
ν

∣∣∣ ≤ rν

}
und der Cauchyschen Integralformel

erhalten wir

max
Dν,k

∣∣φ(µ)(w)− q(µ)(w)
∣∣ = max

Dν,k

∣∣∣∣∣ µ!

2πi

∫
∂D̃ν,k

φ(t)− q(t)

(t− w)µ+1
dt

∣∣∣∣∣ < ρνdν

ν
.

Mit der Substitution z = w−z
(k)
ν

alν
folgt

max
|z|≤ 1

rv

∣∣∣∣∣
(

1

ρν

φ+Rν

)(µ)

(alvz + z(k)
ν )− (alvz + z(k)

ν − qν)
λQν(z)

∣∣∣∣∣ < dν

ν
.

Da für |z| ≤ 1
rν

gilt∣∣alνz + z(k)
ν − qν

∣∣λ ≥
(∣∣z(k)

ν − qν
∣∣− |alν | · |z|

)λ ≥
≥

(∣∣z(k)
ν − qν

∣∣− rν

)λ ≥ dν ,

folgt

max
|z|≤ 1

rv

∣∣∣∣∣∣∣
(

1
ρν
φ+Rν

)(µ)

(alνz + z
(k)
ν )

(alvz + z
(k)
ν − qν)λ

−Qν(z)

∣∣∣∣∣∣∣ <
1

ν
. (3.1)

4. Nun definieren wir

V :=

{
φ ∈ H(G) : ∀n, l, r,M ∈ N ∃p ≥M ∀k = 1, 2, . . . , p :

max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣ <
1

n

}

und zeigen, dass V residual in H(G) ist.

Wir bemerken zunächst, dass

V =
⋂

n,l,r,M

⋃
p≥M

p⋂
k=1

Vn,l,r,p,k,M
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ist, wobei

Vn,l,r,p,k,M :=

φ ∈ H(G) : max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣ <
1

n

 .

Wir zeigen nun, dass Vn,l,r,p,k,M offen ist und dass

Vn,l,r,M =
⋃

p≥M

p⋂
k=1

Vn,l,r,p,k,M

in H(G) dicht ist. Dann ist V als Schnitt offener dichter Mengen residual.

(a) Die Menge V c
n,l,r,p,k,M ist abgeschlossen:

Dazu sei (φα)α∈N eine Folge in V c
n,l,r,p,k,M , die in H(G), d.h. lokal-

gleichmäßig, gegen φ konvergiert. Wir zeigen nun, dass φ ∈ V c
n,l,r,p,k,M

ist.

Wir betrachten ein beliebiges z mit |z| ≤ 1√
|alp |

. Dafür gilt

∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣
φ

(µ)
α

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)+

+
φ(µ)

(
alpz + z

(k)
p

)
− φ

(µ)
α

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ

∣∣∣∣∣∣∣ ≥

≥

∣∣∣∣∣∣∣
φ

(µ)
α

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣−

−

∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alpz + z

(k)
p

)
− φ

(µ)
α

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ

∣∣∣∣∣∣∣ .
Nun seien ε > 0 beliebig und L := dist(∂G,Dp,k)

λ. Da |z| ≤ 1√
|alp |

ist, gilt
∣∣∣alpz + z

(k)
p − z

(k)
p

∣∣∣ ≤√|alp |, was alpz+z
(k)
p ∈ Dp,k bedeutet.

Wir folgern ∣∣alpz + z(k)
p − qr

∣∣λ ≥ L.
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Da (φ
(µ)
α )α∈N gegen φ(µ) in H(G) konvergiert, existiert ein α ∈ N

mit

max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣φ(µ)(alpz + z(k)
p )− φ(µ)

α (alpz + z(k)
p )
∣∣ < Lε.

Damit folgt ∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
≥

∣∣∣∣∣∣∣
φ

(µ)
α

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣− ε.

Da φα ∈ V c
n,l,r,p,k,M ist, folgt

max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣ ≥
1

n
− ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt φ ∈ V c
n,l,r,p,k,M , also die Abgeschlossen-

heit.

(b) Nun zeigen wir, dass Vn,l,r,M in H(G) dicht ist.

Dazu seien F ∈ H(G) und ε > 0 beliebig. Wir konstruieren eine

Funktion Ψ ∈ Vn,l,r,M mit d(F,Ψ) < ε.

Zunächst wählen wir eine Funktion Ψi mit d(F,Ψi) <
ε
2
. Da für eine

in G holomorphe Funktion g gilt d( 1
n
g, 0) → 0 (n→∞), können wir

ein s ∈ N wählen, so dass d(1
s
φ, 0) < ε

2
ist, wobei φ eine Funktion mit

der Eigenschaft aus (3.1) ist. Für Ψ := 1
s
φ+Ψi gilt dann d(Ψ, F ) < ε.

Außerdem ist Ψ ∈ Vn,l,r,M :

Wir können ein p ≥ max {M,n} wählen mit

(Ql, s,Ψi, qr) = (Qp, ρp, Rp, qp).

Aus (3.1) folgt damit für k = 1, 2, . . . , p

max
|z|≤ 1

rp

∣∣∣∣∣∣∣
(1

s
φ+ Ψi)

(µ)
(
alpz + z

(k)
p

)
(
alpz + z

(k)
p − qr

)λ
−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣∣ <
1

p
<

1

n
.

Damit ist Ψ ∈ Vn,l,r,M und es folgt die Dichtheit.



3 Marcinkiewicz-Universalität, Variante I 27

Somit ist V residual.

5. Wir zeigen nun, dass jedes φ ∈ V die gewünschten Eigenschaften hat.

Dazu sei φ ∈ V beliebig. Wir konstruieren zunächst eine Folge (pν)ν∈N.

Da φ ∈ V ist, existiert zu n = l = r = M = 1 ein p =: p1 ≥ 1, so dass

für alle k = 1, 2, . . . p1 gilt

max
|z|≤ 1√

|alp1
|

∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alp1

z + z
(k)
p1

)
(
alp1

z + z
(k)
p1 − q1

)λ
−Q1(z)

∣∣∣∣∣∣∣ <
1

1
.

Nun seien p1, p2, . . . , pν−1 für ein ν ∈ N konstruiert. Zu n = l = r = ν

und M = pν−1 + 1 existiert dann ein p =: pν ≥ M > pν−1 so, dass für

alle k = 1, 2, . . . pν gilt

max
|z|≤ 1√

|alpν
|

∣∣∣∣∣∣∣
φ(µ)

(
alpν

z + z
(k)
p1

)
(
alpν

z + z
(k)
p1 − qν

)λ
−Qν(z)

∣∣∣∣∣∣∣ <
1

ν
.

Jetzt seien K ∈ M, ζ ∈ E und f ∈ A(K) beliebig. Der Approxima-

tionssatz von Mergelian liefert eine Teilfolge (cs)s∈N natürlicher Zahlen

mit

max
K

∣∣∣Q̃cs(z)− f(z)
∣∣∣ < 1

s
.

Wir wählen eine Teilfolge (νs)s∈N natürlicher Zahlen mit (Q̃cs , qs) =

(Qνs , qνs).

Zudem sei S0 ∈ N so, dass K ⊂
{
z : |z| ≤ 1

rpνs

}
ist für alle s ≥ S0. Dann

folgt für s ≥ S0

max
K

∣∣∣∣∣ φ(µ)(alpνs
z + z

(k)
pνs

)

(alpνs
z + z

(k)
pνs

− qs)λ
− f(z)

∣∣∣∣∣ < 1

νs

+
1

s
=: εs. (3.2)

Nun unterscheiden wir zwei Fälle.

1. Fall: Es existiert ein k ∈ N, so dass ζ = ζ(k) ist. Dann wählen wir eine

Teilfolge (ηs)s∈N natürlicher Zahlen mit qηs = ζ(k). Mit αs := alpνηs
und

βs := z
(k)
pνηs

folgt βs → ζ (s→∞) und aus (3.2) folgt

max
K

∣∣∣∣ φ(µ)(αsz + βs)

(αsz + βs − ζ)λ
− f(z)

∣∣∣∣→ 0 (s→∞).
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Damit folgt in diesem Fall die Behauptung.

2. Fall: Es existiert eine gegen ζ konvergente Folge (ζ(kα))α∈N mit

∣∣ζ(kα) − ζ
∣∣ =: δα > 0.

Hierbei sei (notfalls durch Ausdünnen) δ1 < 1 und δν+1 < δ2λ
ν für ν > 1

angenommen.

Weiter sei Sα ∈ N mit Sα > max {Sα−1, kα} so, dass für alle s ≥ Sα gilt

∣∣z(kα)
pνs

− ζ(kα)
∣∣ < δα

2

und rpνs
< δα−1

4
. Dann gilt für alle s ≥ Sα

δα
2
≤
∣∣z(kα)

pνs
− ζ
∣∣ ≤ 3

2
δα

und für alle z mit |z| ≤ 1√
|alpνs

| folgt für s ≥ Sα−1∣∣alpνs
z + z(kα−1)

pνs
− ζ
∣∣ ≥

∣∣z(kα−1)
pνs

− ζ
∣∣− |alpνs

z| ≥

≥ δα−1

2
− rpνs

≥ δα−1

4
≥ δ

1
2λ
α

4
. (3.3)

Nun definieren wir rα := kα−1 und wählen ein Teilfolge (eα)α∈N natürlicher

Zahlen mit eα > Sα, so dass qeα = ζ(kα) ist. Insbesondere gilt dann

|qeα − ζ| = δα.

Dann existiert wegen (3.2) zunächst eine Konstante M1 <∞ mit

max
K

∣∣∣∣∣ φ(µ)(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

)

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ

∣∣∣∣∣ =

= max
K

∣∣∣∣∣ φ(µ)(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

)

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ
− f(z)

∣∣∣∣∣+
+ max

K
|f(z)| < M1. (3.4)

Mit der Identität xn+1−yn+1 = (x−y)
∑n

k=0 x
kyn−k und der Konvergenz

von (alpνeα
)α∈N sowie von (qeα)α∈N folgt die Existenz einer Konstanten
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M2 <∞ mit∣∣∣∣(alpνeα
z + z(rα)

pνeα
− ζ
)λ

−
(
alpνeα

z + z(rα)
pνeα

− qeα

)λ
∣∣∣∣ =

= |ζ − qeα | ·

∣∣∣∣∣
λ−1∑
n=0

(alpνeα
z + z(rα)

pνeα
− ζ)n(alpνeα

z + z(rα)
pνeα

− qeα)λ−1−n

∣∣∣∣∣ <
< M2 |ζ − qeα | = M2δα.

Damit und mit (3.3) folgt die Existenz einer Konstanten M3 <∞ mit∣∣∣∣∣1− (alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− ζ)λ

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− ζ)λ − (alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− ζ)λ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ M2δα(

(δα)
1
2λ

4

)λ
< M3

√
δα.

Mit all diesen Abschätzungen folgt nun

max
K

∣∣∣∣∣ φ
(µ)(alpνeα

z + z
(rα)
pνeα

)

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− ζ)λ
− f(z)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

K

∣∣∣∣∣ φ(µ)(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

)

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ
− f(z)

∣∣∣∣∣+
+ max

K

∣∣∣∣∣ φ
(µ)(alpνeα

z + z
(rα)
pνeα

)

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− ζ)λ
−

φ(µ)(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

)

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ εeα + max

K

∣∣∣∣∣ φ(µ)(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

)

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ

∣∣∣∣∣ ·
·

∣∣∣∣∣1− (alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− qeα)λ

(alpνeα
z + z

(rα)
pνeα

− ζ)λ

∣∣∣∣∣ ≤
≤ εeα +M1M3

√
δα → 0 (α→∞).

Damit ist jedes Element aus V universell.

6. Zum Abschluss zeigen wir noch, dass die im zweiten Beweisteil konstru-

ierte Funktion φ die Eigenschaft hat, dass φ+Ψn für alle n ∈ N universell

ist. Dabei knüpfen wir wiederum an (3.1) an. Es seien Ψ ∈ {Ψn : n ∈ N},
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K ∈ M und f ∈ A(K) gegeben. Der Approximationssatz von Mergelian

liefert wiederum eine Teilfolge (cs)s∈N natürlicher Zahlen mit

max
K

∣∣∣Q̃cs(z)− f(z)
∣∣∣ < 1

s
.

Nun wählen wir eine Teilfolge (νs)s∈N natürlicher Zahlen mit

(Q̃cs , qs,Ψ, 1) = (Qνs , qνs , Rνs , νs).

Zudem sei S0 ∈ N so, dass K ⊂
{
z : |z| ≤ 1

rνs

}
für alle s ≥ S0 ist. Dann

folgt für s > S0 aus (3.1)

max
K

∣∣∣∣∣(φ+ Ψ)(µ)(alνs
z + z

(k)
νs )

(alνs
z + z

(k)
νs − qs)λ

− f(z)

∣∣∣∣∣ < 1

νs

+
1

s
=: εs. (3.5)

Damit folgt analog zu (3.2) mit pn := n die Universalität von φ+ Ψ. �

3.2 Bemerkung: Falls ein Gebiet G durch endlich viele paarweise disjunkte

Jordanbögen berandet ist, existiert eine Funktion Ψ, die genau in G holomorph

ist und sich stetig auf den Rand von G fortsetzen lässt, vgl. [18]. Wenn wir diese

Funktion Ψ in die Folge (Ψn)n∈N aus dem obigen Satz aufnehmen, erhalten wir

eine Funktion φ, die in H holomorph ist, so dass insbesondere φ+Ψ bezüglich

E universell ist. Die Funktion φ+Ψ ist in G holomorph und wegen ∂G\E ⊂ H

auf G ∪ (∂G\E) stetig.

Aus Satz 3.1 folgt leicht folgendes Ergebnis:

3.3 Satz: Es seien G ein Gebiet, E ⊂ ∂G eine abgeschlossene Menge und

(bn)n∈N eine Folge in G, so dass jeder Punkt ζ ∈ E Häufungspunkt dieser

Folge ist. Ferner sei (an)n∈N eine Folge mit 0 6= an → 0 (n → ∞). Dann

existiert eine in H(G) residuale Menge von Funktion φ, so dass φ und alle

Ableitungen von φ folgende Eigenschaft besitzen:

Zu jedem Kompaktum K ∈ M, jedem ζ ∈ E, jedem µ ∈ N ∪ {0}, jedem

Polynom g, dessen Nullstellen nicht in G liegen, und jeder Funktion f ∈ A(K)

existieren Teilfolgen (nk)k∈N und (mk)k∈N von N, so dass bmk
→ ζ (k →∞),

ank
z + bmk

∈ G für alle z ∈ K
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und
φ(µ)(ank

z + bmk
)

g(ank
z + bmk

)
→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞)

gilt.

Beweis: Mit Mλ,µ bezeichnen wir die residuale Menge der universellen Funk-

tionen gemäß Satz 3.1. Dann ist die Menge

M :=
⋂

λ,µ∈N∪{0}

Mλ,µ

eine residuale Teilmenge von H(G).

Wir zeigen nun, dass jede Funktion φ ∈ M die gewünschte Eigenschaft hat.

Dazu seien ein Punkt ζ ∈ E, eine Menge K ∈ M, eine Funktion f ∈ A(K)

sowie eine natürliche Zahl µ ∈ N ∪ {0} und ein Polynom g gegeben. Dabei

gelte g(z) = (z − ζ)λP (z) mit einer Zahl λ ∈ N ∪ {0} und einem Polynom P

mit P (ζ) 6= 0.

Da φ ∈ Mλ,µ ist, existieren Teilfolgen (nk)k∈N und (mk)k∈N von N, so dass

bmk
→ ζ (k →∞),

ank
z + bmk

∈ G für alle z ∈ K

und
φ(µ)(ank

z + bmk
)

(ank
z + bmk

− ζ)λ
→ f(z)P (ζ) gleichmäßig auf K (k →∞)

gilt. Wegen P (ζ) 6= 0 und ank
z + bmk

→ ζ (k →∞) folgt

φ(µ)(ank
z + bmk

)

P (ank
z + bmk

)(ank
z + bmk

− ζ)λ
→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Damit ist die Behauptung gezeigt. �
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4 Marcinkiewicz-Universalität, Variante II

4.1 Eine weitere Universalität in C

Bekanntlich konvergiert bei einer ganzen Funktion f der Differenzenquotient

f(z+bn)−f(z)
bn

mit einer Nullfolge (bn)n∈N für alle z ∈ C gegen f ′(z). Durch ei-

ne Veränderung dieses Differenzenquotienten ist ein völlig anderes Verhalten

möglich. Wir beweisen zunächst folgenden Satz:

4.1 Satz: Es seien (an)n∈N eine unbeschränkte Folge in C und (bn)n∈N eine

Nullfolge in C\{0}. Dann existiert eine in H(C) residuale Menge von Funktio-

nen φ, so dass jede dieser Funktionen φ die folgende Eigenschaft besitzt:

Zu jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) existieren Teil-

folgen (nk)k∈N und (mk)k∈N natürlicher Zahlen mit

φ(ank
z + bmk

)− φ(ank
z)

bmk

→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

4.2 Bemerkung: Die Unbeschränktheit der Folge (an)n∈N ist wesentlich. Falls

(an)n∈N ein beschränkte Folge und φ eine ganze Funktion ist, so dass mit Teil-

folgen (nk)k∈N bzw. (mk)k∈N natürlicher Zahlen und einer Funktion f ∈ A(K)

gilt

φ(ank
z + bmk

)− φ(ank
z)

bmk

→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞),

dann ist f(z) = φ′(cz) mit einer komplexen Zahl c: Auf Grund der Be-

schränktheit der Folge (ank
)k∈N, existiert eine Teilfolge (kl)l∈N, so dass (ankl

)l∈N

gegen eine komplexe Zahl c konvergiert. Mit αl := ankl
und βl := bmkl

erhalten

wir
φ(αlz + βl)− φ(αlz)

βl

→ f(z) gleichmäßig auf K (l→∞).

Aus der lokal-gleichmäßigen Konvergenz von
(

φ(z+βl)−φ(z)
βl

)
n∈N

gegen φ′(z), vgl.

[12], erhalten wir

max
k

∣∣∣∣φ(αlz + βl)− φ(αlz)

βl

− φ′(αlz)

∣∣∣∣→ 0 (l→∞),

woraus f(z) = φ′(cz) folgt.
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Zum Beweis von Satz 4.1 benötigen wir folgendes Lemma:

4.3 Lemma: Es sei P (z) =
∑n

k=0 akz
k ein Polynom. Dann existiert zu b 6= 0

ein Polynom P ∗ mit

P ∗(z + b)− P ∗(z)

b
= P (z) für alle z ∈ C.

Beweis: Wir zeigen, dass es Koeffizienten a∗1, a
∗
2, . . . , a

∗
n+1 gibt, so dass gilt

P ∗(z) =
n+1∑
k=1

a∗kz
k.

Für ein solches Polynom P ∗ (mit zu bestimmenden Koeffizienten a∗k) gilt

P ∗(z + b)− P ∗(z)

b
=

1

b

(
n+1∑
k=1

a∗k(z + b)k −
n+1∑
k=1

a∗kz
k

)
=

=
n+1∑
k=1

a∗k
b

(
(z + b)k − zk

)
=

n+1∑
k=1

a∗k
b

(
k∑

l=0

(
k

l

)
zlbk−l − zk

)
=

=
n+1∑
k=1

a∗k
b

k−1∑
l=0

(
k

l

)
zlbk−l =

n+1∑
k=1

k−1∑
l=0

a∗k

(
k

l

)
zlbk−1−l =

=
∑

0≤l<k≤n+1

=
n∑

l=0

(
n+1∑

k=l+1

a∗k

(
k

l

)
bk−l−1

)
zl.

Damit gilt

1

b

(
n+1∑
k=1

a∗k(z + b)k −
n+1∑
k=1

a∗kz
k

)
= P (z)

genau dann, wenn für l = 0, 1, . . . n gilt

n+1∑
k=l+1

a∗k

(
k

l

)
bk−l−1 = al,

d.h. wenn

an = a∗n+1

(
n+ 1

n

)
an−1 = a∗n

(
n

n− 1

)
+ a∗n+1

(
n+ 1

n− 1

)
b

an−2 = a∗n−1

(
n− 1

n− 2

)
+ a∗n

(
n

n− 2

)
b+ a∗n+1

(
n+ 1

n− 2

)
b2

...

a0 = a∗1

(
1

0

)
+ a∗2

(
2

0

)
b+ . . .+ a∗n+1

(
n+ 1

0

)
bn
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gilt, bzw. wenn
1 1 . . . 1

0
(

2
1

)
. . .

(
n+1

1

)
...

...
. . .

...

0
... 0

(
n+1

n

)




a∗1

a∗2
...

a∗n+1

 =


a0

a1

...

an

 .

gilt. Die Determinante obiger Matrix ist offensichtlich von Null verschieden.

Damit ist dieses Gleichungssystem lösbar und somit P ∗ konstruiert. �

Im Folgenden bezeichnen wir mit LbP das zu dem Polynom P mit b 6= 0

konstruierte Polynom P ∗ aus obigem Lemma. Damit können wir nun Satz 4.1

beweisen.

Beweis (von Satz 4.1):

1. Es seien (K̃n)n∈N eine Folge kompakter Mengen mit 0 /∈ K̃n und K̃n ∈ M

so, dass für alle Kompakta K ∈ M mit 0 /∈ K eine natürliche Zahl n0

existiert mit K ⊂ K̃n0 , vgl. [17].

Mit (Q̃n)n∈N bezeichnen wir wieder eine Abzählung aller Polynome mit

Koeffizienten, deren Real- und Imaginärteile rational sind.

Weiter sei (Kn, Qn, Pn, ρn)n∈N eine Abzählung, in der jedes Tupel

(K̃l, Q̃m, Q̃n, s) (l,m, n, s ∈ N)

unendlich oft vorkommt.

Wir wählen nun eine Teilfolge (αn)n∈N von (an)n∈N so, dass paarweise

disjunkte Jordangebiete Ãn (n ∈ N) existieren mit An := αnKn ⊂ Ãn.

Dabei verlangen wir zudem dist(∂Ãn, ∂An) > 0. Sodann wählen wir eine

Teilfolge (βn)n∈N von (bn)n∈N mit |βn| < dist(∂Ãn, ∂An).

Gemäß [24] ist A :=
⋃∞

n=1 Ãn eine Arakelian-Menge.

2. Nun definieren wir folgende auf A holomorphe Funktionen:

(a) δ(z) := − ln 2n
ρn|βn| (z ∈ Ãn) und

(b) q(z) := ρn

[
LβnQn

(
z

αn

)
− Pn(z)

]
(z ∈ Ãn).
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Der Satz von Arakelian liefert zunächst eine ganze Funktion g mit

|δ(z)− g(z)| < 1 (z ∈ A).

Insbesondere gilt also Reg(z) − δ(z) < 1 für alle z ∈ A. Sodann liefert

der Satz von Arakelian eine ganze Funktion h mit∣∣∣∣ q(z)

exp(g(z)− 1)
− h(z)

∣∣∣∣ < 1 (z ∈ A).

Die Funktion φ(z) := h(z) exp(g(z) − 1) ist dann ebenfalls eine ganze

Funktion und erfüllt für alle z ∈ A

|q(z)− φ(z)| < |exp(g(z)− 1)| = exp (Reg(z)− 1) < exp(δ(z)).

Damit folgt

max
Ãn

∣∣∣∣φ(z)− ρn

[
LβnQn

(
z

αn

)
− Pn(z)

]∣∣∣∣ < ρn|βn|
2n

,

bzw.

max
Ãn

∣∣∣∣ 1

ρn

φ(z) + Pn(z)−
[
LβnQn

(
z

αn

)]∣∣∣∣ < |βn|
2n

.

Da z + βn ∈ Ãn aus z ∈ An folgt, erhalten wir hieraus

max
An

∣∣∣∣∣∣
(

1
ρn
φ+ Pn

)
(z + βn)−

(
1
ρn
φ+ Pn

)
(z)

βn

−Qn

(
z

αn

)∣∣∣∣∣∣ =

= max
An

∣∣∣∣∣
(

1
ρn
φ+ Pn

)
(z + βn)−

(
1
ρn
φ+ Pn

)
(z)

βn

−

−
LβnQn

(
z+βn

αn

)
− LβnQn

(
z

αn

)
βn

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

|βn|

(
max
An

∣∣∣∣( 1

ρn

φ+ Pn

)
(z + βn)− LβnQn

(
z + βn

αn

)∣∣∣∣+
+ max

An

∣∣∣∣( 1

ρn

φ+ Pn

)
(z)− LβnQn

(
z

αn

)
−
∣∣∣∣
)
≤

≤ 2

|βn|
max
Ãn

∣∣∣∣( 1

ρn

φ+ Pn

)
(z)−

[
LβnQn

(
z

αn

)]∣∣∣∣ < 1

n
.

Eine Substitution liefert

max
Kn

∣∣∣∣∣∣
(

1
ρn
φ+ Pn

)
(αnz + βn)−

(
1
ρn
φ+ Pn

)
(αnz)

βn

−Qn(z)

∣∣∣∣∣∣ < 1

n
. (4.1)
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3. Wir definieren nun

V :=

{
φ ∈ H(C) : ∀l,m, n,M ∈ N ∃p ≥M mit Kp = K̃n und

max
Kp

∣∣∣∣φ(αpz + βp)− φ(αpz)

βp

−Ql(z)

∣∣∣∣ < 1

m

}
.

Dann ist

V =
⋂

l,m,n,M∈N

⋃
p≥M

Vl,m,n,M,p,

wobei

Vl,m,n,M,p =

{
φ ∈ H(C) : max

Kp

∣∣∣∣φ(αpz + βp)− φ(αpz)

βp

−Ql(z)

∣∣∣∣ < 1

m

}
ist für Kp = K̃n und Vl,m,n,M,p = ∅ ist für Kp 6= K̃n.

Wir zeigen nun, dass V residual in H(C) ist. Dazu zeigen wir, dass

V c
l,m,n,M,p abgeschlossen und

Vl,m,n,M :=
⋃

p≥M

Vl,m,n,M,p =

=
{
φ ∈ H(C) : ∃p ≥M mit Kp = K̃n und

max
Kp

∣∣∣∣φ(αpz + βp)− φ(αpz)

βp

−Ql(z)

∣∣∣∣ < 1

m

}
in H(C) dicht ist.

(a) Die Menge V c
l,m,n,M,p ist abgeschlossen:

Dazu sei (φν)ν∈N eine Folge in V c
l,m,n,M,p die in H(C) gegen φ kon-

vergiert. Wir zeigen nun, dass φ ∈ V c
l,m,n,M,p ist.

Für z ∈ Kp gilt∣∣∣∣φ(αpz + βp)− φ(αpz)

βp

−Ql(z)

∣∣∣∣ ≥
≥
∣∣∣∣φν(αpz + βp)− φν(αpz)

βp

−Ql(z)

∣∣∣∣−
−
∣∣∣∣φ(αpz + βp)− φ(αpz)

βp

− φν(αpz + βp)− φν(αpz)

βq

∣∣∣∣ .
Es sei nun ε > 0 beliebig. Dann existiert ein ν0 mit

max
Ãp

|φν0(z)− φ(z)| < 1

2
ε|βp|.
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Da für z ∈ Kp gilt αpz + βp ∈ Ãp und αpz ∈ Ãp, folgt

max
Kp

∣∣∣∣φ(αpz + βp)− φ(αpz)

βp

− φν0(αpz + βp)− φν0(αpz)

βp

∣∣∣∣ < ε.

Da φν0 ∈ V c
l,m,n,M,p ist, folgt für ein z ∈ Kp∣∣∣∣φ(αpz + βp)− φ(αpz)

βp

−Ql(z)

∣∣∣∣ ≥ 1

m
− ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt φ ∈ V c
l,m,n,M,p und damit die Abge-

schlossenheit.

(b) Nun zeigen wir, dass Vl,m,n,M in H(C) dicht ist. Dazu sei F ∈ H(C)

beliebig.

Wir wählen ein Polynom P ∈
{
Q̃n : n ∈ N

}
mit d(P, F ) < ε

2
und

eine natürliche Zahl s mit d(1
s
φ, 0) < ε

2
, wobei φ eine Funktion

mit der Eigenschaft (4.1) ist. Dann gilt zunächst d(1
s
φ+ P, F ) < ε.

Außerdem ist 1
s
φ+ P ∈ Vl,m,n,M :

Wir wählen ein p ≥ max {M,m} mit

(K̃n, Ql, P, s) = (Kp, Qp, Pp, ρp).

Dann folgt aus (4.1):

max
Kp

∣∣∣∣∣∣
(

1
ρp
φ+ Pp

)
(αpz + βp)−

(
1
ρp
φ+ Pp

)
(αpz)

βp

−Qp(z)

∣∣∣∣∣∣ < 1

p
.

Damit ist die Dichtheit gezeigt.

4. Wir zeigen nun, dass jedes φ ∈ V die gewünschte Eigenschaft hat. Dazu

seien K ∈ M mit 0 /∈ K und f ∈ A(K) gegeben. Es sei n0 ∈ N so, dass

K ⊂ K̃n0 ist.

Der Satz von Mergelian liefert eine Teilfolge (mk)k∈N natürlicher Zahlen

mit Q̃mk
→ f gleichmäßig auf K (k →∞).

Nun wählen wir eine Teilfolge natürlicher Zahlen (nk)k∈N, so dass

(K̃n0 , Q̃mk
) = (Knk

, Qnk
) (k ∈ N)

gilt. Sodann konstruieren wir eine Folge natürlicher Zahlen (pν)ν∈N. Es

sei p0 := 1 und für ein ν ∈ N sei pν−1 bereits konstruiert. Da φ ∈ V ist,
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folgt, dass zu m = ν, n = n0, l = nν und M := pν−1 + 1 ein pν > pν−1

existiert mit Kpν = K̃n0 und

max
Kpν

∣∣∣∣φ(αpνz + βpν )− φ(αpνz)

βpν

−Qnν (z)

∣∣∣∣ < 1

ν
.

Wir folgern daraus

max
K

∣∣∣∣φ(αpνz + βpν )− φ(αpνz)

βpν

− f(z)

∣∣∣∣ <
<

1

ν
+ max

K
|Q̃mν − f(z)| → 0 (ν →∞).

Daraus folgt die Behauptung. �

Ein zu diesem Ergebnis analoges Resultat für allgemeine Gebiete ist ebenfalls

gültig.

4.2 Eine weitere Universalität in allgemeinen Gebieten

4.4 Satz: Es seien G ⊂ C ein Gebiet, (an)n∈N,(cn)n∈N Folgen mit

0 6= an, cn → 0 (n→∞)

und (bn)n∈N eine Folge in G, so dass jeder Punkt ζ ∈ ∂G ein Häufungspunkt

dieser Folge ist. Dann existiert eine in H(G) residuale Menge von Funktionen

φ, so dass jede dieser Funktionen φ die folgende Eigenschaft besitzt:

Zu jedem Kompaktum K ∈ M, jeder Funktion f ∈ A(K) und jedem ζ ∈ ∂G

existieren Teilfolgen (lk)k∈N, (nk)k∈N und (mk)k∈N natürlicher Zahlen mit blk →

ζ (k →∞),

ank
z + blk + cmk

∈ G für alle z ∈ K

und

φ(ank
z + blk + cmk

)− φ(ank
z + blk)

cmk

→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis: 1. Wir beginnen wie im Beweis zu Satz 3.1: Es sei (Hn)n∈N eine

Folge kompakter Mengen mit

(a) Hn ⊂ H̊n+1 ⊂ G für alle n ∈ N und
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(b) für alle Kompakta K ⊂ G existiert ein n0 ∈ N mit K ⊂ Hn0 .

Weiter sei (ζ(n))n∈N in ∂G dicht und für jedes k ∈ N sei
(
z

(k)
n

)
n∈N

eine

Teilfolge von (bn)n∈N mit z
(k)
n → ζ(k) (n→∞), so dass z

(1)
n , z

(2)
n , . . . , z

(n)
n

verschieden sind und zudem für eine Teilfolge (Hnν )ν∈N von (Hn)n∈N gilt

z
(k)
ν ∈ G̊ν+1\Gν (k = 1, 2, . . . , ν), wobei Gν := Hnν ist.

Mit (Q̃n)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung aller Polynome mit Koeffizi-

enten, deren Real- und Imaginärteile rational sind und mit (Ψn)n∈N eine

in H(G) dichte Folge. Außerdem sei (Qn, Rn, ρn)n∈N eine Abzählung in

der jedes Tupel (Q̃n,Ψl,m) (l, n,m ∈ N) unendlich oft vorkommt.

Jetzt sei (lν)ν∈N eine Teilfolge natürlicher Zahlen so gewählt, dass mit

rν :=
√
|alν | gilt:

Die Kreisscheiben D̃ν,k :=
{
z : |z − z

(k)
ν | ≤ 2rν

}
sind für k = 1, 2, . . . ν

paarweise disjunkt, es gilt D̃ν,k ⊂ G und Ων :=
⋃ν

k=1 D̃ν,k ⊂ G̊ν+1\Gν .

Zudem wählen wir eine Teilfolge (γn)n∈N von (cn)n∈N, so dass |γn| < rn

ist.

2. Nun sei D :=
⋃∞

ν=1 Ων . Dann ist D in G abgeschlossen. Da die Mengen

D̃ν,k für verschiedene ν und k paarweise disjunkt sind, ist die Menge

G?\D zusammenhängend und an ∞ lokal zusammenhängend. Also ist

D eine Arakelian-Menge in G, vgl. [24]. Wir definieren nun folgende auf

D holomorphe Funktionen:

(a) δ(z) := − ln
(

ν
2ρν |γν |

)
und

(b) q(z) := ρν

(
LγνQν

(
z−z

(k)
ν

alν

)
−Rν(z)

)
(z ∈ D̃ν,k).

3. Durch zweimaliges Anwenden des Satzes von Arakelian erhalten wir ana-

log zum Beweis von Satz 3.1 eine in G holomorphe Funktion φ, so dass

für alle k = 1, 2, . . . , ν gilt

max
D̃ν,k

∣∣∣∣∣
(

1

ρν

φ+Rν

)
(z)− LγνQν

(
z − z

(k)
ν

alν

)∣∣∣∣∣ < 2|γν |
ν

.
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Da z+ γν ∈ D̃ν,k aus z ∈ Dν,k :=
{
z : |z − z

(k)
ν | ≤ rν

}
folgt, erhalten wir

max
Dν,k

∣∣∣∣∣∣
(

1
ρν
φ+Rν

)
(z + γν)−

(
1
ρν
φ+Rν

)
(z)

γν

−Qν

(
z − z

(k)
ν

alν

)∣∣∣∣∣∣ =

= max
Dν,k

∣∣∣∣∣
(

1
ρν
φ+Rν

)
(z + γν)−

(
1
ρν
φ+Rν

)
(z)

γν

−

−
LγνQν

(
z+γν−z

(k)
ν

alν

)
− LγνQν

(
z−z

(k)
ν

alν

)
γν

∣∣∣∣∣ ≤
≤ 1

|γν |

(
max
Dν,k

∣∣∣∣∣
(

1

ρν

φ+Rν

)
(z + γν)− LγνQν

(
z + γν − z

(k)
ν

alν

)∣∣∣∣∣+
+ max

Dν,k

∣∣∣∣∣
(

1

ρν

φ+Rν

)
(z)− LγνQν

(
z − z

(k)
ν

alν

)∣∣∣∣∣
)
<

1

ν
.

Eine Substitution liefert

max
|z|≤ 1

rv

∣∣∣∣∣∣
(

1
ρν
φ+Rν

)
(alνz + z

(k)
ν + γν)−

(
1
ρν
φ+Rν

)
(alνz + z

(k)
ν )

γν

−

−Qν (z)

∣∣∣∣∣∣ < 1

ν
. (4.2)

4. Nun bezeichnen wir mit V die folgende Menge:

V :=

{
φ ∈ H(G) : ∀n, l,M ∈ N ∃p ≥M ∀k = 1, 2, . . . p :

max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣∣∣∣∣
φ
(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φ

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣ < 1

n

}
.

Wir zeigen jetzt, dass V in H(G) residual ist und dass jede Funktion

φ ∈ V die gewünschte Eigenschaft hat. Zunächst ist

V =
⋂

n,l,M∈N

⋃
p≥M

p⋂
k=1

Vn,l,M,p,k

mit

Vn,l,M,p,k :=

{
φ ∈ H(G) :

max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣∣∣∣∣
φ
(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φ

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣ < 1

n

}
.
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(a) Die Menge V c
n,l,M,p,k ist abgeschlossen, denn für eine in H(G) gegen

φ konvergente Folge (φα)α∈N von Funktionen aus V c
n,l,M,p,k existiert

zu ε > 0 ein α ∈ N mit

max
D̃p,k

|φα(z)− φ(z)| < 1

2
ε|γp|.

Für |z| ≤ 1√
|alp |

gilt alpz + z
(k)
p ∈ D̃p,k und alpz + z

(k)
p + γp ∈ D̃p,k.

Es folgt

max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣∣∣∣φα

(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φα

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

−

−
φ
(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φ

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

∣∣∣∣∣ < ε

und damit

max
|z|≤ 1√

|alp
|

∣∣∣∣∣∣
φ
(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φ

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣ ≥
≥ max

|z|≤ 1√
|alp

|

∣∣∣∣∣∣
φα

(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φα

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

−Ql(z)

∣∣∣∣∣∣−
− max

|z|≤ 1√
|alp

|

∣∣∣∣∣φα

(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φα

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

−

−
φ
(
alpz + γp + z

(k)
p

)
− φ

(
alpz + z

(k)
p

)
γp

∣∣∣∣∣ ≥ 1

n
− ε.

Da ε > 0 beliebig war, folgt die Abgeschlossenheit.

(b) Die Menge
⋃

p≥M

⋂p
k=1 Vl,n,M,p,k =: Vl,n,M ist dicht in H(G):

Dazu seien F ∈ H(G) und ε > 0 beliebig. Wir wählen ein s ∈ N mit

d(1
s
φ, 0) < ε

2
, wobei φ eine Funktion mit der Eigenschaft (4.2) ist,

und ein Rt mit d(Rt, F ) < ε
2
. Dann gilt d(1

s
φ+Rt, F ) < ε. Außerdem

gilt 1
s
φ + Rt ∈ Vl,n,M : Dazu wählen wir ein p > max {M,n} mit

(Ql, Rt, s) = (Qp, Rp, ρp). Aus (4.2) folgt für k = 1, 2, . . . , p

max
|z|≤ 1

rp

∣∣∣∣∣
(

1
s
φ+Rt

)
(alpz + z

(k)
p + γp)−

(
1
s
φ+Rt

)
(alpz + z

(k)
p )

γp

−

−Ql (z)

∣∣∣∣∣ < 1

n
,
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was 1
s
φ+Rt ∈ Vl,n,M bedeutet. Damit folgt die Dichtheit.

5. Abschließend zeigen wir, dass jede Funktion φ ∈ V universell ist:

Dazu seien K ∈ M, ζ ∈ ∂G und f ∈ A(K) beliebig. Mit dem Satz von

Mergelian existiert zunächst eine Folge (ds)s∈N mit

max
K

|Qds − f(z)| < 1

s
.

Nun konstruieren wir eine Teilfolge natürlicher Zahlen (ps)s∈N. Es sei

p1 := 1. Jetzt sei ps−1 für ein s > 1 bereits konstruiert. Da φ ∈ V ist,

existiert zu l = ds, M = ps−1 + 1 und n = s ein ps ≥ M > ps−1 mit

K ⊂
{
|z| ≤ 1

rps

}
, so dass für alle k = 1, 2, . . . , ps gilt

max
K

∣∣∣∣∣∣
φ
(
alps

z + γps + z
(k)
ps

)
− φ

(
alps

z + z
(k)
ps

)
γps

− f(z)

∣∣∣∣∣∣ < 1

s
+

1

s
. (4.3)

Nun ist ζ ein Häufungspunkt der Menge
{
z

(k)
ps : k = 1, 2, . . . ps, s ∈ N

}
und wir können kα und sα mit 1 ≤ kα ≤ psα (n ∈ N) wählen mit

z(kα)
psα

→ ζ (α→∞).

Damit folgt aus (4.3) die Behauptung. �
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5 Weitere Aussagen in R

5.1 Partiell differenzierbare universelle Funktionen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass es Funktionen f : Rn → Rm gibt, die

in einigen Richtungen partiell differenzierbar sind und in anderen Richtungen

in gewisser Weise maximal nicht-differenzierbar sind.

Wenn wir zu einer reellen Folge (hk)k∈N mit 0 6= hk → 0 (k → ∞) eine

universelle Funktion f : [0, 1] → R gemäß Satz 1.1 wählen und F : [0, 1]2 → R

vermöge

F (x, y) := f(x) + ey

definieren, dann existiert ∂F
∂y

und zu jeder messbaren Funktion g : [0, 1] → R

existiert eine Teilfolge (kl)l∈N von N, so dass fast sicher auf [0, 1] gilt

F (x+ hkl
, y)− F (x, y)

hkl

=
f(x+ hkl

)− f(x)

hkl

→ g(x) (l→∞). (5.1)

Dabei ist klar, dass in (5.1) die Funktion g nicht von y abhängen kann. Wir

untersuchen nun, ob es zu einer vorgegebenen reellen Folge (hk)k∈N mit 0 6=

hk → 0 (k →∞) eine Funktion F : [0, 1]n → Rm gibt, die partiell nach einigen

Richtungen differenzierbar ist und zudem für jede andere Richtung xi und jede

messbare Funktion g : [0, 1]n → Rm eine Teilfolge (nk)k∈N von N existiert mit

F (x1, . . . , xi−1, xi + hnk
, xi+1, . . . , xn)− F (x)

hnk

→ g(x) (k →∞)

fast sicher auf [0, 1]n.

Wir werden eine Kombination der Approximationssätze von Luzin und Weier-

straß verwenden. Dafür sei die abzählbare Menge Q aller Funktionen F : Rn →

Rm×n, wobei die (i, j)-te Koordinatenfunktion Fi,j, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n ein

Polynom mit rationalen Koeffizienten ist, zu einer Folge (Pk)k∈N angeordnet.

Damit gilt folgender Satz, vgl. [28]:

5.1 Satz: Es seien n,m ∈ N und φ : [0, 1]n → Rm×n eine messbare Funktion.

Dann existieren eine Teilfolge (ks)s∈N von N und messbare Mengen As ⊂ [0, 1]n,
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so dass für alle s ∈ N und alle x ∈ As gilt

λn([0, 1]n\As) <
1

2s
und ‖φ(x)− Pks(x)‖ <

1

s
.

Für Funktionen F : Rn → Rm×n, d.h. für

F =


F11 F12 . . . F1n

F21 F22 . . . F2n

. . . . . . . . . . . .

Fm1 Fm2 . . . Fmn


schreiben wir ∂F

∂xi
für 

∂F11

∂xi

∂F12

∂xi
. . . ∂F1n

∂xi

∂F21

∂xi

∂F22

∂xi
. . . ∂F2n

∂xi

. . . . . . . . . . . .

∂Fm1

∂xi

∂Fm2

∂xi
. . . ∂Fmn

∂xi

 .

Ebenso ist
∫ x1

0
F (t, x2, x3, . . . , xn)dt komponentenweise zu verstehen. Zudem

vereinbaren wir I := [0, 1].

Wesentlich wird folgendes Lemma aus [7] sein:

5.2 Lemma: Es seien n ∈ N, P = (P1, . . . , Pn) ∈ C(In,Rn) sowie F0 ∈

C(In,R) und ε > 0. Dann existieren ein F ∈ C(In,R) und eine offene Menge

W ⊂ I̊n mit λn(W ) = 1, so dass

1. ∇F auf W existiert und stetig ist,

2. |∇F (x)− P (x)| < ε, für alle x ∈ W und

3. ‖F − F0‖∞ < ε.

Außerdem verwenden wir eine Aussage über die Differentiation von Parame-

terintegralen, vgl. [27]:

5.3 Lemma: Es seien µ ein Maß auf Y , U ⊂ R offen und f : U × Y → R so,

dass f(x, ·) für alle x ∈ U integrierbar ist. Es gelte

1. f(·, y) ist für fast alle y ∈ Y stetig differenzierbar und
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2. es gibt eine µ-integrierbare Funktion g : Y → R ∪ {−∞,∞} mit

sup
U

∣∣∣∣∂f(x, y)

∂x

∣∣∣∣ ≤ g(y)

für fast alle y ∈ Y . Dann ist die Funktion φ(x) :=
∫
f(x, y)dµ(y) auf U

stetig differenzierbar und es gilt

φ′(x) =

∫
∂f(x, y)

∂x
dµ(y) für alle x ∈ U.

Nützlich ist ebenfalls folgende Integralabschätzung:

5.4 Lemma: Die Funktion φ = (φ1, φ2, . . . , φn) : [a, b] → Rn sei stetig auf

[a, b]. Dann gilt ∣∣∣∣∫ b

a

φ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|φ(x)|dx.

Einen Beweis findet man etwa in [20].

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Kapitels:

5.5 Satz: Es seien n,m ∈ N mit n > 1, eine Menge M ⊂ {1, 2, . . . , n} mit

∅ 6= M 6= {1, 2, . . . , n} sowie eine Folge (hk)k∈N in R mit 0 6= hk → 0 (k →∞)

gegeben. Dann existiert eine stetige Funktion f : In → Rm mit der folgenden

Eigenschaft:

Für jedes i /∈ M existiert ∂f
∂xi

auf In und zu jedem i ∈ M und zu jeder

messbaren Funktion g : In → Rm existiert eine Teilfolge (kl)l∈N natürlicher

Zahlen, so dass

f(x+ hkl
ei)− f(x)

hkl

→ g(x) f.s. auf In (l→∞)

gilt. Hierbei bezeichnet ei den i-ten Einheitsvektor: ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)t ∈

Rn.

Beweis: Wir nehmen ohne Beschränkung der Allgemeinheit an, dass M =

{1, 2, . . . , l} ist.

1. Wir definieren nun für i /∈ M Folgen (hi
k)k∈N in Rn vermöge hi

k = hkei.

Mit (P ∗
k )k∈N bezeichnen wir eine Abzählung von Q und für alle k ∈ N sei

Pk(x) :=
∂P ∗

k (x)

∂x1∂x2 . . . ∂xl

.
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Hierbei nehmen wir an, dass P0 = P1 = 0 ist. Induktiv konstruieren wir

nun für j /∈M

• eine Funktionenfolge (Fk)k∈N ⊂ C(In,Rm),

• eine Folge reeller Zahlen (rk)k∈N mit rk < rk+1 für alle k ∈ N,

• eine Folge reeller Zahlen (tjk)k∈N mit tjk = hj
rk

und |tjk+1| <
|tjk|
2

für

alle k ∈ N,

• eine Folge offener Teilmengen (Vk)k∈N von In mit λn(Vk) = 1 für

alle k ∈ N,

• eine Folge kompakter Teilmengen (Ek)k∈N von Vk mit λn(Vk\Ek) <

1
2k für alle k ∈ N und

• eine Funktionenfolge (F ∗
k )k∈N ⊂ C(In,Rm).

Hierbei gelte für j /∈M

(a) JFk
und JF ∗

k
existieren und sind stetig auf Vk,

(b) ‖JFk
(x)− Pk(x)‖ < 1

2k für alle x ∈ Vk,

(c)
∣∣JF ∗

k
(x)h− P ∗

k (x)h
∣∣ < |h|

2k für alle h ∈ Rn mit hi = 0 (i ∈ M) und

für alle x ∈ Vk,

(d) maxIn |Fk(x)− Fk−1(x)| <
|tjk−1|

k
,

(e) maxIn

∣∣F ∗
k (x)− F ∗

k−1(x)
∣∣ < |tjk−1|

k
und

(f) x + tjk ∈ Vk sowie 1

|tjk|

∣∣F ∗
k (x+ tjk)− F ∗

k (x)− JF ∗
k
(x)tjk

∣∣ < 1
k

für alle

x ∈ Ek.

Es seien F0 = F1 = F ∗
0 = F ∗

1 = 0, V1 = I̊n und E1 eine beliebige kom-

pakte Teilmenge von V1 mit λn(E1) >
1
2
. Nun sei r1 so gewählt, dass

x+ |hr1| ∈ V1 ist für alle x ∈ Ek.

Jetzt seien Fk−1, F
∗
k−1, Vk−1, Ek−1 und rj

k−1 (j /∈ M) für ein k > 1 kon-

struiert.

Mit Hilfe von Lemma 5.2 erhalten wir nun für i = 1, 2, . . . ,m Funktio-

nen Fk,i ∈ C(In,Rm) und offene Mengen Wi ⊂ In mit λn(Wi) = 1 so,
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dass ∇Fk,i auf Wi existiert und stetig ist, |∇Fk,i(x)− Pk,i(x)| < 1
m2k für

alle x ∈ Wi und maxIn |Fk,i(x)− Fk−1,i(x)| < δk−1

km
gilt, wobei δk−1 :=

min1≤j≤n |tjk−1|.

Nun definieren wir Fk : In → Rm durch Fk = (Fk,1, Fk,2, . . . , Fk,m)t und

Vk :=
⋂m

i=1Wi. Wir erhalten

• Vk ist eine offene Teilmenge von In mit λn(Vk) = 1,

• JFk
existiert und ist stetig auf Vk,

• ‖JFk
(x)− Pk(x)‖ < 1

2k für alle x ∈ Vk und

• maxIn |Fk(x)− Fk−1(x)| < δk−1

k
.

Wir definieren nun für x ∈ In

F ∗
k (x1, x2, . . . , xn) :=

∫ x1

0

. . .

∫ xl

0

Fk(t1, . . . , tl, xl+1, . . . , xn)dt1 . . . dtl.

Da Fk stetig ist, ist dann F ∗
k eine stetige Funktion und die partiellen

Ableitungen nach x1, x2, . . . , xl existieren auf In.

Da für alle j /∈M und alle i = 1, 2, . . . ,m gilt

sup
Vk

∣∣∣∣∂Fk,i(x)

∂xj

∣∣∣∣ ≤ sup
Vk

‖JFk
(x)‖ ≤

≤ sup
Vk

‖JFk
(x)− Pk(x)‖+ sup

Vk

‖Pk(x)‖ <∞

folgt aus Lemma 5.3, dass JF ∗
k

auf Vk existiert und stetig ist. Zudem gilt

für alle x ∈ Vk mit den Abkürzungen

• (t, x̄) := (t1, . . . , tl, xl+1, . . . xn),

• (ti, x̃) = (t1, . . . , ti−1, xi, ti+1, . . . , tl, xl+1, . . . , xn),

• dt := dt1 . . . dtl,

• dti = dt1 . . . dti−1dti+1 . . . dtl,

•
∫

:=
∫ x1

0
. . .
∫ xl

0
und

•
∫

i
:=
∫ x1

0
. . .
∫ xi−1

0

∫ xi+1

0
. . .
∫ xl

0
:
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JF ∗
k
(x) =



∫
1
Fk,1(t

1, x̃)dt1 . . .
∫

l
Fk,1(t

l, x̃)dtl
∫ ∂Fk,1(t,x̄)

∂xl+1
dt . . .

∫ ∂Fk,1(t,x̄)

∂xn
dt∫

1
Fk,2(t

1, x̃)dt1 . . .
∫

l
Fk,2(t

l, x̃)dtl
∫ ∂Fk,2(t,x̄)

∂xl+1
dt . . .

∫ ∂Fk,2(t,x̄)

∂xn
dt

...
... . . .

... . . .
...∫

1
Fk,m(t1, x̃)dt1 . . .

∫
l
Fk,m(tl, x̃)dtl

∫ ∂Fk,m(t,x̄)

∂xl+1
dt . . .

∫ ∂Fk,m(t,x̄)

∂xn
dt

 .

Nun gilt für eine fast-sicher differenzierbare Funktion g : R → R mit

integrierbarer Ableitung g′ im Allgemeinen nicht g(x) =
∫ x

0
g′(t)dt+g(0),

was man etwa an der Cantor-Funktion sieht. Für alle h ∈ Rn mit hi = 0

für alle i ∈M gilt dennoch

JF ∗
k
(x)h =

∫
JFk

(t, x̄)hdt (x ∈ Vk).

Da P ∗
k stetig differenzierbar ist, gilt

P ∗
k (x) =

∫
Pk(t, x̄)dt.

Wir erhalten mit Lemma 5.4 sowie mit

|JFk
(x)h− Pk(x)h| < ‖JFk

(x)− Pk(x)‖ · |h| <
|h|
2k

(x ∈ Vk)

für alle x ∈ Vk die Abschätzung

∣∣JF ∗
k
(x)h− P ∗

k (x)h
∣∣ ≤ ∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|JFk
(t, x̄)h− Pk(t, x̄)h| dt <

|h|
2k
.

Außerdem gilt für x ∈ In

∣∣F ∗
k (x)− F ∗

k−1(x)
∣∣ ≤ ∫ 1

0

. . .

∫ 1

0

|Fk(t, x̄)− Fk−1(t, x̄)| dt <
δk−1

k
.

Weil JF ∗
k

auf Vk existiert, gilt für alle x ∈ Vk und alle j /∈M

lim
r→∞

1

|hj
r|
∣∣F ∗

k (x+ hj
r)− F ∗

k (x)− JF ∗
k
(x)hj

r

∣∣ = 0. (5.2)

Nun wählen wir eine kompakte Menge Dk ⊂ Vk mit λn(Vk\Dk) <
1

n2k+1

und eine natürliche Zahl N so, dass x + hj
r ∈ Vk für alle r > N , alle
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j /∈M und alle x ∈ Dk.

Der Satz von Egorov liefert kompakte Mengen Ej
k ⊂ Dk mit

λn(Vk\Ej
k) <

1

n2k
,

sodass der Limes in (5.2) gleichmäßig auf Ej
k ist. Es existiert also ein

rk > N , sodass rk > rk−1 und |tjk| <
|tjk−1|

2
, sowie x+ tjk ∈ Vk und

1

|tjk|
∣∣F ∗

k (x+ tjk)− F ∗
k (x)− JF ∗

k
(x)tjk

∣∣ < 1

k
(j /∈M)

für alle x ∈ Ej
k (j = 1, 2, . . . , n). Wir setzen Ek :=

⋂n
j=l+1E

j
k. Dann gilt

λ(Vk\Ek) <
1
2k .

Damit sind alle Folgen konstruiert.

2. Wir erhalten aus (c) und (f) für alle x ∈ Ek und alle j /∈M
1

|tjk|
∣∣F ∗

k (x+ tjk)− F ∗
k (x)− P ∗

k (x)tjk
∣∣ < 2

k
. (5.3)

Aus |tjk+1| <
|tjk|
2

und (e) folgt für alle k, p ∈ N und j /∈M

max
In

∣∣F ∗
k+p(x)− F ∗

k (x)
∣∣ ≤

k+p∑
i=k+1

max
In

∣∣F ∗
i (x)− F ∗

i−1(x)
∣∣ ≤

≤
k+p∑

i=k+1

|tji−1|
i

≤
k+p∑

i=k+1

2−i+k+1|tjk|
k + 1

≤

≤ 2
|tjk|
k

≤ 2
|tj1|
k
.

Analog ergibt sich

max
In

|Fk+p − Fk(x)| < 2
|tj1|
k
, (5.4)

woraus für i ∈M folgt∣∣∣∣∂F ∗
k+p(x)

∂xi

− ∂F ∗
k (x)

∂xi

∣∣∣∣ ≤ ∫
i

∣∣(Fk+p − Fk)(t
i, x̃)dti

∣∣ ≤ 2

∣∣tj1∣∣
k
.

Die Vollständigkeit von (C(In,Rm), ||.||∞) liefert eine Funktion F ∈

C(In,Rm) mit

1

|tjk|
max

In
|F (x)− F ∗

k (x)| ≤ 2

k
(j /∈M), (5.5)

so dass ∂F
∂xi

auf In für alle i ∈M existiert.
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3. Wir zeigen nun, dass F die geforderte Universalitätseigenschaft besitzt.

Dazu seien g : In → Rm und p ∈ {l + 1, l + 2, . . . , n} beliebig. Wir

definieren eine Funktion g∗ : In → Rm×n vermöge

g∗(x) = g(x)et
p.

Aus Satz 5.1 folgt die Existenz einer Folge von Teilmengen (Aj)j∈N von

In mit λn(In\Aj) <
1
2j und einer Teilfolge (kj)j∈N, sodass für alle x ∈ Aj

gilt ∥∥∥P ∗
kj

(x)− g∗(x)
∥∥∥ < 1

j
.

Nun sei A :=
⋃∞

q=1

⋂∞
j=q Aj. Dann ist A ⊂ In und

λn(In\A) ≤ lim
q→∞

∞∑
j=q

λn(In\Ak) = 0,

also λn(A) = 1.

Zudem existiert für jedes x ∈ A eine natürliche Zahl q(x), so dass für

alle l ≥ q(x) gilt ∥∥P ∗
kl

(x)− g∗(x)
∥∥ < 1

l
.

Weiter folgt aus (5.3) mit (5.5) für alle x ∈ Ek und alle j /∈M

1

|tjk|
∣∣F (x+ tjk)− F (x)− P ∗

k (x)tjk
∣∣ < 6

k
.

Mit B :=
⋃∞

p=1

⋂∞
k=pEk gilt

λn(In\B) ≤ lim
p→∞

∞∑
k=p

λ(In\Ek) = 0,

oder λn(B) = 1. Weiter erhalten wir, dass für alle x ∈ B eine natürliche

Zahl p(x) existiert, so dass für alle k ≥ p(x) gilt

1

|tjk|
∣∣F (x+ tjk)− F (x)− P ∗

k (x)tjk
∣∣ < 6

k
.

Damit folgt für alle x ∈ A ∩ B und alle l ≥ max {p(x), q(x)} für j /∈ M

die Abschätzung

1

|tjkl
|
∣∣F (x+ tjkl

)− F (x)− g∗(x)tjkl

∣∣ < 6

kl

+
1

l
.
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Es sei (sj)j∈N eine Teilfolge von (hk)k∈N mit sjep = tpkj
. Dann gilt wegen

λn(A ∩B) = 1

lim
j→∞

1

|sj|
|F (x+ sjep)− F (x)− g∗(x)epsj| = 0 f.s. auf In.

Daraus folgt

lim
j→∞

F (x+ sjep)− F (x)

|sj|
− g(x)et

pep
sj

|sj|
= 0 f.s. auf In.

Wegen der Beschränktheit der Folge
(
|sj |
sj

)
j∈N

existieren eine Zahl a ∈

{−1, 1} und eine Teilfolge (jl)l∈N von N mit
|sjl

|
sjl

→ a (l→∞).

Es folgt wegen et
pep = 1 für fast alle x ∈ In

F (x+ sjl
ep)− F (x)

sjl

− g(x) =

=
|sjl

|
sjl

(
F (x+ sjl

ep)− F (x)

|sjl
|

− g(x)et
pep

sjl

|sjl
|

)
→ 0 (l→∞).

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Der folgende Satz enthält eine Aussage über die Anzahl solcher Funktionen:

5.6 Satz: Es seien (hk)k∈R eine reelle Folge mit 0 6= hk → 0 (k → ∞) und

M ⊂ {1, 2, . . . , n} mit ∅ 6= M 6= {1, 2, . . . , n}. Mit G sei nun die Menge aller

Funktionen f bezeichnet, die die Eigenschaft aus obigem Satz besitzen. Dann

ist G eine dichte, aber keine residuale Teilmenge von (C(In,Rm), ||.||∞).

Beweis:

1. G ist nicht residual in (C(In,Rm), ||.||∞):

Es sei i ∈M beliebig. Mit H bezeichnen wir die gemäß Satz 1.6 residuale

Menge von Funktionen, die bezüglich (h∗k)k∈N mit h∗k := hkei universell

sind. Nun sind alle Funktionen h aus H nicht nach xi differenzierbar, da

es Teilfolgen (kl)l∈N und (jl)l∈N von N gibt, so dass fast sicher in In gilt

h(x+ hkl
ei)− h(x)

hkl

→ e1 und
h(x+ hjl

ei)− h(x)

hjl

→ e2 (l→∞).

Wenn nun G residual wäre, gäbe es eine Funktion h ∈ G ∩ H. Diese

Funktion h wäre wegen h ∈ G nach xi differenzierbar ist. Wegen h ∈ H
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ist h aber nicht nach xi differenzierbar, was einen Widerspruch darstellt.

Deshalb kann G nicht residual sein.

2. G ist dicht in (C(In,Rm), ||.||∞):

Es seien g ∈ C(In,Rm) und ε > 0 beliebig. Wir zeigen nun, dass in der

ε-Umgebung von g eine Funktion aus G liegt.

Dazu wählen wir zunächst ein Polynom P mit

max
In

|P (x)− g(x)| < ε

2
.

Da G wegen Satz 5.5 nicht leer ist, können wir eine Funktion f ∈ G

wählen. Wir setzen K := maxIn |f(x)| und definieren F : In → Rm

durch

F (x) =
ε

2(K + 1)
f(x) + P (x).

Dann gilt

max
In

|F (x)− g(x)| ≤ ε

2(K + 1)
max

In
|f(x)|+ max

In
|P (x)− g(x)| < ε.

Also liegt F in der ε-Umgebung von g.

Wir zeigen nun, dass F ∈ G ist.

Offensichtlich existiert ∂F
xi

für alle i ∈M . Um die Universalität zu zeigen,

wählen wir eine beliebige messbare Funktion φ : In → Rm und i /∈ M .

Da f ∈ G ist, existiert eine Teilfolge (kl)l∈N so, dass fast sicher in In gilt

f(x+ hkl
ei)− f(x)

hkl

→ 2(K + 1)

ε

(
φ(x)− ∂P (x)

∂xi

)
(l→∞).

Daraus folgt

F (x+ hkl
ei)− F (x)

hkl

→ φ(x) f.s. auf In (l→∞).

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

5.2 Eine Riemann-universelle Funktion

Bekanntlich ist eine beschränkte Funktion f : R → R in einem Intervall [a, b] ⊂

R genau dann integrierbar mit
∫ b

a
f(x)dx = c ∈ R, wenn zu jedem ε > 0 ein
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δε > 0 existiert, so dass für jede Partition

P : a = x0 < x1 < . . . < xn = b

von [a, b] mit

||P || := max
i=1,2,...,n

(xi − xi−1) < δε

und jeder Wahl von Zwischenstellen ζ = {ζ1, ζ2, . . . , ζn} mit xi−1 ≤ ζi ≤ xi für

die Riemann-Summen von f bezüglich P und ζ:

s(P, ζ) :=
n∑

i=1

f(ζi)(xi − xi−1)

gilt

|s(P, ζ)− c| < ε.

Wir gehen in diesem Abschnitt der Frage nach, ob es beschränkte Funktionen

f : [0, 1] → R gibt, so dass zu gewissen Funktionen g : [0, 1] → R, zu jedem

n ∈ N und zu jedem x ∈ (0, 1] Partitionen P n
x von [0, x] mit ||P n

x || → 0 (n →

∞) und Zwischenstellen ζn
x existieren, so dass

s(P n
x , ζ

n
x ) → g(x) (n→∞)

gilt. Dabei ist klar, dass aus |f(x)| ≤ K für alle x ∈ [0, 1] mit einer Partition

x0 < x1 < . . . < xn von [0, x] folgt

|s(Px, ζ)| ≤
n∑

i=1

|f(ζi)|(xi − xi−1) ≤ Kx.

Daher ist es sinnvoll, für die zu approximierenden Funktionen g zu fordern,

dass |g(x)| ≤ Kx für alle x ∈ [0, 1] gilt.

5.7 Satz: Zu jeder Zahl K ∈ (0,∞) existiert eine Funktion f : [0, 1] → R

mit |f(x)| ≤ K für alle x ∈ [0, 1] mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jeder Funktion g : [0, 1] → R mit |g(x)| ≤ Kx für alle x ∈ [0, 1] und zu

jedem x ∈ (0, 1] existieren Partitionen P n
x von [0, x] mit ||P n

x || → 0 (n → ∞)

und Zwischenstellen ζn
x , so dass

s(P n
x , ζ

n
x ) → g(x) (n→∞)

gilt. Hierbei kann P n
x äquidistant gewählt werden.
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Beweis: 1. Für n ∈ N definieren wir

Mn :=
{
x+

π

n
: x ∈ Q

}
.

Dann sind alle Mengen Mn (n ∈ N) paarweise disjunkt. Zudem gilt für

alle a < b (a, b ∈ [0, 1]), dass Mn ∩ [a, b] 6= ∅.

Mit (qn)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung von {x ∈ Q : |x| ≤ K}, wobei

q0 := 0. Weiter definieren wir

h : Q ∪
∞⋃

n=0

Mn → {x ∈ Q : |x| ≤ K}

durch h(x) = qn (x ∈Mn) sowie h(x) = K (x ∈ Q).

Mit (mk)k∈N bezeichnen wir eine Abzählung von

M :=

(
Q ∪

∞⋃
n=0

Mn

)
∩ [0, 1].

Für A ⊂ R sei mit 1A die zugehörige Indikatorfunktion bezeichnet, d.h.

1A(x) =

 1, x ∈ A

0, x /∈ A.

Damit definieren wir für x ∈ [0, 1]

f(x) :=
∞∑

k=0

h(mk)1{mk}(x).

Dann ist f durch K beschränkt.

2. Wir zeigen nun, dass diese Funktion die gewünschte Eigenschaft hat.

Dazu seien g : [0, 1] → R mit |g(x)| ≤ Kx (x ∈ [0, 1]) und x ∈ (0, 1]

beliebig. Es sei für n > 3
K

P n
x : 0 =

0x

n
<
x

n
<

2x

n
< . . . <

nx

n
= x.

Dann gilt offensichtlich ||P n
x || → 0 (n→∞).

Weiter wählen wir eine rationale Zahl q mit∣∣∣q − g(x)
n

x

∣∣∣ < 1

n
.



5 Weitere Aussagen in R 55

Dann gilt |q| ≤ nK + 1
n
, denn aus |q| > nK + 1

n
würde folgen, dass

|g(x)| =
∣∣x
n

(
q − g(x)n

x

)
− qx

n

∣∣ ≥ |q|x
n
−
∣∣x
n

(
q − g(x)n

x

)∣∣ > Kx+ x
n2 − x

n2 =

Kx ist. Weiter seien l ∈ Z mit |l| ≤ n− 1 und r ∈ R mit |r| ≤ K + 1
n

so,

dass q = lK + r ist.

Nun definieren wir

r̄ :=

 r + 2
n
, falls r ≤ 0

r − 2
n
, falls r > 0.

Dann gilt wegen K > 3
n
, dass |r̄| ≤ K − 1

n
und |r − r̄| < 2

n
ist. Nun

wählen wir eine rationale Zahl r∗ mit |r∗ − r̄| < 1
n
. Dann gilt |r∗| ≤ K

und |q−lK−r∗| < 3
n
. Weiter existiert eine natürliche Zahl i0 mit r∗ = qi0 .

Nun wählen wir für jedes i = 0, 1, . . . , l−1 eine Zahl ζi ∈
[

ix
n
, (i+1)x

n

]
∩Q,

für jedes i = l, l + 1, . . . , n − 2 eine Zahl ζi ∈
[

ix
n
, (i+1)x

n

]
∩M0 und eine

Zahl ζn−1 ∈
[

(n−1)x
n

, x
]
∩Mi0 .

Damit erhalten wir

f(ζi) =


K, i = 0, 1, . . . , l − 1

0, i = l, l + 1, . . . , n− 2

r∗, i = n− 1,

und somit

|s(P n
x , ζ

n
x )− g(x)| =

∣∣∣(lK + r∗)
x

n
− g(x)

∣∣∣ ≤
≤

∣∣∣(lK + r∗ − q)
x

n

∣∣∣+ ∣∣∣q x
n
− g(x)

∣∣∣ <
<

3

n

x

n
+

x

n2
→ 0 (n→∞).

Damit ist die Behauptung gezeigt. �
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5.8 Bemerkungen:

1. Die Funktion f aus obigem Satz erfüllt f(x) = 0 fast sicher. Insbesondere

ist f also Lebesgue-integrierbar mit
∫ 1

0
fdλ = 0, während f in obigem

Sinne maximal nicht Riemann-integrierbar ist.

2. An die Funktionen g werden keine Zusatzforderungen wie etwa Mess-

barkeit gestellt. Damit ist klar, dass die Funktionen x 7→ s(P n
x , ζ

n
x ) im

Allgemeinen nicht stetig sind.

Offensichtlich kann eine Funktion f aus obigem Satz nicht stetig sein. Nun

lassen wir die Voraussetzung der Beschränktheit weg und zeigen, dass eine

Funktion f : [0, 1] → R mit in obigem Sinne universellen Riemannsummen

sogar in (0, 1] stetig sein kann.

5.9 Satz: Jede Funktion f : [0, 1] → R, die in (0, 1] stetig ist und für die

Nullfolgen (x1
n)n∈N und (x2

n)n∈N existieren mit

f(x1
n) →∞ und f(x2

n) → −∞ (n→∞)

ist im Sinne von Satz 5.7 universell.

Beweis: Wir wählen eine Funktion g : [0, 1] → R, ein x ∈ (0, 1] und ein n ∈ N

beliebig. Zudem seien ζ2, ζ3, . . . , ζn mit (k−1)x
n

< ζk−1 <
kx
n

(k = 2, 3, . . . , n)

beliebig. Wir definieren

a :=
x

n

n∑
k=2

f(ζk) und b :=
n(g(x)− a)

x
.

Auf Grund der Stetigkeit und der Unbeschränktheit von f in (0, 1] existiert

ein ζ1 mit ζ1 <
x
n

so, dass f(ζ1) = b ist. Daraus folgt

|s(P n
x , ζ

n
x )− g(x)| =

∣∣∣∣∣xnf(ζ1) +
x

n

n∑
k=2

f(ζk)− g(x)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣x
n
b+ a− g(x)

∣∣∣ = 0.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �
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6 Universelles Verhalten linearer Operatoren

In diesem Kapitel betrachten wir eine Folge von linearen Operatoren Ln :

C([0, 1]) → C([0, 1]) (n ∈ N). Unter gewissen Voraussetzungen an die Opera-

toren, konvergiert (Lnf)n∈N für jede stetige Funktion f gleichmäßig gegen f .

Ein sehr schöner Satz in dieser Richtung ist der Satz von Korovkin:

6.1 Satz (Korovkin): Es sei (Ln)n∈N eine Folge von Operatoren von C([0, 1])

nach C([0, 1]) mit den folgenden drei Eigenschaften:

(1) Ln ist linear für alle n ∈ N,

(2) Ln ist positiv für alle n ∈ N, d.h. aus f(x) ≥ 0 für alle x ∈ [0, 1] folgt

Lnf(x) ≥ 0 für alle x ∈ [0, 1] und

(3) Lnfi(x) → fi(x) gleichmäßig auf [0, 1] (n → ∞) (i = 0, 1, 2), wobei

fi(x) = xi.

Für jede stetige Funktion f gilt dann

Lnf → f gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).

Wir werden in diesem Kapitel folgendes zeigen: Es gibt Operatoren Ln, die

den Eigenschaften

(a) (1) und (3)

(b) (2) und (3)

(c) (1), (2) und der Eigenschaft, dass für alle Polynome P mit P (0) = 0 gilt

LnP (x) → P (x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞)

genügen, so dass die Folge (Lnf)n∈N für viele stetige Funktionen f in maxima-

ler Art und Weise divergiert, d.h. in (C([0, 1]), ‖.‖∞) dicht ist.

Hierbei bedeutet die dritte Eigenschaft in (c), dass die Testfunktion f0 im Satz

von Korovkin auch dann nicht weggelassen werden kann, wenn man stattdessen

die Gültigkeit von Lnfi(x) → fi(x) gleichmäßig auf [0, 1] für alle Funktionen

fi(x) = xi mit i > 0 fordert!

Zunächst untersuchen wir das Verhalten einer sehr bekannten Folge von linea-

ren positiven Operatoren, wenn man sie auf eine unstetige Funktion anwendet.
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6.1 Funktionen mit universellen Bernsteinpolynomen

Wir benötigen zunächst folgende Definition:

6.2 Definition: Es sei f : [0, 1] → R. Dann heißt für n ∈ N

Bnf(x) :=
n∑

ν=0

(n
ν

)
xν(1− x)n−νf

(ν
n

)
(x ∈ [0, 1])

n-tes Bernsteinpolynom von f .

Bekanntlich konvergiert bei einer stetigen Funktion f : [0, 1] → R die Funktio-

nenfolge (Bnf)n∈N gleichmäßig auf [0, 1] gegen f .

Wir untersuchen nun, welches Verhalten von (Bnf)n∈N bei einer nicht-stetigen

Funktion f möglich ist. Dabei ist klar, dass (Bnf)n∈N als Folge stetiger Funk-

tionen nicht gleichmäßig gegen eine unstetige Funktion konvergieren kann. Wir

zeigen, dass es eine Funktion f gibt, so dass zu jeder stetigen Funktion g mit

g(0) = f(0) und g(1) = f(1) eine Teilfolge (nk)k∈N von N existiert, so dass

(Bnk
f)k∈N gleichmäßig gegen g konvergiert. Dabei ist wegen

Bnf(0) = f(0) und Bnf(1) = f(1)

die Einschränkung an g notwendig.

6.3 Satz: Es existiert eine messbare Funktion f : [0, 1] → R mit f(0) =

f(1) = 0, so dass für jede Funktion g ∈ C([0, 1]) mit g(0) = g(1) = 0 und jede

Zahl l ∈ N ∪ {0} eine Teilfolge (nk)k∈N von N existiert, so dass

B(l)
nk
f(x) → g(x) gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞)

gilt. Hierbei bezeichnen wir im Falle l > 0 mit B
(l)
nkf die l-Ableitung von Bnk

f .

Ferner definieren wir Bnk
f (0) := Bnk

f .

Beweis: 1. Mit (pn)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung der Menge der

Primzahlen P und mit (Pn)n∈N eine Abzählung aller Polynome, deren

Koeffizienten rational sind und zusätzlich Pn(0) = Pn(1) = 0 (n ∈ N)

erfüllen.

Weiter sei (P ∗
n)n∈N eine Abzählung, in der jedes Polynom Pn (n ∈ N)
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unendlich oft vorkommt. Ferner bezeichnen wir mit h eine bijektive Ab-

bildung von N nach P.

Damit setzen wir

Qh(k) := P ∗
k (k ∈ N) und Qk := 0 (k /∈ P).

Nun definieren wir f : [0, 1] → N vermöge

f

(
ν

p

)
:= Qp

(
ν

p

)
(ν = 1, 2, . . . , p− 1, p ∈ P)

und f(x) := 0, sonst. Da die Mengen

Mp :=

{
ν

p
: ν = 1, 2, . . . , p− 1

}
(p ∈ P)

paarweise disjunkt sind, ist f wohldefiniert und es gilt für alle p ∈ P,

dass Bpf = BpQp ist.

2. Nun zeigen wir, dass f die gewünschte Eigenschaft besitzt. Dazu seien

eine Funktion g ∈ C([0, 1]) mit g(0) = g(1) = 0, eine natürliche Zahl l

und ein ε > 0 gegeben.

Wir wählen nun ein Polynom R mit rationalen Koeffizienten und R(0) =

R(1) = 0 so, dass

max
[0,1]

|R(x)− g(x)| < ε

2

ist und wählen ein weiteres Polynom P mit rationalen Koeffizienten und

P (0) = P (1) = 0 so, dass P (l) = R ist. Da die Folge
(
B

(l)
n P

)
n∈N

gleichmäßig gegen P (l) konvergiert, vgl. [5], können wir ein N ∈ N so

wählen, dass für alle n ≥ N gilt

max
[0,1]

∣∣B(l)(n, P )(x)− P (l)(x)
∣∣ < ε

2
.

Nun sei noch eine natürliche Zahl m gewählt, so dass gleichzeitig P ∗
m = P

und h(m) ≥ N gilt. Dann folgt für alle x ∈ [0, 1]∣∣B(l)(h(m), f)(x)− g(x)
∣∣ =

∣∣B(l)(h(m), Qh(m))(x)− g(x)
∣∣ =

=
∣∣B(l)(h(m), P )(x)− g(x)

∣∣ < ε.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �
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6.2 Universelles Verhalten von Interpolationspolynomen

In diesem Abschnitt konstruieren wir zu einer Funktion f : [0, 1] → R und

einem System von Stützstellen 0 ≤ xn
1 < xn

2 < . . . < xn
n ≤ 1 (n ∈ N) das be-

kanntlich eindeutig bestimmte Interpolationspolynom Pn vom Grad höchstens

n− 1. Dabei untersuchen wir das Verhalten der Polynomfolge (Pn)n∈N.

Selbst wenn f eine stetige Funktion ist, muss (Pn)n∈N nicht gegen f konver-

gieren. Bereits 1885 zeigte Runge ([26]), dass (Pn)n∈N bei Interpolation der

Funktion f(x) = 1
1+x2 an äquidistanten Stützstellen im Intervall [−5, 5] le-

diglich im Intervall [−3, 63 . . . , 3, 63 . . .] gegen f(x) konvergiert und außerhalb

dieses Intervalls divergiert.

Bernstein zeigte in [2], dass (Pn)n∈N bei äquidistanter Interpolation von f(x) =

|x| im Intervall [−1, 1] an jeder Stelle x 6= 0 divergiert.

Aber auch bei einer besseren Wahl von Stützstellen kann (Pn)n∈N divergieren.

Selbst bei Interpolation in den Nullstellen der Tschebyscheffpolynome, was den

Approximationsfehler in gewisser Weise minimiert, ist Divergenz möglich. Im

Jahre 1937 konstruierte Marcinkiewicz in [22] eine stetige Funktion, so dass

(Pn)n∈N bei Interpolation in den Nullstellen der Tschebyscheffpolynome an je-

dem Punkt divergiert.

In [6] beweisen Erdös und Vértesi, dass zu jedem System von Stützstellen eine

stetige Funktion f existiert, so dass die Folge der Interpolationpolynome fast

überall divergiert.

Es existieren aber auch positive Resultate über die Konvergenz der Interpo-

lationsfolge. Krylov beweist etwa in [14], dass (Pn)n∈N bei Interpolation in

den Nullstellen der Tschebyscheffpolynome einer absolut stetigen Funktion

gleichmäßig gegen f konvergiert.

Wir untersuchen, ob die Interpolationsfolge (Pn)n∈N einer Funktion f gewis-

se universelle Eigenschaften besitzen kann. Ein Ergebnis in dieser Richtung

stammt von Herzog ([11]). Er versieht den Raum Y aller Systeme von Stütz-
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stellen mit folgender Metrik: Für

A =

x1
1

x2
1 x2

2

...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

...
... · · · ...

. . .

und B =

y1
1

y2
1 y2

2

...

yn
1 yn

2 . . . yn
n

...
... · · · ...

. . .

wird definiert

d(A,B) :=
∞∑
i=1

1

2i

|(x1
i − y1

i , . . . , x
i
i − yi

i)|
1 + |(x1

i − y1
i , . . . , x

i
i − yi

i)|
.

Dann ist Y × C([0, 1]) ein Baire-Raum und es gilt folgender Satz:

6.4 Satz (Herzog, [11]): Es sei p ∈ [1,∞). Dann gilt:

1. Die Menge aller (A, f) ∈ Y × C([0, 1]), so dass die Folge der zu A und

f gebildeten Interpolationspolynome dicht in Lp ist, ist eine residuale

Menge in Y × C([0, 1]).

2. Es existiert ein (A, f) ∈ Y × C([0, 1]), so dass mit A = (xj
i ) gilt

max
{
xn

1 , x
n
2 − xn

1 , x
n
3 − xn

2 , . . . , x
n
n − xn

n−1, 1− xn
n

}
→ 0 (n→∞)

und die Folge der Interpolationspolynome ist in Lp dicht.

3. Für jedes A ∈ Y ist die Menge aller stetigen Funktionen, deren Folge

von Interpolationspolynomen dicht in Lp ist, entweder leer oder residual

in C([0, 1]).

Dieser Satz wird mit der generischen Beweismethode bewiesen. Wir verfol-

gen in diesem Kapitel einen konstruktiven Ansatz, der uns erlaubt, universelle

Funktionen zu konstruieren, die zusätzliche Glattheitseigenschaften besitzen.

Wir konstruieren etwa eine unendlich oft differenzierbare Funktion, deren In-

terpolationspolynome sich universell verhalten. Da die Menge aller differen-

zierbaren Funktionen in C([0, 1]) nicht residual ist, ist der generische Ansatz

für ein solches Ergebnis nicht (ohne weiteres) geeignet.

Der Fall einer unstetigen Funktion wird leicht in folgendem Satz abgehandelt:
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6.5 Satz: Es sei

x1
1

x2
1 x2

2

...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

...
... · · · ...

. . .

ein Knotensystem mit xn
i ∈ [0, 1] (i = 1, 2, . . . n, n ∈ N) und der Eigenschaft,

dass für n 6= m gilt

{xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
n} ∩ {xm

1 , x
m
2 , . . . , x

m
m} = ∅.

Dann existiert eine messbare Funktion f : [0, 1] → R, so dass die Folge der

Interpolationspolynome (Pn)n∈N folgende universelle Eigenschaft hat:

Zu jeder stetigen Funktion g : [0, 1] → R existiert eine Teilfolge (nk)k∈N

natürlicher Zahlen, so dass gilt

Pnk
(x) → g(x) gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Beweis: 1. Mit (Q∗
n)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung aller Polynome

mit rationalen Koeffizienten. Hierbei sei q∗n := gradQ∗
n. Mit (mn)n∈N

bezeichnen wir eine Folge mit der Eigenschaft, dass für alle n ∈ N gilt

q∗n+1 +mn+1 > q∗n +mn.

Wir definieren nun Qn(x) := 1
n
xq∗n+mn + Q∗

n(x) (n ∈ N). Dann ist mit

qn := gradQn die Folge (qn)n∈N streng monoton steigend. Bekanntlich

existiert zu jeder stetigen Funktion g eine Teilfolge (nk)k∈N natürlicher

Zahlen mit

Q∗
nk

(x) → g(x) gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Wegen

max
[0,1]

|Q∗
n(x)−Qn(x)| = 1

n
→ 0 (n→∞)

folgt somit auch

Qnk
(x) → g(x) gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).
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2. Nun definieren wir

f(x) :=

 Qn(xqn

j ), x = xqn

j , j = 1, 2, . . . qn, n ∈ N

beliebig, sonst

Das Interpolationspolynom Pqn vom Grad höchstens qn − 1 bezüglich

der Stützstellen xqn

1 , x
qn

2 , . . . , x
qn
qn

stimmt somit an qn Stellen mit dem

Polynom Qn überein. Damit gilt Pqn = Qn.

Wegen der Dichtheit von (Qn)n∈N in (C([0, 1]), ‖.‖∞) ist die Behauptung ge-

zeigt. �

6.6 Bemerkung: Die Voraussetzung an die Stützstellen in obigem Satz ver-

hindert etwa den folgenden Fall eines Stützstellensystems der Form:

x1

x1 x2

...

x1 x2 . . . xn

...
... · · · ...

. . . .

Wenn nun Qn (n ∈ N) das Interpolationspolynom einer Funktion f bezüglich

x1, x2, . . . , xn ist, dann gilt Qn(xi) = f(xi) (i = 1, 2, . . . , n), und somit gilt für

alle x = xi (i ∈ N)

Qn(x) → f(x) (n→∞).

Die Funktion f kann dann also nicht im Sinne des obigen Satz universell sein.

Nun untersuchen wir den Fall einer stetigen Funktion f . Dabei bemerken wir

zunächst, dass Universalität für gleichmäßige Konvergenz bei keiner Wahl von

Stützstellen möglich ist:

6.7 Bemerkung: Es seien f : [0, 1] → R eine stetige Funktion und

x1
1

x2
1 x2

2

...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

...
... · · · ...

. . .
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ein beliebiges System von Stützstellen. Mit Pn (n ∈ N) bezeichnen wir das

Interpolationspolynom von f bezüglich xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
n vom Grad≤ n−1. Ferner

seien eine Funktion g : [0, 1] → R definiert vermöge g(x) := f(x)+1 und n ∈ N

beliebig. Dann gilt

max
[0,1]

|Pn(x)− g(x)| ≥ |Pn(xn
1 )− g(xn

1 )| = |f(xn
1 )− g(xn

1 )| = 1.

Insofern kann keine Teilfolge von (Pn)n∈N gleichmäßig gegen g konvergieren.

6.8 Bemerkung: Aus obiger Bemerkung folgt, dass eine Funktion f aus Satz

6.5 nicht stetig sein kann. Obwohl also zu jeder stetigen Funktion g eine Teil-

folge (nk)k∈N existiert, so dass gilt

Pnk
(x) → g(x) gleichmäßig auf [0,1] (k →∞),

konvergiert keine Teilfolge der Interpolationsfolge (Pn)n∈N gleichmäßig gegen

die Funktion f .

In der Begründung von Bemerkung 6.7 haben wir entscheidend ausgenutzt,

dass f und g sich überall genügend stark unterscheiden. Wir werden sehen, dass

ein positives Resultat möglich ist, wenn wir uns auf Funktionen g beschränken,

die an einem Punkt alle mit einem vorgegebenen Wert übereinstimmen. Dies

ist Inhalt des folgenden Satzes:

6.9 Satz: Es existieren eine stetige Funktion f : [0, 1] → R mit f(0) = 0 und

ein System von Stützstellen

x1
1

x2
1 x2

2

...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

...
... · · · ...

. . .

so, dass für jede stetige Funktion g : [0, 1] → R mit g(0) = 0 eine Teilfolge

(nk)k∈N natürlicher Zahlen existiert mit der Eigenschaft, dass für die zu

xnk
1 , x

nk
2 , . . . , x

nk
nk

(k ∈ N)
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konstruierten Interpolationspolynome Pnk
vom Grad höchstens nk − 1 gilt

Pnk
(x) → g(x) gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Beweis: 1. Mit (Qn)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung einer in

({f ∈ C([0, 1]) : f(0) = 0} , ||.||∞)

dichten Menge von Polynomen, so dass eine Teilfolge (rn)n∈N von N exis-

tiert mit gradQn = rn− 1. Eine solche Abzählung erhalten wir wie folgt:

Es sei (Pn)n∈N eine Abzählung aller Polynome mit rationalen Koeffi-

zienten. Wir definieren Q∗
n := Pn − Pn(0). Nun sei (mn)n∈N eine Fol-

ge natürlicher Zahlen, so dass für alle n ∈ N gilt gradQ∗
n+1 + mn+1 >

gradQ∗
n+mn. Damit hat die Folge (Qn)n∈N :=

(
1
n
xgradq∗n+mn +Q∗

n

)
n∈N die

gewünschte Eigenschaft: Dazu sei g eine stetige Funktion mit g(0) = 0.

Zunächst existiert eine Teilfolge natürlicher Zahlen (nk)k∈N, so dass die

Folge (Pnk
)k∈N gleichmäßig gegen g konvergiert. Da Pnk

(0) → g(0) =

0 (n→∞), folgt

max
[0,1]

|Pnk
(x)− Pnk

(0)− g(x)| ≤ max
[0,1]

|Pnk
(x)− g(x)|+

+|Pnk
(0)| → 0 (k →∞).

Damit ist {Q∗
n : n ∈ N} in ({f ∈ C([0, 1]) : f(0) = 0} , ||.||∞) dicht, und

wegen

max
[0,1]

|Q∗
n(x)−Qn(x)| ≤ 1

n

folgt obige Behauptung.

2. Nun konstruieren wir induktiv stetige Funktionen

fn : [0, 1] → R,

reelle Zahlen tn und Stützstellen

xrn
1 < xrn

2 < . . . < xrn
rn

(n ∈ N).

Dabei gelte stets
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(a) xrn
rn
< tn−1,

(b) fn(x) = 0 für x ≤ tn,

(c) max[0,1] |fn+1(x)− fn(x)| < 1
2n und

(d) fn(xrn
k ) = Qn(xrn

k ) (k = 1, 2, . . . , rn).

Wir setzen f0 := 0 und t0 := 1.

Nun seien fn−1 und x
rn−1

1 , x
rn−1

2 , . . . , xrn−1
rn−1

für ein n ∈ N bereits konstru-

iert.

Da Qn(0) = 0 ist, existiert ein ε > 0 mit |Qn(x)| < 1
2n für alle |x| < ε.

Nun wählen wir Stützstellen

0 < xrn
1 < xrn

2 < . . . < xrn
rn
< min(ε, tn−1)

und 0 < tn < xrn
1 beliebig und definieren fn wie folgt:

fn(x) =



0, x ≤ tn

fn−1(x), x ≥ tn−1

Qn(xrn
k ), x = xrn

k (k = 1, 2, . . . , rn)

linear dazwischen.

Damit sind nun alle Elemente mit den verlangten Eigenschaften konstru-

iert.

3. Es gilt für alle l, p ∈ N die Abschätzung

max
[0,1]

|fl+p(x)− fl(x)| ≤
p∑

k=1

|fl+k(x)− fl+k−1(x)| ≤
1

2l
.

Auf Grund der Vollständigkeit von (C([0, 1]), ‖.‖∞) existiert eine stetige

Funktion f mit

fn(x) → f(x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).

Wir zeigen nun, dass f die geforderte Eigenschaft besitzt. Zunächst gilt

offensichtlich f(0) = 0. Zum Nachweis der anderen Eigenschaft sei g ∈

C([0, 1]) mit g(0) = 0 beliebig. Mit dem ersten Beweisteil existiert eine

Teilfolge (nk)k∈N natürlicher Zahlen mit

Qnk
(x) → g(x) gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).
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Nun berechnen wir das Interpolationspolynom Prnk
vom Grad ≤ rnk

− 1

bezüglich der Stützstellen

x
rnk
1 , x

rnk
2 , . . . , x

rnk
rnk
.

Dieses Polynom erfüllt

gradPrnk
= rnk

− 1 = gradQnk

und

Prnk
(x

rnk
l ) = Qnk

(x
rnk
l ) (l = 1, 2, . . . , rnk

).

Somit gilt Prnk
= Qnk

.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Die in obigem Satz konstruierten Stützstellen haben die
”
gemeinsame“ Null-

stelle als Häufungspunkt. Damit eine Funktion g durch eine Teilfolge von

(Pn)n∈N gleichmäßig approximiert werden kann, muss sie notwendigerweise an

gewissen Häufungspunkten der Stützstellen mit f übereinstimmen, was wir in

folgender Bemerkung festhalten.

6.10 Bemerkung: Es sei f : [0, 1] → R eine stetige Funktion und

x1
1

x2
1 x2

2

...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

...
... · · · ...

. . .

ein System von Stützstellen. Damit nun eine Teilfolge (Pnk
)k∈N der zu

xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
n (n ∈ N)

konstruierten Interpolationspolynomfolge (Pn)n∈N gleichmäßig gegen eine (ste-

tige) Funktion g konvergieren kann, muss notwendigerweise g(x0) = f(x0) für

jeden Häufungspunkt x0 der Menge {xnk
l : l = 1, 2, . . . , nk, k ∈ N} gelten:

Es sei etwa

lim
j→∞

x
nkj

lj
= x0.
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Dann erhalten wir aus

max
[0,1]

|Pnk
(x)− g(x)| → 0 (k →∞)

insbesondere

0 = lim
j→∞

Pnkj
(x

nkj

lj
)− g(x

nkj

lj
) = lim

j→∞
f(x

nkj

lj
)− g(x

nkj

lj
) = f(x0)− g(x0),

also f(x0) = g(x0).

Wir benötigen nun folgende Definition:

6.11 Definition: Mit F bezeichnen wir die erste Bairesche Funktionenklasse,

d.h.

F := {f : [0, 1] → R : f ist punktweiser

Limes einer Folge von stetigen Funktionen}.

Im Folgenden zeigen wir, dass jede Funktion g ∈ F - auch ohne die Ein-

schränkung g(0) = 0 - wenigstens punktweise durch eine Folge von Interpola-

tionspolynomen einer geeigneten Funktion approximierbar ist.

Hilfreich wird folgendes Lemma sein:

6.12 Lemma: Es existiert eine Folge von Polynomen (Qn)n∈N mit den Ei-

genschaften

1. Qn

(
1
n

)
= 0 (n ∈ N),

2. für alle Funktionen g ∈ F existiert eine Teilfolge natürlicher Zahlen

(nk)k∈N mit

Qnk
(x) → g(x) für alle x ∈ [0, 1] und

3. gradQn > gradQn−1 (n ∈ N), wobei Q0(x) := 1 ist für alle x ∈ [0, 1].

Beweis: Es sei (Pn)n∈N eine in (C([0, 1]), ‖.‖∞) dichte Menge. Wir definieren

fn(x) :=


Pn(x),

∣∣x− 1
n

∣∣ ≥ 1
n

0, x = 1
n

linear dazwischen.

Mit Hilfe simultaner Approximation und Interpolation ist es möglich, ein Po-

lynom Qn mit folgenden Eigenschaften zu wählen:
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1. gradQn ≥ gradQn−1,

2. Qn

(
1
n

)
= 0 und

3. max[0,1] |Qn(x)− fn(x)| < 1
n
.

Ähnlich wie im Beweis zu Satz 6.9, kann hierbei gradQn > gradQn−1 verlangt

werden. Nun sei g ∈ F beliebig. Wir wählen eine Folge stetiger Funktionen

(gn)n∈N, so dass g punktweiser Limes dieser Folge ist. Anschließend wählen wir

eine Teilfolge natürlicher Zahlen (nk)k∈N, so dass

max
[0,1]

|Pnk
(x)− gk(x)| <

1

k

ist. Dann gilt für alle x ∈ [0, 1]

|Pnk
(x)− g(x)| ≤ 1

k
+ |gk(x)− g(x)| → 0 (k →∞).

Wegen |Qnk
(0)− g(0)| ≤ |Qnk

(0)− fnk
(0)|+ |Pnk

(0)− g(0)| → 0 (k →∞), ist

nur noch für x ∈ (0, 1] die Konvergenz von (Qnk
(x))k∈N gegen g(x) zu zeigen.

Dazu wählen wir ein x ∈ (0, 1] und sodann eine natürliche Zahl k mit 2
nk
< x.

Dann gilt fnk
(x) = Pnk

(x) und somit

|Qnk
(x)− g(x)| ≤ |Qnk

(x)− fnk
(x)|+ |Pnk

(x)− g(x)| → 0 (k →∞).

Damit ist die Behauptung gezeigt. �

Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir folgenden Satz:

6.13 Satz: Es existieren eine stetige Funktion f : [0, 1] → R und ein System

von Stützstellen

x1
1

x2
1 x2

2

...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

...
... · · · ...

. . .

so, dass für jede Funktion g ∈ F eine Teilfolge (nk)k∈N natürlicher Zahlen

existiert, so dass für die zu xnk
1 , x

nk
2 , . . . , x

nk
nk

(k ∈ N) konstruierten Interpola-

tionspolynome Pnk
vom Grad höchstens nk − 1 gilt

Pnk
(x) → g(x) für alle x ∈ [0, 1] (k →∞).
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Beweis: 1. Mit (Qn)n∈N bezeichnen wir eine Folge von Polynomen gemäß

Lemma 6.12. Es gelte gradQn = rn − 1, wobei (rn)n∈N ein Teilfolge von

N ist.

2. Nun konstruieren wir induktiv Stützstellen

xrn
1 < xrn

2 < . . . < xrn
rn

(n ∈ N)

und stetige Funktionen fn : [0, 1] → R. Dabei gelte stets

(a) xrn
1 > 1

n
,

(b) fn(x) = 0 für x ≤ 1
n
,

(c) max[0,1] |fn+1(x)− fn(x)| < 1
2n und

(d) fn(xrn
k ) = Qn(xrn

k ) (k = 1, 2, . . . , rn).

Wir setzten f0 := 0.

Nun seien fn−1 und x
rn−1

1 , x
rn−1

2 , . . . , xrn−1
rn−1

für ein n ∈ N bereits konstru-

iert.

Da Qn

(
1
n

)
= 0 ist, existiert ein ε > 0 mit |Qn(x)| < 1

2n für alle
∣∣x− 1

n

∣∣ <
ε. Nun wählen wir Stützstellen

1

n
< xrn

1 < xrn
2 < . . . < xrn

rn
< min

(
1

n
+ ε, x

rn−1

1

)
beliebig und definieren fn wie folgt:

fn(x) =



0, x ≤ 1
n

fn−1(x), x ≥ min
(

1
n

+ ε, x
rn−1

1

)
Qn(xrn

k ), x = xrn
k (k = 1, 2, . . . , rn)

linear dazwischen.

Damit sind nun alle Elemente mit den verlangten Eigenschaften konstru-

iert.

3. Es gilt für alle l, p ∈ N die Abschätzung

max
[0,1]

|fl+p(x)− fl(x)| ≤
p∑

k=1

|fl+k(x)− fl+k−1(x)| ≤
1

2l
.
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Auf Grund der Vollständigkeit von (C([0, 1]), ‖.‖∞) existiert eine stetige

Funktion f mit

fn → f gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).

Wir zeigen nun, dass f die geforderte Eigenschaft besitzt. Dazu sei

g ∈ F beliebig. Mit dem ersten Beweisteil existiert eine Teilfolge (nk)k∈N

natürlicher Zahlen mit

Qnk
(x) → g(x) für alle x ∈ [0, 1] (k →∞).

Nun berechnen wir das Interpolationspolynom Prnk
vom Grad höchstens

rnk
− 1 bezüglich der Stützstellen

x
rnk
1 , x

rnk
2 , . . . , x

rnk
rnk
.

Dieses Polynom erfüllt

gradPrnk
= rnk

− 1 = gradQnk

und

Prnk
(x

rnk
l ) = Qnk

(x
rnk
l ) (l = 1, 2, . . . , rnk

).

Somit gilt Prnk
= Qnk

. �

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Die in obigem Satz konstruierten Stützstellen häufen sich an 0. Im nächsten

Satz konstruieren wir Stützstellen xn
k (k = 1, 2, . . . , n, n ∈ N), die immer

dichter in [0, 1] liegen, und eine sehr glatte Funktion, so dass die Folge der

Interpolationspolynome eine universelle Eigenschaft besitzt.

Zum Beweis benötigen wir folgendes Lemma:

6.14 Lemma: Es seienm,n, µ natürliche Zahlen, p ∈ [1,∞), sowie x1 < x2 <

. . . < xn eine beliebige Menge von n Punkten in [0, 1] und {aν : ν = 1, 2, . . . , n}

eine beliebige Teilmenge von R. Ferner seien ε, δ > 0 sowie eine Funktion

f ∈ C([0, 1]) gegeben. Dann existieren ein Polynom Q und eine messbare

Menge A ⊂ [0, 1] mit λ(A) < δ mit folgenden Eigenschaften:
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1. Q(xν) = aν (ν = 1, 2, . . . , n),

2. Q(k)(x1) = 0 (k = 1, 2, . . . , µ),

3. gradQ > m,

4.
(∫ 1

0
|Q(x)− f(x)|pdx

) 1
p
< ε und

5. |Q(x)− f(x)| < ε (x ∈ [0, 1]\A).

Beweis: Mit e := min
i,j
i6=j

|xi − xj| und

M :=

(
max
[0,1]

|f(x)|+ max {|aν | : ν = 1, 2, . . . , n}+
1

δ
+ ε+ 1

)
max {eεp, 1}

definieren wir

f ∗(x) =


f(x), |x− xν | > eεp

4pMpn
für alle ν = 1, 2, . . . , n

aν , x = xν (ν = 1, 2, . . . , n)

linear dazwischen

Damit gilt die Abschätzung max[0,1] |f ∗(x)| ≤M , sowie f ∗(x) = f(x) auf

[0, 1]\A := [0, 1]\
n⋃

ν=1

[
xν −

eεp

4pMpn
, xν +

eεp

4pMpn

]
.

Es gilt dabei

λ(A) = 2n
eεp

4pMpn
< δ.

Mit Hilfe simultaner Approximation und Interpolation ist es möglich, ein Po-

lynom Q mit folgenden Eigenschaften zu wählen:

1. gradQ > m,

2. Q (xν) = aν (ν = 1, 2, . . . n),

3. Q(k)(x1) = 0 (k = 1, 2, . . . , µ) und

4. max[0,1] |Q(x)− f ∗(x)| < ε
2
.
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Dazu bezeichnen wir mit

Lk(x) :=
n∏

i=1,i6=k

x− xi

xk − xi

das k-te Lagrange-Polynom und definieren

L̃k(x) :=

(
x− x1

xk − x1

)µ

Lk(x) (k = 1, 2, . . . , n)

und L̃1(x) := 1− L̃2(x)− . . .− L̃n(x). Dann ist L̃i(xi) = 1, L̃i(xk) = 0 (i 6= k)

und L̃
(r)
i (x1) = 0 (r = 1, 2, . . . , µ). Jetzt sei

M :=
n∑

k=1

max
[0,1]

|L̃k(x)|.

Nun wählen wir ein Polynom P1 mit P
(k)
1 (x1) = 0 (k = 1, 2, . . . , µ) mit

gradP1 > m und

max
[0,1]

|P1(x)− f ∗(x)| < ε

4(1 +M)
.

Nun sei

Q(x) := P1(x) +
n∑

k=1

(f ∗(xk)− P1(xk))L̃k(x).

Dann gilt Q(xk) = ak, Q
(k)(x1) = 0 (k = 1, 2, . . . , µ) und

|Q(x)− f ∗(x)| ≤ |P1(x)− f ∗(x)|+ max
[0,1]

|f ∗(x)− P1(x)|
n∑

k=1

max
[0,1]

|L̃k(x)| <
ε

2
.

Damit gilt(∫ 1

0

|Q(x)− f(x)|pdx
) 1

p

≤
(∫ 1

0

|Q(x)− f ∗(x)|pdx
) 1

p

+

+

(∫ 1

0

|f ∗(x)− f(x)|pdx
) 1

p

≤

≤ ε

2
+

(
n∑

ν=1

∫ xν+ eεp

4pMpn

xν− eεp

4pMpn

|f ∗(x)− f(x)|pdx

) 1
p

≤

≤ ε

2
+ 2M

(
n∑

ν=1

2
eεp

4pMpn

) 1
p

< ε. �

Für x ∈ [0, 1]\A erhalten wir

|Q(x)− f(x)| = |Q(x)− f ∗(x)| ≤ max
[0,1]

|Q(x)− f ∗(x)| < ε

2
< ε,

womit die Behauptung gezeigt ist.
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Folgendes Lemma erweist sich ebenfalls als sehr nützlich:

6.15 Lemma: Es seien 0 < a < b < 1 und a < x1 < x2 < . . . < xn < b sowie

y1, y2, . . . yn ∈ R beliebig. Dann existiert eine unendlich oft differenzierbare

Funktion f : [0, 1] → R mit

f(x) =


0, x ≤ a

0, x ≥ b

yk, x = xk (k = 1, 2, . . . , n)

und für jedes µ ∈ N ∪ {0} gilt mit y0 := 0 =: yn+1, x0 := a, xn+1 := b und

einer Konstanten Kµ, die nicht von xi bzw. yi (i = 0, 1, . . . , n+ 1) abhängt

max
[0,1]

|f (µ)(x)| ≤ Kµ max
1≤i≤n+1

|yi − yi−1| · max
1≤i≤n+1

(
1

xi − xi−1

)µ

.

Beweis: 1. Es sei

t(x) :=

 e−
1
x , x > 0

0, x ≤ 0
.

Damit definieren wir g(x) := t(x)t(1− x) und

h(x) :=

∫ x

0
g(t)dt∫ 1

0
g(t)dt

.

Dann gilt h(0) = 0, h(1) = 1 und h ist unendlich oft differenzierbar.

Weiter erhalten wir für Φa(x) := h(ax) für alle µ ∈ N ∪ {0} und alle

a, x > 0 mit 0 < ax < 1:∣∣Φ(µ)
a (x)

∣∣ =

∣∣∣∣∣ aµ∫ 1

0
g(t)dt

g(µ−1)(ax)

∣∣∣∣∣ ≤ max[0,1]

∣∣g(µ−1)(x)
∣∣∫ 1

0
g(t)dt

aµ =:

=: Kµa
µ.

Hierbei hängt Kµ nicht von a ab.

2. Nun seien für 1 ≤ i ≤ n+ 1

φi(x) := yi−1 + (yi − yi−1)h

(
x− xi−1

xi − xi−1

)
und

f(x) := φi(x), xi−1 ≤ x ≤ xi.

Dann gilt f(xi−1) = φi(xi−1) = yi−1 = φi−1(xi−1) und f ist unendlich oft

differenzierbar.
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3. Abschließend erhalten wir aus dem ersten Beweisteil die Abschätzung

max
[xi−1,xi]

|φ(µ)
i (x)| ≤ Kµ

|yi − yi−1|
(xi − xi−1)

µ ,

woraus die Behauptung folgt. �

Mit diesen Hilfsmitteln gelingt ein Beweis des folgenden Satzes:

6.16 Satz: Es sei p ∈ [1,∞) beliebig. Dann existiert eine unendlich oft diffe-

renzierbare Funktion f : [0, 1] → R und ein System von Stützstellen

x1
1

x2
1 x2

2

...

xn
1 xn

2 . . . xn
n

...
... · · · ...

. . .

mit max1≤ν<n |xn
ν+1 − xn

ν | → 0 und xn
1 → 0 sowie xn

n → 1 (n → ∞), so

dass die zu xn
1 , x

n
2 , . . . , x

n
n (n ∈ N) konstruierten Interpolationspolynome Pn

die folgenden Eigenschaften haben:

1. Für jede Funktion g ∈ Lp existiert eine Teilfolge (nk)k∈N natürlicher

Zahlen mit

Pnk
→ g in Lp (k →∞).

2. Für jede messbare Funktion g : [0, 1] → R existiert eine Teilfolge (nk)k∈N

natürlicher Zahlen mit

Pnk
(x) → g(x) f.s. in [0, 1] (k →∞).

Beweis: Zunächst sei (P ∗
n)n∈N eine Abzählung aller Polynome mit rationalen

Koeffizienten.

1. Wir setzen f0 := 0. Nun seien für ein n ∈ N für k = 1, 2, . . . n − 1

konstruiert:

(a) mk ∈ N,
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(b) eine unendlich oft differenzierbare Funktion fk,

(c) xmk
1 < xmk

2 < . . . < xmk
mk

und

(d) Ak ⊂ [0, 1].

Hierbei gelte stets

(a) max[0,1] |f (µ)
k (x)− f

(µ)
k−1(x)| <

Kµ

2k (µ = 0, 1, . . . , k)

(b) max1≤ν<mk
|xmk

ν+1 − xmk
ν | ≤ 1

k
, xmk

1 < 1
k

und xmk
mk

> 1− 1
k

(c) fk(x) = 0

(
x ≥ rk + 1−rk

2
mit rk := xmk−1

mk−1 +
1−x

mk−1
mk−1

2

)
(d) fk(x) = fk−1(x) (x ≤ rk)

(e) λ(Ak) <
1
k

(f)
(∫ 1

0
|Qk(x)− P ∗

k (x)|pdx
) 1

p
< 1

k
, sowie

(g) |Qk(x)−P ∗
k (x)| < 1

k
(x ∈ [0, 1]\Ak), wobei Qk das Interpolationspo-

lynom von fk bezüglich der Stützstellen xmk
1 , xmk

2 , . . . xmk
mk

vom Grad

≤ mk − 1 ist.

Wir konstruieren nun mn, fn sowie An und xmn
1 , xmn

2 , . . . , xmn
mn

:

Dazu seien xmn
1 , xmn

2 , . . . , xmn
n so gewählt, dass xmn

1 < 1
n
, xmn

n > 1 − 1
n
,

max1≤ν<n |xmn
ν+1 − xmn

ν | ≤ 1
n

und xmn
ν 6= xml

µ für alle ν = 1, 2, . . . , n,

µ = 1, 2, . . .ml und l = 1, 2, . . . n− 1 ist.

Wir definieren anν := fn−1(x
mn
ν ) (ν = 1, 2, . . . n). Dann wählen wir gemäß

Lemma 6.14 mit rn := xmn−1
mn−1 +

1−xmn−1
mn−1

2
ein Polynom Q =: Qn und eine

Menge An mit λ(An) < 1
2n so, dass gilt

(a) gradQn > gradQn−1,

(b) Qn(xmn
ν ) = anν (ν = 1, 2, . . . n)

(c) Qn(rn) = 0 und Q
(k)
n (rn) = 0, (k = 1, 2, . . . , n),

(d)
(∫ 1

0
|Qn(x)− P ∗

n(x)|pdx
) 1

p
< 1

n
und

(e) |Qn(x)− P ∗
n(x)| < 1

n
(x ∈ [0, 1]\An) .
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Weiter setzen wir mn := gradQn + 1.

Da Qn(rn) = 0 ist, existiert ein ε > 0 mit |Qn(x)| < 1
2n für alle x mit

|x− rn| < ε. Da Q
(k)
n (rn) = 0 (k = 1, 2, . . . , n) ist, folgt

lim
h→0

Qn(rn + h)−Qn(rn)

hn
= 0.

Es existiert also ein 0 < δ < min
{
ε, rn + 1−rn

2

}
, so dass für alle 0 < h < δ

gilt

|Qn(rn + h)−Qn(rn)| < hn

2n(mn − n)n
.

Zudem sei δ so klein, dass Qn in [rn, rn+δ) monoton, ohne Einschränkung

monoton wachsend, ist.

Nun wählen wir rn = xmn
n+1 < xmn

n+2 < . . . < xmn
mn

= rn + δ äquidistant.

Dann erhalten wir insbesondere für 0 ≤ µ ≤ n∣∣Qn(xmn
ν+1)−Qn(xmn

ν )
∣∣(

xmn
ν+1 − xmn

ν

)µ ≤
(
mn − n

δ

)n

(Qn(rn + δ)−Qn(rn)) <

<
1

2n
.

Nun wählen wir mit Lemma 6.15 eine unendlich oft differenzierbare Funk-

tion fn mit

fn(x) =


fn−1(x), x ≤ rn

0, x ≥ rn + 1−rn

2

Qn(xmn
ν ), x = xmn

ν (ν = n+ 1, n+ 2, . . . ,mn)

und

max
[0,1]

|f (µ)
n (x)− f

(µ)
n−1(x)| ≤

Kµ

2n
(µ = 0, 1, . . . , n).

Damit sind alle Folgen konstruiert.

2. Es gilt für alle µ ∈ N ∪ {0} und alle l, p ∈ N mit l ≥ µ die Abschätzung

max
[0,1]

|f (µ)
l+p(x)− f

(µ)
l (x)| ≤

p∑
k=1

max
[0,1]

|f (µ)
l+k(x)− f

(µ)
l+k−1(x)| ≤

Kµ

2l
.

Da (C([0, 1]), ‖.‖∞) vollständig ist, existiert eine stetige Funktion f mit

fn → f gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).

Diese Funktion ist zudem unendlich oft differenzierbar, da (f
(µ)
n )n∈N für

jedes µ gleichmäßig in [0, 1] konvergiert.
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3. Wir berechnen nun das Interpolationspolynom Pmn vom Grad kleiner als

mn von f bezüglich xmn
1 , xmn

2 , . . . xmn
mn

. Dieses Polynom erfüllt

Pmn(xmn
ν ) = f(xmn

ν ) = fn(xmn
ν ) = Qn(xmn

ν ) (ν = 1, 2, . . . ,mn).

Damit gilt Pmn = Qn.

4. Nun sei eine Funktion g ∈ Lp gegeben. Wir wählen eine Teilfolge (nk)n∈N

natürlicher Zahlen mit(∫ 1

0

|P ∗
nk

(x)− g(x)|pdx
) 1

p

<
1

k
.

Es folgt(∫ 1

0

|Qnk
(x)− g(x)|pdx

) 1
p

≤
(∫ 1

0

|Qnk
(x)− P ∗

nk
(x)|pdx

) 1
p

+

+

(∫ 1

0

|P ∗
nk

(x)− g(x)|pdx
) 1

p

<

<
1

nk

+
1

k
→ 0 (k →∞).

Damit konvergiert (Qnk
)k∈N, also (Pmnk

)k∈N in Lp gegen g.

5. Zum Abschluss sei g nun eine beliebige messbare Funktion. Mit Hilfe

des Satzes 5.1 können wir eine Teilfolge (nk)n∈N natürlicher Zahlen und

Mengen Bk wählen mit λ(Bk) <
1
2k , so dass für alle x ∈ [0, 1]\Bk gilt

|P ∗
nk

(x)− g(x)| < 1

k
.

Wir definieren Ck := Ak ∪Bk und

C :=
∞⋂

k=1

∞⋃
l=k

Cl.

Dann gilt λ(Ck) <
1

2k−1 , sowie

λ(C) ≤ lim
k→∞

∞∑
l=k

λ(Cl) = 0.

Nun sei x ∈ [0, 1]\C beliebig. Dann existiert ein k0, so dass für alle k ≥ k0

gilt x ∈ [0, 1]\Ck. Dies bedeutet

|Qnk
(x)− g(x)| < |Qnk

(x)− P ∗
nk

(x)|+ |P ∗
nk

(x)− g(x)| <

<
1

nk

+
1

k
→ 0 (k →∞).
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Damit ist die Behauptung gezeigt. �

6.17 Bemerkungen: 1. Bereits in [11] bemerkt Herzog, dass nicht zu je-

dem System von Stützstellen eine stetige Funktion existiert, so dass die

Interpolationspolynome in Lp dicht sind. So konvergieren die zu den Null-

stellen der Legendre-Polynome konstruierten Interpolationspolynome je-

der stetigen Funktion f gegen f in L2.

2. Obiger Satz beinhaltet jedoch auch eine Aussage über Universalität be-

züglich fast sicherer Konvergenz. Wie bereits erwähnt, existiert zu jedem

System von Stützstellen eine stetige Funktion f , so dass die Folge der

Interpolationspolynome an fast jedem Punkt divergiert. Dabei ist aber

im Allgemeinen keine
”
maximale Divergenz“ im Sinne von Punkt 2 des

obigen Satzes möglich. Da die zu den Nullstellen der Legendre-Polynome

konstruierten Interpolationspolynome jeder stetigen Funktion f gegen f

in L2 konvergieren, konvergieren sie insbesondere stochastisch gegen f .

Die fast sichere Konvergenz einer Teilfolge der Interpolationspolynome

gegen eine andere Funktion g würde ebenfalls die stochastische Konver-

genz gegen g implizieren. Da der stochastische Limes eindeutig ist, folgt

g = f .

6.3 Interpolation in C

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass zu jeder transzendenten Funktion ein

Stützstellensystem

z0
0

z1
0 z1

1

...

zn
0 zn

1 . . . zn
n

...
... · · · ...

. . .

existiert, so dass die zugehörige Folge der Interpolationspolynome in H(C)

dicht ist.
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6.18 Satz: Es sei φ eine beliebige transzendente Funktion. Dann existiert ein

Stützstellensystem

z0
0

z1
0 z1

1

...

zn
0 zn

1 . . . zn
n

...
... · · · ...

. . .

so, dass (Qn)n∈N in H(C) dicht ist, wobei Qn das eindeutig bestimmte Poly-

nom vom Grad kleiner oder gleich n bezeichnet, welches mit φ an zn
0 ,

n
1 , . . . , z

n
n

übereinstimmt.

Beweis: 1. Es sei (Pn)n∈N eine in H(C) dichte Folge von Polynomen mit

gradPn = rn, wobei (rn)n∈N eine Teilfolge von N ist. Die Funktionen

φ − Pn (n ∈ N) sind transzendent. Jede dieser Funktionen nimmt also

in jeder Umgebung von ∞ jeden Wert mit höchstens einer Ausnahme

unendlich oft als Funktionswert an. Wir definieren damit für n ∈ N

Qn :=

 Pn, falls φ− Pn nicht 0 als Ausnahmewert hat

Pn + 1
n
, sonst.

Dann ist Qn ein Polynom vom Grad n und (Qn)n∈N ist wegen

sup
C
|Qn(z)− Pn(z)| < 1

n

in H(C) dicht. Außerdem hat φ−Qn nicht den Ausnahmewert 0.

2. Nun definieren wir

z
(rn)
0 , z

(rn)
1 , . . . , z(rn)

rn
(n ∈ N)

so, dass z
(rn)
i 6= z

(rn)
j (i 6= j) und (φ − Qn)(z

(rn)
i ) = 0 ist. Dies ist

möglich, da φ − Qn nicht 0 als Ausnahmewert hat. Es folgt also, dass

φ(z
(rn)
i ) = Qn(z

(rn)
i ) (i = 0, 1, . . . , rn, n ∈ N) ist und somit Qn das Inter-

polationspolynom von φ bezüglich z
(rn)
0 , z

(rn)
1 , . . . , z

(rn)
rn ist.

Damit ist die Behauptung gezeigt. �
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6.4 Zum Satz von Korovkin

Im nächsten Satz konstruieren wir eine Folge von linearen positiven Operato-

ren (Ln)n∈N, die sogar stetig sind, so dass für jedes Polynom mit P (0) = 0,

insbesondere also für P (x) = xk (k = 1, 2, . . .), gilt

LnP (x) → P (x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞),

es aber sehr viele Funktionen f ∈ C([0, 1]) gibt, so dass (Lnf)n∈N im Raum

(C([0, 1]), ‖.‖∞) dicht ist. Im Folgenden bezeichnen wir mit C0([0, 1]) die Menge

aller stetigen Funktionen f mit f(0) = 0.

6.19 Satz: Es gibt eine Folge stetiger linearer positiver Operatoren (Ln)n∈N,

so dass für jedes Polynom P mit P (0) = 0 gilt

LnP (x) → P (x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).

Ferner gibt es eine in (C0([0, 1]), ‖.‖∞) residuale Teilmenge von Funktionen f ,

so dass (Lnf)n∈N in (C([0, 1]), ‖.‖∞) dicht ist.

Beweis: 1. Mit (Qn)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung aller Polynome

mit rationalen Koeffizienten. Dabei gelte Qn(x) =
∑n

ν=0 a
(n)
ν xν . Wir de-

finieren

Mn := 2n+1 max
ν≤n

|a(n)
ν |.

Nun wählen wir für n ∈ N Zahlen x
(n)
0 , x

(n)
1 , . . . , x

(n)
n . Hierbei gelte für

alle n ∈ N

0 < x
(n+1)
0 < x

(n+1)
1 < . . . < x

(n+1)
n+1 < x

(n)
0 < x

(n)
1 < . . . < 1.

Außerdem sei x
(n)
n < 1

Mn(n+1)2
(n ∈ N).

Damit erhalten wir für k = 1, 2, . . .

Mn

n∑
ν=0

(
x(n)

ν

)k
< Mn

n∑
ν=0

1

Mn(n+ 1)2
<

1

n
→ 0 (n→∞). (6.1)

2. Nun definieren wir Ln (n ∈ N) durch

Lnf(x) = Bnf(x) +Mn

n∑
ν=0

f(x(n)
ν )xv (f ∈ C([0, 1])) .
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Hierbei bezeichnet Bnf das n-te Bernsteinpolynom von f . Wegen der

Positivität von Bn und wegen Mn > 0 ist Ln positiv. Offensichtlich ist Ln

auch linear. Außerdem erhalten wir für jedes Polynom P (x) =
∑K

µ=1 pµx
v

aus (6.1), dass gilt

max
[0,1]

|LnP (x)− P (x)| ≤ max
[0,1]

|BnP (x)− P (x)|+

+ max
[0,1]

∣∣∣∣∣
K∑

µ=1

pµMn

n∑
ν=0

(x(n)
ν )µxν

∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

[0,1]
|BnP (x)− P (x)|+

+
K∑

µ=1

|pµ|Mn

n∑
ν=0

(x(n)
ν )µ → 0 (n→∞).

3. Nun konstruieren wir eine Folge von stetigen Funktionen (fn)n∈N. Zu-

nächst sei f0 := 0. Jetzt sei für ein n ∈ N bereits fk (0 ≤ k ≤ n − 1)

konstruiert. Dabei gelte stets

max
[0,x

(k)
k ]

|fk(x)| <
1

2k
,

f(x
(k)
ν )Mk = a

(k)
ν (ν = 0, 1, . . . , k) sowie fk(x) = fk−1(x) für x ≥ x

(k−1)
0 .

Wir konstruieren nun fn.

Wir definieren

fn(x) :=



0, x = 0

a
(n)
ν

Mn
, x = x

(n)
ν (ν = 0, 1, . . . , n)

fn−1(x), x ≥ x
(n−1)
0

linear dazwischen.

Wegen
∣∣∣a(n)

ν

Mn

∣∣∣ < 1
2n und fn(0) = 0 gilt damit auch

max
[0,x

(n)
n ]

|fn(x)| < 1

2n
.

Die restlichen Anforderungen sind offensichtlich ebenfalls erfüllt.

Zudem erhalten wir

max
[x

(n)
n ,x

(n−1)
0 ]

|fn(x)| ≤ max
{∣∣fn(x(n)

n )
∣∣ , ∣∣∣fn−1(x

(n−1)
0 )

∣∣∣} ≤ 1

2n−1
.
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Damit folgt

max
[0,1]

|fn(x)− fn−1(x)| = max
[0,x

(n−1)
0 ]

|fn(x)− fn−1(x)| ≤

≤ max
[0,x

(n−1)
0 ]

|fn(x)|+ max
[0,x

(n−1)
0 ]

|fn−1(x)| <
1

2n−2
,

und deshalb gilt für alle l, p ∈ N

max
[0,1]

|fl+p(x)− fl(x)| ≤
p∑

k=1

|fl+k(x)− fl+k−1(x)| ≤
1

2l−2
.

Damit existiert eine stetige Funktion f ∗ mit

fn → f ∗ gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).

Diese Funktion erfüllt für alle n ∈ N

f ∗(x(n)
ν )Mn = a(n)

ν (ν = 0, 1, . . . , n). (6.2)

4. Wir zeigen nun, dass (Lnf
∗)n∈N in C([0, 1]) dicht ist. Dazu sei eine stetige

Funktion g gegeben.

Wir wählen eine Teilfolge natürlicher Zahlen (nk)k∈N mit

Qnk
→ g − f ∗ gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Aus (6.2) erhalten wir

Lnk
f ∗(x) = Bnk

f ∗(x) +

nk∑
ν=0

f ∗(x(nk)
ν )Mnk

xν = Bnk
f ∗(x) +Qnk

(x),

also

Lnk
f ∗(x) → f ∗(x)+g(x)−f ∗(x) = g(x), gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Damit ist die Dichtheit gezeigt.

5. Da (LnP )n∈N für jedes Polynom P mit P (0) = 0 konvergiert, und die

Menge dieser Polynome in C0([0, 1]) dicht ist, folgt mit Proposition 6 aus

[10], dass die Menge der für (Ln)n∈N universellen Funktionen entweder

residual oder leer ist. Da wir eine universelle Funktion konstruiert haben,

folgt die Residualität in C0([0, 1]).

Damit ist der Satz bewiesen. �
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Wir wandeln in folgendem Satz die in obigem Satz konstruierten Operatoren

Ln unter Beibehaltung der universellen Eigenschaften derart ab, dass sie zwar

nicht mehr linear, aber immer noch positiv sind und sogar für jedes Polynom

P gilt

LnP (x) → P (x), gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).

6.20 Satz: Es gibt eine Folge stetiger positiver Operatoren (Ln)n∈N, so dass

für jedes Polynom P gilt

LnP (x) → P (x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞),

und eine in (C([0, 1]), ‖.‖∞) residuale Teilmenge von Funktionen f , so dass

(Lnf)n∈N in (C([0, 1]), ‖.‖∞) dicht ist.

Beweis: 1. Es seien (Qn)n∈N und Mn wie im Beweis zum Satz 6.19. Wir

wählen eine Teilfolge natürlicher Zahlen (rn)n∈N mit M∗
n := 22rn ≥Mn.

2. Nun definieren wir Ln (n ∈ N) durch

Lnf(x) = Bnf(x) +
n∑

ν=0

f(x(n)
ν )f

(
1

2

)2rn

xν (f ∈ C([0, 1])) .

Wegen der Positivität von Bn ist Ln positiv. Außerdem erhalten wir für

jedes Polynom P (x) =
∑K

µ=0 pµx
µ, dass gilt

max
[0,1]

|LnP (x)− P (x)| ≤ max
[0,1]

|BnP (x)− P (x)|+

+ max
[0,1]

∣∣∣∣∣
K∑

µ=0

K∑
λ=0

pµpλ

n∑
ν=0

(x(n)
ν )µ 1

2λ+2rn
xν

∣∣∣∣∣ ≤
≤ max

[0,1]
|BnP (x)− P (x)|+

+
K∑

µ=0

K∑
λ=0

|pµpλ|
n+ 1

22rn
→ 0 (n→∞).

3. Jetzt sei f ∗ eine analog zum Beweis zu Satz 6.19 konstruierte Funktion

mit f ∗
(

1
2

)
= 2 und

f ∗(x(n)
ν )M∗

n = a(n)
ν (ν = 0, 1, . . . , n). (6.3)
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Wir zeigen, dass (Lnf
∗)n∈N in C([0, 1]) dicht ist. Dazu sei eine in [0, 1]

stetige Funktion g gegeben.

Wir wählen eine Teilfolge natürlicher Zahlen (nk)k∈N mit

Qnk
(x) → g(x)− f ∗(x) gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Wir erhalten aus (6.3)

Lnk
f ∗(x) = Bnk

f ∗(x) +

nk∑
ν=0

f ∗(x(nk)
ν )M∗

nk
xν = Bnk

f ∗(x) +Qnk
(x),

also

Lnk
f ∗(x) → f ∗(x)+g(x)−f ∗(x) = g(x), gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Damit ist die Dichtheit gezeigt.

4. Da (LnP )n∈N für jedes Polynom P konvergiert, und die Menge der Po-

lynome in C([0, 1]) dicht ist, folgt mit Proposition 6 aus [10], dass die

Menge der für (Ln)n∈N universellen Funktionen entweder residual oder

leer ist. Da wir eine universelle Funktion konstruiert haben, folgt die

Residualität.

Damit ist der Satz bewiesen. �

Im nächsten Satz zeigen wir, dass sich lineare (nicht positive) Operatoren

ähnlich verhalten können.

6.21 Satz: Es gibt eine Folge stetiger linearer Operatoren (Ln)n∈N, so dass

für jedes Polynom P gilt

LnP (x) → P (x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞),

und eine in (C([0, 1]), ‖.‖∞) residuale Teilmenge von Funktionen f , so dass

(Lnf)n∈N in (C([0, 1]), ‖.‖∞) dicht ist.

Beweis: 1. Es sei (Qn)n∈N wie in obigem Satz. Weiter sei Mn ∈ N mit

Mn ≥ 2n max
ν≤n

|a(n)
ν |+ 1.
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Wir konstruieren Zahlen x
(n,ν)
µ (µ = 0, 1, . . .Mν , ν = 0, 1, 2, . . . , n, n ∈

N). Dabei gelte für alle n > 1

0 < x
(n,0)
0 < x

(n,0)
1 < . . . < x

(n,0)
M0

<

< x
(n,1)
0 < x

(n,1)
1 < . . . < x

(n,1)
M1

< . . . < x
(n,n)
Mn

< x
(n−1,0)
0 . . . < 1

und x
(n,ν)
µ − x

(n,ν)
µ−1 < 1

(n+1)2Mn
. Damit folgt insbesondere für k ∈ N die

Abschätzung

(x(n,ν)
µ )k − (x

(n,ν)
µ−1 )k = (x(n,ν)

µ − x
(n,ν)
µ−1 )

k−1∑
l=0

(x(n,ν)
µ )l(x

(n,ν)
µ−1 )k−1−l <

<
k

(n+ 1)2Mn

.

Wir definieren L∗n durch

(L∗nf)(x) :=
n∑

ν=0

Mn∑
µ=0

(−1)µ+1f(x(n,ν)
µ )xν .

Dann ist L∗n linear. Außerdem erhalten wir für f(x) = xk wegen∣∣∣∣∣
Mn∑
µ=0

(−1)µ+1(x(n,ν)
µ )k

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
Mn−1

2∑
µ=0

(x
(n,ν)
2µ+1)

k − (x
(n,ν)
2µ )k

∣∣∣∣∣∣ <
<

Mn−1
2∑

µ=0

k

(n+ 1)2Mn

<
k

(n+ 1)2
,

dass gilt

|(L∗nf)(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

ν=0

Mν∑
µ=0

(−1)µ+1(x(n,ν)
µ )kxν

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

ν=0

∣∣∣∣∣
Mν∑
µ=0

(−1)µ+1(x(n,ν)
µ )k

∣∣∣∣∣ <
<

k

n+ 1
→ 0 (n→∞).

Wegen der Linearität folgt deshalb auch für jedes Polynom P , dass

L∗nP (x) → 0, gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞)

gilt. Damit ist Ln := Bn + L∗n linear und für jedes Polynom P gilt

max
[0,1]

|LnP (x)− P (x)| ≤ max
[0,1]

|BnP (x)− P (x)|+

+ max
[0,1]

|L∗nP (x)| → 0 (n→∞).
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2. Wir konstruieren nun eine Folge stetiger Funktionen (fn)n∈N. Zunächst

sei f0 := 0 und für ein n ∈ N sei fk (k ≤ n − 1) bereits konstruiert, so

dass max
[0,x

(k,k)
Mk

]
|fk(x)| ≤ 1

2k und fk(x) = fk−1(x) für x ≥ x
(k−1,0)
0 ist.

Zudem gelte

Mn∑
µ=0

(−1)µ+1fk(x
(k,ν)
µ ) = a(k)

ν (ν = 0, 1, . . . , k).

Wir konstruieren nun fn durch

fn(x) =



fn−1(x), x ≥ x
(n−1,0)
0

0, x = 0

(−1)µ+1 a
(n)
ν

Mn+1
, x = x

(n,ν)
µ (µ = 0, 1, . . . ,Mn, ν = 0, 1, . . . , n)

linear dazwischen.

Dann gilt

Mn∑
µ=0

(−1)µ+1fn(x(n,ν)
µ ) =

a
(n)
ν

Mn + 1

Mn∑
µ=0

(−1)µ+1(−1)µ+1 = a(n)
ν .

Da 2n|a(n)
ν | < Mn ist, folgt |a(n)

ν |
Mn

< 1
2n und somit folgt

max
[0,x

(n,n)
Mn

]

|fn(x)| < 1

2n
.

Außerdem erhalten wir aus

max
[0,x

(n−1,0)
0 ]

|fn(x)| ≤ max

{
max

[0,x
(n,n)
Mn

]

|fn(x)|,
∣∣∣fn−1

(
x

(n−1,0)
0

)∣∣∣} <
1

2n−1
,

dass gilt

max
[0,1]

|fn(x)− fn−1(x)| = max
[0,x

(n−1,0)
0 ]

|fn(x)− fn−1(x)| ≤

≤ max
[0,x

(n−1,0)
0 ]

|fn(x)|+ max
[0,x

(n−1,0)
0 ]

|fn−1(x)| ≤
1

2n−2
.

Daraus folgt die Abschätzung

max
[0,1]

|fl+p(x)− fl(x)| ≤
p∑

k=1

|fl+k(x)− fl+k−1(x)| ≤
1

2l−2
.

Damit existiert eine stetige Funktion f ∗ mit

fn(x) → f ∗(x) gleichmäßig auf [0, 1] (n→∞).
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3. Wir berechnen nun L∗nf
∗.

Es gilt

L∗nf
∗(x) =

n∑
ν=0

Mn∑
µ=0

(−1)µ+1f ∗(x(n,ν)
µ )xν =

n∑
ν=0

Mn∑
µ=0

(−1)µ+1fn(x(n,ν)
µ )xν =

=
n∑

ν=0

a(n)
ν xν = Qn(x).

4. Außerdem ist (Lnf
∗)n∈N in C([0, 1]) dicht. Dazu sei g eine beliebige,

in [0, 1] stetige Funktion. Wir wählen eine Teilfolge natürlicher Zahlen

(nk)k∈N, so dass gilt

Qnk
(x) → g(x)− f ∗(x), gleichmäßig auf [0, 1] (k →∞).

Dann gilt für k →∞

Lnk
f ∗(x) = Bnk

f ∗(x) + L∗nk
f ∗(x) = Bnk

f ∗(x) +Qnk
(x) →

→ f ∗(x) + g(x)− f ∗(x) = g(x) gleichmäßig auf [0, 1].

5. Da (LnP )n∈N für jedes Polynom P konvergiert, und die Menge der Po-

lynome in C([0, 1]) dicht ist, folgt mit Proposition 6 aus [10], dass die

Menge der für (Ln)n∈N universellen Funktionen entweder residual oder

leer ist. Da wir eine universelle Funktion konstruiert haben, folgt die

Residualität.

Damit ist der Satz bewiesen. �



7 Eine
”
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7 Eine
”
Birkhoff-ähnliche“ universelle Funkti-

on

Ein von Mortini mündlich kommuniziertes Ergebnis stellt die Existenz einer

ganzen Funktion φ : C → C sicher, so dass die Funktionenfolge

(
φ
(
e

z
n + n

))
n∈N

in H(C) dicht ist.

Wir werden dieses Resultat im folgenden Satz auf andere Funktionen als die

Exponentialfunktion erweitern:

7.1 Satz: Es sei Φ : C → C eine an 0 holomorphe Funktion mit Φ′(0) 6= 0.

Dann existiert eine ganze Funktion φ : C → C, so dass die Funktionenfolge(
φ
(
Φ
( z
n

)
+ n
))

n∈N

in H(C) dicht ist.

Beweis: Mit (Qn)n∈N bezeichnen wir eine Abzählung aller Polynome, deren

Koeffizienten rationalen Real- und Imaginärteil haben.

1. Da Φ′(0) 6= 0 ist, ist Φ in einer Umgebung von 0 schlicht. Es sei w0 :=

Φ(0). Dann existieren Zahlen δ1, δ2 > 0 mit δ2 < 1, so dass Φ in Uδ1(0) :=

{z : |z| < δ1} schlicht ist und Φ(Uδ1(0)) ⊃ Uδ2(w0). Mit Φ−1 bezeichnen

wir eine in Uδ2(w0) holomorphe Funktion mit (Φ−1 ◦ Φ)(z) = z (z ∈

Uδ1(0)).

2. Nun definieren wir an := n+w0 (n ∈ N). Da δ2 < 1 ist, sind die Mengen

Uδ2(an) (n ∈ N) paarweise disjunkt. Mit den Definitionen

E :=
⋃
n∈N

Uδ2(an)

und

q(z) := Qn(nΦ−1(z − an + w0)) (z ∈ Uδ2(an))

ist E eine Arakelian-Menge (vgl. [24]) und q auf E holomorph.
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3. Wir verwenden nun zweimal den Satz von Arakelian. Zu der in E holo-

morphen Funktion

δ(z) :=
1

n
(z ∈ Uδ2(an))

existiert zunächst eine ganze Funktion g, so dass

|δ(z)− g(z)| < 1 (z ∈ E)

ist. Insbesondere gilt also Reg(z) − δ(z) < 1. Dann existiert eine ganze

Funktion h mit ∣∣∣∣ q(z)

exp(g(z)− 1)
− h(z)

∣∣∣∣ < 1 (z ∈ E).

Die Funktion φ(z) := h(z) exp(g(z)− 1) ist ganz und erfüllt

|q(z)− φ(z)| < | exp(g(z)− 1)| = exp(Reg(z)− 1) < exp(δ(z)).

Wir erhalten für n ∈ N

max
|z−an|≤δ2

∣∣φ(z)−Qn(nΦ−1(z − an + w0))
∣∣ < 1

n
.

Durch eine Substitution erhalten wir zunächst

max
|z|≤δ2

∣∣φ(z + an)−Qn(nΦ−1(z + w0))
∣∣ < 1

n
,

was durch die Substitution w = Φ−1(z + w0) =: g(z) in

max
w∈g({z:|z|≤δ2})

|φ(Φ(w)− w0 + an)−Qn(nw)| < 1

n

übergeht. Da g an 0 holomorph ist mit g(0) = Φ−1(w0) = 0, existiert ein

δ3 > 0 mit

Uδ3(0) ⊂ g ({z : |z| ≤ δ2}) .

Durch die abschließende Substitution z = nw erhalten wir insbesondere

max
Unδ3

(0)

∣∣∣φ(Φ( z
n

)
− w0 + an

)
−Qn(z)

∣∣∣ < 1

n
.

4. Nun sei ein Kompaktum K ∈ M und eine Funktion f ∈ A(K) gegeben.

Mit dem Satz von Mergelian existiert eine Teilfolge natürlicher Zahlen

(nk)k∈N mit

max
K

|Qnk
(z)− f(z)| < 1

k
.
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Nun sei N ∈ N so, dass K ⊂ Unδ3(0) ist für alle n ≥ N. Dann gilt für

alle k ≥ N

max
K

∣∣∣∣φ(Φ

(
z

nk

)
+ nk

)
− f(z)

∣∣∣∣ ≤
≤ max

Unkδ3
(0)

∣∣∣∣φ(Φ

(
z

nk

)
− w0 + ank

)
−Qnk

(z)

∣∣∣∣+
+ max

K
|Qnk

(z)− f(z)| < 1

nk

+
1

k
.

Damit folgt die Behauptung. �
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in: Amer. Math. Soc. Transl. 3 (1962), 294-391.

[24] M. NIESS: Beweis und Anwendungen des Satzes von Arakelian.

Diplomarbeit an der Universität Trier (2005).

[25] M. NIESS: Universelle Funktionen mit zusätzlichen Eigenschaften.

Dissertation an der Universität Trier (2005).

[26] C. RUNGE: Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen.

Acta Math. 6 (1885), 228-244.

[27] M. RUZICKA: Analysis III.

Skriptum an der Universität Freiburg (2006).

[28] A. VOGT: Universelle Marcinkiewicz-Funktionen.

Diplomarbeit an der Universität Trier (2007).

[29] P. ZAPPA: On universal holomorphic functions.

Boll. Un. Mat. Ital. A (7) 2 (1988), 345-352.


