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1 Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist der Approximationstheorie, einem Teilgebiet der
Analysis, zuzuordnen, wobei wir uns mit der Konstruktion von Funktionen

mit gewissen universellen Approximationseigenschaften befassen.

In der Approximationstheorie geht man der Frage nach, ob eine Funktion f
durch eine ,einfachere® Funktion ersetzt werden kann, ohne dabei einen zu
grofien Fehler zu begehen. Wenn etwa eine Funktion f : [0,1] — R gegeben
ist, ist es von praktischer und auch von innermathematischer Bedeutung, ob
und wie f durch Polynome approzimierbar ist. Eine naheliegende Moglichkeit
scheint zu sein, Punkte in [0, 1] auszuwéhlen und ein Polynom zu konstru-
ieren, welches mit der Funktion f an diesen Punkten {ibereinstimmt. Solche
Interpolationspolynome sind sehr einfach zu konstruieren. Zudem kénnte man
vermuten, dass die Interpolationspolynome, wenn sie an immer mehr Stellen
mit f iibereinstimmen, eine immer bessere Anndherung an f darstellen, d.h.
gegen die Funktion f konvergieren .

Uberraschenderweise muss die Folge der Interpolationspolynome nicht konver-
gieren, sie kann sogar in gewissem Sinne in maximaler Art und Weise divergie-
ren! So zeigen wir zum Beispiel, dass es sogar eine unendlich oft differenzierbare
Funktion f und ein System von Stiitzstellen gibt, so dass zu jeder messbaren
Funktion g eine Teilfolge der Interpolationsfolge von f fast sicher gegen ¢ kon-
vergiert.

Aus der Folge der Interpolationspolynome der einen Funktion f gehen also in
diesem Sinne alle messbaren Funktionen g hervor. Aus diesem Grund bezeich-

nen wir diese Funktionen als universell.

In dieser Arbeit untersuchen wir neben solchen Funktionen, die bzgl. gewissen
Approximationsverfahren universell sind, auch Erweiterungen eines Satzes von
Marcinkiewicz, der die Existenz von Funktionen mit universellen Differenzen-

quotienten sicherstellt. Bei einer differenzierbaren Funktion f konvergiert die
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f(athn)—f(z)
h

n

Folge der Differenzenquotienten ( ) . gegen die Ableitung von f,
wenn (h,)neny eine Nullfolge mit h, # 0 ist. quch hier gibt es Funktionen,
so dass diese Folge der Differenzenquotienten in maximaler Art und Weise
divergiert, derart dass jede messbare Funktion durch eine Teilfolge der Diffe-

renzenquotienten beliebig genau approximiert werden kann:

1.1 Satz (Marcinkiewicz [21]): Es sei (hy)nen eine reelle Folge mit 0 # h,, —
0, (n — 00). Dann gibt es eine stetige Funktion f : [0,1] — R, so dass fiir jede
messbare Funktion g auf [0, 1] eine Teilfolge (ny)ren von N existiert, so dass

o @t hey) = F(@)

k—o0 hnk

= g(x) fast sicher in [0, 1]
gilt.

Bevor wir in diesem ersten Kapitel einen kurzen Uberblick iiber verwandte Uni-
versalitdtsphdnomene geben, vereinbaren wir zunéchst einige Notationen, die
wir stdndig benutzen werden und die sich sogleich bei der Formulierung dieser
Phénomene als hilfreich erweisen. Anschlieflend stellen wir unsere Hauptergeb-

nisse kurz dar.

1.1 Notationen

Wir fithren nun wesentliche Bezeichnungen ein, die die topologische Struktur

von Teilmengen der komplexen Ebene betreffen.
1.2 Definition:

1. Essei M C C eine Menge. Mit M bezeichnen wir die Menge der inneren
Punkte von M und mit M°¢ das Komplement von M. Fiir den Abschluss
der Menge M schreiben wir M und fiir den Rand von M verwenden wir

das Symbol OM.
2. Mit D bezeichnen wir den Einheitskreis, d.h. D := {z : |2] < 1}.

3. Mit 9 bezeichnen wir die Menge aller kompakten Mengen K C C, so

dass K¢ zusammenhéngend ist.
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4. Es sei G C C ein Gebiet. Mit G* bezeichnen wir die Ein-Punkt-Kom-

paktifizierung von G.

5. Eine abgeschlossene Menge F' eines Gebietes G C C, fiir welche G*\ F’
zusammenhéingend und an oo lokal zusammenhéngend ist, bezeichnen

wir als Arakelian-Menge.
Die folgende Definition stellt oft verwendete Funktionenrdume zusammen:

1.3 Definition: Es seien M C C sowie n,m € N und K C R". Wir definie-

ren:
1. C(M):={f:C— C: fist stetig auf M}
2. H(M) :={f :C — C: f ist holomorph auf M}
3. A(M) :=C(M)NH(M)
4. C(K,R™) :={f: K — R™: f ist stetig auf K}

5. Fiir eine kompakte Menge K und eine Funktion F' € C'(K,R™) definieren
wir
1F o = max | F ()],

wobei fiir y = (y1,...,ym) € R™ gilt

yl = | > v
k=1

6. Fir A = [a;] 1zizm € R™ bezeichnen wir mit |Al| den groBiten Eigen-
1<j<n

wert von A'A. Dann ist ||.|| eine Norm mit

AufBlerdem gilt fiir alle z € R™ die Abschétzung |Az| < ||A] - |z]|.
7. Mit A" bezeichnen wir das n-dimensionale Lesbesgue-MaSf.

In dieser Arbeit verwenden wir héufig den folgenden bestmoglichen Satz fiir

polynomielle Approximation auf kompakten Teilmengen von C:
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1.4 Satz (Mergelian [23]): Es seien K € 9 und f € A(K). Dann existiert
zu jedem € > 0 ein Polynom P mit

max |f(z) — P(2)] <e.

zeK

An einigen Stellen werden wir Funktionen auf abgeschlossenen Mengen gleich-
méafig approximieren. Der bestmogliche Satz fiir diese Situation ist der Satz

von Arakelian:

1.5 Satz (Arakelian [1]): Esseien G C C ein Gebiet und F' C G eine Arakelian-
Menge. Ferner seien f € A(F) und € > 0 gegeben. Dann existiert eine auf G
holomorphe Funktion ¢ mit

sup [6(z) — f(2)] <e

2€F
Um etwas iiber die ,,Grofle“ der Mengen der universellen Funktionen in H(G)
aussagen zu konnen, wobei G ein Gebiet ist, versehen wir den Raum H(G) mit
der in Conway|[4, Kapitel VII] konstruierten Metrik d. Diese Metrik ist eine ka-
nonische Metrik auf H(G). Sie erzeugt dort die sogenannte lokal-gleichméfige
Topologie.

Damit sind die Bezeichnungen geklart und die wichtigsten Hilfsmittel zusam-
mengestellt. Wir geben nun einen Uberblick iiber grundlegende Universalitits-

phénomene.

1.2 Grundlegende Universalitdtsphinomene

Einen ausfiihrlichen Uberblick iiber die Theorie der universellen Funktionen
findet man in [10]. Wir beschrénken uns hier auf die Darstellung einiger zen-
traler Resultate.

Es existieren zahlreiche Varianten des Satzes 1.1, die ausschliellich reeller Na-
tur sind: Von Gan und Stromberg ([7],[8]) stammt eine Erweiterung des Satzes
1.1 auf Funktionen f : [0,1]" — R™ wo R™*"-wertige Funktionen approxi-

miert werden. Neben einer Erweiterung eines Ergebnisses von Joé ([13]) iiber
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die Existenz universeller Funktionen in L,-R&umen findet man in der Diplom-
arbeit des Autors ([28]) eine weitere Verallgemeinerung des Satzes von Mar-

cinkiewicz fiir Funktionen f : [0,1]" — R™:

1.6 Satz: Esseienn,m € N und h = (hy)ken eine Folge in R™ mit 0 # |hy| —
0 (k — o0). Dann existiert eine Funktion f € C([0,1]",R™), so dass fiir jede

messbare Funktion g : [0,1]" — R™ eine Teilfolge (k;)ieny von N existiert mit

)~ f(@)
I=00 |hkz|

=g(z) fs.
Die Menge dieser Funktionen ist residual in dem Raum (C([0, 1]",R™),||.||c)-

Viele Resultate beziiglich universeller Funktionen sind durch ein Resultat von
Birkhoff aus dem Jahre 1929 motiviert, welches von Luh unter Verwendung

des Approximationssatzes von Mergelian zu folgendem Satz erweitert wurde:

1.7 Satz (Birkhoff-Luh [15]): Es sei (z,)nen eine unbeschrankte Folge in C.
Dann gibt es eine ganze Funktion f, so dass fiir jedes Kompaktum K € 9
und jede Funktion g € A(K) eine Teilfolge (ny),,o natiirlicher Zahlen existiert
mit
f(z+ zn,) — g(2) gleichméBig auf K (k — o0).

Funktionen mit dieser Eigenschaft werden wir translationsuniversell bzgl. der
Folge (2,,)nen nennen.

Ein Ergebnis iiber ,translationsuniverselle® Funktionen in allgemeineren Ge-

bieten stammt von Luh:

1.8 Satz (Luh [16]): Es sei G C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.
Dann existiert eine in G holomorphe Funktion ¢ mit folgender Eigenschaft:
Zu jedem ( € 0G, jedem K € 9 und jeder Funktion g € A(K) existieren

Folgen (ay),,cy und (by,), oy mit a, — 0 und b, — ¢ (n — 00) mit
a,z +b, € G fiiralle z € K und allen € N,

so dass

d(anz + by) — g(z) gleichmaBig auf K (n — oo)

gilt.
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Dieses Ergebnis von Luh wurde 2002 von Luh, Martirosian und Miiller in [18]

auf beliebige Gebiete verallgemeinert:

1.9 Satz (Luh, Martirosian, Miller [18]): Es seien G C C, G # C ein Ge-
biet und E C G eine abgeschlossene Menge. Ferner seien (ay),,oy eine Folge
in C\ {0} mit a, — 0(n — oo) und (b,), oy eine Folge in G, so dass die Menge
der Haufungspunkte von (by), y mit E iibereinstimmt. Dann existiert eine in
G holomorphe Funktion ¢, so dass fiir alle ( € F, alle Kompakta K € 9t und
alle g € A(K) Teilfolgen (ny),cy und (my), oy natiirlicher Zahlen existieren,

so dass b,, — ¢ (k — 00) und
A, 2 + by, € G fiir alle z € K und alle k € N,

sowie

O(am, 2 + b, ) — g(2) gleichméBig auf K(k — o0)
gilt.
Unter Verwendung des Theorems 1 aus [10] erhélt man mit der Beweistechnik
aus [17] folgende Verallgemeinerung eines Satzes von Zappa, der die Existenz

von Funktionen sicherstellt, die bzgl. einer Folge (A, )nen streckungsuniversell

sind:

1.10 Satz (Zappa [29]): Es sei (\;)nen eine unbeschrinkte Folge komplexer
Zahlen. Dann existiert eine Funktion ¢ die bzgl. (\,)nen streckungsuniversell
ist, d.h. ¢ ist ganz und es gilt Folgendes: Fiir jedes Kompaktum K € 9 mit
0 ¢ K und jede Funktion g € A(K) existiert eine Teilfolge (ny)ren von N mit

d(An,2) = g(2) gleichméBig auf K (k — o0).

AuBerdem ist die Menge dieser Funktionen residual in H(C).

1.3 Hauptergebnisse

Der Satz 1.10 iiber streckungsuniverselle Funktionen &hnelt dem Satz 1.7
iiber translationsuniverselle Funktionen. Die Struktur der jeweiligen universel-

len Funktionen kann sich dennoch stark unterscheiden. Translationsuniverselle
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Funktionen konnen auf jeder Geraden beschrénkt sein, vgl. [25]. Im Gegensatz
zu diesem Ergebnis werden wir in Satz 2.1 zeigen, dass streckungsuniverselle
Funktionen sogar auf jeder Geraden unbeschrénkt sind.

Auflerdem zeigen wir im zweiten Kapitel, dass es streckungsuniverselle Funk-
tionen gibt, die sogar auf jeder Kurve nach oo unbeschrinkt sind (Satz 2.4),
aber nicht jede streckungsuniverselle Funktion diese Eigenschaft besitzt (Satz

2.5).

Mit der Definition f(z) := (z — (o)¢(z) mit einer Funktion ¢ aus Satz 1.8
erhdlt man eine Funktion f, die beziiglich des Punktes (y universell in dem
Sinne ist, dass zu jedem Kompaktum K € 9t und jeder Funktion g € A(K)

Folgen (ay), ey und (by,),, oy mit a, — 0 und b, — (o (n — 00) existieren mit
anz + b, € G fiir alle z € K und alle n € N,

so dass
flanz +by)
anz + bn - CO

— ¢(2) gleichmifig auf K(n — oo)

gilt.

Im dritten Kapitel zeigen wir, dass es Funktionen gibt, die nicht nur beziiglich
eines Punktes (y, € 0G, sondern beziiglich aller Punkte ( € dG in diesem Sinne
universell sind (Satz 3.1).

Zudem beweisen wir ein Ergebnis iiber eine beziiglich jedes Punktes ( € E
in obigem Sinne universellen Funktion, wobei E eine abgeschlossene Teilmen-
ge des Randes von G ist. Dabei kann eine solche universelle Funktion f auf
G U (0G\E) stetig sein, wenn es eine genau in G holomorphe Funktion 1 gibt,
die stetig auf GU (OG\E) ist, vgl. Bemerkung 3.2. Dies ist etwa der Fall, wenn

G durch endlich viele paarweise disjunkte Jordanbogen berandet ist, vgl. [18].

Offensichtlich kann es keine ganze Funktion f geben, so dass sich, mit einer
Nullfolge (by,),,cn in C\{0}, der Ausdruck %jfﬂz) in irgendeiner Weise uni-

versell verhilt, da er gegen f'(z) konvergiert. Im vierten Kapitel werden wir
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sehen, dass

(f(amz +b,) — f(amz)>
b” n,meN

in H(C) dicht sein kann, wenn (a,,),,.y €ine unbeschrénkte Folge ist (Satz
4.1). AnschlieBend beweisen wir eine Version fiir beliebige Gebiete G (Satz
4.4). Die Streckung a,,z wird dabei durch eine Translation a,,z + ¢ ersetzt,
wobei a,, — 0 und (¢;);en eine Folge ist, deren Haufungspunkte den Rand von

G enthalten.

Im fiinften Kapitel zeigen wir in Satz 5.5, dass es Funktionen f : R" — R™
gibt, die in einigen Richtungen partiell differenzierbar sind und in anderen
Richtungen ein zu Satz 1.1 analoges universelles Verhalten aufweisen.

Wiéhrend die Funktionen aus Satz 1.1 in gewissem Sinne maximal nicht-differen-
zierbar sind, beweisen wir im fiinften Kapitel in Satz 5.7, dass es Funktio-
nen f : [0,1] — R gibt, die maximal nicht-Riemann-integrierbar sind, in
dem Sinne, dass es zu jeder (geeigneten) Funktion ¢ : [0,1] — R, zu jedem
z € [0,1] und jedem € > 0 eine Zerlegung 0 =t < t; < ... < t, = x des

Intervalls [0, 2] mit max;—o1,. n_1|tiv1 — t;| < € und Zwischenstellen ¢; mit

slgeeey

t; <G <ty (i=0,1,...,n—1) gibt, so dass

i F(G)(trrr — te) — g(x)| <€

k=0
gilt. Diese Funktionen bezeichnen wir als maximal nicht-Riemann-integrierbar,
da bei einer in [0, 1] integrierbaren Funktion f bekanntlich jede Riemann-
Summe bei feiner werdender Zerlegung von [0, z] gegen [ f(t)dt konvergiert.
Bei Funktionen aus Satz 5.7 ist es moglich, bei jeder beliebigen Funktion g
durch geeignete Wahl von Zerlegungen von [0, z] und Zwischenstellen mit der
resultierenden Riemann-Summe die Funktion g(x) beliebig genau zu approxi-

mieren.

Wenn f: [0,1] — R eine beliebige Funktion ist und 0 < 2y < 2] < ... <2l <
1 (n € N) beliebige Punkte im Intervall [0, 1] sind, dann existiert genau ein Po-

lynom L, f vom Grad < n, welches mit f an z{}, 27, ...,z iibereinstimmt. Wir
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untersuchen im sechsten Kapitel zunéchst, welches universelle Verhalten von
(Lyf), ey moglich ist. Ein Hauptergebnis ist die Existenz einer sogar unendlich
oft differenzierbaren Funktion f und eines ,,schonen® Systems von Stiitzstellen,
so dass die Folge (L, f)nen in gewissem Sinne in maximaler Art und Weise di-
vergiert (Satz 6.16).

Im sechsten Kapitel untersuchen wir zudem das Verhalten von (L, f),en, wobei
(Ln)nen eine Folge von Operatoren und f € C(]0,1]) ist. Ein bekannter Satz
von Korovkin besagt, dass (Lyf),cy gleichméBig gegen f konvergiert, wenn

die Folge der Operatoren (L,),en die folgenden drei Eigenschaften besitzt:
(1) L, ist linear
(2) L, ist positiv

(3) Lnfi(x) — fi(x) gleichméBig auf [0,1] (n — oo) fiir ¢ = 0,1,2, wobei
fi(z) = 2.

Wir werden im sechsten Kapitel sehen, dass (L, ),y bereits dann maximal
divergieren kann, wenn nur eine der drei Voraussetzungen nicht erfiillt ist. So

existieren eine Folge von linearen und positiven Operatoren mit
L, fi(x) — fi(x) gleichm&Big auf [0,1] (n — o) firi =1,2,...,

und eine in [0, 1] stetige Funktion f, so dass (Lyf), <y nicht nur nicht gegen f
konvergiert, sondern sogar in (C'([0,1]),]|.]|,,) dicht ist (Satz 6.19).
Ahnlich wichtig ist die Linearitét (Satz 6.20) bzw. die Positivitit (Satz 6.21)

im Satz von Korovkin.

Im siebten Kapitel erweitern wir ein von Mortini miindlich kommuniziertes
Ergebnis, welches die Existenz einer ganzen Funktion ¢ sicherstellt, so dass
die Funktionenfolge (ng (e% + n))neN in H(C) dicht ist. Wir werden in Satz 7.1
sehen, dass die Exponentialfunktion in diesem Satz durch andere Funktionen

ersetzt werden kann.
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2 Beschranktheit universeller Funktionen auf

Kurven

2.1 Unbeschrianktheit auf jeder Geraden

Translationsuniverselle Funktionen geméafl Satz 1.7 konnen auf jeder Geraden
beschrankt sein, vgl. [25]. In diesem Abschnitt beweisen wir, dass dies bei
den streckungsuniversellen Funktionen aus Satz 1.10 nicht moglich ist. Solche

Funktionen sind sogar auf jeder Geraden unbeschrankt.

2.1 Satz: Die Funktion ¢ sei streckungsuniversell, d.h. ¢ ist ganz und zu
jedem Kompaktum K € 9 mit 0 ¢ K und zu jeder Funktion f € A(K)
existiert eine Folge (ay)nen komplexer Zahlen mit a,, — oo (n — 00), so dass
gilt

¢(anz) — f(2) gleichméBig auf K (n — 00).

Dann ist ¢ auf jeder Geraden unbeschrankt.

Beweis: Es sei I' eine beliebige Gerade in C. Wir betrachten folgendes Kom-
paktum, vgl. Abbildung 1:

. 5 .
K::{z:z:e’¢mit — §¢§Z—lﬂ}u{z:z:2e’¢mit7r§¢§27r}.

N

Offensichtlich gilt K € 9 und 0 ¢ K. Nun nehmen wir an, dass ¢ auf T’
beschriankt ist. Dann existiert eine Konstante M mit |¢(z)] < M fiir alle
z € I'. Es sei nun f(z) := M + 1. Dann ist f € A(K). Nach Voraussetzung

existiert eine Folge (a,)neny mit a,, — oo (n — 00), so dass gilt
¢(anz) = M + 1 gleichméBig auf K (n — 00).
Insbesondere existiert eine natiirliche Zahl N; mit
max |p(anz) — (M +1)] <1 fur allen > Nj. (2.1)

Nun sei zg € T" beliebig. Wegen a,, — oo (n — 00) existiert eine natiirliche

20
an

Zahl n > N; mit < 1.
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— 1 T

NS S
K

Abbildung 1: Kompaktum K

Da I’ := {i 12 € F} eine Gerade und 2 € D ist, gilt offenbar

{i:zer}mK%Q).

n

Wir wéhlen nun einen beliebigen Punkt z* € {i 1z € F} N K. Dann ist

¥ = % mit einem Z € I'. Aus (2.1) folgt
[p(an2") = (M +1)] <1

oder

p(2) — (M +1)| < 1.

Wir folgern weiter
0(2)] = [M +1+¢(2) = (M +1)| = M +1—[6(2) — (M +1)] > M.

Damit ist ein Z € I" gefunden mit |¢(Z)| > M. Dieser Widerspruch zeigt, dass
¢ auf I' nicht beschrankt sein kann.

Da I beliebig war, ist damit der Satz bewiesen. O

2.2 Bemerkung: Gemaf Satz 1.10 ist die Menge aller streckungsuniversellen
Funktionen eine residuale Teilmenge von H(C). Damit gilt dies ebenfalls fiir die

Menge aller Funktionen, die auf jeder Geraden unbeschriankt sind. Wenn man
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diese Menge mit der (residualen) Menge der translationsuniversellen Funktio-
nen schneidet, erhélt man eine residuale Menge von translationsuniversellen
Funktionen, die auf jeder Geraden unbeschréankt sind. Obwohl es also trans-
lationsuniverselle Funktionen gibt, die auf jeder Geraden beschrankt sind, ist
die ,Mehrzahl® der translationsuniversellen Funktionen auf jeder Geraden (und
wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, sogar auf jeder Kurve nach oo)

unbeschrankt.

2.2 Unbeschrinktheit auf jeder Kurve nach oo

Wir haben gesehen, dass streckungsuniverselle Funktionen auf jeder Geraden
unbeschréankt sind. Im folgenden Satz beweisen wir, dass in gewissem Sinne
sogar fast alle streckungsuniversellen Funktionen auf jeder Kurve nach oo un-
beschrankt sind. Zunéchst definieren wir, was wir unter einer Kurve nach oo

verstehen.

2.3 Definition: Essei f:[0,1) — C eine stetige Funktion mit lim, ; f(t) =
oo. Dann heifit I := f ([0, 1)) eine Kurve nach oco.

Im Beweis zu folgendem Satz werden wir verwenden, dass jede Kurve nach oo

jeden Kreis mit hinreichend groflem Radius schneidet.

2.4 Satz: Zu jeder unbeschrinkten Folge (a,)nen existiert eine in H(C) re-
siduale Teilmenge von streckungsuniversellen Funktionen, die auf jeder Kurve

nach oo unbeschrankt sind.

Beweis: 1. Zunéchst zeigen wir, dass die Menge
Vi={feHC):YM e N3In> M :|f(z)] > MV|z| =n}
eine residuale Teilmenge von H(C) ist.
Mit
Vin :={f € HC) : |f(z)| > MVY|z| =n} (M,n €N)

erhalten wir

V= ﬂ U Vidn-

M=1n=M
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Wir zeigen nun, dass Vi, (M € N, n > M) offen in H(C) ist und dass
fiir alle M € N die Menge ;% ; Vi, in H(C) dicht ist.

(a) Fir M € Nund n > M ist Vj;, offen in H(C):

Dazu wihlen wir eine Folge f; € Vi, mit
fr(2) — f(z) lokal-gleichméfig in C (k — o0)

und zeigen, dass f € Vj, ist.

Zu jedem fi, & Vi, existiert ein z; € C mit 2] = n und |fr(z)] <
M. Da die Folge (zx)ren durch n beschrinkt ist, existieren ein zg € C
und eine Teilfolge (k;)ieny natiirlicher Zahlen mit 2z, — zo (I —
00). Damit folgt mit der Stetigkeit von f und der gleichméfigen

Konvergenz von (fy, )ieny auf {z : |2| = n} gegen f, dass gilt

|f(20) - fk/'l(zk'l)| < |f<20) + f(Zkl)| + |f<zkz) - sz(zkz)| <
< [f(z0) + f(zR)] +
+\Iﬁi)7§‘f(z) — fi,(2)] = 0 (I = 00). (2.2)

Nun nehmen wir an, dass |f(zp)| > M sei. Dann ist
€ :=1|f(z0)] — M > 0.
Aus (2.2) folgt die Existenz eines [ € N mit
| f(20) = fi (21| <€,
woraus
[f(z0)l < [f(20) = fi (zi)| + [ o (20| < €+ M = [ f(20)]

folgt. Dieser Widerspruch impliziert |f(zo)| < M, oder f ¢ Visa,.

Damit ist Vj; , abgeschlossen, bzw. Vi, offen.

(b) Nun zeigen wir, dass fiir alle M € N die Menge

VM = U VMm,
n=M
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in H(C) dicht ist, indem wir beweisen, dass jedes nichtkonstante
Polynom P in V), enthalten ist. Dazu sei P ein solches Polynom
und M € N beliebig.

Bekanntlich existiert eine Zahl R mit |P(z)| > M fiir alle |z] > R.
Wir wihlen eine Zahl n € N mit n > R. Dann gilt P € Vi, C Viy.
Da die Menge aller nichtkonstanten Polynome in H(C) dicht ist,
folgt damit die Dichtheit von V.

Damit ist V' als abzéahlbarer Schnitt offener Mengen in H(C) residual.

Da der Schnitt residualer Teilmengen wieder residual ist und die Men-
ge aller streckungsuniversellen Funktionen eine residuale Teilmenge von
H(C) bildet, gibt es insbesondere eine in H(C) residuale Teilmenge von

streckungsuniversellen Funktionen in V.

2. Nun zeigen wir, dass jede Funktion f € V auf jeder Kurve nach oo
unbeschrankt ist. Dazu seien K € N und eine Kurve I' nach oo beliebig.

Zunéchst wihlen wir eine Zahl My > K mit
FNn{z:|z|=M}#0 firalle M > M,.
Da f € V ist, existiert eine natiirliche Zahl n > My mit f € Vi, d.h.
|f(2)] > K fiir alle |z| = n.

Insbesondere existiert ein z* € I' mit |f(z*)| > K.

Da K € N beliebig war, folgt die Behauptung. 0

Wir haben bisher gesehen, dass jede streckungsuniverselle Funktion auf jeder
Geraden unbeschrinkt ist, und sehr viele sogar auf allen Kurven nach oo. Im
néchsten Satz zeigen wir, dass nicht alle streckungsuniversellen Funktionen auf
jeder Kurve nach oo unbeschrankt sind. Wir konstruieren also eine streckungs-
universelle Funktion f und eine Kurve I' nach oo, so dass f auf I' beschrankt

ist.

2.5 Satz: Essei (ay,)nen eine unbeschrinkte Folge. Dann existieren eine Funk-
tion f € H(C), die beziiglich (ay,)nen streckungsuniversell ist, und eine Kurve

I', so dass f auf I' beschréankt ist.
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Beweis: 1. Es sei (K, )nen €in Folge kompakter Mengen aus 9t mit 0 ¢
K, (n € N), so dass fiir alle Kompakta K € 9t mit 0 ¢ K eine natiirliche
Zahl ng existiert mit K C K,,, vergleiche [17]. Ferner sei (Q)nen eine
Abzahlung aller Polynome, deren Koeffizienten rationalen Real- und Ima-
gindrteil haben. Zudem sei ((Q}, K})), ey €ine Abzéhlung, in der jedes
Paar (Q,, K,) (v, € N) unendlich oft vorkommt.
Nun wihlen wir eine Teilfolge (a})nen von (an)nen so, dass die Men-
gen A, = a’ K} (n € N) paarweise disjunkt sind. Da die Vereinigung
der A, eine Arakelian-Menge ist (vgl. [24]), ist C*\ |J.—; A,, an oo lokal
zusammenhédngend. Dies bedeutet insbesondere, dass eine von zy = 0

ausgehende Kurve I' € C*\ | J. 7, 4, nach oo existiert, vgl. [9]. Dann ist

Abbildung 2: Arakelian-Menge E

E::UAnUF

neN

ebenfalls eine Arakelian-Menge.
2. Nun definieren wir auf £ holomorphe Funktionen ¢, g vermoge

—Inn, z€ A,
0, zel'

i(z) =
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und
Qi (2). zea,
0, zeT.

q(2) =

Wir wenden nun den Satz von Arakelian zweimal an. Zuniachst wahlen

wir eine ganze Funktion g mit
0(2) = g(2)] <1, (z € E)
und anschliefend eine ganze Funktion h mit

q(z) hz)

e9(z)—1

<1, (z€E).

Die Funktion ¢(2) := h(2)-e9*) 1 ist dann ganz und erfiillt fiir alle z € E

9(2) — ¢(z)] < |e?B7H = o)~ <

< El9R-8EI-1HG) (e,
3. Damit folgt fiir alle z € I', dass |¢(z)| < 1 ist, also die Beschrianktheit
von ¢ auf I'.

4. Auf der Menge A, folgt

max

n

oder nach einer Substitution

max|o(a52) — Q3(2)| < -

n

5. Nun zeigen wir, dass ¢ streckungsuniversell ist. Dazu seien ein Kom-
paktum K € 9 mit 0 ¢ K und eine Funktion g € A(K) beliebig.
Dann existieren eine natiirliche Zahl ny mit K C K,,, und eine Teilfolge

natiirlicher Zahlen (my)ken mit
Qm, (2) = g(2) gleichmaBig auf K (k — o0).

Wir wihlen eine Teilfolge (nj)reny von N mit (K Q) = (Kuy, Qm,)-

ng? Nk

Damit folgt

max |¢(a;, ) = 9(2)] < max|@(a), 2) = Qu; (2)] +

k

+max |Qm, (2) = g(2)| = 0 (k —0).
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Der Vollstandigkeit halber erwédhnen wir, dass translationsuniverselle Funktio-
nen nie auf jeder Kurve nach oo beschréankt sein kénnen, obwohl es translati-

onsuniverselle ganze Funktionen gibt, die auf jeder Geraden beschrankt sind.

2.6 Satz: FEs sei ¢ eine translationsuniverselle ganze Funktion, d.h. zu jedem
Kompaktum K € 9 und zu jeder Funktion f € A(K) existiert eine Folge

(an)nen komplexer Zahlen mit a,, — oo (n — 00), so dass
o(z + an) — f(z) gleichmébig auf K (n — 00)

gilt. Dann existiert eine Kurve I' nach oo, so dass ¢ auf I' unbeschréankt ist.

Beweis: Es seien K := {0} und f,(0) := k (k € N). Wir definieren ferner
ap := 0. Da ¢ translationsuniversell und f, € A(K) (k € N) ist, konnen wir

eine Folge komplexer Zahlen (ay)reny mit |ag| > |ag—1] + 1 so wihlen, dass
max [§(z +a) — fi(2)| = [dlar) — k| <1

ist. Daraus folgt

o(ag) — oo (k — o00).

Damit ist ¢ auf jeder Kurve I' mit a, € I' (k € N) unbeschrénkt. O
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3 Marcinkiewicz-Universalitidt, Variante 1

Geméf Satz 1.8 existiert eine in D holomorphe Funktion ¢, die sich bei geeigne-
ter Annéherung an jeden Randpunkt universell verhélt. Wenn nun (3, (o, . . ., G

endlich viele Randpunkte von I bezeichnen, dann ist die Funktion

() i=(2=C) (z=G) - (2= Cm) - 0(2)

in folgendem Sinne universell beziiglich jedes Punktes ¢ € {(31, (s, ..., n}:
Zu jedem Kompaktum K € 9, jeder Funktion f € A(K) und jedem ( €
{¢1, oy -+, G} existieren Folgen (ay)nen und (b,)peny mit a,, — 0 und b, —

¢ (n — o0) so, dass gilt
a,z + b, € D fir alle z € K

und
Y(anz + by)
anz + by —

Sind etwa ( = (1, K € M und f € A(K) gegeben, so folgt aus Satz 1.8 die

— f(z) gleichmifig auf K (n — o0).

Existenz von Folgen (a;,)neny mit a, — 0 und b, — ¢ (n — 00) mit
anz +b, €D fir alle z € K

und

f(z)
(C=G) (C=G) . ((—Gm)
Daraus folgt unmittelbar

Y(anz + by)
anz + by —

d(anz +b,) — gleichméBig auf K (n — 00).

— f(z) gleichméfig auf K (n — o0).

Wir beweisen nun, dass es in jedem Gebiet G und zu jeder abgeschlossenen
Menge E C 0G eine in diesem Sinne beziiglich jedes Punktes ( € E universelle
Funktion gibt. Dabei kann eine solche Funktion stetig auf G U (0G\E) sein,
wenn es eine auf G holomorphe Funktion gibt, die stetig auf G U (O0G\ F) ist.

3.1 Satz: FEs seien G C C ein Gebiet, F C 0G eine abgeschlossene Menge
und (b, )nen eine Folge in G, so dass jeder Punkt ( € E ein Haufungspunkt
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dieser Folge ist. Ferner seien (a,)nen eine Folge mit 0 # a, — 0 (n — 0)
und A\, i € NU {0} gegeben. Fiir w € F := 0G\E sei r,, > 0, so dass E N
{z:]z—w| <7y} = 0. Damit sei H := G UJ,cp{z: |2 —w| <7y}. Zudem
sei (¥, )nen eine Folge von in G holomorphen Funktionen, wobei in dieser Folge
eine in H(G) dichte Menge enthalten sei.

Dann gelten folgende Aussagen

1. Es existiert eine in H(G) residuale Menge von Funktionen, so dass jede
dieser Funktionen ¢ folgende Figenschaft hat:
Zu jedem Kompaktum K € M, jedem ( € E und jeder Funktion f €
A(K) existieren Teilfolgen (ny)nen und (my)nen natiirlicher Zahlen, so

dass b, — ¢ (k — 00),
(p, 2 + by, € G fiir alle z € K

sowie

W (a2 + b))
(a’nkz + bmk - C))\

— f(z) gleichmébig auf K (k — o0)
gilt.

2. Esexistiert eine in H holomorphe Funktion ¢, so dass die Funktion ¢p+WV,,
fiir alle n € N die FEigenschaft aus 1. besitzt.

Beweis:
1. Es sei (H,)nen eine Folge kompakter Mengen mit

(a) H, C H,. C H fiir alle n € N und

(b) fiir alle Kompakta K C H existiert ein ng € N mit K C H,,.

Weiter sei ((™),ey in E dicht und fiir jedes & € N sei (z,(lk))neN eine
Teilfolge von (b, )pen mit PR () (n — 00), so dass P BN )
verschieden sind und zudem fiir eine Teilfolge (H,,, )yen von (H,,)pen gilt

= GOV+1\GV (k=1,2,...,v), wobei G, := H,,, ist.
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Mit (Qn)neN bezeichnen wir eine Abzahlung aller Polynome mit Ko-
effizienten, deren Real- und Imaginérteile rational sind. Auflerdem sei

(Qn, prs Ry Gn)nen eine Abzihlung in der jedes Tupel
(Qn,m, Uy, ) (n,k,1,m € N)

unendlich oft vorkommt.

Jetzt sei (I,),en eine Teilfolge natiirlicher Zahlen so gewéhlt, dass mit
Ty = \/@ gilt:

Die Kreisscheiben D,,,k = {z e = zl(,k)] < 27’1,} sind fir £k = 1,2,...v
paarweise disjunkt, es gilt f)wC C Gund Q, :=;_, f),,yk C COJZ,H\G,,.

AuBlerdem verlangen wir von der Folge (,),en, dass mit

ty:zkﬁggngqy—-wa

gilt r, < &. Mit d, := (%“)/\ gilt dann fiir k =1,2,...,v

(‘QV - Zz(/k)} - TV)A Z du‘

2. Nun sei D :=J)2, Q,. Dann ist D in H abgeschlossen. Da die Mengen
D, . fiir verschiedene v und k paarweise disjunkt sind, ist H*\ D zusam-
menhéngend und an oo lokal zusammenhéngend, vgl. [24]. Also ist D eine
Arakelian-Menge in H. Wir definieren nun folgende auf D holomorphe

Funktionen:

(8) 8(2) = — In(vpls—ier)

2wpudyry,
(k)

®) 461 i= oo ([ = 0@ (52)] " - Ruta)) € Do

Hierbei bezeichnet ¢g* eine Funktion h mit A = g. Wir wenden nun
zweimal den Satz von Arakelian an. Zunichst existiert eine in H holo-

morphe Funktion g, so dass
6(2) —g(2)| <1 (z € D)

gilt. Insbesondere gilt also Reg(z) — d(z) < 1. Dann existiert eine in H
holomorphe Funktion A mit

q(z)

gl =1 I <1(zeD)
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Die Funktion ¢(2) := h(z) exp(g(z) — 1) ist holomorph in H und erfiillt
[4(2) = &(2)| < [exp(g(2) = 1)| = exp(Reg(z) — 1) < exp(d(2)).

3. Es folgt fiir alle k =1,2,...,v

w— P\ wp,d, it
e )] )

max

Dy i a vu!

v

Mit D, = {z: ‘z — zl(,k)

< T,,} und der Cauchyschen Integralformel

erhalten wir

! t) —q(t v,
max |6 (w) — ¢ (w)| = max A Mdt o Pl
Dy Dok |27 Jop,, (t—w)rt! v

. ey )
Mit der Substitution z = S folgt
1 (») »
ed (_¢ + Ry) (alvz + Zz(/k)) - (alvz + Zz(jk) - ql/))\Qu(z) <.
<t |\ pw v
Da fiir |z| < % gilt
*) _ o 1t *) _ | — A
L Y e (I B P AR
Z (‘Zl(,k) - QI/| - TI/)A 2 dIM
folgt
(1)
Goem)osesty |0
max —Q.(2) < —. 3.1
l21< 7> (ar,z + 2P — @) v

4. Nun definieren wir
V= {qbeH(G) Vn,l,r, M e Ndp > MVk=1,2,...,p:

P (%Z + Zém) o 1

max — < —

ol < —A— (k) @) <
fla,| | | Q1,2 + 2p " — Qr

und zeigen, dass V residual in H(G) ist.

Wir bemerken zunéchst, dass

p
V= ﬂ U m Vn,l,r,p,k,M

n,l,r,M p>M k=1
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ist, wobei

ok <alp2’ _|_z](3k)> .
Vodrpksm =< ¢ € H{G): max 5 — Qi(2)| < -

Sl<— 1
| |§,/|alp| (alpz + zf.k) — qr)

Wir zeigen nun, dass V,,;,, % offen ist und dass

p
Vn,l,r,M = U ﬂ Vn,l,r,p,k’,M

p>M k=1

in H(G) dicht ist. Dann ist V' als Schnitt offener dichter Mengen residual.

(a) Die Menge V7, . 1 ist abgeschlossen:
Dazu sei (¢a)aen eine Folge in Vi, die in H(G), d.h. lokal-
gleichméfig, gegen ¢ konvergiert. Wir zeigen nun, dass ¢ € V7, ;o

1st.

Wir betrachten ein beliebiges z mit |z| < \/IZW Dafiir gilt

gf)(“) (alpz + z]gk)> ((f) <alpz + z]gk))
(k) x Q) = *) x T Q)
(alpz +2zp — qr> (alpz +2p7 — qr>

o1 (az,,z +z§ﬁ>) g (alpz —I—z,(,k)>

A
(alpz + z;,(;k) — qr)

() (alpz + zg(;k))

(%Z + 2 — qr>

+

>

N Ql(z) -

A <alpz + zék)) — o <alpz + z,()k))

A
(alpz + Z(k) - QT>

Nun seien € > 0 beliebig und L := dist(0G, D, x)*. Da |z| < \/\1_|
(llp

< /lay,|, was alpz—i-z](,k) € D, bedeutet.

Z]()k) . Zz(ik)

ist, gilt ’alpz +
Wir folgern
A
|alpz + zz(,k) — qT| > L.
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Da (gb&“ ))aeN gegen ¢(" in H(G) konvergiert, existiert ein @ € N
mit

| éna)f ‘¢(“)(alpz + zl(,k)) — oW (ay, 2 + zzgk))‘ < Le.
=S

Damit folgt
P <%Z n Zék))

<alpz + zl(gk) — qr>
() (alpz n zé’“)

(@lpz + z,(?k) — qT)

s — Qu(2)] >

>

5 — Qi(2)] — e

Da ¢o € Vi), 1 i8t, folgt

o») (%Z " z}(p) .
max 5 — Qiu(2)| > it

2 1
| 'S\/\azp\ (azpz + Zz(ak) - qr)

Da € > 0 beliebig war, folgt ¢ € V7, s, also die Abgeschlossen-

heit.

(b) Nun zeigen wir, dass V,,;,a in H(G) dicht ist.

Dazu seien F' € H(G) und € > 0 beliebig. Wir konstruieren eine
Funktion ¥ € V,, ;. » mit d(F,¥) < e.

Zunéchst wihlen wir eine Funktion W; mit d(F, ¥;) < §. Da fiir eine
in G holomorphe Funktion g gilt d(£g,0) — 0 (n — 00), kénnen wir
ein s € N wéhlen, so dass d(%gb, 0) < § ist, wobei ¢ eine Funktion mit
der Eigenschaft aus (3.1) ist. Fiir ¥ := 1¢+; gilt dann d(¥, F) < e.
AuBlerdem ist ¥ € V,,;, m:

Wir konnen ein p > max {M,n} wéhlen mit

(Qb S, “Ilia QT) - (Q;m Pp, Rpa Qp)-
Aus (3.1) folgt damit fir k =1,2,...,p
(2¢+ W)W (alpz + z,(,k)>
max 5
<5y (alpz + 2 — Qr>

Damit ist ¥ € V,,;, » und es folgt die Dichtheit.

—Ql(z) < % < %
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Somit ist V residual.

5. Wir zeigen nun, dass jedes ¢ € V die gewiinschten Eigenschaften hat.
Dazu sei ¢ € V beliebig. Wir konstruieren zunéchst eine Folge (p,),en.
Da ¢ € V ist, existiert zun =1 =r =M =1 ein p =: p; > 1, so dass
fir alle k =1,2,...p; gilt

e (azmz n ng))

1
max T — Qu(2)] < .
2] < —A— (k) 1
AV lagp, | <alp1 z+zp — ql)
Nun seien pi,ps,...,p,—1 fir ein v € N konstruiert. Zun =101 =r =v

und M = p,_1 + 1 existiert dann ein p =: p, > M > p,_1 so, dass fiir
alle k =1,2,...p, gilt

gb(“) <Gzpy z 4+ z}(,lf))

A
/lat,, | (CLZPVZ + zl()’f) _ qy)

Jetzt seien K € M, ( € E und f € A(K) beliebig. Der Approxima-

_0u(2)| < %

max
l2]<—=

tionssatz von Mergelian liefert eine Teilfolge (cs)seny natiirlicher Zahlen

mit
1
< —.
s

max| Q.. (2) = £(2)

Wir wihlen eine Teilfolge (v)sen natiirlicher Zahlen mit (Q,,,qs) =

(QVs7qu)'
Zudem sei Sy € N so, dass K C {z Dzl < L} ist fiir alle s > Sy. Dann

Tps

folgt fiir s > .5

oW (ay,, 2+ Z))

(ar,, 2+ 20 — qs)*

max
K

- f(2)

Nun unterscheiden wir zwei Félle.

1. Fall: Es existiert ein k € N, so dass ¢ = ¢® ist. Dann wihlen wir eine
Teilfolge (n;)sen natiirlicher Zahlen mit ¢,, = ¢ &) Mit o = a,, und
Bs = zgjzs folgt Bs — ¢ (s — o0) und aus (3.2) folgt

(W)
e gy ] om0
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Damit folgt in diesem Fall die Behauptung.

2. Fall: Es existiert eine gegen ¢ konvergente Folge (¢F¢)),cx mit
() — (| =2 6, > 0.

Hierbei sei (notfalls durch Ausdiinnen) 6; < 1 und §,,; < 62 fiir v > 1

angenomimen.

Weiter sei S, € N mit S, > max {S,_1, ks } so, dass fiir alle s > S, gilt

o
|7’ = CE| <5
und 7y,
O 3
gﬁ\éys) <|§§5

und fiir alle z mit |z| < T folgt fiir s > S,_1

{alpusz"“zz(,ﬁj’l) _ q > ‘ 2o ’ |alp” z| >
1
5&—1 5027
Z 5 T 2 - > i (3.3)

Nun definieren wir r,, := k,_1 und wéhlen ein Teilfolge (e, )qen natiirlicher

Zahlen mit e, > S,, so dass g, = (%) ist. Insbesondere gilt dann

|Qea - C| = 5a~

Dann existiert wegen (3.2) zunéchst eine Konstante M; < oo mit

W (ay, 2+ )

(alpuea z+ ZI(DZ:) - q€a>/\

max
K

0 (ay,, =+ 20))

(ra) - —f(Z>+

To A
(alpl/ea Z+ Zpuea - Qea)

= max
K

+ max |f(2)] < M. (3.4)

Mit der Identitét 2" —y" ™ = (z—y) >"}_, #¥y" % und der Konvergenz

von (a,, )aen Sowie von (ge,)aen folgt die Existenz einer Konstanten
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M5 < oo mit
A A
45020 20|
A—
= 1¢ = g Z% st =, 2+ ) =) <
=0

<M2|C_q€a’:M2a

Damit und mit (3.3) folgt die Existenz einer Konstanten M; < oo mit

(a'lpuea z + ZZ()Z(:) - qea)A

(ay,,, 2+ ) — )
(a/lpy z _|_ (T'a) C))\ o (al Z _|_ (Zji _ qea)A

Veoz

Pr,
(ay,, =+ Z;,g X

Mad,
< 0 < My /o
4

Mit all diesen Abschéatzungen folgt nun

1—

<

oW (ay,, Z+Zz(>7;§i)
(a,,,. z+z§’;:> 9%

— f(z)] <

max
K

(Ta)
0" (ay,,, 2t )
< max d (r ) — f(2)|+
K (alpu z _|_ o~ qea))\
6V (ay,, z+22)) oW, 2+ )
+m}z{1x ) T (Ta) - NE
(alpu z + p’/ea g) (alp,/ z + Pl/ea Qea)

¢(u)(alme 2+ (r‘a))

(a,,, 2+ 2 = ge,)*

(ar,,,, =+ Zpse) = de.)

(ar,,, =+ zz(),tji — )

< e, + max

1=

<€, + MiM;3r\/dy — 0 (0 — 0).
Damit ist jedes Element aus V' universell.
6. Zum Abschluss zeigen wir noch, dass die im zweiten Beweisteil konstru-

ierte Funktion ¢ die Eigenschaft hat, dass ¢+ WV, fiir alle n € N universell

ist. Dabei kniipfen wir wiederum an (3.1) an. Es seien ¥ € {¥,, : n € N},
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K € M und f € A(K) gegeben. Der Approximationssatz von Mergelian

liefert wiederum eine Teilfolge (cg)seny natiirlicher Zahlen mit
~ 1
s

max |Qe, (2) — f(2)| <

Nun wéhlen wir eine Teilfolge (vs)sen natiirlicher Zahlen mit

(chv qs, \II7 1) = (Qusa Qv Rus7 Vs)-

Zudem sei Sy € N so, dass K C {z el < 2 } fiir alle s > Sy ist. Dann

— rug

folgt fiir s > Sy aus (3.1)

+ U)W + 2 11
mae |2 2) ) Lyl )
K (alusz + Rvs — QS)A Vs 5

Damit folgt analog zu (3.2) mit p, := n die Universalitdt von ¢ + V. g

3.2 Bemerkung: Falls ein Gebiet G durch endlich viele paarweise disjunkte
Jordanbogen berandet ist, existiert eine Funktion ¥, die genau in G holomorph
ist und sich stetig auf den Rand von G fortsetzen lésst, vgl. [18]. Wenn wir diese
Funktion ¥ in die Folge (V,,),en aus dem obigen Satz aufnehmen, erhalten wir
eine Funktion ¢, die in H holomorph ist, so dass insbesondere ¢ + ¥ beziiglich
E universell ist. Die Funktion ¢+ W ist in G holomorph und wegen 0G\E C H
auf GU (0G\E) stetig.

Aus Satz 3.1 folgt leicht folgendes Ergebnis:

3.3 Satz: Es seien G ein Gebiet, E C 0G eine abgeschlossene Menge und
(bn)nen eine Folge in G, so dass jeder Punkt ( € E Haufungspunkt dieser
Folge ist. Ferner sei (a,)nen eine Folge mit 0 # a, — 0 (n — o0). Dann
existiert eine in H(G) residuale Menge von Funktion ¢, so dass ¢ und alle
Ableitungen von ¢ folgende Eigenschaft besitzen:

Zu jedem Kompaktum K € M, jedem ¢ € E, jedem p € N U {0}, jedem
Polynom g, dessen Nullstellen nicht in G liegen, und jeder Funktion f € A(K)

existieren Teilfolgen (ny)ren und (my)ren von N, so dass b, — ¢ (k — 00),

Qp 2 + by, € G fiir alle z € K
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und
Qb(u)(ankz + bmk)
g(an,z + bmy)

— f(2) gleichméBig auf K (k — o)
gilt.

Beweis: Mit M, , bezeichnen wir die residuale Menge der universellen Funk-

tionen gemif Satz 3.1. Dann ist die Menge

M:= (] M,
A,ueNU{0}

eine residuale Teilmenge von H(G).
Wir zeigen nun, dass jede Funktion ¢ € M die gewiinschte Eigenschaft hat.
Dazu seien ein Punkt ¢ € E, eine Menge K € 9, eine Funktion f € A(K)
sowie eine natiirliche Zahl y € N U {0} und ein Polynom ¢ gegeben. Dabei
gelte g(2) = (2 — ()*P(2) mit einer Zahl A € NU {0} und einem Polynom P
mit P(¢) # 0.
Da ¢ € M,, ist, existieren Teilfolgen (ny)reny und (my)reny von N, so dass
b, — € (b — 00),
An, 2 + by, € G fiir alle z € K

und

U (an, 2 + byy,)

(an, 2 + by, — ¢
gilt. Wegen P(¢) # 0 und ay, 2 + by, — ¢ (K — o0) folgt

— f(2)P(¢) gleichmaBig auf K (k — o0)

gb(“)(ankz + bmk)
P(an, 2 + bm, ) (an, 2 + bmy, — C)

— f(2) gleichmaBig auf K (k — o0).

Damit ist die Behauptung gezeigt. 0
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4 Marcinkiewicz-Universalitit, Variante 11

4.1 Eine weitere Universalitit in C

Bekanntlich konvergiert bei einer ganzen Funktion f der Differenzenquotient
f(z%z_f(z) mit einer Nullfolge (b,)nen fiir alle z € C gegen f’(z). Durch ei-
ne Verdnderung dieses Differenzenquotienten ist ein vollig anderes Verhalten

moglich. Wir beweisen zunéchst folgenden Satz:

4.1 Satz: Es seien (a,)nen eine unbeschrinkte Folge in C und (b,)nen eine
Nullfolge in C\{0}. Dann existiert eine in H(C) residuale Menge von Funktio-
nen ¢, so dass jede dieser Funktionen ¢ die folgende Eigenschaft besitzt:

Zu jedem Kompaktum K € 9 und jeder Funktion f € A(K) existieren Teil-
folgen (ny)ken und (my)ken natiirlicher Zahlen mit

¢(ankz + bmk) B ¢(ankz>

bin,.

— f(z) gleichmébig auf K (k — o0).

4.2 Bemerkung: Die Unbeschrianktheit der Folge (a,, ),en ist wesentlich. Falls
(an)nen €in beschrinkte Folge und ¢ eine ganze Funktion ist, so dass mit Teil-
folgen (ng)reny bzw. (my)ren natiirlicher Zahlen und einer Funktion f € A(K)
gilt

¢<a’nkz + bmk) — ¢(ankz>

b,

— f(2) gleichméBig auf K (k — 00),

dann ist f(z) = ¢'(cz) mit einer komplexen Zahl ¢: Auf Grund der Be-
schrénktheit der Folge (an, )ken, existiert eine Teilfolge (k;)en, so dass (ankl )ien
gegen eine komplexe Zahl ¢ konvergiert. Mit o, := Oy, und G, := bmkl erhalten
wir

Pz + Br) — ¢p(au2)

O
Aus der lokal-gleichméfligen Konvergenz von (W) gegen ¢'(z), vgl.
neN

— f(2) gleichmaBig auf K (I — 00).

[12], erhalten wir

e Pz + i) — plauz) & (02)

k By

woraus f(z) = ¢(cz) folgt.

— 0 (I = ),
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Zum Beweis von Satz 4.1 bendttigen wir folgendes Lemma:

4.3 Lemma: Essei P(z) = _,ax2" ein Polynom. Dann existiert zu b # 0
ein Polynom P* mit

Pz +b) = P(z) = P(z) fiir alle z € C.

Beweis: Wir zeigen, dass es Koeflizienten aj, a3, ..., a; ., gibt, so dass gilt

n+1

P*(2) = Z ap k.
k=1

Fiir ein solches Polynom P* (mit zu bestimmenden Koeffizienten aj) gilt

P*(z + b) — P* 1 [ as
(z+b) (2) =3 ( aj(z 4 b)* —Za;;zk =

b k=1 k=1
n+1 a n+1 a k k
= f ((z+ bk — zk) = ?k <Z l) 2ph zk) =
k=1 k=1 =0
n+1 n+1

n n+1
k
s S (Ba(ye)
0<I<k<n+41  1=0 \k=I+1
Damit gilt
1 n+1 n+1
3 (Z ap(z+b)" — Zasz) = P(z)
k=1 k=1

genau dann, wenn fiir [ =0,1,...n gilt

n+1
k
Z az (l) bk*l*l = a,

k=Il+1

d.h. wenn

. n e n+1 b
p—1 = a a
! "\n—-1 mH\n—1
N n—1 . n . n+1
p—2 = Q4 <n—2> + a,, <n_2>b—0—an+1 (n—?) b’
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gilt, bzw. wenn

1 1 ... 1 aj aop
0 || e |_|w
o & 0o (™Y ali an

gilt. Die Determinante obiger Matrix ist offensichtlich von Null verschieden.

Damit ist dieses Gleichungssystem l6sbar und somit P* konstruiert. O

Im Folgenden bezeichnen wir mit L,P das zu dem Polynom P mit b # 0
konstruierte Polynom P* aus obigem Lemma. Damit konnen wir nun Satz 4.1

beweisen.
Beweis (von Satz 4.1):

1. Es seien (f(n)neN eine Folge kompakter Mengen mit 0 ¢ K,ud K, e M
so, dass fiir alle Kompakta K € 9t mit 0 ¢ K eine natiirliche Zahl ny
existiert mit K C K,,, vgl. [17].

Mit (Qn)neN bezeichnen wir wieder eine Abzéhlung aller Polynome mit
Koeffizienten, deren Real- und Imaginérteile rational sind.

Weiter sei (K, Qn, Py, pn)nen eine Abzidhlung, in der jedes Tupel

(Klvémaé’rus) (l7m,n,3 € N)

unendlich oft vorkommt.

Wir wihlen nun eine Teilfolge (a,)nen von (a,)nen so, dass paarweise
disjunkte Jordangebicte A, (n € N) existieren mit A, := a, K, C A,.
Dabei verlangen wir zudem dist(DA,, dA,) > 0. Sodann withlen wir eine
Teilfolge (Bn)nen von (by)nen mit |3,] < dist(DA,, DA,).

GemaB [24] ist A := >, A, eine Arakelian-Menge.

2. Nun definieren wir folgende auf A holomorphe Funktionen:

(a) §(2) == —In 22— (2 € A,) und

pnlBnl

(b) 4(2) = pu | L5,@n () = Pal2)] (= € An).
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Der Satz von Arakelian liefert zunéchst eine ganze Funktion g mit

0(2) —g(2)| <1 (z € A).

Insbesondere gilt also Reg(z) — 0(z) < 1 fiir alle z € A. Sodann liefert

der Satz von Arakelian eine ganze Funktion h mit

a(2) —h(z)| <1 (z€A).

exp(g(z) — 1)

Die Funktion ¢(z) := h(z)exp(g(z) — 1) ist dann ebenfalls eine ganze

Funktion und erfiillt fiir alle z € A

|4(2) — ¢(2)] < lexp(g(2) — 1) = exp (Reg(z) — 1) < exp(d(2)).

Damit folgt

n}lax &(2) — pn |:LﬁnQn (5) - Pn(@}
bzw.
1 z
- (2)

PGl
<
on '
11 154l
< —.
‘ 2n

Da z + 3, € A, aus z € A, folgt, erhalten wir hieraus

max

(%¢+Pn> (z+ Bn) — (p%¢+P”> (2) _

An Bn
i) o)
2406n ) _ 2
() nae)
1 1 z+ O
< (x| Gro ) o - (2 |+
+ max (incb + Pn) (2) = Lp,Qn <ain) —‘ ) <
2 1 1
< EHEX (p—n¢+ Pn) (2) — lLBnQn (ain)} < o
Eine Substitution liefert
(B R) a4 80— (04 B) (0n2) on] < 1

Kn ﬂn
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3. Wir definieren nun

V.= {gf)EH((C) :Vli,m,n, M € N dp > M mit Kp:f(n und

— 1
max a2 + 6y) = $lay?) — Ql(z)‘ < —}.
Ky ﬁp
Dann ist
V= ﬂ U VZ,m,n,M,pa
ly,m,n,MeN p>M
wobei

W,m,n,M,p = {(b S H(C) . Imax

P

ist fiir K, = K,, und Vimmapy = 0 ist fir K, # K,,.

Wir zeigen nun, dass V residual in H(C) ist. Dazu zeigen wir, dass

C
Vi mn.arp abgeschlossen und

Wimin7M :: U ‘/iimin7M7p =

p>M
:{ngH(C):EIpZMmith:f(nund
Plapz + Bp) — P(ayp2) _

in H(C) dicht ist.

(a) Die Menge V5, ,, s, ist abgeschlossen:

Dazu sei (¢,),en eine Folge in V5, die in H(C) gegen ¢ kon-
vergiert. Wir zeigen nun, dass ¢ € Vi, 1/, ist.
Fir z € K, gilt

e 0= _ g5
> ¢V(apz + ﬁé) (bl/(apz) _ Ql(2>
‘Cb(apz + ﬁp) — ¢(apz) . QZ)V(Osz + ﬁp) — qb,,(&pZ)
ﬁp 5‘1 '

Es sei nun € > 0 beliebig. Dann existiert ein v mit

max | (2) — 6(2)] < 5ely |
A

P
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Da fiir z € K, gilt a2z + 3, € flp und o,z € Ap, folgt
P(apz + Bp) — P(ap2) _ Guo (2 + Bp) — by (@p2)

max < €.
Ky 6;) 613
Da ¢y, € V)5, 001, 186, folgt fir ein z € K,
- 1
¢(apz + Bp) ¢(apz) _ Ql(Z) Z Enip—
ﬁp m

Da e > 0 beliebig war, folgt ¢ € V, und damit die Abge-

,Cm,n,M,p
schlossenheit.

Nun zeigen wir, dass Vj . in H(C) dicht ist. Dazu sei F' € H(C)
beliebig.

Wir withlen ein Polynom P € {Qn ‘n€ N} mit d(P, F) < & und

cine natiirliche Zahl s mit d(1¢,0) < §, wobei ¢ eine Funktion

1
mit der Eigenschaft (4.1) ist. Dann gilt zunéichst d(2¢ + P, F) < e.
Auflerdem ist %(b +PeVimnm:

Wir wihlen ein p > max { M, m} mit

(Kna Ql) P’ 8) - (va Qpa va pp)
Dann folgt aus (4.1):

|G n) @t i) - (o +R) (0r2) Q)] <

K, ﬁp

Damit ist die Dichtheit gezeigt.

4. Wir zeigen nun, dass jedes ¢ € V' die gewiinschte Eigenschaft hat. Dazu
seien K € M mit 0 ¢ K und f € A(K) gegeben. Es sei ny € N so, dass
K C f(no ist.

Der Satz von Mergelian liefert eine Teilfolge (my)ken natiirlicher Zahlen

mit Q,,, — f gleichmiBig auf K (k — 0o).

Nun wéhlen wir eine Teilfolge natiirlicher Zahlen (ng)xen, so dass

(f(nov ka) = (Kannk) (k € N)

gilt. Sodann konstruieren wir eine Folge natiirlicher Zahlen (p,),en. Es

sei pp := 1 und fiir ein v € N sei p,_; bereits konstruiert. Da ¢ € V ist,
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folgt, dass zu m = v, n =ng, Ll =n, und M :=p,_1 + 1 ein p, > p,_1

existiert mit K,, = K,, und

III%?X (b(apuz + ﬁ;u) B ¢(apuz) _ Qny (Z) < %
Wir folgern daraus
max ‘ (2 + ﬁ;;z — ooy ?) - f(2)] <

1 .
< — 4+ max|Qnm, — f(2)]| = 0 (v — ).
v K
Daraus folgt die Behauptung. 0

Ein zu diesem Ergebnis analoges Resultat fiir allgemeine Gebiete ist ebenfalls

giiltig.

4.2 Eine weitere Universalitit in allgemeinen Gebieten

4.4 Satz: Es seien G C C ein Gebiet, (ap,)nen,(¢n)nen Folgen mit
0 # ap, ¢, — 0 (n — 00)

und (by,)nen eine Folge in G, so dass jeder Punkt ( € 0G ein Haufungspunkt
dieser Folge ist. Dann existiert eine in H(G) residuale Menge von Funktionen
¢, so dass jede dieser Funktionen ¢ die folgende FEigenschaft besitzt:
Zu jedem Kompaktum K € 9, jeder Funktion f € A(K) und jedem ( € 0G
existieren Teilfolgen (I )ken, (ng)ken und (my)ren natiirlicher Zahlen mit b, —
¢ (k— o0),

Up, 2 + by, + Cy, € G fiir alle z € K

und

gb(ankz + blk + ka) - ¢(ankz + blk)

Cmy

— f(2) gleichméaBig auf K (k — 00).

Beweis: 1. Wir beginnen wie im Beweis zu Satz 3.1: Es sei (H,,)nen eine

Folge kompakter Mengen mit

(a) H, C H,,; C G fiir alle n € N und
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(b) fiir alle Kompakta K C G existiert ein ng € N mit K C H,,.

Weiter sei (("),en in G dicht und fiir jedes k € N sei (sz) > . eine
Teilfolge von (by,)nen mit P ¢®) (n — 00), so dass 27(11), 242 ,ne . P
verschieden sind und zudem fiir eine Teilfolge (H,,,)yen von (H,,)nen gilt
= CD;VH\G,, (k=1,2,...,v), wobei G, := H,,, ist.
Mit (Qn)neN bezeichnen wir eine Abzédhlung aller Polynome mit Koeffizi-
enten, deren Real- und Imaginérteile rational sind und mit (¥,,),en eine
in H(G) dichte Folge. AuBlerdem sei (@, Ry, pn)nen eine Abzihlung in
der jedes Tupel (Q,,, ¥;,m) (I,n,m € N) unendlich oft vorkommt.
Jetzt sei (I,),en eine Teilfolge natiirlicher Zahlen so gewéhlt, dass mit
Ty = \/W gilt:
Die Kreisscheiben f)y,k = {z D= Z,(,k)| < QTV} sind fiir k = 1,2,...v
paarweise disjunkt, es gilt Dwk C Gund Q, := UZ:l D,,JC C COJVH\G,,.
Zudem wahlen wir eine Teilfolge (7, )nen von (¢ )nen, so dass |v,| < r,
ist.

2. Nun sei D :=J 7, Q,. Dann ist D in G abgeschlossen. Da die Mengen
Dl,,k fiir verschiedene v und k paarweise disjunkt sind, ist die Menge
G*\D zusammenhéngend und an oo lokal zusammenhéngend. Also ist

D eine Arakelian-Menge in G, vgl. [24]. Wir definieren nun folgende auf

D holomorphe Funktionen:

(2) 8(z) == —In (W) und
(k)

) (=)= po (1, Qu (527) = Ru(2)) (= € Du).

3. Durch zweimaliges Anwenden des Satzes von Arakelian erhalten wir ana-
log zum Beweis von Satz 3.1 eine in G' holomorphe Funktion ¢, so dass

fir alle k =1,2,...,v gilt

k)
1 — KU 2 v
(—¢+Ry) (2) = L,,Qu <Z - >‘< el
Py a, v

maX
Du,k
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Daz+7, € Dy,k aus z € D, := {z Dz — z,(,k)] < 7’,,} folgt, erhalten wir

<p%¢+Ry> (z+m) — (p%¢+Rl,) (2) 0 (z—zy“))

max
Du,k P)/I/ alu
(Lo+R)(+m) = (Lo+R) (2)
= Imax _
Du,k 71/
z ,,fzf,k) zfz,(,k)
L'y,,@l/ (HT> - L'yqu/ (T)
— <
Tv

+

Pu g

v

(k)
1 — 2 1
(—¢+RV) (2) = L, @, (Z ° )') <-.
Pv ap, v
Eine Substitution liefert

(,)%Cb + Ry> (ay,z + 2+ Vo) — <p%¢ + RV> (ar,z + z,(,k))
max _
\z|§% T

(k)
(i¢+RQ<z+%w<me<ii&—fL>

1
< — | max
|"71/| Dy k

+ max
Du,k

~Q()| < (4.2)

4. Nun bezeichnen wir mit V' die folgende Menge:
V.= {ngH(G) Vn, M eNIp>MVk=1,2,...p:

10) (alpz + v + z;()k)> — (alpz + zg()k)

max > —Qi(2)| < %}
\ZISM Tp

Wir zeigen jetzt, dass V' in H(G) residual ist und dass jede Funktion

¢ € V die gewiinschte Eigenschaft hat. Zunéchst ist

p
V= n U ﬂ Vn,l,M,p,k

n,,MeNp>M k=1

mit
Vol Mpk == {¢ € HG) :

[0) (alpz + v + z}ﬁ) — (alpz + zz(;k)> 1
max —Qu(z)| < g

|2|<—~A Tp
lagy,|
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(a) Die Menge V7)), x ist abgeschlossen, denn fiir eine in H(G) gegen
¢ konvergente Folge (@a)aen von Funktionen aus V¢, ,, . existiert

zu € > 0 ein o € N mit

1
max |pa(2) — ¢(2)] < 56\%\-

Dp

Fiir |2| < —— gilt a;,2 + z,()k) € D, und ap,z + z;()k) + 9 € Dpy.

v lai,|

Es folgt
ooz ) e ()
max —
|z]<—~ Tp
VAL
10} (alpz + v + ngk)> — <alpz + zf,k))
— <€
Yp
und damit
0] <alpz + v+ Z;(ok)> — ¢ (alpz + z]gk)>
Wi 7 ~ @) 2
T b
Gar (azpz ++ Zé“) — Qa (az,,z + zzgk))
ey Y ~ Q) -
A= ] P
Da (alpz + v + z;()k)> — Qq (alpz + z;()k))
—  max -
2| <—2L Tp
\/I'llp\
(o A = (o4
— > — — €.
Tp n

Da e > 0 beliebig war, folgt die Abgeschlossenheit.

(b) Die Menge (>, oy Vimspr =: Vina ist dicht in H(G):
Dazu seien F' € H(G) und € > 0 beliebig. Wir wihlen ein s € N mit
d(3¢.0) < 3,

und ein R, mit d(R;, F) < §. Dann gilt d(1¢+ Ry, F) < e. Aufierdem

wobei ¢ eine Funktion mit der Eigenschaft (4.2) ist,

gilt %gb + Ry € Vi m: Dazu wihlen wir ein p > max{M,n} mit

(Q1, R, s) = (Qp, Ry, pp). Aus (4.2) folgt fir k=1,2,...,p

Lo+ R) (a2 + 2" + %) — (2 + R) (w2 +5)

Yp

max

lz|< 2
Tp

1

’

— Qi (2)
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was %¢ + R, € Vi bedeutet. Damit folgt die Dichtheit.

5. Abschlieend zeigen wir, dass jede Funktion ¢ € V' universell ist:
Dazu seien K € M, ¢ € 0G und f € A(K) beliebig. Mit dem Satz von

Mergelian existiert zunéchst eine Folge (ds)sen mit
1
max |Qq, — f(2)] < <.

Nun konstruieren wir eine Teilfolge natiirlicher Zahlen (pg)sen. Es sei
p1 = 1. Jetzt sei ps_q fiir ein s > 1 bereits konstruiert. Da ¢ € V ist,
existiert zu [ = dy, M = ps_1 + 1 und n = s ein p, > M > p,_; mit
K C {|z| < %}, so dass fiir alle k = 1,2,...,p, gilt

o 2+ ) (o +1)
max — f(

K Vps

1 1
< —-——4+-. (4.3
9 <o (@43

Nun ist ¢ ein Haufungspunkt der Menge {z,gf) k=1,2,...ps,5 € N}

und wir kénnen k, und s, mit 1 < k, < p,, (n € N) wihlen mit

zz()’::) — ( (a0 — 00).

Damit folgt aus (4.3) die Behauptung. O
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5 Weitere Aussagen in R

5.1 Partiell differenzierbare universelle Funktionen

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass es Funktionen f : R® — R™ gibt, die
in einigen Richtungen partiell differenzierbar sind und in anderen Richtungen
in gewisser Weise maximal nicht-differenzierbar sind.

Wenn wir zu einer reellen Folge (hg)key mit 0 # hy — 0 (kK — o0) eine
universelle Funktion f : [0,1] — R gemifl Satz 1.1 wihlen und F : [0,1]> = R
vermoge

F(z,y) = f(z) + e

definieren, dann existiert ‘3—5 und zu jeder messbaren Funktion ¢ : [0,1] — R

existiert eine Teilfolge (k;);en von N, so dass fast sicher auf [0, 1] gilt

F(x 4 hy,y) — F(z,y)  flx+hy) — f(2)
hu, - his — g(x) (I — o0). (5.1)

Dabei ist klar, dass in (5.1) die Funktion g nicht von y abhéngen kann. Wir
untersuchen nun, ob es zu einer vorgegebenen reellen Folge (h)reny mit 0 #
hi, — 0 (k — o0) eine Funktion F': [0, 1] — R™ gibt, die partiell nach einigen
Richtungen differenzierbar ist und zudem fiir jede andere Richtung x; und jede

messbare Funktion ¢ : [0,1]" — R™ eine Teilfolge (ny)ren von N existiert mit

F(xh ceey Li1, Ty hnkuxiJrla s 7Q;n> - F(.T)
P,

— g(x) (k — o)

fast sicher auf [0, 1]™.

Wir werden eine Kombination der Approximationssétze von Luzin und Weier-
strafl verwenden. Dafiir sei die abzédhlbare Menge Q aller Funktionen F' : R" —
R™*" wobei die (4, j)-te Koordinatenfunktion F;;, 1 <i<m, 1 < j <nein
Polynom mit rationalen Koeffizienten ist, zu einer Folge (Py)ren angeordnet.

Damit gilt folgender Satz, vgl. [28]:

5.1 Satz: Esseien n,m € N und ¢ : [0,1]" — R™*™ eine messbare Funktion.

Dann existieren eine Teilfolge (k;)sen von N und messbare Mengen A, C [0, 1]",
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so dass fiir alle s € N und alle x € A, gilt

A(0.1MA) < o und [[9(x) — P (2] <

Fiir Funktionen F : R" — R™*" d.h. fiir

Fll F12 o . Fln
F21 F22 .« 0. F2n
F =
Fow Foo ... Fo,
schreiben wir % fiir
8F11 8F12 8F1n
ox; ox; o ox;
OFs1 0F»2 0F2y,
8I"_‘m,l aFmQ aan
ox; ox; o ox;
Ebenso ist fom F(t,zq,x3,...,,)dt komponentenweise zu verstehen. Zudem

vereinbaren wir [ := [0, 1].

Wesentlich wird folgendes Lemma aus [7] sein:

5.2 Lemma: Es seien n € N, P = (Py,...,P,) € C(I",R") sowie Fy €
C(I",R) und € > 0. Dann existieren ein F' € C'(I",R) und eine offene Menge
W C I* mit \"(W) = 1, so dass

1. VF auf W existiert und stetig ist,
2. |[VF(x) — P(z)| <, fiir alle x € W und
3. ||F — Fylleo < €

AuBerdem verwenden wir eine Aussage iiber die Differentiation von Parame-

terintegralen, vgl. [27]:

5.3 Lemma: FEs seien p ein Mafi auf Y, U C R offen und f : U x Y — R so,
dass f(z,-) fiir alle x € U integrierbar ist. Es gelte

1. f(-,y) ist fiir fast alle y € Y stetig differenzierbar und
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2. es gibt eine p-integrierbare Funktion g : Y — R U {—o00, 00} mit

p W‘ <9g(y)

U X

fiir fast alle y € Y. Dann ist die Funktion ¢(z) := [ f(z,y)du(y) auf U

stetig differenzierbar und es gilt

¢ (x) = / %du(y) fiir alle x € U.

Niitzlich ist ebenfalls folgende Integralabschitzung:

5.4 Lemma: Die Funktion ¢ = (¢1,¢2,...,¢,) : |a,b] — R™ sei stetig auf

[a,b]. Dann gilt .
/ o(z)dx

Einen Beweis findet man etwa in [20].

< [ owiar

Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Kapitels:

5.5 Satz: Es seien n,m € N mit n > 1, eine Menge M C {1,2,...,n} mit
04 M #{1,2,...,n} sowie eine Folge (hi)ren in R mit 0 # hy — 0 (k — o0)
gegeben. Dann existiert eine stetige Funktion f : I"™ — R™ mit der folgenden
FEigenschaft:

Fiir jedes i ¢ M existiert g—q{i auf I™ und zu jedem ¢ € M und zu jeder
messbaren Funktion g : I" — R™ existiert eine Teilfolge (k;)en natiirlicher
Zahlen, so dass

f(x+ hye) — f(2)
I,

— g(z) f.s. auf I" (I — o0)
gilt. Hierbei bezeichnet e; den i-ten Einheitsvektor: e; = (0,...,0,1,0,...,0)" €
R™.
Beweis: Wir nehmen ohne Beschréinkung der Allgemeinheit an, dass M =
{1,2,...,1} ist.
1. Wir definieren nun fiir i ¢ M Folgen (h})rey in R™ vermoge hi = hye;.
Mit (Pf)ren bezeichnen wir eine Abzéhlung von Q und fiir alle k£ € N sei

__ oF(z)
Pk(x) o 8x18w2 Ce 8$l '
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Hierbei nehmen wir an, dass Fy = P, = 0 ist. Induktiv konstruieren wir

nun fiir j ¢ M

e cine Funktionenfolge (Fj)reny C C(I",R™),
e cine Folge reeller Zahlen (ry)reny mit rp < 74 fir alle £ € N,

e cine Folge reeller Zahlen ()ren mit t], = hi und |t; Jrl| < |t | fiir

alle k € N,

e cine Folge offener Teilmengen (Vj)gen von I™ mit A"(V;) = 1 fiir

alle k € N,

e cine Folge kompakter Teilmengen (Ej)ireny von Vi mit \*(Vi\Ey) <
5 fiir alle k£ € N und

e cine Funktionenfolge (F})ren C C(I",R™).
Hierbei gelte fiir j ¢ M

(a) Jp, und J F existieren und sind stetig auf V4,
(b) || g, (z) — Pu(z)| < 5 fiir alle z € V4,

‘Jp* )h — Py (z)h| < furallehE]R”mlth—O(iEM)und

fiir alle x € V4,
() maxps |Fi(a) — Fia (a)] < Ui,

(e) maxp |Fji(z) — Fy_y(z)| < % und

(f) = +t, € Vj sowie @ ‘F,;‘(:c—l—ti) — () = Jp (o t{g‘ < 1 fiir alle

x € Fy.

Es seien Iy = Fy = Fy =F; =0, V) = I™ und E; eine beliebige kom-
pakte Teilmenge von Vi mit \*(E;) > % Nun sei r; so gewahlt, dass
x + |h,,| € V7 ist fiir alle x € Ej.

Jetzt seien Fy_q, FY 4, Vi1, Ex—1 und Ti_1 (j ¢ M) fiir ein £ > 1 kon-
struiert.

Mit Hilfe von Lemma 5.2 erhalten wir nun fiir « = 1,2, ..., m Funktio-

nen Fy,; € C(I",R™) und offene Mengen W,; C I" mit A*(W;) = 1 so,
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dass VF},; auf W, existiert und stetig ist, |V EFy;(x) — Pyi(x)| < ﬁ fiir

alle z € W; und max |Fy;(z) — Fr_14(2)| < Os—1 gilt, wobei 0p_; =

km

ming <j<p [t
Nun definieren wir Fj, : I — R™ durch Fj, = (Fjq1, Fio, - ., ka)t und
Vi =iy Wi. Wir erhalten

Vj, ist eine offene Teilmenge von I™ mit A\"(Vy) = 1,

.JF

. existiert und ist stetig auf Vj,

|5, (2) — Pe(2)]| < 5 fiir alle z € V;, und

maxjyn ’Fk(fﬂ) — Fk,1<l‘)’ < %T_l

Wir definieren nun fiir € I

1 x]
F,;“(xl,asg,...,xn) Z:/ / Fk(tl,...,tl,$l+1,...,QTn)dtl.‘.dtl.
0 0

Da F}, stetig ist, ist dann Fj; eine stetige Funktion und die partiellen
Ableitungen nach xi, xo, ..., x; existieren auf I™.
Da fiir alle j ¢ M und alle i = 1,2,...,m gilt

al’j

sup
Vi

IA

sup [|Jp, (z)]| <

Vi

< sup||Jp,(2) — Pe(x)|| + sup || Pe(x)]| < oo
Vi Vi

folgt aus Lemma 5.3, dass Jpr auf V existiert und stetig ist. Zudem gilt
fiir alle x € V;, mit den Abkiirzungen

o (t,%):=(t1,...,t;, X141, Tp),

o (&)= (t1, s bicts Tistits ooy U g1y - oy T

o dt :=dt,...dt,

o dt' =dt,...dt;_1dti, ... dt,

° f = f0x1 ) ..fozl und

o [= [T fEer e g
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- - OFy 1 (1,7 OFy 1 (L7
[ Fpa (B, 2)dtt .. [ Fra(t,@)dt! —;ﬁl bar ... [ LG gy

. N OF ), o(t,7 OFy (L7
[ Fea(t, @)dt" ... [ Fyot', 7)dt! —ggil ba ... [ 2elD gy

- ~ OFy, o (t,T OF m (T
[, B, 2)dt .. [ Fr (1, 3)dt! f—S;lfl R L

Nun gilt fiir eine fast-sicher differenzierbare Funktion g : R — R mit
integrierbarer Ableitung ¢’ im Allgemeinen nicht g(x) = [ ¢'(t)dt+g(0),
was man etwa an der Cantor-Funktion sieht. Fir alle h € R™ mit h; =0

fiir alle ©+ € M gilt dennoch

Da Pj stetig differenzierbar ist, gilt
Pr(z) = / Pu(t, T)dt.
Wir erhalten mit Lemma 5.4 sowie mit
|h|
[T (2)h = Pe(2)h| < || Tp (@) = Pe(2)|| - [h] < S (@ € Vi)

fiir alle x € Vj die Abschéitzung

1 1
g = @] < [ [l o= ol < B
0 0

Aulerdem gilt fir z € I™

]F,:<x)_F,:_1(g;)|g/o /0 yFk(t,a-;)—Fkl(t,a—:)|dt<5’“Tl.

Weil Jg- auf Vj, existiert, gilt fiir alle z € Vj, und alle j ¢ M

. 1
lim —
= h]

|Fyi(z + hi) — Fi(x) — Jp: (x)h]]| = 0. (5.2)

Nun wéhlen wir eine kompakte Menge Dy C Vi, mit A"(Vi\Dy) < #

und eine natiirliche Zahl N so, dass = + hi € Vj, fiir alle r > N, alle
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Jj ¢ M und alle z € Dy,.

Der Satz von Egorov liefert kompakte Mengen E,i C Dy, mit

A" (V\E}) < ok

sodass der Limes in (5.2) gleichmifig auf Ej ist. Es existiert also ein

. t] . .
rg > N, sodass ry > 151 und || < | ’“2*1‘, sowie x + t] € Vj, und

1
m "Fk (z+1t]) — F§($)—JF;($)ti’<E(J¢M)
k

fiir alle € B} (j = 1,2,...,n). Wir setzen Ej, := ()}

Damit sind alle Folgen konstruiert.

- z+1E Dann gilt

2. Wir erhalten aus (c) und (f) fiir alle z € Ej, und alle j ¢ M
2

1 * j * * j
T |Fp(z+t,) — Fi(z) — Pi(z)ty| < - (5.3)

Aus [t],,| < It | und (e) folgt fiir alle k,p € Nund j ¢ M

k+p
max [Fy (o) = Fi(a)] < ) max|F(x) - Ffy ()] <
i=k+1
k+p k+p o j
Bl &% 2
< — <
S 2 s T s
i=k+1 i=k+1
AN
< 2= < 2—.
- S
Analog ergibt sich
4]
max | Fi, — Fio)] < 2100, (5.4)

woraus fiir © € M folgt

OF;,,(r)  OF;( s t
g;pi ak /] Frovp — F)(t )dt|<2‘k‘

Die Vollstandigkeit von (C(I",R™),||.||) liefert eine Funktion F €
C(I™,R™) mit

- max | F(z) — (@) <

tel 1

(J ¢ M), (5:5)

?vlw

so dass 2 E auf I" fiir alle i € M existiert.

oz;
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3. Wir zeigen nun, dass F' die geforderte Universalitdtseigenschaft besitzt.
Dazu seien g : I" — R™ und p € {l+1,1+2,...,n} beliebig. Wir

definieren eine Funktion ¢g* : I"™ — R™*" vermoge

Aus Satz 5.1 folgt die Existenz einer Folge von Teilmengen (A;), ey von
I™ mit A"(I"™\A;) < 57 und einer Teilfolge (k;);en, sodass fiir alle 2 € A;

gilt
% k 1
|7 @)~ @) < =

Nun sei A:=J.2, N2, Aj- Dann ist A C I und

)\n ITL A < 3 n n —
(I"\A) < Jim 3 A" (I"\Ay) =0,
j=q
also \"(A) = 1.
Zudem existiert fiir jedes © € A eine natiirliche Zahl ¢(x), so dass fiir

alle [ > q(x) gilt
1

7o) - g < -
Weiter folgt aus (5.3) mit (5.5) fiir alle x € Ej und alle j ¢ M

1 ; ; 6
k

Mit B := U2, Nz, Bk gilt
NYIM\B) < lim Y " AI"\E) =0,

p—00
k=p

oder \"(B) = 1. Weiter erhalten wir, dass fiir alle x € B eine natiirliche

Zahl p(z) existiert, so dass fiir alle k > p(z) gilt

1 . 6
k

Damit folgt fiir alle x € AN B und alle | > max {p(z), ¢(x)} fir j ¢ M
die Abschétzung

1 . . 6 1
j (o \4J
|til| |F(x+tkl) —F(z)—g (x)tkl‘ < E + i
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Es sei (s;)jen eine Teilfolge von (hy)ren mit sje, = ¢ . Dann gilt wegen
AN'(ANB) =1

1
lim i |F(x + sjep) — F(x) — g"(x)epsj| =0 f.s. auf I".
J—70 S5
Daraus folgt

L Fa et se) = F)

j—00 |55

— g(x)efoep‘i—]:| =0 f.s. auf I".
j

Wegen der Beschrianktheit der Folge (M> existieren eine Zahl a €
JEN

Sj
{—1,1} und eine Teilfolge (j;);en von N mit lzil —a (I — o0).
Il

Es folgt wegen ele, = 1 fiir fast alle x € I"

F(:L’ + Sjlep) — F([E)

—g(x) =
Sy
S5y |8jl’ sjz‘
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Der folgende Satz enthélt eine Aussage iiber die Anzahl solcher Funktionen:

5.6 Satz: Es seien (hg)rer eine reelle Folge mit 0 # hy, — 0 (k — oo) und
M c{1,2,...,n} mit ) # M # {1,2,...,n}. Mit G sei nun die Menge aller
Funktionen f bezeichnet, die die Eigenschaft aus obigem Satz besitzen. Dann

ist G eine dichte, aber keine residuale Teilmenge von (C(I",R™), |].||)-
Beweis:

1. G ist nicht residual in (C'(I™,R™), ||.||o0):
Es sei i € M beliebig. Mit H bezeichnen wir die geméfl Satz 1.6 residuale
Menge von Funktionen, die beziiglich (h})reny mit hj := hye; universell
sind. Nun sind alle Funktionen h aus H nicht nach z; differenzierbar, da

es Teilfolgen (k;)ieny und (ji;)ieny von N gibt, so dass fast sicher in I™ gilt

h(x + hy,e;) — h(z) ey und h(x + hje;) — h(z)
hkl h]l

— ey (I — 00).

Wenn nun G residual wére, gébe es eine Funktion h € G N H. Diese

Funktion h wéire wegen h € G nach z; differenzierbar ist. Wegen h € H
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ist h aber nicht nach x; differenzierbar, was einen Widerspruch darstellt.

Deshalb kann G nicht residual sein.

2. G ist dicht in (C(I™",R™), ||-||o0):
Es seien g € C'(I",R™) und € > 0 beliebig. Wir zeigen nun, dass in der
e-Umgebung von g eine Funktion aus G liegt.

Dazu wihlen wir zunéchst ein Polynom P mit

€
max |P(x) - g(=)] < 5.

Da G wegen Satz 5.5 nicht leer ist, konnen wir eine Funktion f € G

wihlen. Wir setzen K := max» |f(z)| und definieren F' : I" — R™
durch
€
Flx) = —— P(z).
(@) = 5 @)+ P@)
Dann gilt

max | P (@) = g(2)| £ 5oy max @) + max | P(e) — g(o)] < e

Also liegt F' in der e-Umgebung von g.

Wir zeigen nun, dass F € G ist.

Offensichtlich existiert % fiir alle 2 € M. Um die Universalitit zu zeigen,
wéhlen wir eine beliebige messbare Funktion ¢ : I — R™ und i ¢ M.
Da f € G ist, existiert eine Teilfolge (k;);en so, dass fast sicher in I" gilt

f(x + hyei) — f(x) R 2(K +1) (qs(x) 8P(m)) (I = 00).

hkl €

8@-
Daraus folgt

F(z + hye;) — F(x) .
h,

o(z) f.s.auf I" (I — o0).

Damit ist die Behauptung gezeigt. 0

5.2 Eine Riemann-universelle Funktion

Bekanntlich ist eine beschrénkte Funktion f : R — R in einem Intervall [a, b] C

R genau dann integrierbar mit fab f(z)dz = ¢ € R, wenn zu jedem € > 0 ein
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0. > 0 existiert, so dass fiir jede Partition
Pia=xy<m<...<z,=0b

von [a, b] mit

HPH = max (l’l — 513'2',1) < (56
i=1,2,....,n

und jeder Wahl von Zwischenstellen ¢ = {(1, (o, ..., ()} mit ;1 < ¢ < x; fiir

die Riemann-Summen von f beziiglich P und (:

s(P,() == Zf(@)(xi — Ti1)

gilt

|s(P,¢) — | <.
Wir gehen in diesem Abschnitt der Frage nach, ob es beschrankte Funktionen
f :[0,1] — R gibt, so dass zu gewissen Funktionen ¢ : [0,1] — R, zu jedem
n € N und zu jedem z € (0, 1] Partitionen P} von [0, z| mit ||P}|| — 0 (n —

o0) und Zwischenstellen (7 existieren, so dass
s(P, ) — g(x) (n — o)

gilt. Dabei ist klar, dass aus |f(z)| < K fiir alle x € [0, 1] mit einer Partition
o <y < ...<xzy von [0, z] folgt
5P Ol < ST IAG) (1 — 701) < Ko
i=1
Daher ist es sinnvoll, fiir die zu approximierenden Funktionen g zu fordern,

dass |g(z)| < Kz fiir alle x € [0, 1] gilt.

5.7 Satz: Zu jeder Zahl K € (0,00) existiert eine Funktion f : [0,1] — R
mit |f(z)| < K fiir alle x € [0, 1] mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jeder Funktion g : [0,1] — R mit |g(x)| < Kz fiir alle x € [0,1] und zu
jedem z € (0, 1] existieren Partitionen P von [0,z] mit ||P!|| — 0 (n — o0)

und Zwischenstellen (', so dass
(P, ¢) = g(a) (n — o)

gilt. Hierbei kann P dquidistant gewéhlt werden.
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Beweis: 1. Fir n € N definieren wir
Mn::{x—l—E:xEQ}.
n

Dann sind alle Mengen M,, (n € N) paarweise disjunkt. Zudem gilt fiir
alle a < b (a,b € [0,1]), dass M, N [a,b] # 0.
Mit (g, )nen bezeichnen wir eine Abzahlung von {x € Q : |z| < K}, wobei

qo := 0. Weiter definieren wir
h:QUUMnH{xEQ:MSK}
n=0

durch h(z) = g, (z € M,) sowie h(z) = K (z € Q).

Mit (my)gen bezeichnen wir eine Abzdhlung von

(Q U U M, ) N [0,1].
Fiir A C R sei mit 14 die zugehorige Indikatorfunktion bezeichnet, d.h.

1, ze A
0, z ¢ A

1A($) =

Damit definieren wir fiir z € [0, 1]

Z h mi. 1{mk} )
k=0
Dann ist f durch K beschrankt.

2. Wir zeigen nun, dass diese Funktion die gewiinschte Eigenschaft hat.
Dazu seien g : [0,1] — R mit |g(x)] < Kz (z € [0,1]) und z € (0,1]

beliebig. Es sei fiir n > &

Dann gilt offensichtlich ||P}|| — 0 (n — o0).

Weiter wihlen wir eine rationale Zahl ¢ mit

i=s3] <5
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Dann gilt |¢| < nK + L, denn aus || > nK + + wiirde folgen, dass
g@)| =2 (1 —9(@)2) = L[ = a2 —[2 (¢ —9(@)2)| > Kz + 5 — 5 =
Kz ist. Weiter seien [ € Z mit |I| <n—1und r € R mit |r| < K+ 1 so
dass ¢ = [K + r ist.

Nun definieren wir

’r—l—%, falls r <0

=3
I

r—%, falls r > 0.

Dann gilt wegen K > 2, dass [F| < K — 1 und |[r — 7| < 2 ist. Nun

wihlen wir eine rationale Zahl 7* mit [r* — 7| < L. Dann gilt |r*] < K
und |¢—IK —r*| < 2. Weiter existiert eine natiirliche Zahl 4o mit r* = g;,.
Nun wéhlen wir fiir jedes i = 0,1, ...,1—1 eine Zahl {; € [n (i+1)e ] nQ,
fir jedes i =[1,1+1,...,n — 2 eine Zahl (; € [fo (ZH) ] N My und eine
Zahl ¢, ; € [@x} A M,

Damit erhalten wir

und somit
o T
s(P G —g@)] = (UK +17) % — ()| <
. T T
< ‘(ZK+7“ —q)ﬁ —|—’q——g(:v)‘<
< §E+£—>O(n—>oo)
nn n

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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5.8 Bemerkungen:

1. Die Funktion f aus obigem Satz erfiillt f(x) = 0 fast sicher. Insbesondere
ist f also Lebesgue-integrierbar mit fol fd\ = 0, wihrend f in obigem

Sinne maximal nicht Riemann-integrierbar ist.

2. An die Funktionen g werden keine Zusatzforderungen wie etwa Mess-
barkeit gestellt. Damit ist klar, dass die Funktionen = — s(P?, (") im

Allgemeinen nicht stetig sind.

Offensichtlich kann eine Funktion f aus obigem Satz nicht stetig sein. Nun
lassen wir die Voraussetzung der Beschrédnktheit weg und zeigen, dass eine
Funktion f : [0,1] — R mit in obigem Sinne universellen Riemannsummen

sogar in (0, 1] stetig sein kann.

5.9 Satz: Jede Funktion f : [0,1] — R, die in (0,1] stetig ist und fiir die

Nullfolgen (x)),en und (22),en existieren mit

f(@,) — o0 und f(x}) — —00 (n — o)

ist im Sinne von Satz 5.7 universell.

k—

Beweis: Wir wihlen eine Funktion g : [0,1] — R, einx € (0,1] und einn € N
beliebig. Zudem seien (5, (s, ...,(, mit % < (g < ]jl—"’“"

(k =2,3,...,n)
beliebig. Wir definieren

a:= %zn:f(ck) und b := w.

x
k=2
Auf Grund der Stetigkeit und der Unbeschranktheit von f in (0, 1] existiert
ein ¢; mit ¢; < % so, dass f(¢1) = b ist. Daraus folgt

S(P2.C) = 9@ = | H(G) + = 37 J(G) — a(a)| = | Tb+a— gla)| =0.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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6 Universelles Verhalten linearer Operatoren

In diesem Kapitel betrachten wir eine Folge von linearen Operatoren L, :
C([0,1]) — C(]0,1]) (n € N). Unter gewissen Voraussetzungen an die Opera-
toren, konvergiert (L, f),en fiir jede stetige Funktion f gleichméBig gegen f.
Ein sehr schoner Satz in dieser Richtung ist der Satz von Korovkin:

6.1 Satz (Korovkin): Es sei (Ly)nen eine Folge von Operatoren von C([0,1])
nach C([0,1]) mit den folgenden drei Eigenschaften:

(1) L, ist linear fiir alle n € N,

(2) L, ist positiv fiir alle n € N, d.h. aus f(z) > 0 fiir alle x € [0, 1] folgt
L,f(x) > 0 fiir alle x € [0,1] und

(3) Lnfi(x) — fi(zx) gleichmaBig auf [0,1] (n — oo) (i = 0,1,2), wobei
Ftir jede stetige Funktion f gilt dann
L,f — f gleichméBig auf [0,1] (n — o0).

Wir werden in diesem Kapitel folgendes zeigen: Es gibt Operatoren L, die
den Eigenschaften

(a) (1) und (3)
(b) (2) und (3)

(¢) (1), (2) und der Eigenschaft, dass fiir alle Polynome P mit P(0) = 0 gilt
L,P(x) — P(z) gleichméBig auf [0, 1] (n — o0)

geniigen, so dass die Folge (L, f),en fiir viele stetige Funktionen f in maxima-
ler Art und Weise divergiert, d.h. in (C([0,1]), ||.||,,) dicht ist.
Hierbei bedeutet die dritte Eigenschaft in (c), dass die Testfunktion fy im Satz
von Korovkin auch dann nicht weggelassen werden kann, wenn man stattdessen
die Giiltigkeit von L, fi(x) — fi(x) gleichméBig auf [0, 1] fiir alle Funktionen
fi(xr) = 2 mit ¢ > 0 fordert!
Zunéchst untersuchen wir das Verhalten einer sehr bekannten Folge von linea-

ren positiven Operatoren, wenn man sie auf eine unstetige Funktion anwendet.
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6.1 Funktionen mit universellen Bernsteinpolynomen
Wir benétigen zunéchst folgende Definition:

6.2 Definition: Essei f:[0,1] — R. Dann heifit fir n € N

B, f(z) := z": (Z) (1 —x)""f (%) (x €10,1])

v=0

n-tes Bernsteinpolynom von f.

Bekanntlich konvergiert bei einer stetigen Funktion f : [0,1] — R die Funktio-
nenfolge (B, f),cy gleichméBig auf [0, 1] gegen f.

Wir untersuchen nun, welches Verhalten von (B, f), .y bei einer nicht-stetigen
Funktion f moglich ist. Dabei ist klar, dass (B, f),cy als Folge stetiger Funk-
tionen nicht gleichméfig gegen eine unstetige Funktion konvergieren kann. Wir
zeigen, dass es eine Funktion f gibt, so dass zu jeder stetigen Funktion ¢ mit
g(0) = f(0) und g(1) = f(1) eine Teilfolge (ny)ren von N existiert, so dass

(B, f)ren gleichméBig gegen g konvergiert. Dabei ist wegen

B, f(0) = f(0) und B, f(1) = f(1)

die Einschriankung an g notwendig.

6.3 Satz: Es existiert eine messbare Funktion f : [0,1] — R mit f(0) =
f(1) =0, so dass fiir jede Funktion g € C([0,1]) mit g(0) = ¢g(1) = 0 und jede
Zahll € NU {0} eine Teilfolge (ng)ren von N existiert, so dass

BY f(z) — g(z) gleichméBig auf [0,1] (k — o)

ng

gilt. Hierbei bezeichnen wir im Falle [ > 0 mit Bg,gf die [-Ableitung von B, f.

Ferner definieren wir B,, f©) := B, f.

Beweis: 1. Mit (pn)nen bezeichnen wir eine Abzdhlung der Menge der
Primzahlen P und mit (P,).en eine Abzéhlung aller Polynome, deren
Koeffizienten rational sind und zusétzlich P,(0) = P,(1) = 0 (n € N)
erfiillen.

Weiter sei (PF),en eine Abzdhlung, in der jedes Polynom P, (n € N)
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unendlich oft vorkommt. Ferner bezeichnen wir mit A eine bijektive Ab-
bildung von N nach P.

Damit setzen wir
Qnwy = P (ke N)und Q, :=0 (k ¢ P).

Nun definieren wir f : [0,1] — N vermoge

f<5) =Q, (Z) v=12,....p—1, peP)
P p

und f(z) := 0, sonst. Da die Mengen

M, = {5:1/:1,2,...,;9—1} (p € P)
p

paarweise disjunkt sind, ist f wohldefiniert und es gilt fiir alle p € P,
dass B, f = B,Q, ist.

2. Nun zeigen wir, dass f die gewiinschte Eigenschaft besitzt. Dazu seien
eine Funktion g € C([0,1]) mit g(0) = ¢g(1) = 0, eine natiirliche Zahl [
und ein € > 0 gegeben.

Wir wihlen nun ein Polynom R mit rationalen Koeffizienten und R(0) =

R(1) =0 so, dass
€
max |[B(z) —g(@)] < 5

ist und wéhlen ein weiteres Polynom P mit rationalen Koeffizienten und

P(0) = P(1) = 0 so, dass P = R ist. Da die Folge (prP)

neN
gleichmiBig gegen PY konvergiert, vgl. [5], kénnen wir ein N € N so

wahlen, dass fiir alle n > N gilt

max |B(l)(n, P)(z) — P(l)(x)‘ <

[0,1]

DO ™

Nun sei noch eine natiirliche Zahl m gewihlt, so dass gleichzeitig Py = P

und h(m) > N gilt. Dann folgt fiir alle = € [0, 1]

[BO(h(m)., f)(x) — g(x)| = [BO(h(m), Quom)(x) — glx)| =
= [BO(h(m), P)(x) — g(x)]| < e

Damit ist die Behauptung gezeigt. O
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6.2 Universelles Verhalten von Interpolationspolynomen

In diesem Abschnitt konstruieren wir zu einer Funktion f : [0,1] — R und
einem System von Stiitzstellen 0 < 2z} < 25 < ... < a2l <1 (n € N) das be-
kanntlich eindeutig bestimmte Interpolationspolynom P, vom Grad hochstens
n — 1. Dabei untersuchen wir das Verhalten der Polynomfolge (P,),,cx-

Selbst wenn f eine stetige Funktion ist, muss (P,), .y nicht gegen f konver-
gieren. Bereits 1885 zeigte Runge ([26]), dass (P,),cy bei Interpolation der
Funktion f(z) = {7z an dquidistanten Stiitzstellen im Intervall [=5,5] le-
diglich im Intervall [—-3,63...,3,63...] gegen f(z) konvergiert und auBerhalb
dieses Intervalls divergiert.

Bernstein zeigte in [2], dass (P,),,cy bei dquidistanter Interpolation von f(z) =
|z| im Intervall [—1, 1] an jeder Stelle  # 0 divergiert.

Aber auch bei einer besseren Wahl von Stiitzstellen kann (P,),, .y divergieren.
Selbst bei Interpolation in den Nullstellen der Tschebyscheffpolynome, was den
Approximationsfehler in gewisser Weise minimiert, ist Divergenz moglich. Im
Jahre 1937 konstruierte Marcinkiewicz in [22] eine stetige Funktion, so dass
(Pn),en bei Interpolation in den Nullstellen der Tschebyscheffpolynome an je-
dem Punkt divergiert.

In [6] beweisen Erdos und Vértesi, dass zu jedem System von Stiitzstellen eine
stetige Funktion f existiert, so dass die Folge der Interpolationpolynome fast
iiberall divergiert.

Es existieren aber auch positive Resultate iiber die Konvergenz der Interpo-
lationsfolge. Krylov beweist etwa in [14], dass (P,),cy bei Interpolation in
den Nullstellen der Tschebyscheffpolynome einer absolut stetigen Funktion
gleichméfig gegen f konvergiert.

Wir untersuchen, ob die Interpolationsfolge (F,), oy einer Funktion f gewis-
se universelle Eigenschaften besitzen kann. Ein Ergebnis in dieser Richtung

stammt von Herzog ([11]). Er versieht den Raum Y aller Systeme von Stiitz-
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stellen mit folgender Metrik: Fiir

1 1
Ty Y1

2 .2 2 9

Ty Ty Yo Y3
A= : und B =
n

wird definiert

Dann ist Y x C(]0, 1]) ein Baire-Raum und es gilt folgender Satz:
6.4 Satz (Herzog, [11]): Es seip € [1,00). Dann gilt:

1. Die Menge aller (A, f) € Y x C([0,1]), so dass die Folge der zu A und
f gebildeten Interpolationspolynome dicht in L, ist, ist eine residuale

Menge in Y x C([0, 1]).

2. Es existiert ein (A, f) € Y x C([0,1]), so dass mit A = (x) gilt

n n n n n n n n
max {z, xy — &}, 2§ —ab,. . ah —ah_, 1 —ah} — 0 (n— )

und die Folge der Interpolationspolynome ist in L,, dicht.

3. Fiir jedes A € Y ist die Menge aller stetigen Funktionen, deren Folge
von Interpolationspolynomen dicht in L, ist, entweder leer oder residual

in C([0, 1)).

Dieser Satz wird mit der generischen Beweismethode bewiesen. Wir verfol-
gen in diesem Kapitel einen konstruktiven Ansatz, der uns erlaubt, universelle
Funktionen zu konstruieren, die zusétzliche Glattheitseigenschaften besitzen.
Wir konstruieren etwa eine unendlich oft differenzierbare Funktion, deren In-
terpolationspolynome sich universell verhalten. Da die Menge aller differen-
zierbaren Funktionen in C'([0, 1]) nicht residual ist, ist der generische Ansatz
fiir ein solches Ergebnis nicht (ohne weiteres) geeignet.

Der Fall einer unstetigen Funktion wird leicht in folgendem Satz abgehandelt:
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6.5 Satz: FEs sei

Ty
2 .2
Ty T
n n

ein Knotensystem mit x' € [0,1] (i = 1,2,...n, n € N) und der Eigenschaft,

dass fiir n # m gilt
{a gy, . oaly 0 {al, 2l 2 = 0.

Dann existiert eine messbare Funktion f : [0,1] — R, so dass die Folge der
Interpolationspolynome (P,),en folgende universelle Eigenschaft hat:
Zu jeder stetigen Funktion g : [0,1] — R existiert eine Teilfolge (ny)ken

natiirlicher Zahlen, so dass gilt
P, (z) — g(z) gleichméfBig auf [0, 1] (k — o).

Beweis: 1. Mit (Q%)nen bezeichnen wir eine Abzéhlung aller Polynome
mit rationalen Koeffizienten. Hierbei sei ¢ := gradQ. Mit (my,)nen

bezeichnen wir eine Folge mit der Eigenschaft, dass fiir alle n € N gilt
Q:LH + Mpg1 > @, + My,

Wir definieren nun Q,(z) := Lz%*™ 4+ Q% (z) (n € N). Dann ist mit
Gn = grad@, die Folge (¢,)nen streng monoton steigend. Bekanntlich
existiert zu jeder stetigen Funktion g eine Teilfolge (ng)ren natiirlicher

Zahlen mit

Q: (z) — g(x) gleichmiBig auf [0, 1] (kK — o0).

Nk

Wegen

1
max 1Qr(2) — Qu(x)| = -0 (n — o0)

folgt somit auch

Qn, (x) — g(x) gleichmaBig auf [0, 1] (k — o0).
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2. Nun definieren wir

f(l‘) L Qn(xgn)a xzﬁgn, 7=1,2,...qn, neN
beliebig, sonst

Das Interpolationspolynom P, vom Grad hochstens g, — 1 beziiglich
der Stiitzstellen x{",25",... x% stimmt somit an g, Stellen mit dem
Polynom @,, iiberein. Damit gilt P,, = @),

Wegen der Dichtheit von (Qn)nen in (C([0,1]), ||.||,) ist die Behauptung ge-

zeigt. 0

6.6 Bemerkung: Die Voraussetzung an die Stiitzstellen in obigem Satz ver-

hindert etwa den folgenden Fall eines Stiitzstellensystems der Form:

1
Ty T2
ryT T2 ... Ip

Wenn nun @,, (n € N) das Interpolationspolynom einer Funktion f beziiglich
T, X, ..., T, ist, dann gilt Q,(z;) = f(z;) (i =1,2,...,n), und somit gilt fiir
alle r = z; (i € N)

@Qn(z) = f(z) (n — 00).

Die Funktion f kann dann also nicht im Sinne des obigen Satz universell sein.

Nun untersuchen wir den Fall einer stetigen Funktion f. Dabei bemerken wir
zunéchst, dass Universalitét fiir gleichméflige Konvergenz bei keiner Wahl von

Stiitzstellen moglich ist:

6.7 Bemerkung: Es seien f : [0, 1] — R eine stetige Funktion und

1
Ty
2 .2
Iy T
n n
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ein beliebiges System von Stiitzstellen. Mit P, (n € N) bezeichnen wir das
Interpolationspolynom von f beziiglich 27, %, ..., 2 vom Grad < n—1. Ferner
seien eine Funktion g : [0, 1] — R definiert vermoge g(z) := f(z)+1undn € N
beliebig. Dann gilt

r{éﬁ?lpn(l') —g(@)| = |Pa(at) — g(at)| = |f(z7) — g(a7)] = 1.

Insofern kann keine Teilfolge von (P,),, oy gleichméBig gegen g konvergieren.

6.8 Bemerkung: Aus obiger Bemerkung folgt, dass eine Funktion f aus Satz
6.5 nicht stetig sein kann. Obwohl also zu jeder stetigen Funktion g eine Teil-

folge (ny)ken existiert, so dass gilt
P, (z) — g(z) gleichméBig auf [0,1] (k — 00),

konvergiert keine Teilfolge der Interpolationsfolge (P, )nen gleichméBig gegen
die Funktion f.

In der Begriindung von Bemerkung 6.7 haben wir entscheidend ausgenutzt,
dass f und g sich iiberall geniigend stark unterscheiden. Wir werden sehen, dass
ein positives Resultat moglich ist, wenn wir uns auf Funktionen g beschréanken,
die an einem Punkt alle mit einem vorgegebenen Wert iibereinstimmen. Dies

ist Inhalt des folgenden Satzes:

6.9 Satz: Es existieren eine stetige Funktion f : [0,1] — R mit f(0) = 0 und
ein System von Stiitzstellen

1

T
xy wh
n n

so, dass fiir jede stetige Funktion g : [0,1] — R mit g(0) = 0 eine Teilfolge

(ng)ren natiirlicher Zahlen existiert mit der Eigenschaft, dass fiir die zu

ng _ng n
o* wy ok (ke N)
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konstruierten Interpolationspolynome P,, vom Grad héchstens ny, — 1 gilt
P, (z) — g(z) gleichmafBig auf [0,1] (k — o0).
Beweis: 1. Mit (Qn)nen bezeichnen wir eine Abzéhlung einer in

({f € C([0,1]) - f(0) = 0}, [|-]]o0)

dichten Menge von Polynomen, so dass eine Teilfolge (r,), o von N exis-
tiert mit grad@, = r, — 1. Eine solche Abzéhlung erhalten wir wie folgt:
Es sei (P,)nen eine Abzdhlung aller Polynome mit rationalen Koeffi-
zienten. Wir definieren Q¥ := P, — P,(0). Nun sei (m,),en eine Fol-
ge natiirlicher Zahlen, so dass fiir alle n € N gilt gradQ;_ ., + mp41 >
gradQ@; +m,,. Damit hat die Folge (Q,,)nen = (%xgmdq“m” + Q;’;)neN die
gewiinschte Eigenschaft: Dazu sei g eine stetige Funktion mit ¢g(0) = 0.
Zunichst existiert eine Teilfolge natiirlicher Zahlen (ny)ren, so dass die
Folge (P,,)ycy gleichmifig gegen g konvergiert. Da P, (0) — g¢(0) =
0 (n — o0), folgt

max | Py, () = P, (0) = g(o)] < max|Py, () — g(a)]| +

+[ P (0)] = 0 (k — 00).

Damit ist {QF :n € N} in ({f € C([0,1]) : f(0) =0},]|.||s) dicht, und
wegen

1
r[%g?!QZ(w) — Qn(z)| < -

folgt obige Behauptung.
2. Nun konstruieren wir induktiv stetige Funktionen
fn 2 [0,1] = R,
reelle Zahlen ¢,, und Stiitzstellen

ot <ayt < ...<x" (neN).

T

Dabei gelte stets
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a T”<tn 1,

(a)

(b) fu(z) =0 fiir x <t,,

(¢) maxqo ) |frs1(z) — fu(z)] < 57 und
)

(d) falzy) = Qu(z) (k=1,2,...,1,).

Wir setzen fy:= 0 und ¢y := 1.

Tn—1

Nun seien f,—; und 23", 5", ..., &/»~! fiir ein n € N bereits konstru-
lert.
Da @Q,(0) = 0 ist, existiert ein € > 0 mit |Q,(z)| < 5; fur alle |z| < e.

Nun wahlen wir Stiitzstellen
0<a™ <y <...<a <min(e t,)

und 0 < ¢, < x7" beliebig und definieren f,, wie folgt:

4
0, x <t,
fn(x) =
Qn(xy), r=z" (k=1,2,...,1,)
\ linear dazwischen.

Damit sind nun alle Elemente mit den verlangten Eigenschaften konstru-

iert.

3. Es gilt fiir alle [,p € N die Abschéatzung

1
D[%%X|fz+p )| < Z [fren(2) = fronaa(2)] < 5.

Auf Grund der Vollsténdigkeit von (C([0,1]), ||.||.) existiert eine stetige
Funktion f mit

fu(z) — f(x) gleichméBig auf [0, 1] (n — 00).

Wir zeigen nun, dass f die geforderte Eigenschaft besitzt. Zunéchst gilt
offensichtlich f(0) = 0. Zum Nachweis der anderen Eigenschaft sei g €
C(]0,1]) mit g(0) = 0 beliebig. Mit dem ersten Beweisteil existiert eine

Teilfolge (ng)ren natiirlicher Zahlen mit

Qn, (x) — g(x) gleichméaBig auf [0,1] (k — o0).
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Nun berechnen wir das Interpolationspolynom £, vom Grad <7, —1

beziiglich der Stiitzstellen

T‘nk Tnk: T‘nk
[El ,.1‘2 ,...7xrnk.

Dieses Polynom erfiillt
gradpP,, =1y —1=gradQn,

und

P, (2,") = Qu(7;™) (1=1,2,...,70,)

Somit gilt P, = Q.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Die in obigem Satz konstruierten Stiitzstellen haben die ,,gemeinsame® Null-
stelle als Haufungspunkt. Damit eine Funktion ¢ durch eine Teilfolge von
(Py)nen gleichmifig approximiert werden kann, muss sie notwendigerweise an
gewissen Haufungspunkten der Stiitzstellen mit f iibereinstimmen, was wir in

folgender Bemerkung festhalten.

6.10 Bemerkung: Essei f:[0,1] — R eine stetige Funktion und

Ty
2 .2
Ty T
n n

ein System von Stiitzstellen. Damit nun eine Teilfolge (P, ), . der zu

keN
n n n
xy,xy, ...,z (n €N)

konstruierten Interpolationspolynomfolge (P,), oy gleichméBig gegen eine (ste-
tige) Funktion g konvergieren kann, muss notwendigerweise g(z¢) = f(x¢) fiir
jeden Haufungspunkt zo der Menge {z;* : I =1,2,...,ng, k € N} gelten:

Es sei etwa

lim z,
j—>OO

Nk .
I = XZ9-
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Dann erhalten wir aus

max | P, (z) — g(z)| — 0 (k — o0)

[0,1]
insbesondere
0= lim P (2,7) = g(,”) = lim f(z,”) = g(x,”) = f(zo) = g(x0),

also f(xo) = g(o)-
Wir benétigen nun folgende Definition:

6.11 Definition: Mit § bezeichnen wir die erste Bairesche Funktionenklasse,

d.h.
§:={f:]0,1] — R: f ist punktweiser
Limes einer Folge von stetigen Funktionen}.

Im Folgenden zeigen wir, dass jede Funktion g € § - auch ohne die Ein-
schrankung ¢(0) = 0 - wenigstens punktweise durch eine Folge von Interpola-
tionspolynomen einer geeigneten Funktion approximierbar ist.

Hilfreich wird folgendes Lemma sein:

6.12 Lemma: Es existiert eine Folge von Polynomen (Q)neny mit den Ei-

genschaften
1. Qn () =0 (neN),

2. fiir alle Funktionen g € § existiert eine Teilfolge natiirlicher Zahlen
(nk)keN mit
Qn, (x) — g(x) fiir alle x € [0, 1] und
3. grad@, > grad@,_1 (n € N), wobei Qy(x) := 1 ist fiir alle z € [0, 1].
Beweis: Es sei (P,)nen eine in (C([0, 1]), ||.||.) dichte Menge. Wir definieren
Py(z), |t =] >1
fn(x) = 0, xTr = %
linear dazwischen.

Mit Hilfe simultaner Approximation und Interpolation ist es moglich, ein Po-

lynom @,, mit folgenden Eigenschaften zu wéhlen:
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L. gradQn > gradQn—l?
2. Qn () =0und

3. max ) |Qn(7) — fu(r)] < %

Ahnlich wie im Beweis zu Satz 6.9, kann hierbei grad®,, > grad@,_, verlangt
werden. Nun sei g € § beliebig. Wir wihlen eine Folge stetiger Funktionen
(gn)nen, so dass g punktweiser Limes dieser Folge ist. AnschlieBend wéhlen wir

eine Teilfolge natiirlicher Zahlen (ny)en, so dass

1
max| o, () = gx(2)] < ¢

ist. Dann gilt fur alle x € [0, 1]
1
|Pui () = g(@)] < -+ lgr(@) = g(2)| = 0 (k — o0).
Wegen [@n, (0) = 9(0)| < [Qn, (0) = fu, (0)] + |y (0) = g(0)] = 0 (k — 00), ist
nur noch fiir z € (0, 1] die Konvergenz von (Qn, ()),cy gegen g(z) zu zeigen.
Dazu wihlen wir ein € (0, 1] und sodann eine natiirliche Zahl &k mit % < x.
Dann gilt f,, (z) = P,,(z) und somit
|Qny () = 9(2)] <@y (2) = ()] + [Py () = g(2)| = 0 (k — 00).

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Mit Hilfe dieses Lemmas beweisen wir folgenden Satz:

6.13 Satz: Es existieren eine stetige Funktion f : [0,1] — R und ein System

von Stiitzstellen

1
Ty
2 .2
Iy T
n n
Ty

so, dass fiir jede Funktion g € § eine Teilfolge (ny)ren natiirlicher Zahlen

existiert, so dass fiir die zu z{*, 3" ... x}

t (k € N) konstruierten Interpola-

tionspolynome P,, vom Grad hochstens ny, — 1 gilt

P, (z) — g(z) fiir alle z € [0,1] (k — o0).
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Beweis: 1. Mit (@Qy)nen bezeichnen wir eine Folge von Polynomen geméf
Lemma 6.12. Es gelte grad@,, = r, — 1, wobei (7,,), o ein Teilfolge von

N ist.

2. Nun konstruieren wir induktiv Stiitzstellen

vt <ayt <...<xz" (neN)

r

und stetige Funktionen f, : [0,1] — R. Dabei gelte stets

1

n’

(a) " >
(b) fa(z) =0 firr z < 7,
(©) maxg [fosi (@) — fula)] < 2 und

(d) fn<I£") = Qn(xzn) (k =1,2,... 7Tn)'

Wir setzten fy := 0.

Nun seien f,_; und z;" ', 25" ", ..., 2"~ fiir ein n € N bereits konstru-

7 Tn—1
lert.
Da @, (1) = 0 ist, existiert ein € > 0 mit |Q, ()| <  fiir alle [z — 1| <

e. Nun wahlen wir Stiitzstellen
1 T T T . 1 Tn—1
— <" <z <...<zx] <mn| —+€x,
n " n

beliebig und definieren f,, wie folgt:

/

0, T S %
Fral) o 2 min (4 21)
fa(z) = ) T
Qn(z)m), =z (k=1,2,...,1,)
\ linear dazwischen.

Damit sind nun alle Elemente mit den verlangten Eigenschaften konstru-

1ert.

3. Es gilt fiir alle [, p € N die Abschéitzung

1

(0,1] 2l

max | fip(x) — fi(z)] < Z | fren () = firp-a(z)] <
h=1
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Auf Grund der Vollsténdigkeit von (C([0,1]), ||.||,,) existiert eine stetige
Funktion f mit

fn — f gleichméBig auf [0,1] (n — o0).

Wir zeigen nun, dass f die geforderte Eigenschaft besitzt. Dazu sei
g € § beliebig. Mit dem ersten Beweisteil existiert eine Teilfolge (n)ren

natiirlicher Zahlen mit
Qn, (x) — g(x) fiir alle x € [0,1] (k — o0).

Nun berechnen wir das Interpolationspolynom F,, ~vom Grad hochstens

Tn, — 1 beziiglich der Stiitzstellen

T‘nk Tnk T‘nk
[)31 ,x2 ,...7xrnk.

Dieses Polynom erfiillt
gradpb,, =1y, —1=gradQn,

und
P, (27™) = Qu(2™) (1=1,2,...,1m,).
Somit gilt P, = Qp,- O
Damit ist die Behauptung gezeigt.

Die in obigem Satz konstruierten Stiitzstellen hdufen sich an 0. Im n&chsten
Satz konstruieren wir Stiitzstellen x} (k = 1,2,...,n, n € N), die immer
dichter in [0, 1] liegen, und eine sehr glatte Funktion, so dass die Folge der

Interpolationspolynome eine universelle Eigenschaft besitzt.

Zum Beweis benotigen wir folgendes Lemma:

6.14 Lemma: Esseien m,n, j natiirliche Zahlen, p € [1,00), sowie xq < g <
... < x, eine beliebige Menge von n Punkten in [0, 1] und {a, : v =1,2,...,n}
eine beliebige Teilmenge von R. Ferner seien €, > 0 sowie eine Funktion
f € C(]0,1]) gegeben. Dann existieren ein Polynom @) und eine messbare

Menge A C [0, 1] mit A(A) < 0 mit folgenden Eigenschaften:
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1 Qz,) =a, (v=1,2,....n),
2.QW(z)=0(k=1,2,...,1)

3. gradQ > m,

4 ( Q) - f(x)|pdx>; < ¢ und
5. |Qx) — f(z)| <€ (x €[0,1\A).

Beweis: Mit e := min |z; — ;| und
]
i#j

1
M := (r[%aﬁqf(x)\ +max {|a,| :v=1,2,...,n} + 5—|—6—|—1) max {ee”, 1}

definieren wir

f(z), |[v—x,] > 4;5\6;% firallerv =1,2,...,n
ffle)=9 ay, v=2, (v=1,2,...,n)

linear dazwischen

Damit gilt die Abschétzung max ) |f*(x)| < M, sowie f*(z) = f(z) auf

" ee? ee?
0,1\ A := 0, 1]\1/LJ1 {ZB” - 4p]\/[pn’$y + 4 MPn
Es gilt dabei
MA) =205 <5
(4) = "arngen =

Mit Hilfe simultaner Approximation und Interpolation ist es moglich, ein Po-

lynom @ mit folgenden Eigenschaften zu wéhlen:
1. grad@ > m,
2. Q(z,) =a, (v=1,2,...n),
3. QW(z) =0 (k=1,2,..., ) und

4. maxp ) |Q(x) — f*(x)| < 5.
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Dazu bezeichnen wir mit
-
Li(z) == ]] '
i1k TR T L
das k-te Lagrange-Polynom und definieren
m
~ r — I
L = L k=1,2,...
k(x) <xk_$1) k(l’) ( ) 4y 7n)
und Ly(z) == 1 — Ly(x) — ... — Ly(2). Dann ist L;(z;) = 1, Li(xx) = 0 (i # k)
und L7 (z1) =0 (r=1,2,..., ). Jetzt sei
M = L
2 > max|Le(z)
Nun wihlen wir ein Polynom P, mit P" (1) = 0(k = 1,2,...,p) mit
gradP; > m und
€
P, - f < — .
max | Pi(z) = f(@)] D)
Nun sei
Q) +Z — Pi(ay)) La(x).
Dann gilt Q(z1) = ax, Q¥ (z1) =0 (k =1,2,...,p) und
Q) — f*(2)] < |Pu(x) — f*(2)] + max | f*(x |ZmaX|Lk ) <5
[0,1] [0,1] 2
Damit gilt

(/ QG r”dw); < (/ QG pdx);j
( / @ |de)2

IN

VT 4P MPn

€ - eeP
< —4+2M 2 < €.
= 5t (; 4PMPn> ¢

Fir x € [0,1)\ A erhalten wir

3=

p Tut e
§+(Z/ If*(af)—f(w)\pd:c> <

D=

Q@) — f(2)] = |Q(z) — f*(2)] < max|Q(x) — f*(x)] < = < e,

[0,1] 2

womit die Behauptung gezeigt ist.



6 Universelles Verhalten linearer Operatoren 74

Folgendes Lemma erweist sich ebenfalls als sehr niitzlich:

6.15 Lemma: Esscien0<a<b<lunda<z; <xy<...<z, <b sowie
Y1, Y2, ---Yn € R beliebig. Dann existiert eine unendlich oft differenzierbare

Funktion f :[0,1] — R mit

Uk, =1z (k=1,2,...,n)
und fiir jedes p € NU {0} gilt mit yo := 0 =: yp41, To := a, Typ1 = b und

einer Konstanten K,,, die nicht von x; bzw. y; (i =0,1,...,n+ 1) abhéngt

1 H
mqu@ns&imu|%—%4yrmx(____),

[0,1] 1<i<n+1 1<i<n+1 \ T; — L1
Beweis: 1. Es sei
6’57 x>0
t(zx) =
0, <0

Damit definieren wir g(z) := ¢(z)t(1 — x) und

Cg(t)dt

h(z) == folﬂ

Jo g(t)dt

Dann gilt h(0) = 0, A(1) = 1 und h ist unendlich oft differenzierbar.
Weiter erhalten wir fiir ®,(x) := h(az) fiir alle 4 € NU {0} und alle

a,z>0mit 0 < ax < 1:

% (p=1)
)| - Ti—WHwﬂﬁmMW” .
Jy g(t)dt Jy g(t)dt
=: Kua“.

Hierbei hingt K, nicht von a ab.
2. Nunselenfir1 <:<n+1

¢i(x) == yi1 + (Yi — yi1) b (m)

Ty — XTj—1

und
f(x) = ¢i(x), 2,01 <2 <y

Dann gilt f(z;-1) = ¢i(xi—1) = yi—1 = ¢i—1(x;—1) und f ist unendlich oft

differenzierbar.
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3. Abschlieflend erhalten wir aus dem ersten Beweisteil die Abschéitzung

(1) Iyz - ?/i—1|
max |¢;" ()| < K,———,
[xi,l,m‘ ()] o —2ea)
woraus die Behauptung folgt. O

Mit diesen Hilfsmitteln gelingt ein Beweis des folgenden Satzes:

6.16 Satz: Esseip € [1,00) beliebig. Dann existiert eine unendlich oft diffe-

renzierbare Funktion f : [0,1] — R und ein System von Stiitzstellen

1
2 .2
Ty Ty
n n l,n

o n n n - n
mit maxi<y<n |2}, — 2| — 0 und 2} — 0 sowie . — 1 (n — 00), so
dass die zu z%, 2%, ... 2} (n € N) konstruierten Interpolationspolynome P,

rrn

die folgenden FEigenschaften haben:

1. Fiir jede Funktion g € L, existiert eine Teilfolge (ny)ren natiirlicher
Zahlen mit

P, —gin L, (k— o0).

2. Fiir jede messbare Funktion g : [0, 1] — R existiert eine Teilfolge (ny)ren

natiirlicher Zahlen mit
P, (z) — g(z) fs. in [0,1] (k — o0).
Beweis: Zunéchst sei (PF),en eine Abzidhlung aller Polynome mit rationalen
Koeffizienten.

1. Wir setzen f; := 0. Nun seien fiir ein n € N fiir £k = 1,2,...n — 1

konstruiert:

(a) my €N,
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(b) eine unendlich oft differenzierbare Funktion fy,
(c) xi™ <ay™ < ... <y und

(d) Ax C[0,1].
Hierbei gelte stets

(a) maxgy [f (@) = [P (2)] < B¢ (u=0,1,... k)

(b) maxi<ycm, [T — o+ < £, 21" < 3 und 2k > 1— 3
_xmk—l

(c) frlx)=0 (x >+ % mit 7y 1= xz:j + ! g%l)

(d) fr(x) = fica(z) (x < 7)

(e) A(Ax) < %

() (J31@s(e) = Pe(@)lds)” < L, sowie

(g) |Qr(x)—Pi(z)| < ¢ (= € [0,1]\Ay), wobei Qy, das Interpolationspo-

lynom von fj beziiglich der Stiitzstellen 7™, x5™, ... 2% vom Grad
S myg — 1 ist.

Wir konstruieren nun my,, f, sowie A, und /", 25", ... a5

Dazu seien x7", x5, ..., 2" so gewahlt, dass x| < %, x> 1 — %,

maxi<,<n |77 — | < &ound 2t # 2t fir alle v = 1,2,... 7,
p=12...mundl=1,2,...n —1 ist.

Wir definieren ay,;, := f,—1(2'™) (v = 1,2,...n). Dann wéhlen wir geméis

_mnp—1
1 Ty g

2

Lemma 6.14 mit r, := a:fn”‘:j + ein Polynom () =: ),, und eine

Menge A, mit A(A,) < 5= so, dass gilt

(a) grad@, > gradQ, 1,

(b) Qun(zl™) =an, (v=1,2,...n)

(¢) Qulry) =0und Q¥ (r,) =0, (k=1,2,...,n),
(@ (Jy 1@n(2) - P;(x)ypdm)’l’ < 1und

() [@n(x) = Pi(x)] < 5 (w€[0,1\Ay).
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Weiter setzen wir m,, := grad@, + 1.
Da Q,(r,) = 0 ist, existiert ein € > 0 mit [Q,(z)| < 3 fiir alle 2 mit
|r —r,| < e Da Q%k)(rn) =0 (k=1,2,...,n) ist, folgt

hm Qn(rn + h) - Qn(rn)

h—0 hn

=0.

Es existiert also ein 0 < § < min {e, rn + 1_27"" }, sodass firalle0 < h < ¢

gilt
hn
2 (m,, —n)™

Zudem sei 0 so klein, dass @, in [ry,, 7, +0) monoton, ohne Einschrinkung

|Qn(rn + 1) — Qn(rn)| <

monoton wachsend, ist.
Nun wéhlen wir r, = 27’7y < 277y < ... < " = r, + 0 dquidistant.
Dann erhalten wir insbesondere fiir 0 < p < n

|Qn () — Qu(z™)] < (mn —n

($T$1 - ff”)u 0

) (Qulrn +8) — Qulr)) <

1

< —.
2n
Nun wahlen wir mit Lemma 6.15 eine unendlich oft differenzierbare Funk-

tion f, mit

fn(m): O, ern+1_%
Qn(a)), z=a (v=n+1n+2,...,m,)
und

max | f¥)(z) — qu,li)l(x)l <

Ky
[0,1] 2n

(L=0,1,...,n).

Damit sind alle Folgen konstruiert.

2. Es gilt fiir alle g € NU {0} und alle /,p € N mit [ > u die Abschétzung

p

K

max | £ (x) — £ (@) < D max | 2} @) — fiE @) < 5
) k:l )

Da (C([0,1]), ||.|lo,) vollsténdig ist, existiert eine stetige Funktion f mit
fn — f gleichméBig auf [0,1] (n — o0).

Diese Funktion ist zudem unendlich oft differenzierbar, da ( f,g“ ))neN fiir

jedes p gleichméBig in [0, 1] konvergiert.
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3. Wir berechnen nun das Interpolationspolynom £, vom Grad kleiner als

m, von f beziiglich z7"", x5, ... x;'". Dieses Polynom erfiillt

Damit gilt P, = Q.

4. Nun sei eine Funktion g € L, gegeben. Wir wihlen eine Teilfolge (ny)nen

natiirlicher Zahlen mit

1 %
([ 170 = atapas) <
0
Es folgt

</0 o g(m)‘pdx); = </0 (Qu () — Pﬁ}(m)\pdﬂﬁ); +
' (/01 [P (@) = g(fﬂ)\pdm); -

1 1
< n—k+E—>0(k—>OO>

| =

Damit konvergiert (Q,, )ken, also (Pmnk)keN in L, gegen g.

5. Zum Abschluss sei g nun eine beliebige messbare Funktion. Mit Hilfe
des Satzes 5.1 kénnen wir eine Teilfolge (ny)nen natiirlicher Zahlen und
Mengen By, wihlen mit A(By) < o5, so dass fiir alle z € [0, 1]\ By, gilt

175, () — o) < 1.

Wir definieren C}, := A, U By, und

C .= ﬁGC’l.

k=11=k
Dann gilt A(C,) < 55—, sowie
AC) < klim ACy) = 0.

Nun sei x € [0, 1]\C beliebig. Dann existiert ein ky, so dass fiir alle k > kg
gilt = € [0, 1]\ Cy. Dies bedeutet

|Qn,.(2) —g(@)] < |@n,(2) = P (2)] + [P, () — g(z) <
1 1
< —4+=-—=0(k— ).
N k
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Damit ist die Behauptung gezeigt. O

6.17 Bemerkungen: 1. Bereits in [11] bemerkt Herzog, dass nicht zu je-
dem System von Stiitzstellen eine stetige Funktion existiert, so dass die
Interpolationspolynome in L, dicht sind. So konvergieren die zu den Null-
stellen der Legendre-Polynome konstruierten Interpolationspolynome je-

der stetigen Funktion f gegen f in Ls.

2. Obiger Satz beinhaltet jedoch auch eine Aussage iiber Universalitéit be-
ziiglich fast sicherer Konvergenz. Wie bereits erwéhnt, existiert zu jedem
System von Stiitzstellen eine stetige Funktion f, so dass die Folge der
Interpolationspolynome an fast jedem Punkt divergiert. Dabei ist aber
im Allgemeinen keine , maximale Divergenz“ im Sinne von Punkt 2 des
obigen Satzes moglich. Da die zu den Nullstellen der Legendre-Polynome
konstruierten Interpolationspolynome jeder stetigen Funktion f gegen f
in L, konvergieren, konvergieren sie inshesondere stochastisch gegen f.
Die fast sichere Konvergenz einer Teilfolge der Interpolationspolynome
gegen eine andere Funktion g wiirde ebenfalls die stochastische Konver-

genz gegen g implizieren. Da der stochastische Limes eindeutig ist, folgt

g=1r.

6.3 Interpolation in C

In diesem Abschnitt beweisen wir, dass zu jeder transzendenten Funktion ein

Stiitzstellensystem
0
<0
1,1
20 A1
n n n
2 2 ... %

existiert, so dass die zugehorige Folge der Interpolationspolynome in H(C)

dicht ist.
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6.18 Satz: FEs sei ¢ eine beliebige transzendente Funktion. Dann existiert ein

Stiitzstellensystem
0
<0
11
0 ~1

so, dass (Qn)nen in H(C) dicht ist, wobei @Q,, das eindeutig bestimmte Poly-

nom vom Grad kleiner oder gleich n bezeichnet, welches mit ¢ an z{,0,..., 2]
iibereinstimmt.
Beweis: 1. Es sei (P,)nen eine in H(C) dichte Folge von Polynomen mit

gradP, = r,, wobei (7,),en eine Teilfolge von N ist. Die Funktionen
¢ — P, (n € N) sind transzendent. Jede dieser Funktionen nimmt also
in jeder Umgebung von oo jeden Wert mit hochstens einer Ausnahme

unendlich oft als Funktionswert an. Wir definieren damit fiir n € N

0 P,, falls ¢ — P, nicht 0 als Ausnahmewert hat

P, + %, sonst.

Dann ist @,, ein Polynom vom Grad n und (Q,,),en ist wegen

1
sup [Qn(2) — Pu(2)] < —
C n
in H(C) dicht. Aulerdem hat ¢ — @,, nicht den Ausnahmewert 0.

2. Nun definieren wir

z((f"), ZY"), ..., 2 (n eN)

) TTn

so, dass 2™ ZJ(-T") (i # ) und (¢ — Q,)(z"™) = 0 ist. Dies ist
moglich, da ¢ — @), nicht 0 als Ausnahmewert hat. Es folgt also, dass
gzﬁ(zfr")) = Qn(zi(r")) (1=0,1,...,r,, n €N)ist und somit @),, das Inter-

polationspolynom von ¢ beziiglich z(()r"), zY”), 2T st

Damit ist die Behauptung gezeigt. 0
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6.4 Zum Satz von Korovkin

Im néchsten Satz konstruieren wir eine Folge von linearen positiven Operato-
ren (L,)nen, die sogar stetig sind, so dass fiir jedes Polynom mit P(0) = 0,
insbesondere also fiir P(z) = 2% (k=1,2,...), gilt

L,P(x) — P(z) gleichméBig auf [0, 1] (n — o0),

es aber sehr viele Funktionen f € C/([0,1]) gibt, so dass (L, f)nen im Raum
(C(10,1]), ||-ll ) dicht ist. Im Folgenden bezeichnen wir mit Cy([0, 1]) die Menge
aller stetigen Funktionen f mit f(0) = 0.

6.19 Satz: Es gibt eine Folge stetiger linearer positiver Operatoren (L, )nen,
so dass fiir jedes Polynom P mit P(0) =0 gilt

L,P(x) — P(z) gleichméafig auf [0,1] (n — o0).

Ferner gibt es eine in (Cy([0, 1]), ||.||,) residuale Teilmenge von Funktionen f,

so dass (L, f)nen in (C([0,1]),]|.]|,,) dicht ist.

Beweis: 1. Mit (Qn)nen bezeichnen wir eine Abzéhlung aller Polynome
mit rationalen Koeffizienten. Dabei gelte @, (z) = > _, a"z”. Wir de-
finieren

M, = 2" max |a(™].

v<n

Nun wihlen wir fiir n € N Zahlen a:gn), x§”), .., 2. Hierbei gelte fiir

allen € N

(n+1) (n+1) < (n+1)

0<zy "/ <m ()

o<y < g ()

<z <...<L

(n)

Auflerdem sei x;° < n € N).

1
M, (n+1)2 (

Damit erhalten wir fir £ =1,2,...

n n 1 1
v=0 v=0

n

2. Nun definieren wir L,, (n € N) durch

Lof(2) = Buf(x) + My Y f(ai")z" (f € C([0,1])).
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Hierbei bezeichnet B, f das n-te Bernsteinpolynom von f. Wegen der
Positivitiat von B,, und wegen M,, > 0 ist L,, positiv. Offensichtlich ist L,,
auch linear. AuBlerdem erhalten wir fiir jedes Polynom P(z) = Zle pux’

aus (6.1), dass gilt

max|L,Pla) - Pla)| < max|B,P() - Pla)| +
0,1 0,1
K n
+ max M, x(yn) R <
e pzlpu ;( )
< r{ladenP(ffr)—P(rr)lJr
0,1

K n
+Z \pu| M, Z(xl(,”))“ — 0 (n — o0).
pn=1 v=0
3. Nun konstruieren wir eine Folge von stetigen Funktionen (f,)nen. Zu-
nichst sei fy := 0. Jetzt sei fiir ein n € N bereits f; (0 < k < n —1)
konstruiert. Dabei gelte stets
[ﬁ?")’?} | fr(2)] < ok’
f(:zs(yk))M;,C =a’ (v=0,1,... k) sowie fi(z) = fr_i(z) fir z > x(()k_l).
Wir konstruieren nun f,.
Wir definieren

0, z=0

(™ (n)

L x=ux, (r=0,1,...,n)
fala) =g 2 (n—1)
fﬁfl<x)7 r Eixg

linear dazwischen.

\

o

Wegen < 5= und f,(0) = 0 gilt damit auch

1
n < —.
[g;zgg] | fn(2)] o

Die restlichen Anforderungen sind offensichtlich ebenfalls erfiillt.

Zudem erhalten wir

max | fn(x)] < maX{}fTL('r’SLn))‘ ;

[zgln)’z(on—l)]
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Damit folgt

max | fo(z) = faci(x)] = max |fy(2) — fumi(2)] <

o1 0" )

< n n— < )

< pmax, ()] + o, [fa-1(2)] < 5
und deshalb gilt fiir alle [,p € N

& 1
I{éé{ﬁfw(w) — h@)] <Y fin(@) = fraea(@)] < T
’ k=1
Damit existiert eine stetige Funktion f* mit
fn — [ gleichméBig auf [0, 1] (n — o0).
Diese Funktion erfiillt fiir alle n € N
M, =™ (v=0,1,...,n). (6.2)

4. Wir zeigen nun, dass (L, [*)nen in C ([0, 1]) dicht ist. Dazu sei eine stetige
Funktion g gegeben.

Wir wihlen eine Teilfolge natiirlicher Zahlen (ng)gen mit
Qn, — g — [* gleichméBig auf [0, 1] (k — o0).

Aus (6.2) erhalten wir

Lo f*(x) = Buo f*(x) + 3 (@) My 2" = By f*(2) + Qu, (@),
v=0

also
Ly, f*(x) = f*(2)+g(z)— f*(z) = g(), gleichmiBig auf [0,1] (k — o0).
Damit ist die Dichtheit gezeigt.

5. Da (L, P)nen fiir jedes Polynom P mit P(0) = 0 konvergiert, und die
Menge dieser Polynome in Cy([0, 1]) dicht ist, folgt mit Proposition 6 aus
[10], dass die Menge der fiir (L, ),ey universellen Funktionen entweder
residual oder leer ist. Da wir eine universelle Funktion konstruiert haben,
folgt die Residualitat in Cy([0, 1]).

Damit ist der Satz bewiesen. 0
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Wir wandeln in folgendem Satz die in obigem Satz konstruierten Operatoren
L,, unter Beibehaltung der universellen Eigenschaften derart ab, dass sie zwar

nicht mehr linear, aber immer noch positiv sind und sogar fiir jedes Polynom
P gilt
L,P(x) — P(x), gleichmifig auf [0, 1] (n — o0).

6.20 Satz: Es gibt eine Folge stetiger positiver Operatoren (L, )nen, S0 dass
fiir jedes Polynom P gilt

L,P(x) — P(x) gleichméafBig auf [0,1] (n — o),

und eine in (C([0,1]), ||.||l,) residuale Teilmenge von Funktionen f, so dass

(Lnf)nex in (C([0,1)), ]I-]l.) dicht ist.

Beweis: 1. Es seien (Q,)nen und M, wie im Beweis zum Satz 6.19. Wir

wiihlen eine Teilfolge natiirlicher Zahlen (r,,)neny mit M := 22 > M,,.

2. Nun definieren wir L,, (n € N) durch

Lufla) = Buf ) + 3 16l (5) o (7 € co).

Wegen der Positivitdt von B, ist L, positiv. Aulerdem erhalten wir fiir

jedes Polynom P(x) = 25:0 pux*, dass gilt

r[nafc |L,P(x) — P(z)] < max|B,P(z)— P(x)| +
0,1

K K .
ZZPMPA Z@ffn))“w—%x” <
0

A
=
93

el
S

3

3

=

|

3

2
+

3. Jetzt sei f* eine analog zum Beweis zu Satz 6.19 konstruierte Funktion

mit f* (%) = 2 und

FraM: =a (v=0,1,...,n). (6.3)
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Wir zeigen, dass (L, f*)nen in C([0,1]) dicht ist. Dazu sei eine in [0, 1]
stetige Funktion g gegeben.

Wir wihlen eine Teilfolge natiirlicher Zahlen (ny)gen mit
Qn, (x) — g(x) — f*(x) gleichmiBig auf [0, 1] (kK — o0).

Wir erhalten aus (6.3)

Lo f*(x) = Bue f*(x) + Y [ (@) My, 0" = B f*(x) + Qu, (@),
v=0

also
L, f"(x) = f"(x)+g(z)—f*(x) = g(x), gleichméBig auf [0,1] (k — o0).
Damit ist die Dichtheit gezeigt.

4. Da (L, P)nen fiir jedes Polynom P konvergiert, und die Menge der Po-
lynome in C([0,1]) dicht ist, folgt mit Proposition 6 aus [10], dass die
Menge der fiir (L,,),en universellen Funktionen entweder residual oder
leer ist. Da wir eine universelle Funktion konstruiert haben, folgt die
Residualitét.

Damit ist der Satz bewiesen. 0

Im néchsten Satz zeigen wir, dass sich lineare (nicht positive) Operatoren

ahnlich verhalten konnen.

6.21 Satz: Es gibt eine Folge stetiger linearer Operatoren (L, )nen, so dass
fiir jedes Polynom P gilt

L,P(x) — P(z) gleichméafig auf [0, 1] (n — o0),

und eine in (C([0,1]),|.||.,) residuale Teilmenge von Funktionen f, so dass

(L f)nen in (C([0,1]), ||.]|,) dicht ist.
Beweis: 1. Es sei (Qn)nen wie in obigem Satz. Weiter sei M,, € N mit

M, = 2" max a{™] + 1.
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Wir konstruieren Zahlen x&n’y) (p=0,1,...M,,v=0,1,2,....,n,n €
N). Dabei gelte fiir alle n > 1

:r;(” ,0) (n,0) (n,0)

0< <xp T <<yl <
<z <2 < < xﬁ(}ll) < <alm <aiT <
und 2\ — x/(fﬁl{) < Gyapar, - Damit folgt insbesondere fir k € N die
Abschétzung
k—1
() = (@t = (@) =) Y () () <
1=0
_ k
(n+1)2M,
Wir definieren L} durch
n My
(Lif) (@) = 30 3 (=1 f (g )a
v=0 pu=0
Dann ist L7 linear. Aulerdem erhalten wir fiir f(x) = 2% wegen
Mp—1
M, 2
Do = |3 @) - ()| <
pu=0 p=0
Mp—1
_ - k k
2
e (n+1)2M,  (n+1)
dass gilt
n M, n M,
(LiN@)] = DY (=1 ) D (=L )t
v=0 pu=0 v=0 | p=
k

n+1—>0(n—>oo).

Wegen der Linearitét folgt deshalb auch fiir jedes Polynom P, dass
Ly P(x) — 0, gleichméBig auf [0, 1] (n — o0)
gilt. Damit ist L,, := B,, + L}, linear und fiir jedes Polynom P gilt

max|L, P(x) - P(z)] < max|B,P(x) - Px)| +

[0,1] [0,1]

+I[%Eﬁ(‘L P(z)| = 0 (n — o0).
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2. Wir konstruieren nun eine Folge stetiger Funktionen (f,)nen. Zunéchst
sei fo := 0 und fiir ein n € N sei f (k < n — 1) bereits konstruiert, so

.. k—1,0) .
dass max;, ) [fu(@)] < & und filz) = foi(z) fiw @ > o ist,

Zudem gelte

My,
Z(—l)““fk(xg“’”)) =a® (v=0,1,... k).
n=0

Wir konstruieren nun f,, durch

p
fn—1($)’ x Z :B(()n_LO)

£.(2) 0, z=0
n\r) = n
(—1)““%, x:x,(f’y) (u=0,1,...,M,, v=0,1,...,n)

\ linear dazwischen.

Dann gilt
M, a(n) My,
DD ) = S S (1 () =
n=0 n ©n=0

n , ) ,
Da 2”|al(, )| < M,, ist, folgt IMV_n‘ < 2% und somit folgt

AuBlerdem erhalten wir aus

max | | fn(2)] < max {[ max | fn(x)],

[07:1?(()'”71,0) 0 (Mn;Ln]
dass gilt
max [f,(z) = fao1(x)] = max |[fu(z) = farr(z)] <
[0’1} [nyénfl,o)}
1
< max ()l 4 max (fa@) < 5

Daraus folgt die Abschétzung
p
n[%&ﬁ(\fprp(x) — filz)] < Z | frar(®) = fran—1(2)] < 5.
’ k=1

Damit existiert eine stetige Funktion f* mit

fulz) — f*(x) gleichmaBig auf [0, 1] (n — o0).
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3. Wir berechnen nun L f*.

Es gilt
n M, n My,
lef*(z) _ Z Z(_l)u—i-lf*(xlgn,u))xu _ Z Z(_l)u+1fn(fﬁ,&n7u)>x’/ _
v=0 pu=0 v=0 pu=0
= aMz” = Q,(x)
v=0

4. AuBlerdem ist (L, f*)neny in C([0,1]) dicht. Dazu sei g eine beliebige,
in [0, 1] stetige Funktion. Wir wéhlen eine Teilfolge natiirlicher Zahlen

(nk)ken, so dass gilt
Qn, (x) — g(x) — f*(x), gleichmiBig auf [0,1] (k — o0).
Dann gilt fiir £ — oo

Ly f*(2) = Buf () + Ly, (@) = Ba f*(2) + Qu, () —

— f*(x) + g(x) — f*(x) = g(x) gleichm&Big auf [0, 1].

5. Da (L, P),en fiir jedes Polynom P konvergiert, und die Menge der Po-
lynome in C([0, 1]) dicht ist, folgt mit Proposition 6 aus [10], dass die
Menge der fiir (L, ),en universellen Funktionen entweder residual oder
leer ist. Da wir eine universelle Funktion konstruiert haben, folgt die
Residualitét.

Damit ist der Satz bewiesen. 0
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7 Eine ,,Birkhoff-dhnliche‘ universelle Funkti-
on

Ein von Mortini miindlich kommuniziertes Ergebnis stellt die Existenz einer

ganzen Funktion ¢ : C — C sicher, so dass die Funktionenfolge

(¢ (" +7)) e

in H(C) dicht ist.
Wir werden dieses Resultat im folgenden Satz auf andere Funktionen als die

Exponentialfunktion erweitern:

7.1 Satz: Es sei ® : C — C eine an 0 holomorphe Funktion mit ®'(0) # 0.

Dann existiert eine ganze Funktion ¢ : C — C, so dass die Funktionenfolge

@) ),
in H(C) dicht ist.

Beweis: Mit (Q,,)nen bezeichnen wir eine Abzdhlung aller Polynome, deren

Koeffizienten rationalen Real- und Imaginérteil haben.

1. Da ®'(0) # 0 ist, ist ® in einer Umgebung von 0 schlicht. Es sei w, :=
®(0). Dann existieren Zahlen d;, 62 > 0 mit d5 < 1, so dass ® in Uy, (0) :=
{2 :]z] < 6,} schlicht ist und ®(Us, (0)) D Us,(wp). Mit ! bezeichnen
wir eine in Us,(wo) holomorphe Funktion mit (&1 o ®)(z) = z (z €

Us,(0))-

2. Nun definieren wir a,, := n+wy (n € N). Da §, < 1 ist, sind die Mengen
Us,(a,) (n € N) paarweise disjunkt. Mit den Definitionen
E = U Us,(ay)
neN

und

q(2) = Qu(n®~(z — an +wo)) (2 € Us,(an))

ist E eine Arakelian-Menge (vgl. [24]) und ¢ auf E holomorph.
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3. Wir verwenden nun zweimal den Satz von Arakelian. Zu der in E holo-

morphen Funktion

5(2) = 2 (= € Uy.{an)

n

existiert zunéchst eine ganze Funktion g, so dass
0(2) —g(2)] <1 (z € E)
ist. Insbesondere gilt also Reg(z) — d(z) < 1. Dann existiert eine ganze

Funktion A mit

q(z)
exp(g(z) — 1)

Die Funktion ¢(z) := h(z) exp(g(z) — 1) ist ganz und erfiillt

—h(z)|<1(z€E).

q(z) = ¢(2)| < [exp(g(z) — 1)| = exp(Reg(z) — 1) < exp(d(2)).
Wir erhalten fiir n € N

max | 6(z) — Qu(n® (= — ay + wo))| < %

|z—an|<d2

Durch eine Substitution erhalten wir zunachst

max |gb(z +a,) — Qu(nd® (2 + wo))‘ < %7

|2|<é2

was durch die Substitution w = ®~ (2 + wy) =: ¢g(2) in

1
max O (w) — wy + a,) — Q,,(nw)| < =
weg({z:|z\§62}>|¢< (w) = wo + an) = Qunw)| <~

iibergeht. Da g an 0 holomorph ist mit g(0) = ®~*(wy) = 0, existiert ein
(53 > 0 mit

Usi(0) Cg({z: |2[ < da}).

Durch die abschlieende Substitution z = nw erhalten wir insbesondere

z 1
max ‘gb ((ID (—) —wy + an> — Qn(z)‘ < —.
) n n

Un53 (0

4. Nun sei ein Kompaktum K € 9t und eine Funktion f € A(K) gegeben.
Mit dem Satz von Mergelian existiert eine Teilfolge natiirlicher Zahlen
(1) ke mit

max | Qu, (2) — F(2)] < -
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Nun sei N € N so, dass K C Uy, (0) ist fiir alle n > N. Dann gilt fiir

alle k > N
¢ (cb (n—k) + nk) ~ f(2)

¢ <(I> (%) —wp + ank) — Qn,(2)
1
=

max <
K

< max
Unk o3 (O)

+m}e{xx|an(z) —f(2)| < 1 +

Damit folgt die Behauptung. O
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