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Kapitel 1

Einleitung

In der vorliegenden Arbeit befassen wir uns mit universellen Laurentreihen, uni-
versellen Faberreihen und T-universellen Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen. Zunéchst werden wir einen Uberblick iiber den Stand der For-
schung geben und darauf aufbauend die Ergebnisse der Arbeit vorstellen. Grob
gesagt behandeln wir folgende Fragestellungen:

(1) Kann eine Laurentreihe konstruiert werden, deren Partialsummen univer-
selle Approximationseigenschaften haben?

(2) Kann die Existenz einer Faberreihe, deren Partialsummen iiber universelle
Approximationseigenschaften verfiigen, bewiesen werden?

(3) Gibt es auf einem beliebigen Gebiet holomorphe Funktionen, die beziiglich
bestimmter Kurvenscharen in dem Gebiet universelle Approximationseigen-
schaften besitzen?

1.1 Bezeichnungen

Wir bezeichnen fiir eine beliebige Menge M C C mit M?° die Menge der inneren
Punkte, mit M den Abschluss von M. Fiir den Rand M ~. M° schreiben wir OM.
Mit M(M) bezeichnen wir die Menge der Kompakta K C M, fiir die C \ K
zusammenhéngend ist. Fiir M(C) schreiben wir kurz M. Mit D bezeichnen wir
die Einheitskreisscheibe {z : |z| < 1}, mit C die erweiterte komplexe Ebene.

Fiir eine beliebige Menge M C C verstehen wir unter H (M) die Menge der Funk-
tionen, die auf M holomorph sind; mit A(M) bezeichnen wir die Funktionen, die
auf M stetig und auf dem Inneren von M (welches leer sein kann) holomorph
sind.

Fiir zwei beliebige Mengen M, N C C definieren wir den Abstand zwischen M

und N als dist(M, N) = ]\i4nf N |z — w|. Fiir einpunktige Mengen schreiben wir
zeM,we

auch dist(z, V) statt dist({z}, N). Ist zusétzlich 6 > 0 gegeben, so setzen wir
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Us(M) = {z € C : dist(z, M) < 6} und bezeichnen letztere Menge als die ¢-
Umgebung von M. Auch hier schreiben wir Us(z) statt Us({z}).

Mit kompakter Konvergenz auf einer beliebigen Menge M C C meinen wir die
gleichméfige Konvergenz auf jedem Kompaktum K C M. Die kompakte Kon-
vergenz erzeugt eine Topologie, beziiglich derer fiir offene Mengen O C C und
kompakte Mengen K C C die Mengen H(O) und A(K) zu Frechét-Raumen wer-
den. Die Metrik lasst sich konkret angeben. Fiir ein Kompaktum K C C ist fiir
f,9 € A(K) durch

d(f,g) = max|f(z) — g(2)|

eine Metrik auf A(K) gegeben.
Fiir eine offene Menge O C C sei eine aufsteigende Ausschépfung {K,,}, von O
durch Kompakta gegeben. Wir setzen dann fiir Funktionen f,g € H(O)

Pa(f) = max|[f(z)],

- nl pn(f)
p(f) Z;Q—nm (1.1)

und

d(f,9) =p(f —9).

Damit wird (H(O), d) zu einem vollstdndigen metrischen Raum. Insbesondere ist
O = C zuldssig. Wir bemerken, dass eine Funktionenfolge {f,}, in (H(O),d)
genau dann gegen eine Funktion f € H(O) konvergiert, wenn {f,(z)}, auf O
kompakt gegen f(z) konvergiert. Aulerdem gilt folgende Tatsache, die wir ge-
sondert herausheben, da wir an spéterer Stelle darauf zuriickgreifen werden:

Satz 1.1.1 Es sei O C C eine offene Menge, K C O kompakt, f € H(O) und
0> 0.
Dann existiert ein € > 0, so dass

U(f) ={h € H(O) : d(h, f) < e} C {g € H(O) : max|g(z) — f(2)| < }.

Beweis:

Wir nehmen das Gegenteil der Behauptung an. Dann existiert eine Folge von
Funktionen {g,}, aus H(O) mit d(g,, f) < 1 und m}z{xx|gn(z) — f(2)| > 6. Wie

bereits oben bemerkt konvergiert damit {g,(z)}, auf O kompakt gegen f(z), also
konvergiert insbesondere {g,(z)}, auf K gleichmifiig gegen f(z). Daher gibt es
ein N € N mit max lgn(2) — f(2)| < 0 fiir alle n > N und dieser Widerspruch

beweist den Satz.
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1.2 Stand der Forschung

Hier nennen wir die wichtigsten schon bewiesenen Resultate. Diese dienen als
Motivation fiir die Ergebnisse unserer Arbeit. Zuerst erlautern wir kurz die Be-
deutung der Methoden, die in unserer Arbeit eine zentrale Rolle spielen.

Zur Gewinnung universeller Funktionen werden zwei grundlegende Methoden
eingesetzt, die konstruktive und die generische. Die konstruktive Methode
beinhaltet die konkrete Definition einer universellen Funktion iiber einen Grenz-
prozess, z.B. der Darstellung als Polynomreihe. Die dabei verwendeten Polyno-
me erhélt man mit Hilfe der Sétze von Runge iiber rationale und polynomiale
Approximation. Bei der generischen Methode wird zunéchst die gewiinschte
Klasse universeller Funktionen rein abstrakt definiert. Dann wird gezeigt, dass
sich diese als abzidhlbarer Durchschnitt von (im betrachteten Funktionenraum)
dichten Mengen darstellen lasst. Daraus folgt mit dem Baireschen Kategoriesatz,
dass auch die zu Beginn definierte Klasse universeller Funktionen eine dichte G-
Menge im jeweils betrachteten Funktionenraum ist.

1.2.1 T-universelle Funktionen
T-universelle ganze Funktionen

Das erste Resultat stammt von Birkhoff [Bir29] und wurde bereits 1929 bewiesen:

Satz 1.2.1 FEs emistiert eine ganze Funktion ® mit folgender Eigenschaft:
Fiir jede ganze Funktion f gibt es eine unbeschrinkte Folge {z,}, positiver Zah-
len, so dass {®(z + zp) }n auf C kompakt gegen f(z) konvergiert.

Die Funktion ® aus dem obigen Satz hat die Eigenschaft, dass durch eine Trans-
lation im Argument von @ jede ganze Funktion beliebig genau angenéhert werden
kann. Eine Funktion, die dieser Eigenschaft geniigt, nennt man translationsuni-
versell oder kurz T-universell.

Das Ergebnis von Birkhoff wurde 1941 von Seidel und Walsh [SW41] verallge-

meinert:

Satz 1.2.2 FEs qibt eine ganze Funktion ®, die folgender Eigenschaft gendigt:
Fiir jedes einfach zusammenhdngende Gebiet G C C und jede Funktion f € H(G)
existiert eine Folge komplexer Zahlen {z,}n, so dass {®(z+ z,)}, auf G kompakt
gegen f(z) konvergiert.

Ein weiterfithrendes Resultat aus dem Jahre 1976 stammt von Luh [Luh76]:

Satz 1.2.3 Es sei eine unbeschrinkte Folge {z,}, komplexer Zahlen gegeben.
Dann ezistiert eine ganze Funktion ® mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes Kompaktum K € M und jede Funktion f € A(K) kann ein Teilfolge
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{zn, tr von {2z, }n so gewdhlt werden, dass {®(z+ zn,) }x auf K gleichmdfig gegen
f(2) konvergiert.

Wir bemerken, dass es keine Rolle spielt, ob eine universelle Funktion  Funktio-
nen f € H(G) fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet G C C oder Funktio-
nen f € A(K) fiir ein Kompaktum K € M approximiert. Nach [Luh86a], Lemma
3, sind diese Eigenschaften sogar dquivalent.

Eine sehr interessante Verallgemeinerung, die eine Motivation fiir diese Arbeit
darstellt, wurde 2000 von Tenthoff [Ten00] gezeigt:

Satz 1.2.4 FEs existiert eine ganze Funktion ®, die folgende Eigenschaft besitzt:
Fiir jedes Kompaktum K € M, jede Funktion f € A(K) sowie fir jede Gerade
I' C C euistiert eine Punktfolge {z,}, mit z, € I derart, dass {®(z + z,)}n auf
K gleichmdafig gegen f(z) konvergiert.

Die Gerade I' in obigem Satz stellt einen vorgegebenen Approximationsweg dar.
Wir werden spéter auf solche T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen néher eingehen.

Duyos Ruiz [Duy83] zeigte 1983 die Existenz einer T-universellen ganzen Funkti-
on, deren Potenzreihenkoeffizienten ein vorgegebenes Wachstum aufweisen. Fer-
ner bewiesen Luh, Martirosian und Miller [LMM98b], dass eine T-universelle
ganze Funktion eine Potenzreihe mit gewisser vorgegebener Liickenstruktur ha-
ben kann.

T-universelle Funktionen auf Gebieten und offenen Mengen

Seidel und Walsh [SW41] bewiesen 1941 die Existenz einer auf I holomorphen
Funktion ®, so dass fiir jedes einfach zusammenhéngende Gebiet G und jede auf

G holomorphe Funktion f eine Folge {,}, existiert, so dass {CD (%)} auf

G kompakt gegen f(z) konvergiert.

Die Funktion ® in diesem Resultat ist streng genommen nicht T-universell, da
das Argument ,,%“ der Funktion ® keine lineare Funktion in z ist. Das erste
Resultat zu T-universellen Funktionen im Einheitskreis wurde 1976 bewiesen und

stammt von Luh [Luh76]:

Satz 1.2.5 Es gibt eine Funktion ® € H(D), die tber folgende Eigenschaft
verfigt:

Fiir jeden Punkt ¢ € 0D, jedes Kompaktum K € M und jede Funktion f € A(K)
finden sich Punktfolgen {a,}, und {b,}, derart, dass {a,z + by}, fiir jedes

z € K aus D heraus gegen ¢ konvergiert. Ferner konvergiert {®(a,z + b,)}n auf
K gleichmapig gegen f(z).

Auch zu diesem Satz zeigte Tenthoff [Ten00] eine Version mit vorgegebenen Ap-
proximationswegen:
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Satz 1.2.6 Es existiert eine Funktion ® € H(D) mit der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes Kompaktum K € M und jede Funktion f € A(K) sowie jeden Winkel
v € [0,2m) gibt es eine Funktionenfolge {t,(z)}n derart, dass t,(z) fir jedes
z € K aus {re"’;r € [0,1)} heraus gegen ¢ konvergiert. Auferdem konvergiert
{P(tn(2))}n auf K kompakt gegen f(z).

Im Jahre 1979 verallgemeinerte Luh [Luh79] das Ergebnis iiber T-universelle
Funktionen von der Einheitskreisscheibe auf ein einfach zusammenhéngendes Ge-
biet G. Genauer gilt folgendes Ergebnis:

Satz 1.2.7 Es sei G C C, G # C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet. Dann
gibt es eine Funktion ® € H(G), die tber folgende Figenschaft verfigt:

Fiir jeden Punkt ¢ € 0G, jedes Kompaktum K € M und jede Funktion f € A(K)
finden sich Punktfolgen {a,}, und {b,}, derart, dass {a,z + by}, fiir jedes

z € K aus G heraus gegen ¢ konvergiert. Ferner konvergiert {®(a,z + by)}n auf
K gleichmdafig gegen f(z).

Die Forderung ,,G' # C* ist keine wirkliche Einschrankung, da fiir G = C wieder
der Fall T-universeller ganzer Funktionen vorliegt. Erweitert man die Betrach-
tung auf die erweiterte komplexe Ebene C, so ist dann Unendlich der einzige
Randpunkt von C in C.

Luh [Luh88] zeigte 1988, dass auch auf einer offenen Menge O C C mit einfach
zusammenhéngenden Komponenten eine T-universelle Funktion ® € H(O) exis-
tiert. Zuséatzlich sind auch alle Ableitungen von ® T-universell. Luh, Martirosian
und Miiller [LMMO98a] fiigten 1998 eine weitere Eigenschaft hinzu: Fiir eine solche
offene Menge O C C mit 0 € O gibt es eine T-universelle Funktion ® € H(O),
deren Potenzreihe um den Nullpunkt eine vorgegebene Liickenstruktur hat. Die-
selben Autoren [LMMO02] zeigten 2002 speziell fiir die Einheitskreisscheibe, dass
die T-universelle Funktion weiteren Forderungen geniigen kann. Die T-universelle
Funktion ® € H(D) weist dann aufler einer vorgegebenen Liickenstruktur auch
ein vorgegebenes Randverhalten auf.

1.2.2 O-universelle Funktionen (universelle Taylor- und
Laurentreihen)

Universelle Taylorreihen
Bereits 1915 zeigte Fekete ([Lor53], S. 46), dass es eine universelle reelle Potenz-

reihe Z a,z” gibt, so dass zu jeder auf [—1, 1] stetigen Funktion f mit f(0) = ag

v=0
Nk

eine Teilfolge {ny} existiert, so dass {Z al,:zt”} auf [—1, 1] gleichméaBig gegen
v=0 k
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f(z) konvergiert. Luh [Luh76] bewies 1976 elementar die Existenz einer reel-

len Potenzreihe Z a,z”, so dass fiir jedes Intervall [a, b], welches die Null nicht
v=0
enthélt und jede auf [a, b] stetige Funktion f eine Teilfolge {ny} existiert, so dass

n
{Z a,,x”} auf [a, b] gleichméBig gegen f(z) konvergiert.
v=0

Luh [Luh70] bewies 1970 das erste Ergebnis tiber eine universelle Taylorreihe mit
Approximationseigenschaften im Komplexen:

Satz 1.2.8 Die Matriz A = (an;n,v € Ny) erfille die Zeilensummen- und
Spaltenbedingung, d.h.

lim Zaij =1, lim ay; =0 fiir alle j € Ny.
=0

o0

Dann ezistiert eine Potenzreihe ®(z) = g a,z" mit Konvergenzradius Fins, die

n=0

folgende Figenschaft besitzt:

Fiir jedes beschrinkte einfach zusammenhdingende Gebiet G C D° und jede Funk-
tion f € H(G) findet sich eine streng monoton wachsende Folge {ny } natirlicher
Zahlen derart, dass

ng v
afl‘k(@, z) = Z Qv - Su(D, 2), wobei s,(P, z) = Z a, 2" ist,
v=0 pn=0

auf G kompakt gegen f(z) konvergiert.

Die Potenzreihe der Funktion ® aus dem letztgenannten Satz besitzt eine spezi-
elle Uberkonvergenzeigenschaft (overconvergence). Daher werden Funktionen mit
dieser Eigenschaft O-universelle Funktionen genannt.

Chui und Parnes [CP71] ersetzten in der Aussage dieses Satzes die Menge H (G)
durch A(K) fir K € M (ﬁc). Wie bereits oben erwéhnt (siche [Luh86al, Lem-
ma 3) sind die beiden letztgenannten Ergebnisse dquivalent. Luh [Luh86b] zeigte
1986 eine Verallgemeinerung seines Ergebnisses von 1970 (und damit auch eine
Verallgemeinerung des Resultates von Chui und Parnes von 1971):

Satz 1.2.9 Es sei O C C eine offene Menge mit einfach zusammenhdngen-
den Komponenten. Fir eine Funktion ® € H(O) und einen Punkt ( € O sei
Sn(®,C)(2) die n-te Teilsumme der Taylorreihe von ® mit Entwicklungsmittel-
punkt C.

Dann ezistiert eine Funktion ® € H(O) und eine Folge natirlicher Zahlen {py}n,
so dass folgende FEigenschaften gelten:



1.2. STAND DER FORSCHUNG 11

(1) {Sp.(®,¢)(2)}, konvergiert auf O kompakt gegen ®(z) fiir jedes ¢ € O.

(2) Fiir jedes Kompaktum K € M(O°) und jede Punktion f € A(K) gibt es

eine Teilfolge {py, }r von {pn}n, so dass {Spnk (P, Q(z)}k auf K gleichmdfig
gegen f(z) konvergiert fir jedes ¢ € O.

Wir bemerken, dass der obige Satz nicht nur eine Universalitéitseigenschaft bein-
haltet, sondern zusétzlich eine Aquikonvergenz. Denn die beiden im Satz genann-
ten Eigenschaften gelten stets fiir alle Punkte ( € O.

Luh und Trautner [LT76] wiesen 1976 nach, dass spezielle Matrixtransformierte
der geometrischen Reihe universelle Approximationseigenschaften besitzen. Ne-
storidis [Nes96] wies 1996 mit Hilfe der generischen Methode die Existenz einer
O-universellen Potenzreihe auf D nach. Ferner verallgemeinerte er das Ergeb-
nis dahingehend, dass das Kompaktum K aus den beiden letztgenannten Satzen
auch Randpunkte von D enthalten kann. D.h. , K € M(D")“ wurde ersetzt durch
LK € M(D)“. Gehlen, Luh und Miiller [GLMO0] zeigten 2000, dass auf einem
beschréankten mehrfach zusammenhédngenden Gebiet keine O-universelle Funkti-
on existieren kann. Melas [Mel01] leitete 2001 mit der generischen Methode die
Existenz einer O-universellen Funktion auf dem Komplement eines Kompaktums
K € M her. Speziell auf C \ {1} wurde auch die Existenz einer O-universellen
Funktion von Vlachou [V1a02c] bewiesen. Vlachou [V1a02b] zeigte 2002, dass die
Resultate iiber O-universelle Funktionen, die mit der konstruktiven bzw. generi-
schen Methode erhalten wurden, dquivalent sind.

Universelle Laurentreihen

Es sei 2 C C ein mehrfach zusammenhéngendes Gebiet derart, dass C~Q endlich
viele Komponenten Ay, ..., A; besitzt. Nach (eventuell erforderlicher) Umnum-
merierung kénnen wir oo € Ay annehmen. Eine Funktion ® € H(2) hat eine
eindeutige Zerlegung der Form & = &y + ... + &, mit &; € H(AS) (j =0,..., k).
Wir fixieren Punkte a; € A; (j = 0,...,k) und setzen formal fiir z € 2 und
neN

" (g
M, (®,a0,...,ax)(z) =3 B0 (00) () ey

V!
v=0
"L, (P, a (P,
P RS B
— (2 — )" — (2 —ar)”

wobei ¢, (®;,a;) die Koeffizienten der Laurentreihe von @; beziiglich a; sind fiir
j = 1,...,k. Mit diesen Bezeichnungen definieren wir Uy (2) als Menge aller
Funktionen ® € H(f2), die folgender Eigenschaft geniigen:
Fiir jedes Kompaktum K € M(Q°\ {ay,...,ax}), jede Funktion f € A(K) und
jedes € > 0 existiert ein Index A € N mit

max |My(®, ag,...,ax)(2) — f(2)| < e.

zeK
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Die Klasse Uy (Q2) heiit Menge der universellen Laurentreihen auf Q. Mit obigen
Definitionen gilt folgender Satz, der 2002 von Costakis, Nestoridis und Papado-
perakis [CNP05] bewiesen wurde:

Satz 1.2.10 Fir ein mehrfach zusammenhdngendes Gebiet €2 C C, dessen Kom-

plement C ~ Q endlich viele Komponenten besitzt, ist die Klasse U () eine in
(H(2),d) dichte Gs-Menge.

Dabei ist d die im vorigen Abschnitt eingefithrte Metrik auf H(€2). In [V1a02a]
zeigte Vlachou, dass unter gewissen Bedingungen an die Menge () eine auf €)
universelle Laurentreihe Ostrowski-Liicken besitzen muss.

Universelle Faberreihen

Es sei B C C ein Kompaktum, dessen Komplement ein in C einfach zusam-
menhéngendes Gebiet ist. Wir wihlen eine konforme Abbildung ¢ : D° — B° mit
¢(00) = 0o und der Reihenentwicklung

a a
go(z):d(z+ao+—1+—§+... )
z z

mit d > 0. Dann bezeichnen mit {p, }, die zu B (eigentlich zu ¢) gehorigen Fa-
berpolynome. Dabei ist das Faberpolynom p,(z) der Hauptteil der Laurentreihe
von (¢~!(z))" an Unendlich.

Dodunova [Dod90] zeigte 1990 die Existenz einer universellen Faberreihe mit Hilfe
von Summationsmethoden. Genauer gilt:

Satz 1.2.11 Es sei B C C ein Kompaktum wie oben und {p,}, die Folge der
Faberpolynome beziiglich B. Ferner sei A = (a;;;14,j € Ny) eine unendliche untere
Dreiecksmatriz mit

lim Zaiﬂ' =1, lima;; =0 fiir alle j € Ny.
§=0

Auferdem sei { K}, eine Folge von Mengen aus M. Dann existiert eine Faber-

rethe Z a,pn(2) vom Konvergenzradius r > 1 mit folgender Eigenschaft:
n=0

t

Mit Sy(z) = Z a,p,(z) existiert zu jedem N € N und jeder Funktion f € A(Ky)
v=0
eine Zahlenfolge {ny}i derart, dass die Folge
k
{Zawsnxz)}
=0 k

auf Ky gleichmafig gegen f(z) konvergiert.



1.3. ERGEBNISSE DIESER ARBEIT 13

Katsoprinakis, Nestoridis und Papadoperakis [KNPO1] fithrten mittels der Fa-
berrabbildung die Existenz von universellen Faberreihen auf die von universellen
Taylorreihen zuriick. Es sei G ein Jordangebiet mit analytischem Rand und p,
die Faberpolynome beziiglich G. Die Menge aller Funktionen ® € H(G) mit

Faberreihe Z a,pn(2), die folgender Eigenschaft geniigt, heiit Menge der auf G
n=0
universellen Faberreihen:

Fiir jedes Kompaktum K € M(G°), jede Funktion f € A(K) und jedes ¢ > 0
gibt es einen Index A € N mit

max < E.

zeK

Zaupu(z) - f(Z)

Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Satz 1.2.12 Fir ein Jordangebiet G mit analytischem Rand ist die Menge der
auf G universellen Faberreihen im Raum (H(G),d) eine dichte Gs-Menge.

1.2.3 Ableitungs- und stammfunktionsuniverselle Funk-
tionen

Zuerst bewies MacLane [Mac52] die Existenz einer ganzen Funktion ®, deren
Folge von Ableitungen {®™}, in (H(C),d) dicht liegt. Eine solche Funktion
heifit ableitungsuniversell.

Blair und Rubel [BR84] zeigten 1984, dass es eine ganze Funktion ® gibt, deren
Folge von Stammfunktionen {®(~™}, in (H(C),d) dicht ist. Eine Funktion mit
dieser Eigenschaft nennt sich stammfunktionsuniversell.

1.3 Ergebnisse dieser Arbeit

1.3.1 Universelle Laurentreihen

Wir wissen bereits von den Resultaten in [GLMO00], dass eine universelle Taylorrei-
he auf einem beschréankten mehrfach zusammenhéngenden Gebiet nicht existieren
kann. Eine Laurentreihe scheint sich besser an solche Gebiete ,,mit Lochern* anzu-
passen. In der Tat wurde eine universelle Laurentreihe bereits mit der generischen
Methode gewonnen, sieche dazu [CNP05]. Unser Ziel ist es, eine universelle Lau-
rentreihe mit Hilfe der konstruktiven Methode zu erhalten. Wir werden genauer
folgenden Satz beweisen, wobei die Bezeichnungen aus 1.2.2 verwendet wurden:

Satz 1.3.1 Es sei Q C C ein Gebiet, so dass @\Q die Komponenten Aqg, ..., Ay
mit oo € Ay hat. Es seien a; feste Punkte aus Aj (j =1,...,k). Dann ezistieren
eine Funktion f € H(Q) und eine Folge natirlicher Zahlen {t,}, mit folgenden
FEigenschaften:
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(1) Fiir jedes Kompaktum K C Q gilt
gleaI?(|Mtn(f7C7a1a"'7ak)(z)_f(z)|_)0 (n—>oo)
fiir alle ¢ € A§.

(2) Fiir jedes Kompaktum K € M(Q°~{a1,...,ar}) und jede Funktion
g € A(K) existiert eine Teilfolge {t,,}s von {t,}n, so dass gilt

Ii%g<|Mtns(f,C,a1,...,ak)(z)—g(z)|—>O (s — o0)

fir alle ¢ € Aj§.

Auflerdem werden wir zeigen, dass die Menge aller Funktionen, die iiber die Fi-
genschaften der Funktion f aus obigem Satz verfiigen, in (H(£2), d) dicht ist. Der
Beweis dieser Ergebnisse ist in Kapitel 2 ausgefiihrt.

1.3.2 Universelle Faberreihen

Hier ist die Gewinnung einer universellen Faberreihe mit der konstruktiven und
der generischen Methode Gegenstand der Untersuchung. Wir erinnern an die Be-
zeichnungen aus Abschnitt 1.2.2: Es sei B C C ein Kompaktum, dessen Komple-
ment ein in C einfach zusammenhéngendes Gebiet ist. Wir wihlen eine konforme
Abbildung ¢ : D° — B¢ mit ¢(c0) = oo und der Reihenentwicklung

gp(z):d<z+ag+%+g+... >mitd>().

Es seien {p,}, die Folge der zu B gehorigen Faberpolynome.

Fiir die beiden folgenden Sétze sei R > 1 fest und GG das Innengebiet der Jordan-
kurve {¢(t); |t| = R}. Jede Funktion f € H(G) besitzt eine eindeutige Darstel-
lung in Form einer Faberreihe

F(2) =) el H)pal2).

Die Reihe auf der rechten Seite ist auf G' kompakt gegen f(z) konvergent. Die
Teilsummen einer solchen Faberreihe bezeichnen wir mit

m

Fo(f,2) = cn(f)pn(2).

n=0
Dann gilt zum einen das folgende, konstruktive Ergebnis:

Satz 1.3.2 Es sei G wie oben angegeben. Dann gibt es eine Funktion f € H(G)
und eine Folge natirlicher Zahlen {t,},, so dass die folgenden beiden Figenschaf-
ten gelten:
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(1) Die Folge {F,(f,z)}n konvergiert auf G kompakt gegen f(z).

(2) Fiir jedes Kompaktum K € M(G") und jede Funktion g € A(K) ezistiert
eine Teilfolge {t,,}s von {tp}n, so dass {F, (f,2)}s auf K gleichmdifig
gegen g(z) konvergiert.

Zum anderen werden wir mit der generischen Methode beweisen:

Satz 1.3.3 FEs sei G wie oben angegeben. Dann ist die Menge aller Funktionen
f € H(G), die iber die Figenschaften des letztgenannten Satzes verfigen, eine
in (H(G),d) dichte Gs-Menge.

In Kapitel 3 werden wir auf den Beweis dieser Ergebnisse eingehen.

1.3.3 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
Ximationswegen

Die Ergebnisse in Kapitel 4 wurden von den oben in Abschnitt 1.2.1 angegebenen
Resultaten von Tenthoff motiviert. Unser Ziel ist zum einen eine weniger rechen-
intensive Konstruktion einer T-universellen Funktion mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen. Zum anderen ist unser Vorhaben, solche Funktionen mit der
generischen Methode zu gewinnen. In Kapitel 4 werden wir die beiden folgenden
Ergebnisse mit der konstruktiven Methode beweisen:

Satz 1.3.4 FEs gibt eine ganze Funktion ® mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jedem Kompaktum K € M, jeder Funktion f € A(K) sowie zu jeder Geraden
I' C C existiert eine gegen Unendlich konvergente Punktfolge {z,}, von Punkten
auf T derart, dass {®(z + z,) }n auf K gleichmdiflig gegen f(z) konvergiert.

Fiir die Einheitskreisscheibe D setzen wir zur Abkiirzung
Ry ={z:2z=re";r €0,1)} fiir ¥ € [0,27).

Satz 1.3.5 Es existiert eine Funktion ® € H(D), die iber folgende Eigenschaft
verfiigt:

Zu jedem Kompaktum K € M, jeder Funktion f € A(K) und jedem Winkel

Y € [0,2m) gibt es Folgen {ay,}, in (0,00) und {b,}, auf Ry derart, dass
{a,z+by}, fiir jedes 2 € K aus D heraus gegen € konvergiert und {®(a,z+by)}n
auf K gleichmafsig gegen f(z) konvergiert.

Mit Hilfe einer Abbildung der Form ¢(2) = ze™(?) wobei ¢ stetig ist, verallge-
meinern wir das Ergebnis iiber T-universelle ganze Funktionen mit vorgegebenen
Approximationswegen von Geraden auf allgemeinere Kurvenscharen. Auflerdem
weisen wir nach, dass die Menge solcher Funktionen eine in (H(C), d) dichte G-
Menge ist.
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Die generische Methode st68t hier an ihre Grenzen. Wir kénnen zwar die Exis-
tenz T-universeller Funktionen mit vorgegebenen Approximationswegen nachwei-
sen, jedoch ist das Ergebnis schwicher als mit der konstruktiven Methode. Fiir
hochstens abzéhlbare Kurvenscharen gilt jedoch folgendes Ergebnis:

Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet, zy € G fest, I, J C R seien Intervalle und
die Abbildung z, : I — G sei fiir jedes a € J eine stetige Funktion mit folgenden
Eigenschaften:

(1) liIIfl(I) 2o(t) = 2o gleichméBig beziiglich « € J,
t—in

(2) lim z(t) € G,
t—sup(I)

(3) aus z(s) = zg(t) folge schon s =t und o = f3.

Dann heifit (z4)acs eine allgemeine Kurvenschar (im Gebiet G).

Fiir ein Gebiet G und eine allgemeine Kurvenschar C = {z,; I, J} in G heiit eine
Funktion ® € H(G) T-universell beziiglich der Kurvenschar C im Gebiet G, falls
Folgendes gilt:
Fiir jedes Kompaktum K € M, jede Funktion f € A(K), jeden Parameter v € .J
(der eine Kurve C, € C definiert)und jedes € > 0 finden sich Punkte a € (0, 1)
und b € C' mit

mealgc]CI)(az—i-b) —f(z)| <eund |b—(| <e,

wobei ¢ = tjgg(l) 2, (t) ist.

Die Menge solcher Funktionen ® wird mit Ue(G) bezeichnet. Es gilt folgender

Satz 1.3.6 FEs sei G C C ein beschrinktes Gebiet, I, J C R seien Intervalle und
die Abbildung z : Jx1 — C sei stetig und so beschaffen, dass {z(c,-);c € J} eine
allgemeine Kurvenschar auf G definiert. Ferner sei K C J hdchstens abzihlbar
und C = {z(a, I);« € K} eine (hochstens abzihlbare) Kurvenschar.

Dann ist Ue(G) eine in (H(G),d) dichte Gs-Menge.



Kapitel 2

Universelle Laurentreihen

2.1 Bezeichnungen

Es sei Q C C ein mehrfach zusammenhéangendes Gebiet der Art, dass C~ Q aus
endlich vielen Komponenten Ag, Ay, ..., Ax mit £ > 0 besteht. Wir nehmen ohne
Einschrankung co € Ay an und halten Punkte a; € A; (j = 1,..., k) fest. Dann
hat jede Funktion f € H({2) eine eindeutige Zerlegung der Form

f=f+hH+...+fr
mit f; € H(A§)(j = 0,...,k) und lim f;(2) = 0(j = 1,...,k). Dies ldsst
sich analog zu [KNPO1], Proposition 2.4, zeigen, wo dies fiir ein zweifach zu-

sammenhédngendes Gebiet bewiesen wurde. Jedes f; (7 = 1,...,k) besitzt eine
Entwicklung in eine Laurentreihe um a; der Form

fe) =3 i)

(z —a;)"

fiir hinreichend grofle |z — a;|. Fiir f; nehmen wir einfach die Teilsummen der
Taylorreihe um ¢ € A§ und definieren damit formal die folgenden Summen:

()

n=1

Mo(F G, a)(5) = ST gy
v=0 ’
2 CV<f17a’1) & Cu(fkaak>
+ Zyl (z —ay)” Tt Zyl (z — ak)'j.

Wir bemerken, dass es durchaus auftreten kann, dass fiir jedes z € {2 eine oder
mehrere der Teilsummen auf der rechten Seite fiir n — oo divergieren. Nichts-
destotrotz ist Uberkonvergenz, also die Konvergenz aller Teilsummen auf der
rechten Seite bei Summation bis zu einem n; € N fiir £ — oo moglich und wird
bei der folgenden Konstruktion auch erzielt.
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2.2 Ein vorbereitender Hilfssatz

Zur Vorbereitung zeigen wir eine Variante des Rungeschen Approximationssatzes
iiber rationale Approximation. Es sei O C C eine beliebige offene Menge. Dann
gibt es eine Ausschopfung von O durch eine Folge offener Mengen {O,,},, mit
folgenden Eigenschaften:

(1) O, C Opyq C O fiir alle n € N.

(2) Zu jedem Kompaktum K C O existiert ein N € N mit K € O, fiir alle
n > N.

(3) 00, besteht aus endlich vielen geschlossenen Polygonziigen.

(4) Falls O unbeschrinkt ist, kann zusétzlich co € O, fiir alle n € N gefordert
werden.

Einen Beweis dazu findet man etwa unter [Rud87], Theorem 13.3.

Satz 2.2.1 Es sei A ¢ C, A #* C eine kompakte Menge mit co € A und be-
schrinktem Komplement Ay = C ~ A. Ferner sei f holomorph auf A und ein
e > 0 gegeben.

Dann gibt es eine rationale Funktion R mit (einfachen) Polen in Ay, so dass gilt:

sup [R(z) — f(z)] <e.

z€EA

Beweis:

Da A abgeschlossen ist, gibt es eine offene Menge O D A, auf der f holomorph
ist. Wir wéhlen eine Ausschopfung {O,,} von O mit co € O,, (n € N) und obigen
Eigenschaften und halten ein N € N mit A C Oy fest.

Es sei z € A fest, aber beliebig. Dann gilt

o C — z
00N

Zur Abkiirzung setzen wir I' = dOy. Dann ist ' rektifizierbar. Da I" kompakt
ist, gibt es zu & > 0 ein ¢’ € (0,€’), so dass fir alle 21,29 € ' mit |27 — 29| < ¢’
folgt: | f(z1) — f(z2)] <€’

Anschliefflend unterteilen wir [' in m paarweise disjunkte Bégen B, mit Endpunk-
ten ¢, und ¢/, und einer Lénge kleiner als ¢’. Ferner setzen wir d = dist(I', A) > 0
sowie C' = max |f(2)].

Dann gilt fiir alle z € Aund ( € B, (v =1,...,m):
'f C) f Cl/) f(CV)<<_CI/) < d+C€/

(—= C=2) G —2)| 7 &

‘C_Z CI/_Z
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Definieren wir damit

(@)
R(Z - 27TZZ —ZC _Cu)

so hat R einfache Pole auf I' C AJ. Es gilt dann fiir alle z € A:

|2mi(f(2) — /——2 iR(2)d¢ <Z /C dg’

d—i—C
ST

L(I)e",

wobei L(I") die Kurvenldnge von I" bezeichnet. W&hlt man €’ klein genug, so wird
die rechte Seite kleiner als das vorgegebene ¢, und der Satz ist damit bewiesen.

Bemerkung 2.2.2 Mit der Methode der Polverschiebung (siehe etwa [Gai80])
konnen die Pole der approximierenden Funktion R noch innerhalb der einzelnen
Komponenten von Aq verschoben werden. Insbesondere kann erreicht werden,
dass R nur einen Pol hat, falls Ay nur aus einer Komponente besteht, also ein
Gebiet ist.

2.3 Konstruktion einer universellen Laurentreihe

Satz 2.3.1 Es sei Q C C ein Gebiet, so dass @\Q die Komponenten Ag, ..., Ay
mit oo € Ay hat. Es seien a; feste Punkte aus Aj (j =1,...,k). Dann ezistieren
eine Funktion f, die in Q holomorph ist, und eine Folge natirlicher Zahlen {t,},
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fliir jedes Kompaktum K C Q gilt
Izﬂe%ngtn(f,C,al,...,ak)(Z)—f(Z)|—>0 (n—>oo)
fiir jedes ¢ € A§.

(2) Fiir jedes Kompaktum K € M(Q°~{ay,...,ar}) und jede Funktion
g € A(K) existiert eine Teilfolge {t,.}s von {t,}n, so dass gilt

max [M,, (f,C ar, - an)(2) = g(2)| = 0 (s — 00)

fiir jedes ¢ € A§.
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Beweis:

1) Vorbereitungen

Wir wihlen fiir jedes j € {0,...,k} eine Ausschopfung von A§ durch eine auf-
steigende Folge von abgeschlossenen Mengen {Lg )}n, wobei jedes Lo kompakt
ist. Da A; in C einfach zusammenhéngend ist, konnen wir L%j ) ¢ M(Aj)

(j =1,...,k) annehmen.

Weiterhin wihlen wir eine Folge von Kompakta { K7}, mit

K e M([QU{ay,...,a}]%), so dass fiir jedes K € M ([QU{ay,...,a;}]) ein
N € N existiert mit K C Ky. Es sei {p}} eine Abzéhlung aller Polynome mit
Koeffizienten aus Q + iQ. Wir wéhlen eine Abzéhlung {(K,, p,)}, der Menge

{(K.p): K € {K;neN}, pe{ps;neN}},

in der jede Kombination (K, p;) unendlich oft vorkommt.
SchlieBlich bezeichnen wir noch K = K, N Ai(j=0,....k).

2) Konstruktion der universellen Funktion
Wir konstruieren induktiv £ 4+ 1 Funktionenfolgen und eine Folge natiirlicher
Zahlen. Zu Beginn definieren wir

. 1 ‘
V() =z—a, OY(z)= (G=1,....k); X=1.
Z — aj
Wir nehmen an, dass @gm), e ,@,(gm) und A, fir m = 0,...,n — 1 schon derart
definiert worden sind, dass

(i) 0 ein Polynom ist, und

(ii) 0% eine rationale Funktion mit einem Pol in a; ist fir j = 1,..., k. Damit

| pY | , |

gilt also @fjl) = %, wobei P ein Polynom mit deg <Pq$f )> < q%)
z—aj)im

ist.
Fiir den Induktionsschritt setzen wir
Jn_1 = Max {deg (@7(10_)1> ;qg),j =1,..., k}
und wéahlen eine natiirliche Zahl )\, mit

/\n > (TL — 1)(/\71—1 + gn—l)-
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Nach dem Rungeschen Satz iiber polynomiale Approximation gibt es ein Polynom
ol , das Folgendes leistet:

1

max @ ) < 2.1
zeL<0>| '(2)] 2" max |z — ar|™ 21)
zeLY
n—1
pa(2) = Y (2 = a) O (2)
- 1
max [0 (z) — v=0 < 2.2
ek | " (2) (z —ap)M n max |z — ai|™ 22
zEK< )
Fir 7 =1,..., k existiert nach Satz 2.2.1 eine rationale Funktion @%j ) mit einem
Pol jeweils in a;, die Folgendes erfiillt:
() 1
sup [09)(2)] < — (2.3
zeLy 2" max ———
cer) |2 — ajMn
n—1 1
W (2) — I = 10
BRRZCE M emrrnal® 1
max |OW)(z) — ~ < (2.4)
zEK(j) 1 1
! (> — a ) A T
(z —a;)*n ek |2 — aj*

Man beachte, dass die Menge KPuLY = (K,NAj)U LY wegen
K, > QU{ay,...,ax}, AjDQ

und der Tatsache, dass {Lgf )}n eine Ausschépfung von Af ist, zusammenhéngen-
des Komplement besitzt. Daher konnen wir nach Bemerkung 2.2.2 annehmen,
dass alle Pole von ©4 von vorneherein in a; geschoben wurden.

Schliefllich setzen wir noch zur Abkiirzung

QW (2) = (z—a)*00(z), QY(z)=
und definieren damit
2)=>_ Q=) (2.5)
v=0

o0

2)=> QY(z) (G=1,...,k). (2.6)

Die gewunschte Funktion ist dann f = fo+ fi + ...+ fi.
Da LY Ausschépfungen von Af sind fiir j = 0,. k , sichern die Ungleichungen
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k
(2.1) und (2.3) die Holomorphie von f auf 2 = ﬂ AS.
=0
Essei j € {1,..., k} fest. Wir betrachten die Potenzen von —— in QY (m € Ny)
und sehen:

e Der héchste Exponent der Potenzen von —— in Q%) ist kleiner oder gleich

z—aj
Am + Gm-

1

z—aj

e Der niedrigste Exponent der Potenzen von in fogrl ist grofler als A, 1.

Nach Definition der A, iiberlappen sich also die Potenzen von ﬁ innerhalb

der QY nicht und damit ist die Funktionenreihe auf der rechten Seite von (2.6)
tatsichlich eine Laurentreihe. Analoge Uberlegungen zeigen, dass die rechte Seite
von (2.5) tatsdchlich eine Taylorreihe ist. Setzen wir also ¢, = A, + g, und
Gn = Ani1, SO gelten die Gleichungen

— S m _ v__ - (0)
Sun(foran)(2) = 3 ()= 30 Q)

tn

oo (fa)(m) = % =3 Q)

Insbesondere hat die Taylorreihe von f; an a; reine Ostrowski-Liicken {t,,¢,}.
Daher konvergiert nach der Bezeichnung in Abschnitt 2.1 die Folge
{M,,(f,a1,a4,...,a)(2)}n auf Q kompakt gegen f(z2).

3) Nachweis der Universalitit

Es seien ein Kompaktum K € M([QU{ay,...,a;}|°) und eine Funktion g € A(K)
gegeben.

Dann gibt es ein ny € N mit K C K,,,. Nach dem Satz von Mergelyan und der
Definition der Folge {(K,,p,)}, konnen wir eine Folge natiirlicher Zahlen {n}
wéahlen mit ng > s und

mas p, ()~ | 92) =S ) || <5 =0 kseN)  (@7)
J =0
n#g

sowie K, = K, (s € N).
Weiterhin gilt nach den Abschétzungen (2.2) und (2.4)

1

1

Zfengé) S, (fo,a1)(2) = pn.(2)] < = (s € N),
1 1

max oy, (fj,45)(2) =pn.(2)| < — <~ (j=1,....k; s €N).

zEK,(L] Uz

s
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Fir s € N gilt:

max |Mtn5 (f,a1,a1,...,a)(2) —g(2)] <

Pn.(2) (9(2) - qu(2)> +

Fiir s — oo konvergiert die zweite Zeile dieser Abschitzung nach den obigen
Ungleichungen und (2.7) gegen Null. Die letzte Zeile konvergiert gegen Null, da
K N A fiir jedes p=1,..., k eine kompakte Teilmenge von Af ist.

< max, St (fo, a1)(2) — pn, (2)] + max

—{—Z max |0y, (fu,au)(2) — fu(2)].

ze€KNAp

In analoger Weise kann man fiir j = 1,...,k und s € N die Differenz
ZGH}(?{; ’Mt (f) ay,Qy, ... 7ak)(z) - g(Z)‘

abschéatzen und erhalt dann

max | M, (f,a1,a1,. ) () = ()] =0 (5 = o0).

4) Zusammenfassender Nachweis der Eigenschaften von f
Da ferner die Funktion fy an a; € A§ Ostrowski-Liicken besitzt, gilt nach [Luh86b],
Theorem 1 auch fiir jedes ¢ € Aj

M, (f,C a1, ..,a5)(2) — My, (f,a1,a1,...,a,)(2) = 0 (n— ).

Zusammen mit 2) und 3) sind beide im Satz formulierte Behauptungen bewiesen.

Bemerkung 2.3.2 Die Konstruktion in dieser Arbeit weicht in einem wesent-
lichen Punkt von der Arbeit [MV05] ab: Bei der Konstruktion der universellen
Laurentreihe wird zur Sicherstellung der Holomorphie auf dem Gebiet €2 der Hilfs-
satz aus dem vorigen Abschnitt verwendet und nicht eine konforme Abbildung.
Das Ergebnis ist dasselbe.

Wir werden jetzt zeigen, dass die Menge der universellen Laurentreihen in obigem
Sinne nicht etwa eine Ausnahmeerscheinung unter den holomorphen Funktionen
auf einem Gebiet ist.

Satz 2.3.3 Es sei 0 C C ein Gebiet wie in Satz 2.3.1 mit denselben Bezeich-
nungen, d.h. C ~ Q habe endlich viele Komponenten Ay, ..., A, mit oo € Ag und
festgehaltenen Punkten a; € A;(j = 1,...,k). Die Menge der Funktionen mit
den beiden Eigenschaften aus Satz 2.3.1 ist dicht im Raum H(S).
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Beweis:
Es seien g € H(Q2) und ein € > 0 gegeben. Unser Ziel ist es, eine universelle
Laurentreihe f zu konstruieren, die beziiglich der Metrik d (siehe Gleichung (1.1))
,hahe bei” g liegt.
Es sei dazu fy eine Funktion mit den Eigenschaften aus Satz 2.3.1 (eine solche
Funktion existiert nach der Aussage dieses Satzes). Da das Funktional p aus
(1.1) beschrénkt ist, gibt es ein § > 0, so dass p(dfy) < § ist. Nach dem Satz von
Runge iiber rationale Approximation gibt es eine rationale Funktion R mit Polen
in {a1,...,a;} und d(R, g) < 5.
Wir setzen

f=0fo+R

a) f approximiert g
Es gilt: d(f,9) = d(6fo+ R,g9) < p(6fo) +d(R,g9) <5+ 5 =¢.

b) f ist eine universelle Laurentreihe
Fiir alle N € N, die gréfler sind als der Betrag des Exponenten jeder in R vor-
kommenden Potenz, gilt die Gleichung

MN(f, ay,ay, ... ,ak) = 5MN(f0,a1,a1, e ,G,k) + R

Nach der ersten Eigenschaft von Satz 2.3.1 gibt es eine Folge {t¢,},, so dass
{M,, (fo,a1,a1,...,ax)(2)}, auf Q kompakt gegen fy(z) konvergiert und damit
konvergiert nach der obigen Gleichung { M, (f, a1, a1,...,a;)(2)}, auf Q kompakt
gegen f(z).

Es seien nun K € M(Q°~ {ay,...,ax}), h € A(K). Nach der zweiten Aussage
von Satz 2.3.1 findet sich eine Teilfolge {t,,}s von {t,}n, so dass

{My, (fo,ar,a1,...,a;)(2)}s auf K gleichméfig gegen %(h(z) — R(2)) konvergiert.
Damit konvergiert die Folge { M, (f,a1,a1,...,ax)(2)}s auf K gleichméBig gegen
63 (h(z) — R(2)) + R(z) = h(z). Also erfiillt f beide geforderten Eigenschaften

5
einer universellen Laurentreihe. Damit ist der Satz bewiesen.



Kapitel 3

Universelle Faberreihen

3.1 Einleitung

Es sei B eine kompakte Menge, deren Komplement ein einfach zusammenhéngen-
des Gebiet (in C) ist. Nach dem Riemannschen Abbildungssatz gibt es eine kon-
forme Abbildung ¢ : D° — B¢ mit ¢(c0) = co und der Reihenentwicklung

@(2):d<2+ag+ﬂ+a—z+... )mitd>0.
z oz

Die zur Menge B gehorigen Faberpolynome nennen wir {p,;n € Ny}. Diese wer-
den etwa definiert durch

pn(z):%/%dt (r>1;n eN)

[t|=r
oder als der Hauptteil der Laurentreihe von (¢p~!(2))" an Unendlich, also dem Teil
mit Potenzen von z mit nichtnegativen Exponenten. Eine Einfiihrung in Faberrei-
hen findet man etwa bei Curtiss [Cur72] oder Smirnov und Lebedev [SL68], chap-
ter 2. Wir bezeichnen mit Bg das Innengebiet der Jordankurve {p(t);[t| = R}

fir R > 1. Dann hat jede Funktion f € H(Bg) eine eindeutige Darstellung in
Form einer so genannten Faberreihe

oo

1) = ealf) pal2),

n=0

wobei formal py(z) = 1(z € C) gesetzt wird und

S

cn(f)—% / f(fi‘?) ds, re(1,R),neN,
[s|=r
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die Koeffizienten der Faberreihe von f bezeichnet.
Die Teilsummen der Faberreihe bezeichnen wir mit

Fulf,2) =Y c(f)pu(2).

v=0

Fiir die folgenden Ausfithrungen halten wir ein R > 1 fest und setzen
G = Bp. (3.1)

Bevor wir mit der Konstruktion einer Faberreihe mit universellen Approximati-
onseigenschaften beginnen, benotigen wir noch eine Tatsache, die sich spéter als
wichtig erweist.

Bemerkung 3.1.1 Jedes Polynom ist seine eigene Faberrethe.

Denn jedes Faberpolynom p,, hat genau den Grad n, und da jede auf G holomor-
phe Funktion eine Entwicklung in eine Faberreihe besitzt, so gilt das auch fiir
jedes Polynom. Mit dem Identitétssatz fiir Polynome folgt also unmittelbar, dass
fiir jedes Polynom P vom Grade n gilt:

n

P(z) = e (Pp(z) = Fu(P,2) (2 €C).

v=0

3.2 Konstruktiver Ansatz

Satz 3.2.1 Es sei G wie in (3.1). Dann gibt es eine Funktion f € H(G) und
eine Folge natirlicher Zahlen {t,},, so dass die folgenden beiden Eigenschaften
gelten:

(1) Die Folge {F, (f,z)}n konvergiert auf G kompakt gegen f(z).

(2) Fir jedes K € M(G) und jede Funktion g € A(K) existiert eine Teil-

folge {tn,}s von {t,}n, so dass {Fy, (f,2)}s auf K gleichmafig gegen g(z)
konverguiert.

Beweis:
Zu Beginn legen wir folgende Mengen fest:

(1) {H,}, sei eine aufsteigende Ausschopfung von G aus abgeschlossenen Jor-
dangebieten.

(2) {rn}n sei eine Abzihlung aller Polynome mit Koeffizienten aus Q + iQ.

(3) {K,}n sei eine Abzéhlung von Mengen aus M(G"), so dass fiir alle Mengen
K € M(G") ein ng € N existiert mit K C K, .
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Wir wihlen eine Folge {(K},r})},, in der jede Kombination von K, und 7,
unendlich oft vorkommt. Wir konstruieren induktiv eine Polynomfolge { P, },, und
eine Zahlenfolge {\,},. Zunéchst setzen wir Py = 0 und Ay = 1.

Es seien fiir ein n € N die Polynome Pi,..., P,_; und die natiirlichen Zahlen

A1, ..., An_1 schon konstruiert. Dann setzen wir
An = A1 +max{deg(P,);0<v<n-—1}+1.

Nach dem Satz von Runge iiber polynomiale Approximation gibt es ein Polynom
P, mit folgenden Eigenschaften:

1
max |P,(2)] < ————, 3.2
ZeHn| (2) PR (3.2)
ZGH’n
n—1
r(z) =Y ZVP,(2) )
P,(z) — =0 < . 3.3
sess (=) ZAn n m?(x|z|’\” (3:3)
zeEK}

Schliefilich setzen wir

Tu(z) =) 2P(2);  f(z) = lim T, (2).
v=0

Da {H,}, eine Ausschopfung von G ist, ist nach (3.2) die Funktion f holomorph
in G.
Nach Konstruktion ist der héchste Exponent einer Potenz von z in 2z P, (2)
gleich A\, + deg(P,). Der niedrigste Exponent einer Potenz von z in 221 P, (z)
ist i1 > A, + deg(P,) + 1. Die Potenzen von z iiberlappen sich also nicht in-
nerhalb der Summanden in der Definition von 7;,.
Nach Bemerkung 3.1.1 ist jedes Polynom seine eigene Faberreihe. Setzen wir also
tn = A\ +deg(P,), so gilt F; (T, ) = T,; da sich die Potenzen von z wie eben
gezeigt nicht iiberlappen, gilt auch F (f,-) = T, und nach Definition von f kon-
vergiert damit {F}, (f, z)}» auf G kompakt gegen f(z). Das zeigt den ersten Teil
der Behauptung.

Zum Beweis der Universalitit von f seien ein K € M(G") und eine Funktion
g € A(K) gegeben. Dann existiert ein np € N mit K C K,,. Nach dem Satz
von Mergelyan und der Definition der Folge {(K*,r*)}, gibt es eine Folge {ns}
natiirlicher Zahlen mit n, > s, so dass

max |g(z) —r;, (2)] < (3.4)

1
zeEK S
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und K,,, = K,,, (s € N) gleichzeitig erfiillt sind. Mit der Abschétzung (3.3) und
der letzten Ungleichung schlieen wir fiir grofie s:

max |Fy, (z) — g(2)| <

zeK
max iz’\”Py(z) —r! (2)] + max|r: (z) —g(2)] < 1 + 1 < 2
€hns |25 " ceK ng S S

Damit konvergiert {F}, (z)}s auf K gleichméBig gegen g(z) und da K und g
beliebig waren, ist der Satz damit bewiesen.

3.3 Generischer Ansatz

Unser Ziel ist es, die Existenz einer universellen Faberreihe zu zeigen, d.h. einer
Funktion, die &hnliche Eigenschaften hat wie die Funktion f aus Satz 3.2.1. Daher
definieren wir zuerst rein abstrakt eine Klasse von Funktionen, die die von uns
gewiinschte Eigenschaft besitzen soll.

Definition 3.3.1 Es sei G ein Gebiet, das (3.1) geniigt. Mit Ur(G) bezeichnen
wir die Klasse aller Funktionen f € H (G), die die folgende Eigenschaft haben:
Fiir jede Wahl von K € M(G"),g € A(K) und € > 0 existiert eine Zahl n € Ny
mit

max |F,(f, 2) = g(2)] <e.

Wir nennen Up(G) die Menge der universellen Faberreihen (im Gebiet G ).

Bemerkung 3.3.2 Die obige Definition einer universellen Faberreihe weicht of-
fensichtlich von den Eigenschaften der Funktion f aus Satz 3.2.1 ab. Nach dem
allgemeinen Resultat in [V1a02b], Theorem 2.6, stimmen die beiden Klassen uni-
verseller Faberreihen jedoch iiberein.

Satz 3.3.3 Es sei G ein Gebiet, das (3.1) geniigt. Die Menge der universellen
Faberreihen Up(G) ist eine in H(G) dichte Gs-Menge.

Beweis von Satz 3.3.3

Zur Vorbereitung definieren wir dieselben Mengen wie im obigen konstruktiven
Beweis:

(1) {H,}, sei eine aufsteigende Ausschopfung von G aus abgeschlossenen Jor-
dangebieten.

(2) {rn}n. sei eine Abzihlung aller Polynome mit Koeffizienten aus Q + iQ.
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(3) {K}n sei eine Abzéhlung von Mengen aus M(G?), so dass fiir alle Mengen
K € M(G°) ein ng € N existiert mit K C K,,.

Wir werden jetzt in drei Schritten mit Hilfe des Kategoriesatzes von Baire den
Satz 3.3.3 beweisen.

1) Wir zeigen zunéchst eine Darstellung der betrachteten Klasse mit abzéhl-
barem Durchschnitt und Vereinigungen.
Betrachten wir fiir m, j,s € N,n € Ny die Menge

ZeKm S

O(G,m,j,s,n) = {f € H(G) : max |F,(f,z) —rj(2)| < l},

so gilt:

[ o SHENe S B¢ 9]

uG) =N UJoG mjsn). (3.5)

m=1 j=1s=1n=0

Es seien zunéchst f € Up(G) und Zahlen m, j,s € N gegeben. Da K, in M(G")
liegt, folgt mit der Definition von Up(G) fiir e = <, dass f ein Element der rechten
Seite der behaupteten Gleichung ist.

Seien umgekehrt f eine Funktion aus der rechten Seite der behaupteten Glei-
chung, eine Menge K € M(ac), eine Funktion g € A(K) sowie ein € > 0 gegeben.
Dann existieren Zahlen m,s € N mit K C K, und % < 5. Mit dem Satz von
Mergelyan folgern wir die Existenz eines j € N mit

g
max |r;(2) = g(2)] < 5.

Nach den Eigenschaften der rechten Seite von (3.5) gibt es zu diesen Zahlen m, j, s
ein n € Ny mit

1
max | £, (f, 2) = rj(2)] < —.

Aus den letzten beiden Ungleichungen erhalten wir

1 ¢
F,(f,z) — <4+ -<
max [Fu(f,2) —g(z)] < 45 <e

und damit ist f in der linken Seite der behaupteten Gleichung enthalten.

2) Dieser Schritt zeigt zusammen mit dem vorhergehenden, dass U (G) tatsichlich
eine G5-Menge ist:

Die oben definierte Menge O(G,m, j, s,n) ist fir alle m, j,s € N,n € Ny

offen in H(G). (3.6)
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Es seien m,j,s € N, n € Ny und f € O(G,m,j,s,n) fest. Wir betrachten fiir
d > 0und C, ={¢(s);|s| =r}, r € (1, R) die Menge

Us(f) ={g € H(G): max [g(z) — f(2)] < o}
und zeigen, dass fiir geeignete Wahl von § > 0 jedes g € Us(f) in O(G,m, j,s,n)

liegt. Wir bemerken, dass Dazu halten wir ein r € (1, R) fest. Zunéchst gilt fiir
eine Funktion g € Us(f) die elementare Abschéitzung

) — (o)) = 2m/f A AN )

Setzen wir weiter M = max{|p,(2)|; 2 € K;,0 < v < n} und wahlen

5_(1);_%(1 max |F(7.2) = 1))

so ist & > 0, und wir haben fiir alle g € Us(f):

max |F, (9. 2) - fz|<Zyc,, Db )|<5M#:

— 1 — max |F,(f, z) —r;(2)|.

S 2EKm
Damit folgt fiir alle g € Us(f):

max |F, (g, z) — rj(z)| < max|F,(g,2) — F.(f, 2)| + max |F,(f,z) —r;(2)] <

2€Km

1 1
<= - F j Fn ) — 1y =

S~ max [Fu(f, 2) —ry(2)| + max [Fu(f, 2) —ry(2) = -

und daher ist Ug(f) C O(G,m,j,s,n). Nach Satz 1.1.1 gibt es ein ¢ > 0 mit
Uf)={9€ HG) : d(g, f) < e} CUs(f), was (3.6) beweist.

3) Fiir jede Wahl von m, j, s € N ist die Menge

U O(G,m,j,s,n) (3.7)

n=0

in H(G) dicht.

Es seien f € H(G), ein Kompaktum K C G, ein ¢ > 0 und m, j, s € N gegeben.



3.4. EIGENSCHAFTEN UNIVERSELLER FABERREIHEN 31

Wir nehmen ohne Einschriankung an, dass K zusammenhéngendes Komplement
besitzt (sonst kénnten wir ein X' C B C G mit dieser Eigenschaft wihlen, da G
einfach zusammenhéngend ist). Da die Kompakta K und K, disjunkt sind und
K U K, zusammenhéngendes Komplement besitzt, existiert nach dem Satz von
Runge ein Polynom P mit

max |P(z2) — f(2)| <e,

zeK
1
P(z)—r; < -.
max |P(z) —r;(2)] <

Es sei n der Grad von P. Nach Bemerkung 3.1.1 ist P = F, (P, -) und damit folgt
direkt mit der letzten Ungleichung:

1
max |Fo (P, z) —ri(2)] < 3
Damit ist also P € O(m, j,s,n), und da m,j,s € N, f € H(G), das Kompaktum

K C G und € > 0 beliebig waren, folgt, dass die Menge (3.7) in H(G) dicht ist.

Wir fassen zusammen:

Nach (3.5) und (3.6) ist Ur(G) eine Gs-Menge in H(G). Da nach (3.7) die Menge

G O(G,m,j,s,n)

n=0

fiir alle m, j, s € N dicht in H(G) liegt, folgt mit dem Satz von Baire und noch-
maliger Anwendung von (3.6), dass Up(G) dicht in H(G) liegt. Damit ist Satz
3.3.3 bewiesen.

3.4 Eigenschaften universeller Faberreihen

In diesem Abschnitt werden wir in Analogie zu der Arbeit von Gehlen, Luh
und Miiller [GLMO0] zeigen, dass universelle Faberreihen Liicken besitzen, die
man auch hier als Ostrowski-Liicken definieren kann. Dazu werden wir zunéchst
einige allgemeinere Bezeichnungen einfiihren, um eine einheitliche Terminologie
zu gewéahrleisten.

Allgemeine Bezeichnungen

Es sei K C C ein Kompaktum derart, dass C~ K ein einfach zusammenhéngendes
Gebiet ist. Die Abbildung ¢x : D° — K¢ sei eine konforme Abbildung mit
vk (00) = oo und der Reihenentwicklung

K, 4, a4
or(z) =d| z+ag +7+?+... ,d > 0.
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Falls klar ist, von welchem Kompaktum K die Rede ist, werden wir auch einfach
@ schreiben. Das gilt auch fiir die anderen Bezeichnungen unten. Essei f : C — C
eine Funktion, die auf K holomorph ist.

(1)

Fir r > 1 setzen wir
Cler,m) = {pK(2) : [2| =1},
B(pk,r) =int(C(ek,r)),
B[@Kv 7’] = int(C(QOIO T)) = B(SOKa T) U C(SOKa T)'

Dabei meint int(.J) das Innengebiet einer Jordankurve J. Man beachte,
dass die zweite Gleichung in der letzten Zeile auf Grund des Jordanschen
Kurvensatzes gilt. Fiir einen Punkt ¢ € C setzen wir, falls
{z:|z—¢|=r} c D gilt, noch

Celer,r) ={pK(z) 1|z = (| =1},
B(px,r) = int(Ce(ex, 7)),
Belpk, 1] = int(Ce(pk, 7)) = Be(pr, 1) U Cc(pre, 7).

Wir definieren fiir die obige Funktion f
R(¢k, f) =sup{r > 1: f holomorph auf B(pg,r)}.

Die Faberpolynome und die dem entsprechenden Koeffizienten der Faber-
reihe von f bezeichnen wir mit

L[ )

27 vr(C) — 2z
I¢l=r

p(@Kv ) C (1<R<R(90K’f>7VGN)’

a(f, oK) =5 / waH )dw (1<r <r<R(pk, f), v €Ny).

|w|=r1

Damit gilt, wenn wir formal po(pk,z) = 1(2 € C) setzen, auch fiir alle
S B<90K7R(()0K7f))

o0

F(2) =Y el 0)pu(px, 2),

v=0

wobei die Reihe auf der rechten Seite kompakt in B(pk, R(¢k, f)) konver-
giert.

SchlieBllich definieren wir noch die Teilsummen der Faberreihe von f aus
dem vorigen Punkt:

n(fr0i,2) = > alfox)pex,2) (2 €C).
v=0
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Man beachte, dass die p,(¢k, 2), ¢.(f, ¢x) und damit auch F,,(f, ¢k, z) nach
dem Cauchyschen Integralsatz unabhéngig von der speziellen Wahl von

r € (1, R(¢k, f)) sind.

Definition 3.4.1 Es sei K C C ein Kompaktum derart, dass C \ K ein einfach
zusammenhéingendes Gebiet ist, und es sei f € H(K). Mit den obigen Bezeich-
nungen sagen wir, dass die Faberreihe

o0

f(Z) = Cu(f7 SOK)pu<90K7Z)
v=0
von f Ostrowski-Licken {py, q.} (beziglich K ) hat, falls {py}, und {qx}, Folgen
natiirlicher Zahlen sind mit
dk

(1) p1<Q1§p2<qQ§...undeimp—:oo’
— 00 k

N

(2) fir I = | J{pe +1,....q — 1} ist lim e, (f, px)|” = 0.

k=1 vel

Eine Eigenschaft universeller Faberreihen

Wir gehen analog wie bei [GLMO00] vor und beweisen zunéchst einen Hilfssatz,
der ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen von Ostrowski-Liicken liefert.

Hilfssatz 3.4.2 Es sei K € M ein Kompaktum wie oben, f € H(K) und

o0

f(Z) = Zcu(f7 SOK)pV<90K7Z)

v=0

die Faberreihe von f beziiglich K, die der folgenden Bedingung gentige:

Es gibt eine Folge natirlicher Zahlen {qy}x mit qx1 > kqy sowie ein
N € N, N > 3, so dass fiir alle k > N gilt: (3.8)

max F,(f, ok, 2) <1.
ZEB%k;[@Kvk]| w(f,¢xc,2)

Dann hat Z o (f, ox)pu (@K, 2) Ostrowski-Licken beziglich K.
v=0

Beweis:
1) Es sei £ > N. Nach der Bedingung (3.8) und dem Bernstein-Walsh-Lemma
(siche etwa [Gai80], S. 33, §4 C) haben wir

5 9k
max [F(fp2) < (3)

ZGB%k[tp,%k]
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und damit

|z|=k 2

Nach der Berechnung der Faberkoeffizienten ergibt sich fiir festes r € (1, R(y, f))
und v < qg:

max P (ol < (3)

271
[C|=r

1 [ Ee,0(9)
211 <u+1
[¢l=r

dc|. (3.9)

a) Setzen wir M, = I%E[ix } |f(2)] < oo, so gilt nach [SL68], Chapter 2.1.3, Theo-
zeB|p,r

rem 2 mit R = R(yp, f):

T\ %
Zg%ﬁ@—%@%M§M%ﬂ,

und daher ist der erste Summand auf der rechten Seite von (3.9) nicht grofer als
M, ( r )qxe

™ \R '

b) Fiir den zweiten Summanden der rechten Seite von (3.9) wenden wir den

Cauchyschen Integralsatz an und éndern die Integrationskurve auf {¢ : |[¢| = k}.
Dann ist dieser Summand héchstens

1 5 9k
P2

2) Insgesamt ist also, wenn wir ohne Einschriankung M, > 1 annehmen:

. 1/r\% 1/5\"
v < ¥ = 7.\ 9 :
leu(fyo)]” < 2Mfmax{r (R) 'k (2) }

Also gilt mit

pk:{ Qk }+1 und q}Z{m(ln(quH))]Jrl

fiir alle p, < v < @

b o 1/ isteory 1
cu\J, v ) PE IMa | = 9k s .
e (fop)lF < (2M) max ~ () )
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Damit erhalten wir mit [ = U{pk +1,...,¢ —1}:
k=3

lim G _ oo und hm lew (f, )]
k—oo Di

NI

=0,

ue]

was zu beweisen war.

Unter Verwendung des obigen Hilfssatzes erhalten wir leicht folgendes Ergebnis:

Satz 3.4.3 Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet. Fulls f € H(G) eine univer-
selle Faberreihe beziiglich eines Kompaktums K € M(G) mit der Entwicklung

ZCV foor)pu (9K, 2)
v=0

hat, so hat die Faberreihe von f auch Ostrowski-Licken beziiglich K.

Beweis:

Da G beschréinkt ist, gibt es ein N € N, N > 3, so dass Cj, = Bs ¢k, 3k] C G
fiir alle £ > N richtig ist. Die Definition der Unlversahtat einer Fazberrelhe ergibt
die Existenz von Folgen natiirlicher Zahlen {nm }m derart, dass die Teilsumme

{ (k)( frex, 2 )} der Faberreihe von f beziiglich K auf Cj gleichméfig fiir

k > N gegen Nall' konvergiert fiir m gegen Unendlich. Damit existiert eine Folge
{qr }r natiirlicher Zahlen mit gx41 > kg und

max | Fy, (f,ox,2)| <1

zeCl

fiir alle K > N. Aus Hilfssatz 3.4.2 ergibt sich unmittelbar die Behauptung.
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Kapitel 4

T-universelle Funktionen mit
vorgegebenen Approximations-
wegen

Wie bereits im vorigen Kapitel wéihlen wir zwei Zugénge, um eine T-universelle
Funktion mit vorgegebenen Approximationswegen zu erhalten. Der eine Ansatz
ist konstruktiv und bietet eine vereinfachte Alternative zu dem Beweis von Tent-
hoff [Ten00]. Die Struktur ist jedoch dieselbe, da der entscheidende Schliissel zur
Konstruktion in der Ausnutzung der gleichméfligen Stetigkeit von Polynomen auf
Kompakta liegt.

Dem gegeniiber liasst sich der generische Ansatz mit Hilfe des Baireschen Kate-
goriensatzes auch auf beschriankte Gebieten und allgemeine Kurvenscharen, wie
sie unter 1.3.3 beschrieben wurden, ausweiten. Zudem liefert dieser Ansatz , gra-
tis* die Mehrfachuniversalitit von Funktionen. Denn in bereits veroffentlichen
Arbeiten, siche etwa [Duy84], [Cos00], wurde gezeigt, dass im Einheitskreis D
die Menge der ableitungsuniversellen und stammfunktionsuniversellen Funktio-
nen eine dichte G5-Menge im Raum H(G) bilden.

4.1 Konstruktiver Ansatz

4.1.1 T-universelle ganze Funktionen mit vorgegebenen
Approximationswegen

Es sei
{Qn}n (4.1)

eine Abzahlung der Polynome mit Koeffizienten aus Q+:Q. In der folgenden Kon-
struktion werden wir ausnutzen, dass diese Polynome auf Kompakta gleichméfig
stetig sind. Wir definieren zuerst induktiv mehrere Zahlenfolgen. Dabei ist stets

[z] =max{n € Z :n <z} (x € R)
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die Gaulklammer einer reellen Zahl .

Fiir n = 0 setzen wir ng = 1,70 = 1,a9 = 1,kg = 1,00 = 1, Ny = 1 und ~y = 0.
Es seien fiir ein n € N schon n;,7;,a;,k;,0;, N; und ~; fir 5 = 1,...,n — 1
definiert. Zu jedem n € N gibt es, da @), auf jedem Kompaktum gleichmafig
stetig ist, ein 7, > 0, so dass

1 -
|Qn(21) - Qn(ZQ)| < E fir alle 2q, 22 € {Z : |Z| < Tn—l}a |21 - Z2| < n (4-2)

gilt. Sodann setzen wir

1
Np = Min {nnl, s —} und a, = In(n + 1).
n

Die oben definierten Zahlen dienen zur Konstruktion einer Reihe von Kreis-
ringsektoren. Unter einem Kreisringsektor verstehen wir dabei eine Menge der
Form

S={r=re¥reled,pelf]}
mit innerem und duflerem Radius ¢,d > 0 und Winkeln 0 < § < v < 27. Die

obigen Zahlen a,, geben die , Dicke“ der Kreisringsektoren an. Weiter definieren
wir

k. — max { [(ln(2a?g(—21)n(nn) n 2)} 41, [ln(rn_1+Nn_11na(721)_1+n)—ln(an):| I 1} ’

= 28 In(n + 1),

0, = min {U—n l} .
" 3ln(n+1)"n

Dabei wird k, benutzt, um die Kreisringsektoren zu unterteilen. Die Zahl r,
gibt den inneren Radius einer Reihe von Kreisringsektoren an. Mit einer Reihe
meinen wir dabei ein System disjunkter Kreisringsektoren mit gleichem inneren
und &iifleren Radius. Es werden jetzt diese Reihen von Kreisringsektoren definiert.
Dabei ist eine Reihe um einen fiir n konstanten, aber mit wachsendem n immer
kleiner werdenden Winkel gegeniiber der vorherigen Reihe versetzt.

Die inneren bzw. dufleren Radien der Sektoren definieren wir als

Tf@l}) =Tn+ (p - ]')ana TnQ,;)) = Tnl,z; +a, — 2—(n+1)2 (p € N)

Die Anzahl der Sektorenreihen bezeichnen wir mit

1
N, = |— 2.
Bk
Den Winkel, um den eine Sektorenreihe gegeniiber der vorhergehenden verdreht
ist, sei
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Schliefllich setzen wir die Begrenzungen fiir das Argument des k-ten Sektors in
der ersten Sektorenreihe:

(k—1)7r+1 T
4.2k 289k
km 1 =«
4.2k 28 2kn’

Damit konnen wir die gewiinschten Mengen als Kreisringsektoren definieren:

1)
an,k:

2)
an,k

_ 1) (2
Smp,k—{z T 1p< ‘Z’ <7nn 1,p»

9m+(—UWASMﬂ@§aﬁM+@—D%4}
firp=1,...,N,_yund k=1,...,8 21,
Als ,,Mittelpunkt“ eines jeden Kreisringsektors setzen wir

l(r(l) +T(2)1 )62( 511)1 k+0££7()1 k+(2p 2)’}/" 1)
p

“n.pk = 9 n—1,p n—1,

Zuletzt definieren wir die Mengen, die schlieSlich fiir die Konstruktion benotigt
werden:

Nyp_1 82Fn—1

—1
m_J,. _n 2 _
H, —{z.|z|§rn_1 5 }, H, U U Shp k-
p=1 =
Hilfssatz 4.1.1 Die oben definierten Mengen haben folgende Figenschaften:

(1) {H,(ll)}n schopft C aus.

(2) Es gilt HY ¢ HY), und H" N H? = & fiir alle n € N.

(8) Fiir jede Gerade G, die den Nullpunkt enthdlt, gilt:
9, = mikn dist(2pp ks G) < M1 fiir alle n € N.
p7

(4) Setzen wir A, = dist(z,pk, OSnpk) (n € N), so konvergiert {A,}, gegen
Unendlich.

Beweis:
Zunéchst zeigen wir die Giiltigkeit der folgenden Gleichung:

Tn Mn Qn, Tn
Oy < 2 =
2n T 27 22 D

(4.3)

Es gilt ndmlich ¢,, < sowie 7, = 2" In(n + 1), und daher folgt

3 ln(n+1)

Tn Tin T
DAL [N W |
2 S 3y D <5
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Auflerdem gilt nach Definition von k,

In(2a,) — In(n,)

b > =5

+ 2,

und das ist dquivalent zum zweiten Teil der Gleichung.

Zu (1):
Nach Definition von k,, gilt

> In(rp—1 + Np—1Gp—1 +n) — In(In(n + 1))

k
" In(2) ’

und wegen der Gleichung 7“7(12_)17]\,”71 =7rp1+ Np_1G,_1 — 9~ folgt

T"(TQ_)l,anl + 9—n’ +n

2%
~ In(n+ 1)
erhalten (1).

. Also ist 7, = 2" In(n + 1) > rfLQ—)l,Nn—l + n, und wir

Zu (2):
2)

Nach der Rechnung oben ist 7, — 3 > 7.~ o+ 2 > TS_)LN%I. Daher ist

n
H,(f) C {z Dz| < 7"7(12_)17]\,”71} C {z el <rp— 5} = H,(LIJL.

Ferner gilt

-1
HT(ZI):{ZZ|Z|§7}L1—H2 },

und
H? c{z:|z| >rp_}

und daraus folgt Y naP? = 2.

Zu (3):

Da wir die Sektorenreihen fiir festes n € N um den Winkel ~, verdrehen und
dies N,-mal durchfiihren, miissen wir, um eine Abdeckung der Winkel zwischen
arg(zn+1,11) und arg(2,+1.1,2) zu gewihrleisten, den N,-ten Sektor so weit drehen,
dass arg(z,11.n,.1) > arg(zn41.12) gilt. Das ist dquivalent zu

m
4 . 9Fkn

(Nn - 1)%1 >

und wegen
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folgt, dass alle Winkel zwischen arg(an,Ll) und arg(z,41,12) durch die Ver-
drehung abgedeckt sind. Eine analoge Uberlegung gilt fiir alle Winkel zwischen
arg(zn+1.16) und arg(z,41.1441) fur £ > 1. Daher ist

{arg(zpi1pn); p=1,..., Np, k=1,...82F} = {0,7,, 29, ..., 82" Ny, > 27}
Das bedeutet fiir einen vorgegebenen Winkel ¢ € [0, 27)

min dist(¢, arg(zp+1pk)) < o,
p,k ’7 2

Also ist die Grofe 9,41 durch den Winkel ~,, um den die Sektorenreihen gegen-

einander verdreht sind, sowie durch den gréfiten Radius 7’7(123% bestimmt. Da 7,

ein kleiner Winkel ist (7, < 2 geniigt schon), gilt die Abschéitzung tan (77") < Yn.
Damit haben wir

Tn Nyay,

. 1
Vi1 < tan (%) 7"7(123% < 5nz—(rn + Nya,) <6 + 5”2T'

= 7Y 2kn = T kn
Nach der obigen Abschitzung (4.3) folgt

T Ny an

19n+1 < ? + (57127”
Da nach Definition von N,, die Ungleichung N,, < é +2 gilt, folgt fiir den zweiten
Summanden:

an an an T]TL
gyomtn 5 (L9} I ygp)dn < T
o i, (fr2) g - (2 < i <

wobei die letzte Ungleichung wiederum aus (4.3) folgt. Also haben wir 9,11 < n,
und das beweist (3).
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Zu (4):

Zur besseren Veranschaulichung skizzieren wir einen Kreisringsektor S,11 p x:

Abbildung 4.1: Ein Kreisringsektor

Nach Definition von S, betrigt die ,Dicke” dieses Sektors
an — 27 = In(n+ 1) — 27" S 0 (n — 0).

Die Lange des inneren Bogens b,,,1 des Sektors kann nach unten abgeschétzt wer-
den. Da der Innenwinkel des Sektors o, fiir grofle n ein kleiner Winkel ist, haben
wir die Abschitzung sin (%") > @2 und damit ist unter der Berticksichtigung der

i, (1) 2)
Definitionen von «, ; und o,

, 1
b, > 2sin (%) rﬁ > ——r, = gln(n—i- 1) — oo (n — 0).

Daraus folgt (4) und der Hilfssatz ist bewiesen.

Satz 4.1.2 FEs gibt eine ganze Funktion ® mit der folgenden FEigenschaft:

Fiir alle K € M(C), f € A(K) sowie fiir alle Geraden G existiert eine gegen Un-
endlich konvergente Folge {z,}, auf G, so dass {®(z+ z,)}n auf K gleichmdfig
gegen f(z) konvergiert.
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Beweis:
1) Konstruktion von ¢
Es sei {@,}, die Polynomfolge aus (4.1). Wir erinnern an die Abschétzung (4.2):

L. .
|Qn(21) — Qn(22)| < - fir alle 21,20 € {2 : 2| < 7rpoi}, |21 — 22| < e

a) Wir definieren rekursiv eine Folge von Polynomen {P,},:

Dazu setzen wir Py = 0 und nehmen an, dass fiir ein n € N die Polynome
Py, ..., P,_1 schon definiert sind. Nach dem Satz von Runge iiber polynomiale
Approximation gibt es ein Polynom P, mit folgenden Eigenschaften:

1
max| P, (2) — Pyy1(2)] < =5, (4.4)
), n
1
max [Pa(2) = Qulz = Zusip)] < (45)
Sn+17P,k n

firallep=1,...,Ny; k=1,...,8-2",

Damit definieren wir

iy
)
[
]
=

2) = Paa(2)).

n=1

Nach Ungleichung (4.4) und Teil (1) von Hilfssatz 4.1.1 ist ® eine ganze Funktion.

b) Fiir n > 2 gilt:

O(z) = Pa(z) = Y (Pel2) = Peca(2)),
k=n-+1
und damit folgt
max [B(z) — P,(2)| < > max | P (2) = Pioa(2)] < > S <o (46)
H, s k=n+1 Hif k=n+1 n

c) Firn € Nist U, (znpr) = {2 1 |2 = Znpr| < An} C Sppr und daher gilt nach
Abschétzung (4.5)

1
max |Pn(z) - Qn(z - Zn+l,p,k)’ < E (47)

Z_Zn+1,p,k|SAn+1

2) Nachweis der Universalitit von ¢
Seien dazu K € M(C), f € A(K) und eine Gerade G gegeben. Wie kénnen ohne

Einschrankung annehmen, dass G den Nullpunkt enthélt (sonst nehmen wir eine
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entsprechende Translation im Argument von ® vor).
a) Nach dem Satz von Mergelyan gibt es eine streng monoton wachsende Folge
{ms}s natiirlicher Zahlen mit folgenden Eigenschaften:

x| Q1 — ()] < - (seN),  (48)

M > s, O, < Tm;‘z, D, < (s €N) (4.9)

mit 9,,, und A,,, aus Hilfssatz 4.1.1.
Ferner wihlen wir ein ng € N und anschliefend ein sy € N mit

K CUrmp-2(0), K CUany, (0) CUa,,, (0) und my > nq. (4.10)
2 2

Weiterhin gibt es nach Hilfssatz 4.1.1, Teil (3) zu jedem n € N Zahlen p,, [, € N
mit
dist(2pp,.1,, G) = mikn dist(zppk, G) = Uy.
p7

Zur Abkiirzung setzen wir 2, = 2, p,. 1,.-

b) Zunichst gilt fiir alle s > so:
max [ B(z + 5,,) — £(2)] <

<max | B(z + Zn,) = @, 1(2)] + 100 |Q, 1 (2) — S(2)] <

1
< P — Qm.— —Z -<
|w*22g%§Ams | (w) Q s 1(w st)| + s =

< max |[®(w) — Py, 1 (w)|+

N |w_5ms |SAm.>

1
Pm— - Yms— _~m - <
5, Vet~ Qa0 = )+
< 2 + ! +1 0 ( )

- — — .
ms—1 mg—1 s s e

Dabei folgt die dritte Zeile aus den Abschéitzungen (4.8) und (4.10) unter Bertick-
sichtigung des streng monotonen Wachstums von {my}s. Die letzte Zeile ergibt

sich daraus, dass {w : |w — Z,.| < A,.} C HL? ist nach Definition von A
nach Hilfssatz 4.1.1 Teil (2) ist HY H(ISH und mit Abschéitzung (4.6) ergibt

sich der erste Summand. Die Abschétzung des zweiten Summanden folgt direkt

aus (4.7).
c) Mit 2/, € G bezeichnen wir fiir alle n € N den Punkt, der

|2 — Z,| = dist(2,, G) =9,
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leistet. Dann gilt fiir alle s > sq:
max |z + Zn,) = Dz + 2/,,)| <
<1 9z + Z,) — Qs (2)] 4 03[ Qui,1(2) — Quusr (24 2, — Z)|
+max |Qumo—1(2 + 25, — Zm,) — P(2 4 21,)| =: Di(s) + Da(s) + Ds(s).

Die drei letzten Summanden schéitzen wir getrennt ab.
i) Der Summand D, (s) wird genauso wie unter b) abgeschétzt. Es folgt
2 1

D <
1(s) ms—1+ms—1_)

0 (s— o).

ii) Nach den Ungleichungen in (4.10) und (4.9) sowie Teil (3) von Hilfssatz 4.1.1
folgt fiir alle z € K:

K C Urn072 (0) C Urm572 (O),
—5 2

S Tm—5_2 + ﬁms < rms*2 (Z e K)

/ ~
|2+ 2, — Zm,
/ ~
und |z, — Zm,| < Uy < N1

Das ergibt nach der Definition der Folge {n, },:

Dy(s) = max 1Qmo—1(2) = Qmo—1(2 + 2, — Zm.)| < —0 (s— o00).
iii) In Ds(s) setzen wir w = z + z, . Dann gilt fiir alle z € K nach den
Abschétzungen in (4.10) und (4.9):

/ Ams
|lw — 2, | <max|z| < ——, also
s zEK 2

<

Damit ist also

Ds(s) < max |P(w) — Quy—1(w — Zp,)

o ‘wfg’ms ‘SAWS

-0 (s— o),

was genauso wie in b) gezeigt wird.
Setzen wir jetzt z, = 2/, € G, so folgt nach b) und c) die Behauptung des
Satzes.

4.1.2 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen im Einheitskreis

Analog zum vorigen Abschnitt werden wir zunéchst Kreisringsektoren im Ein-
heitskreis konstruieren, die bestimmte gewiinschte Eigenschaften besitzen. Auch
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hier wird die gleichméfBige Stetigkeit auf Kompakta entscheidend ausgeniitzt.
Es sei zuerst

{Qutn (4.11)

eine Abzahlung aller Polynome mit Koeffizienten aus Q + Q. Auch hier werden
die Approximationsmengen induktiv konstruiert.

Fiir n = 0 setzen wir rg = }1 und 79 = 1.

Seien fiir ein n € N die Zahlen ry,...,r,_; und ny,...,n,_1 bereits definiert. Da
@, auf jedem Kompaktum gleichméBig stetig ist, existiert ein 7, > 0 mit

1
|Qn(21) — Qun(22)| < - fiir alle 21, 2o mit |z1|, |22] <2, |21 — 22| < 7. (4.12)

Damit setzen wir

e 1
Tp = M {nn777n—1a —} ;
n

b [(n +3)In(2) + In(n + 2) — In(n) — In(n,)
" In(2)

+2,

r, =1—— und
2n

1
0, = min 77_717_ )
16" n

Mit diesen Bezeichnungen koénnen wir dann folgende Zahlen definieren:
Die Anzahl der Sektorenreihen setzen wir

1
N, =|=|+2

Der Winkel, um den eine Sektorenreihe gegeniiber der vorherigen versetzt ist,

definieren wir als
T 1

"4 o
Und schliellich sind die Argument-Begrenzungen des k-ten Sektors einer Sekto-
renreihe

7n25

y_(k=Dm 1
Ok = T4 ok T 3R 2R
2) km 1 =
an,k:

4. 2kn 282k’
Wir definieren die Dicke eines Sektors der n-ten Sektorenreihe mit

1
- 2n+3ﬁn'

an



4.1. KONSTRUKTIVER ANSATZ 47

Schliefilich setzen wir

7"51171)) =7r,+2(p—1)a, und 7"531)) =r+2pP-1)+1)a,
firp=1,...,N,.

Mit diesen Bezeichnungen definieren wir

Shpk = {z eD T£)1p <z < rff)Lp,

2
0427)1,16 + (P = 1Dy Sarg(z) < afmzm +(p— 1)%—1}

und

) <1> (2)
Zn,p,k :% <T( ) + TT(ALQ)lp) 65( ity g 2= yn- 1)

firp=1,...,Ny,_yund k=1,...,8-2%-1 wobei p den Index der Sektorenreihe
angibt und k£ den Index eines Sektors innerhalb der Reihe.

Dabei ist 2, der ,Mittelpunkt® eines jeden Kreisringsektors S, , -

Als eigentliche Approximationsmengen setzen wir dann

Np— 182kn 1

9
(1) = : .
H _{ze]D).\z|§1 2n+2} und HP = | U Sk
p=1 =

Zur Abkiirzung schreiben wir im Folgenden
R,={z:2=re¥;r€[0,1)} fiir p €[0,2m).

Hilfssatz 4.1.3 Fiir die oben definierten Mengen gelten folgende Aussagen:

(1) Die Folge {Hfll)}n schopft den Einheitskreis D aus.

(2) Es gilt H? c ! +1 und HY N HY = @ fiir alle n € N.

(3) Fir jeden Radius R, von D gilt mit

Uy, = rﬁikn dist(znpk, Ry)
und A, = dist(zy, pk, OSnp k) die Beziehung

n 9,
n+1A

<77n1
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Die Aussage (1) ist klar nach Definition der Folge {H,gl)} .

n

Zu (2):

Wir beachten, dass 1 — 525 = 7n—1 — 3= ist, und daher ist |z| < r,_; fiir alle

z € HY. AuBerdem ist |z| > 1,y fir z € H? und damit folgt HY N

Fiir alle z € H? gilt:

1
2
|Z| S T’fl—)l,anl =1- 277,—1

1
+ (2Nn_1 - ].)2n+2—]vn_1 <1-— ont1

und daher ist H{? C H7(11421-

Zu (3):
Zur Veranschaulichung geben wir die Skizze eines Kreisringsektors:

HY = 2.

9
B on+3 )

Abbildung 4.2: Ein Kreisringsektor

Nach denselben Argumenten wir in Hilfssatz 4.1.1 héangt 4,1 nur von =, und

7’7(12,3\,”, ab. Zum einen haben wir wegen tan(%*) < 7,:

T\ (2) T 1 1
Uni1 < tan (7) Tn, S On g om <1 B 2n+1> ’
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zum anderen:
A > mind by,
el > Min< —, — 5.
+1 5
Auflerdem gilt:

(n+3)In(2) + In(n + 2) — In(n) — In(n,)

kyn > 1,
n(2) *
was dquivalent ist zu
gn+3nt2

Nach Definition von ¢,, gilt 89, < 1, und §,, < %
Da wir zwei Abschétzungen fiir A, nach unten haben, miissen wir auch fiir

ZZ—J: zwei Abschiatzungen durchfithren. Eine erste Abschitzung ergibt:

U T 1 27t —1 1 T 1 27t -1 1+ 20
<2y —— 2" 4 2] =20, —— o3 "<
o T 4 2kn 1 On * 4 2kn -+l O0n

gn+3nt2
< 2T—711 < T,

wobei die letzte Ungleichung nach (4.13) gilt.

Wegen
. [(Op n ™ 2" -1
b, > 2sin (—) Ty > —Tpy > —————————
2 2 16 - 2kn  2n
ergibt eine zweite Abschitzung:

- w1 2ntl 1

ba §26nZ2Tn on+1

1 _
D g Tl
b, —

Aus den letzten drei Abschétzungen folgt (8), und damit sind alle Eigenschaften
bewiesen.

Satz 4.1.4 Es gibt eine Funktion ® € H(D) mit der folgenden Figenschaft:

Zu jedem K € M, f € A(K) und jedem ¢ € [0,27) gibt es Folgen {aj} }x in (0, 00)
und {b),}. auf R, derart, dass fir jedes z € K {al,z+bl,} aus D heraus gegen e'?
konvergiert und {®(al,z 4+ b))}, auf K gleichmdiflig gegen f(z) konvergiert.

Beweis:
1) Konstruktion der universellen Funktion
Es sei {Q,}, die Polynomfolge aus (4.11). Wir erinnern uns, dass

1 .
|Qn(z1) — Qu(22)| < - fur alle 21, 20 mit |21], |22| < 2, |21 — 22| <1y,
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fir alle n € N gilt (siehe (4.12)). Damit und mit Hilfe der obigen Approximati-
onsmengen konstruieren wir induktiv eine Polynomfolge { P, },.

Fiir n = 0 setzen wir Fy = 0.

Wir nehmen an, dass fiir ein n € N die Polynome Pj,..., P, 1 schon definiert
sind. Nach dem Satz von Runge iiber polynomiale Approximation und Hilfssatz
4.1.3 (2) gibt es ein Polynom P, mit folgenden Eigenschaften:

1
max|P,(2) — P,-1(2)| < —, (4.14)
JHe) n
n+1
1
max |Py(2) = Qn(sn(z = Znt1pk))| < — (4.15)
Sn+1,p,k n
firp=1,...,Ny; k=1,...,8. 2"
n 1
bei s, = ———.
wobel s W T1A.
Damit definieren wir nun
O(2) =Y (Pu(2) = Paci(2))
n=1

Nach Ungleichung (4.14) und Hilfssatz 4.1.3 (1) ist dann ¢ holomorph im Ein-
heitskreis.
Weiterhin gilt fiir n > 3 nach (4.14) die folgende Abschétzung:

o0

2
max |0(z) — P,(z2)| < E max |Py(z) — Pe1(2)] < —. (4.16)
H7(11-32 k=n+1 Hl(clJr)l n

2) Nachweis der Universalitidt von ¢

a) Esseien K € M(C), f € A(K) und ¢ € [0, 27) gegeben. Wir wihlen ein R > 1
so, dass K = £K C 1D gilt und setzen fr(z) = f(Rz). Dann ist fr € A(Kg).
Nach dem Satz von Mergelyan gibt es eine streng monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen {ny}, mit

1
max |Qn,—1(2) — fr(z)| < —. (4.17)
Kr k
Dann wahlen wir ein kg > 3, so dass fiir k£ > kg
A Nk
K 2| < s, 20 = 4.18
RC{Z|A—Sk2 ﬂm+1J (4.18)

gilt. Wegen ko > 3 gilt nach Hilfssatz 4.1.1 (3) und der Definition von 7, fiir alle

k> ko
oy _ o1
A, el S TS

k
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und damit

fiir alle & > k. (4.19)

b) Zu jedem n € N finden wir Zahlen p,, [, € N mit

dist(zn p, 1., Rp) = mikn dist(zn pk, Ry) = V.
P,

Zur Abkiirzung setzen wir 2, = 2z, p, 1, fiir n € N. Dann gilt fiir alle £ > kq:

Iln

1
ol — 2, | — <
max <SnkZ+Z k) fr(2)] <
1 -
< max |$ (—z + an) — Qn—1(2)| + max |Qn,—1(2) — fr(2)| <
|3|SsnkAnk n Kgr

< max |®(w)— P, _1(w)|+

|w*2nk ‘SAnk

1
Py 1(w) —Q, _3 -
+ |w_2r£1:‘%)§(Ank ’ ng 1(71)) an 1($nk (’LU an))’ + L <

2 1

1
< - =&k
nk—1+nk—1+k ok

Dabei folgt die zweite Ungleichung direkt aus (4.17). Die Abschétzung des ersten
Summanden der dritten Zeile folgt aus den Inklusionen

{w:jw—2,| <A} CHY C HY.

(siehe Hilfssatz 4.1.3 (2)) und aus der Abschétzung (4.16). Die Abschéitzung des
zweiten Summanden folgt direkt aus (4.15).

c¢) Mit a; = (Rs,,)"" und by, = Zn, gilt wegen den Abschitzungen

n by, 1
A,, < max a—,— , ap < und
2 2 2n+3
L | 1
<
8.2k nt2 = Dk

b, < 2tan (%) Tnio < 2

die Beziehung . A
0<ap— 0,bp — e,

und es folgt

max| ®(a, Rz + be) — f(R2)| < &x
R
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bzw. mit w = Rz

max| (arw + be) — f(w)| < ep — 0 (k — 00).

d) Mit 2, € R, werde fiir n € N der Punkt bezeichnet, der
|20, — Z,| = dist(Z,, Ry) = U

leistet. Dann gilt fiir alle k > kq:

1 1
max | (—z - an> - <—z - 27’%> ’ <
Kgr Sns, Sny

1
< max |P (—z + énk> — Qny—1(2)

Sny,

+

+H11(E;X |an—1(z) - an—l(z + Sny, (Z;Lk - an))H_

+max |Qn,—1(z + sn, (2, — Zn,)) — @ (iz + z;k) ‘ =: D1(k) + Do(k) + D3(k).

Kgr Sny

Die drei Summanden auf der rechten Seite schiatzen wir nun getrennt ab:

i) Nach b) ist Dy(k) < —2- 4+ = — 0 (k — 00).

ne—1 nE—1

ii) Fir z € Kg C D gilt:

~ ~ g ﬁn
|Z+Snk(2;k - znk)' < |Z| +Snk|z1,’l,k - an| <1+ ng + 1Ani <1 +77nk—1 <2
Ferner ist
~ Nk 1971
|Z - (Z + Sﬂk(Z;Lk - an))’ < Snkﬂnk = np + 1 Ani < Mng—15

und mit der Definition von 7, folgt Dy(k) < =5 — 0 (k — 00).

iii) Mit w = iz + 2z, gilt: 2z = s, (w — 2z, ), also folgt 2 + s, (2, — Zn,) =

Sn,. (W — Z,, ). Ferner gilt fiir alle z € K nach (4.18) und (4.19):

. 1 . A
lw— Z,, | = S—z—l—z;k—znk < —s, %4—19“,@ <A,

Nk Nk

k

Also haben wir
2 1

Da(k) < max_ [®(w) = Quoi(sn,(w — 5,))] < ——+——— =0 (k — o),

T lw—Zn, [<An, ng—1 ng—1
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genauso wie bei Dy (k).
Definieren wir nun aj, = (Rs,, )
den obigen Abschétzungen:

-1 /

und setzen b, = z, , so gilt nach b),c) und

0<aj, — 0, b, € R,, b, — €% und
max [®(apz + ;) — f(2)] = 0 (k — o0),

was zu beweisen war.

Mit Hilfe einer konformen Abbildung kénnen wir leicht eine universelle Funkti-
on mit vorgegebenen Approximationswegen auf einem Jordangebiet konstruieren.
Wir benétigen noch die beiden folgenden Definitionen, um unseren Satz fiir Jor-
dangebiete zu formulieren.

Definition 4.1.5 Es sei G ein Jordangebiet und ¢ : G — D eine konforme
Abbildung, die nach dem Satz von Carathéodory zu einem Homdomorphismus
¢ : G — D fortgesetzt sei. Eine Teilmenge S C G heiBt radialer Strahl (beziglich
¢ ), falls folgenden Eigenschaften erfiillt sind:

(1) S ist eine Kurve mit parametrisierender Funktion 9 : [0,1] — G.

(2) Es gibt ein ¢ € S, so dass S \ {¢} in G liegt, ohne Einschrankung sei
¢ =9(1).

(3) Es existieren ¢ € [0,27),t, € [0,1),r9 € [0,1), so dass
p(V([to, 1])) = {re™sr € [ro, 1]}

Definition 4.1.6 Es sei G ein Jordangebiet und {z,}, eine Folge in G. Wir
sagen, {z,}n liegt asymptotisch auf einem radialen Strahl in G, falls es einen
radialen Strahl S in G gibt, so dass fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert mit
dist(z,, S) < ¢ fiir alle n > N.

Satz 4.1.7 Es sei G ein Jordangebiet. Dann existiert eine auf G holomorphe
Funktion U mit folgender Eigenschaft:

Fiir alle K € M(G), f € A(K) sowie fiir jeden radialen Strahl S in G existiert
eine Folge {U,(w)}n, die asymptotisch auf S liegt, so dass {V (0, (w))}, auf K
gleichmdflig gegen f(w) konvergiert.

Beweis:

Nach Satz 4.1.4 existiert eine Funktion ® € H (D) mit der folgenden Eigenschaft:
Zu K e M, f e A(K) und ¢ € [0,27) existieren eine Folge {a,}, positiver Zah-
len und eine Folge {b,}, auf Ry, mit a, — 0, b, — €™, so dass {®(a,z + b,)}n
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gleichméBig auf K gegen f(z) konvergiert.
Es sei ¢ : G — D eine konforme Abbildung, die nach dem Satz von Carathéodory
stetig und bijektiv auf G fortgesetzt sei. Es seien ferner K € M(G), f € A(K),
ein radialer Strahl S in G und ein € > 0 gegeben.
Die Menge p(K) ist kompakt und hat zusammenhéngendes Komplement, ferner
ist fop™' € A(p(K)). Nach der Definition eines radialen Strahls in einem Jordan-
gebiet gibt es eine Funktion ¥ : [0,1] — G und Zahlen to,79 € [0,1),% € [0,27)
mit

p(I([to, 1])) = {re™sr € [ro, 1} =1 Gy

Nach Satz 4.1.4 gibt es dann Folgen {a,}, in (0,00) und {b,}, auf Gy, mit
a, — 0, b, — €, so dass

max | (a2 + bn) — f@ (=) =0 (n— o).

Setzen wir jetzt U = ® o ¢, so ist ¥ holomorph auf G, und es gilt

max [T(e™ (anz +bn) = fle™ ()] =0 (n— o0).

Wir setzen R = Zrel(lpz(xﬁ) |z|. Zu dem vorgegebenen € > 0 gibt es ein 6 > 0, so dass
fiir alle 21, 2o € D mit |2 — 25| < & folgt |0~ (21) — o (2)| < &.
Da {a,}, eine Nullfolge ist, gibt es ein N' € N, so dass |a,| < & ist fiir allen > N.
Damit ist |a,z| < ¢ fir alle n > N und alle z € ¢(K). Daher folgt fiir n > N
und z € p(K)

lo " (anz +b,) — (b)) < e.

Setzen wir also 9, (w) = ¢~ (a,p(w) + by,), so liegt die Folge {9, (w)},, fir alle
w € K asymptotisch auf S und es gilt:
max [W(J, (w)) — f(w)| =0 (n — o0),

weK

was zu beweisen war.

Bemerkung 4.1.8 In obigem Satz geht leider die T-Universalitdt verloren, da
unter einer konformen Abbildung des Einheitskreises auf ein beliebiges Jordan-
gebiet das Argument ,a,z + b, in ,¥,(w)* iibergeht.

4.1.3 T-universelle ganze Funktionen beziiglich allgemei-
ner Kurvenscharen

In den vorigen beiden Abschnitten haben wir jeweils T-universelle Funktionen
betrachtet, die beziiglich der vom Nullpunkt ausgehenden Radien T-universell
waren. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit der Konstruktion einer
Funktion, die beziiglich allgemeinerer Kurvenscharen T-universell ist.
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Der Aufbau der Konstruktion erfolgt jedoch genauso wie in den beiden vorher-
gehenden Abschnitten. Wir definieren also gewisse Hilfsmengen, die wir zur Ap-
proximation bendtigen.

Zunichst stellt sich jedoch die Frage, wie allgemein eine Kurvenschar, beziiglich
der eine Funktion T-universell sein soll, {iberhaupt sein kann. Nach Tenthoff
[Ten00], Beispiel 4.1.2 diirfen sich die Kurven einer solchen Schar zumindest nicht
iiberschneiden. Wir werden die Konstruktion vermittels einer Hilfsfunktion auf
den Abschnitt 4.1.1 zuriickfithren.

Es sei ¢ : C — C eine beliebige Funktion, die der folgenden Eigenschaft geniigt:
Es gibt m, M > 0, so dass fiir alle z1, 2o € C gilt:

m|z1 — 29| < lp(21) — 0(22)] < M|z1 — 2| (4.20)

Daraus folgt unmittelbar, dass ¢ stetig und eineindeutig ist. Diese Forderung ist
offenkundig sehr stark, da die beiden Konstanten m und M globale Konstanten
sind, die lediglich von der Funktion ¢ abhéngen.

Zur Abkiirzung setzen wir
So = {()O(Ga)v o€ [07 27T)}7

wobei G, = {re;r € R} die Gerade durch den Nullpunkt ist, die mit der reellen
Achse den Winkel « bildet.

Satz 4.1.9 FEs gibt eine ganze Funktion ®, die tiber folgende Figenschaft verfiigt:
Fiir alle Kompakta K € M, alle Funktionen f € A(K) und jedes o € [0,2m)
existiert eine Punktfolge {z,}, auf S, die

max [(z +z,) = f(2)] = 0 (n— 00)

leistet.

Beweis:

0) Konstruktion und Eigenschaften der Approximationsmengen

Es sei {@Q,}, eine Abzdhlung aller Polynome mit rationalem Real- und Ima-
ginérteil der Koeffizienten. Wie in Abschnitt 4.1.1 setzen wir 7o = 1 und 79 = 1.
Fiir ein n € N seien rg,...,r,_1 und rg,...,r,_1 schon definiert. Dann gibt es
ein 7, > 0, so dass

1 .
|Qn(z1) — Qu(22)| < - fir alle 21,20 € ({2 : |2| <Tp-1}), |21 — 22| < M7y,
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Dann setzen wir 7, = min {'F]n, %} und definieren A" und H? fiir n € N wie in
Abschnitt 4.1.1, ebenso Sy, und 2, px firn € Ny p=1,..., N,_y;
kE=1,...,8 2F-1 Wir setzen

Znpk = P(Znpk) (nmeN; p=1,...,N,_y; k=1,...,8-2n1)
Spke = 2(Snpik) meN; p=1,...,No_y; k=1,...,8 2kn-1),
HY = o(HD) (n €N),
1P = o(HY) (n € N)

Wegen HY c (Hfllll)o ist auch A" (]:17(121)0, da ¢ stetig und eineindeutig

o0 o0
ist. Damit ist U ]_:[79) offen. Um dies zu beweisen, sei ein z € U Hfll) gegeben.
n=1 n=1

Dann gibt es ein n € N mit z € aY (ﬁfzﬁzl)" Daher existiert ein ¢ > 0 mit

Us(z) C f[,(Llle C U HW . Setzen wir also
n=1
T=c\|JHD,
n=1

so ist T abgeschlossen und fiir 7,, = TN{z € C: |z| < n} gilt U T, = T. Damit

. n=1
setzen wir

~ ~

av=abuT,.
Die so definierten Mengen erfiillen die von uns gewiinschten Eigenschaften:
(1) {I—ify(ll)} schopft C aus.
(2) Esist 2V nH? =@ und AP f]flle fiir alle n € N.
(3) Fir jede Gerade G, die durch den Nullpunkt geht, gilt:

I, = mikn dist(Zppr, p(G)) < Mn,—1  (n € N).
b,

(4) Es gilt A, = dist(Z,,px, 85‘n’p7k) — 00 (n— 00).

Eigenschaft (1) gilt nach Definition von HLY . Eigenschaft (2) folgt aus Hilfssatz
4.1.1, der Definition von 7" und der Tatsache, dass ¢ eineindeutig ist. Die Eigen-
schaften (3) und (4) folgen aus den Abschétzungen
U, = mikn dist(Z,pk, p(G)) < Mmikn dist(2pp k. G) < Mnp_1,
P, P,
A, = dist(Z, pk, 0§n7p7k) > mdist(z,pk, OSnpr) — 00 (n — 00),
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wobei die jeweils letzten beiden Abschiatzungen wiederum aus Hilfssatz 4.1.1 fol-
gen.

1) Konstruktion der universellen Funktion

Wir definieren induktiv eine Folge von Polynomen {P,}. Es sei Py = 0. Fiir
ein n € N seien die Polynome F, ..., P,_; schon definiert. Nach dem Satz von
Runge iiber polynomiale Approximation existiert ein Polynom P, mit folgenden
Eigenschaften:

1

II%%TWn(z) — P, 1(2)| < ol (4.21)
max |P,(z) — Qn(z — Znt1pkl (4.22)
Sn+1,p,k

firallep=1,...,Ny; k=1,...,8- 2",
Man beachte, dass ¢ stetig und eineindeutig ist und daher die Menge

N, 8-2kn

IN{y(igl U U U Sn—l—l,p,k

p=1 k=1

kompakt ist und zusammenhédngendes Komplement hat.
Damit setzen wir

®(z) =Y (Pu(2) = Poa(2))
n=1
Dann gilt fiir n > 2:
- 2
d(z) — P, < P — P, —.
glgzl (2) = Pul2)] < ;n;l II?&X’ e(2) = Peoa(2)] < =

Ferner ist Un, (Zppx) C Snpi, also gilt nach (4.22) fiir alle zulissigen n, p, k € N:
1

|Z*2i1,];ilk}|(§An |Pn—1(z> - Qn—l(Z - gn,p,k)| < mv

wobei {A, },, die Folge aus 0) ist.

2) Nachweis der Universalitit von ¢
Es sei K ein Kompaktum mit zusammenhéingendem Komplement, f € A(K) und
a € [0,2m).

a) Nach dem Satz von Mergelyan konnen wir eine streng monoton wachsende
Folge natiirlicher Zahlen {m,}, wihlen mit mg; > s und

m}e{xx|@m5_1 - f(2)] < é (s € N). (4.23)
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Ferner gibt es ein ng € N mit K C ¢ (Urnofz) und ein sy € N mit m,, > ny und

K +Uy,, (0) C o (U, ) (s > s0),

Ay,
K C Uam, (0), U, < 5 . (s > s0).
2

Dabei sind {A,, },, und {9, },, die Folgen aus 0). Ferner gibt es zu jedem n € N
Zahlen p,,,[,, € N mit

dist(Zn .1, Sa) = mindist(Znpk, Sa) = Vo
p7

Zur Abkiirzung setzen wir 2, = Z, . 1,.-

b) Es gilt fiir s > s¢:
max [0z + ) — £(2)] <

< max |P(2+ Zn,) — Qm.—1(2)] + max |Qm,—1(2) — f(2)] <

1
< o ~m — ms— _S
max |®(z + Zn,) = Qm.-1(2)] +
1
< B(w) = Quy 1 (W — Z, )| + = <
= -y, 120 7 Ol = 2 )+

1
<max |®(w) — P, 1 (w)| + max  |Pp,1(w) — Qu.—1(w — Z.) | + —.

o) [wW—Zms | <Armg S

mg

Jetzt gilt nach 0) und 1):

2
max |P(w) — P, —1(w)| < max |P(w) — P, —1(w)| < :
s . m — 1
Ferner ist nach 1):
1
P — _ —Z .
‘w_gl;ilba")g(Am&| ms 1(w) Qms 1(w st) < ms — 1

Setzen wir also €, = max |D(z + Zn,) — f(2)], so konvergiert {es}s gegen Null.

c) Wir bezeichnen mit 2] € S, den Punkt, der
|2 — z,| = dist(Z,, Sa)

erfiillt. Dann haben wir fiir s > sg:

max [ B(z + Z,,,) — Bz + 2, )| <

S mI?'X ’®(Z + 2ms) - Qmsfl(z)’ + m}?X ’Qms*1<z) - Qmsfl(z + Z;ns - g'rns) +

0% Qo1 (2 4 2, — Fm,) = (= + 2, )| =2 Di(8) + Dals) + D(s)
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Diese drei Summanden werden wir getrennt abschétzen.
i) Nach b) gilt Di(s) = 0 (s — 00).

ii) Wegen
KCyp (U’r‘no_z) Coyp (Urmsz) )
|20, = Zmg| < Vg < M1
und damit
K+ 4, = 2n, € K+ Ty, (0) € ¢ (T, (0)
haben wir
Dy(s) = max Qmo-1(2) = Qu.1(2 + 2, — Zm,)| < msl— T 0 (s— 00).

iii) In Dj3(s) setzen wir w = z + z;, . Dann gilt fiir s > s, und alle z € K:

A,

< <
< max|z| < —,

W — 2,

also

A
lw —Zp.| < |Jw— z;ns| + |z,/ns — | < ;s + U, < A,
Daher ist nach i)

Ds(s) < max |P(w) — Q1 (W — Zp,)

o ‘w_gms |§Ama

—0 (s— o00).

Setzen wir z, = z,, € Sa, so folgt nach 2b-c die Behauptung des Satzes.

Bemerkung 4.1.10 Die Forderung (4.20) ist fiir ganze Funktionen sehr restrik-
tiv. Ist ndmlich ¢ ein ganze Funktion, die (4.20) mit den Konstanten m, M > 0
geniigt, so gilt fiir die Ableitung ¢’ in jedem Punkt z5 € C:

p(2) = p(*0)

< M(z — z)
zZ— 20

=M.

|#'(20)] = lim

z—20

Also ist ¢ beschréankt und daher nach dem Satz von Liouville eine Konstante.
Daher gibt es Zahlen a,b € C, so dass ¢ die Gestalt p(z) = az + b hat.
Damit ¢ also nicht trivial ist, sollte ¢ keine ganze Funktion sein.
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Bemerkung 4.1.11 Wir kénnen uns bei den Parametern fiir die Kurvenschar
{Sa; @ € [0,2m)} auch auf ein echtes Teilintervall I C [0, 27) beschranken. Das
folgt aus der Konstruktion der Mengenfolgen {fb(f)}n und {f[,(f)}n.

Daraus folgt auch direkt, dass eine analoge Konstruktion wie in obigem Satz
eine T-universelle Funktion mit vorgegebenen Approximationswegen auf einem
Sektorgebiet ergeben kann.

Satz 4.1.12 Es sei ¢ : [0,00) — R eine stetige Funktion. Wir definieren fir
2 € C, z = te" die Funktion

0(2) = p(te®) = te@Tv®) = zew (D,
Dann ist ¢ eine Funktion, die (4.20) geniigt.

Beweis:
_ Jwo

1) Zunéchst gilt fiir wy, ws € C und w g W1 = [wy|e??#(1) die Ungleichung

|wy — wy| > |w — wy| (4.24)

Wir zeigen das, indem wir w; und wy als Vektoren im R? auffassen; das kanonische
Skalarprodukt bezeichnen wir mit (wq, ws). Dann gilt:

lw — wl’Q = (Jws| — !wl\)2 = \w1’2 + \w2|2 — 2wy |[wy] <

< Jwi? + Jwa]? = 2(wy, wa) = |wy — wo?

Dabei gilt die erste Gleichung nach der Definition von w und die Abschitzung
am Ende der ersten Zeile nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung.

2) Wir zeigen schrittweise, dass ¢ die Eigenschaft (4.20) erfiillt.
a) Es seien zunéchst 21,20 € C mit |21| = |22|. Dann gilt:

©(z1) — p(22) = |2 (ei(arg(zl)+w(\z1|)) _ 6i(arg(zz)+¢(\zzl))) -

= |z e (giarele) _ gias))
Also ist

[p(21) = p(z2)| = |21 [ EE) — errelED)] = |2y — .
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Da v und damit auch ¢ stetig ist, gibt es nach der letzten Abschéitzung Kon-
stanten ¢, s,.S > 0, so dass fiir alle 21, 2o € C mit

21| < Jzo] < (1+0)]z]
die Funktion ¢ der Abschitzung
slz1 — 2| < p(21) — @(22)] < Sl — 2

genigt.

b) Es seien z, 25 € C, ohne Einschrankung z; # 2z, und |z3| > |21|. Ist 23 = 0, so
gilt
|0(22) — p(21)] = |p(20)] = ||z e"@EERITHERD] = J25] = |21 — 2.
Es sei also z; # 0.
Ist % < (14 ), so gilt nach a)
sz — 22| < lp(z1) — @(22)] < Szt — 2]

Es sei jetzt C' = |Z2I > (14 4). Dann ist

2o — |21| = (C' = 1) 2]

und
|22 — 21| < |z2] + 2] < (C'+1)]z].
Damit ist
C—
22| = || = Cr1 Lz =l
Eine kurze Untersuchung der Funktion ¢(t) = t+—1 auf [1 + 0, 00) ergibt

min{g(t);t > 1+ 6} = g(1+9).

Folglich gilt fiir alle 21, 2 mit 224 > (1+ 0):

|22|—’21| Z |22—Zl.

2+90
Damit ist nach 1)

[p(21) = p(20)] = [Jaa OB H0D) |y ilorsCr vl | >

HZ |€Z (arg(z1)+9(|211)) — | |el(arg z1)+Y(|z1])) ‘

= ||z2| = |21]| = |22| = |21| = |21 — 22|

2490
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AuBerdem ist |p(z;)| = |2;| (j = 1,2), und daher folgt

2+46 246
!@(21)—90(22)|ST(ISO(Zl)\—ISO(Z2)|)= 5 (|z2] = |2l) =
2+46 2+46
= |[z2] = |21]] < |22 — 21|

Setzen wir also

. 0 240
m-m1n{s,2+6}, M—maX{S,T},

so geniigt ¢ der Eigenschaft (4.20).

Beispiel 4.1.13 Die Funktion ¢ aus dem obigen Satz ldsst geniigend Gestal-
tungsspielraum fiir allgemeine Kurvenscharen.

(1) Setzen wir 1(t) = t, so ist {S,; a € [0,27)} eine Schar von Spiralen.
(2) Fir ¢(t) = sin(t) ist {Sa; @ € [0,27)} eine Schar von Wellenlinien.

Dabei ist {S,; a € [0,27)} die Kurvenschar aus Satz 4.1.9.

4.1.4 Die Struktur der T-universellen Funktionen im Raum
H(C)

Wir koénnen schon alleine aus der Tatsache, dass es eine T-universelle Funktion
beziiglich irgendeiner Kurvenschar gibt, schlieffen, dass die Menge dieser Funk-
tionen eine im Raum H(C) dichte Gs-Menge ist. Das Beweisverfahren hierzu
stammt von Duyos Ruiz [Duy84].

Satz 4.1.14 Die Menge aller (etwa nach Satz 4.1.9) T-universellen ganzen Funk-
tionen ist eine dichte Gs-Menge 2. Kategorie im Raum (H(C),d).

Beweis:

1) Zunéchst ist die Menge aller T-universellen Funktionen dicht in H(C). Es sei
dazu ® € H(C) T-universell im Sinne von Satz 4.1.9. Dann ist auch &, = ®(-+()
T-universell fiir beliebiges ¢ € C. Denn zu K € M, f € A(K), o € [0,27) und
€ > 0 gibt es nach Satz 4.1.9 ein b € S, mit

ohax [®(w +b) — f(w— ()] <e.

Setzen wir in der letzten Beziehung z = w — (, so gilt

max [¢(z +b) — f(2)] <,



4.1. KONSTRUKTIVER ANSATZ 63

und damit ist auch ®; T-universell im Sinne von Satz 4.1.9, denn K € M und
f € A(K) waren beliebig. Also ist nach Definition der T-Universalitidt die Menge
{®;¢ € C} dicht in H(C).

2) Es seien f € H(C), R > 0 und € > 0 gegeben. Wir zeigen, dass die Men-
ge

Mirem={geH©): it - (maxlal+0) - G)l) 2 e

a€l0,2m),CeSa \|2|<R

nirgends dicht in H(C) ist. Dazu nehmen wir an, es gébe eine Funktion F' € H(C)
und ein 6 > 0, so dass M (f,e, R) dicht in Us(F) = {h € H(C) : d(h, F') < ¢} ist.
Nach 1) gibt es eine T-universelle Funktion ¥ € Us(F'). Nach unserer Annahme
existiert eine Folge von Funktionen {®,}, aus M(f,e, R) mit d(®,, V) — 0.
Andererseits gibt es zu festem « € [0,27) ein £ € S, mit

ma [¥(z +€) — /()] < 2

Ferner gibt es ein NV € N mit

max | ®,(z) — U(z)| <

— > N).
|zI<|E+-R 2 (n - )

Also folgt fiir alle n > N:

g‘lggl@n(z +&) — f(2)] <
g

225.

max| @, (2 +£) — W(z + &)+ max | U(= + ) — f(2)] < 5+

2[<R
Also ist @, ¢ M(f,e, R) — ein Widerspruch. Damit ist M(f, e, R) nirgends dicht.

3) Es sei {fn;m € N} dicht in (H(C),d) (etwa die Menge aller Polynome mit
rationalem Real- und Imaginérteil der Koeffizienten). Die Menge der nicht T-
universellen Funktionen ist darstellbar als

UUUM (g o).
m=1k=1n=1

Das ist nach 2) eine Menge 1. Kategorie. Da (H(C),d) ein vollstandiger me-
trischer Raum ist, ist H(C) eine Menge 2. Kategorie und die Menge aller T-
universellen Funktionen damit auch.

4) Wir zeigen, dass M (f,e, R) fir f € H(C), R > 0 und € > 0 eine offene
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Menge in (H(C),d) ist. Dazu sei g € M(f,e, R)¢ gegeben. Nach Definition des
Infimums existiert ein § > 0 und o* € [0,27), ¢* € S,+ mit

g@g\g(z +) = flz)l<e=4d

Wir setzen

Uslo) = {h CHO): mex

h(z) — g(2)] < 6} |

Dann gilt fiir alle h € Us(g):

max|h(z + ¢7) = f(2)] <

z|<R

< h(z) — +e—0<d+e—0=ce.
_lzg}ﬁml (2) = g(2)]

Also gilt Us(g) € M(f,e, R)¢, und da nach Satz 1.1.1 ein > 0 existiert mit
U,(g9) C Us(g), ist M(f,e, R)° fiir jede Wahl von f € H(C),e > 0,R > 0 offen
in H(C). Daher ist nach 3) die Menge der T-universellen Funktionen eine dichte
Gs-Menge 2. Kategorie in H(C), und der Satz ist damit bewiesen.

4.2 Generischer Ansatz

Zuerst definieren wir, was wir unter einer allgemeinen Kurvenschar in einem be-
schrankten Gebiet verstehen. Danach fiihren wir den speziellen Begriff des ,r-
Abstandes® zwischen zwei beschrankten Kurven ein. Dieser Begriff dient lediglich
zur Vereinfachung der Terminologie bei der anschlieSenden Beweisfiihrung und
ist gesondert nicht von Interesse. Zuletzt definieren wir noch, was wir unter einer
,kontinuierlichen* Kurvenschar verstehen wollen. Auch dieser Begriff ist nicht von
eigenstindigem Interesse, zumal wir in einem darauf folgenden Satz eine einfache
hinreichende Bedingung fiir die Kontinuitét einer Kurvenschar vorstellen.

Definition 4.2.1 Es seien I, J C R Intervalle und z, : I — C fiir jedes o € J
eine stetige Funktion mit den Eigenschaften

(1) liIIfl(I) 2o(t) =0 gleichméBig beziiglich a € J,
t—in

2)  lim z,(t) = o0,
(2) fim 2z (t)

(3) Aus z,(s) = z3(t) folge schon s =t und a = .
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Dann nennen wir die Funktionenfamilie (z,)qes zusammen mit den Intervallen 1
und J eine allgemeine Kurvenschar (von Null nach Unendlich). Als Bezeichnung
schreiben wir kurz {z,; I, J}.

Definition 4.2.2 Es seien I,J C R Intervalle und z, : I — C fiir jedes o € J
eine stetige Funktion mit den Eigenschaften

(1) lir?(l) 2o(t) = 29 € D gleichméBig beziiglich « € J,
t—in

(2) lim z,(t) € OD,

t—sup(I)
(3) aus z4(s) = za(t) folge schon s =t und o = 3.

Dabei ist das zp € D in (1) fiir jedes o € J dasselbe.

Dann nennen wir die Funktionenfamilie (z,)qes zZusammen mit den Intervallen
I und J eine allgemeine Kurvenschar (im FEinheitskreis D). Als Bezeichnung
schreiben wir kurz {z,; I, J}.

Bemerkung 4.2.3 Die Bedingung (3) in obiger Definition ist notwendig, damit
sich die Kurven innerhalb der Kurvenschar nicht iiberschneiden. Das stellt eine
notwendige Bedingung dar, damit {iberhaupt universelle Funktionen beziiglich
einer solchen Kurvenschar existieren konnen, siehe etwa [Ten00], Beispiel 4.1.2.

Definition 4.2.4 Es seien I C R ein Intervall und z,y : I — C zwei stetige
beschrénkte Funktionen. Wir setzen C, = z(I) und Cy, = y(/) und definieren den
r-Abstand zwischen Cy und Cy als

r-dist(C,, Cy) = max |z(t) — y(t)].

Definition 4.2.5 Eine Kurvenschar C = {z,;1,J} von Kurven von Null nach
Unendlich heiBt kontinuierlich, falls eine hichstens abzéhlbare Teilmenge J C J
existiert, so dass fiir alle § > 0,0 € J und j € N ein & € J existiert, mit dem
gilt:

r-dist(zo (1) N{z : |2| < j} za(D) N{z 1 |2] < j}) <.

Bemerkung 4.2.6 Es ist klar, dass eine kontinuierliche Kurvenschar von Null
nach Unendlich weiterhin kontinuierlich bleibt, falls sie auf ein beschrinktes Ge-
biet eingeschrénkt wird.

Satz 4.2.7 Es sei C = {z4;1,J} eine allgemeine Kurvenschar von Null nach
Unendlich derart, dass die Abbildung (5,t) — z(t) auf J x I stetig ist. Dann ist
C kontinuierlich.
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Beweis:

Wir setzen J = (J N Q) U (dJ N J). Dann ist J abzihlbar.

Es seien 6 > 0, € J,j € N gegeben. Wir setzen ohne Einschriankung voraus,
dass 0 < 1 ist.

In Abhéngigkeit von der Art des Intervalls I setzen wir fiir ein M € N:

(inf(1),inf(I) 4+ ;) fallsinf(/) € (—o0, 00), I links offen

Ing = § (=00, —M) N fallsinf(I) = —oo
[inf(1),inf(I) + &) fallsinf(I) = min([).

Nach Voraussetzung (beachte, dass die Konvergenz gegen Null gleichméfig be-
ziiglich J ist) konnen wir M € N so wihlen, dass

1 4]
sup{|zﬁ(t)];t €Iy, |f—al < M} <3
gilt. Dieses M halten wir fest. Ferner definieren wir

to = sup {t €1 :z3(t)| < 27 fiir alle f mit |[f —a < %} :
Nach Voraussetzung und der Eigenschaft, dass die Kurve z,(/) von Null nach
Unendlich geht, ist t, € (sup({pr),sup([)). Mit dieser Zahl setzen wir
I, = [Sup([M>’tC¥]'
Da wir ohne Einschrankung annehmen konnen, dass o ¢ 0.J ist (sonst konn-
ten wir einfach & = a wéhlen und wéren fertig), gibt es ein n € (O, ﬁ) mit
@ —n,a+n] CJ.
Nun ist (5,t) — z3(t) nach Voraussetzung stetig und daher auf dem Kompak-
tum [ — 1, + 7}] x I, gleichmiBig stetig. Also existiert ein ¢ € (0, 1), so dass
125(s) — 2,(t)| < 2 fiir alle 8,7 € [0 —n,a + 1), s,t € I, mit |3 —~| < ¢ und
|s — t| < e gilt. Insbesondere gilt

26
|20 (t) — 25(t)| < 3 fir alle f € (o —e,a+¢),t € 1,.

Wihlen wir also ein & € (o —¢,a +¢) NQ, so ist & € J und es gilt
20

s < =
max (1) — 2a(0)] < 2 <5
sowie nach der Definition von [,
2a(t) — 2a(t)] < max |z (t)] + max |za(t)] < 2 + 2 =5
max |z, (t) — 25 < max |z, max |z -+ = =4.
tely tely tely 2 2

Ferner gilt nach der Definition von I, und [I;:

[ =2 (=2l < i) Uz ({1 |2 <4)) € Iy U L.
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Das bedeutet also nach den letzten beiden Abschéitzungen

max |z(t) — za(t)] <4,
tel

und das heifit gerade
r-dist(zo (1) N {z : |z| < g}, za(D) N {z:|2| < j}) <9,

was zu beweisen war.

4.2.1 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen im Einheitskreis

Fiir die folgende Beweisfithrung legen wir noch einige abkiirzende Bezeichnungen
fest. Es sei zunéchst C = {z,; I, J} eine kontinuierliche Kurvenschar im Einheits-
kreis D.

Nun kénnen wir die Klasse von Funktionen definieren, von der wir beweisen wer-
den, dass sie nichtleer ist und dariiber hinaus eine dichte Gs-Menge im Raum der
auf dem Einheitskreis holomorphen Funktionen bildet.

Definition 4.2.8 Die Menge aller Funktionen f € H (D) mit der folgenden Ei-
genschaft heifit Klasse der T-universellen Funktionen beziiglich der Kurvenschar
C in D und wird mit U (D) bezeichnet:

Fiir jedes Kompaktum K € M(C), jede Funktion g € A(K), jeden Parameter
v € J (der eine Kurve C, € C definiert) und jedes ¢ > 0 gibt es Familien von
Zahlen (as)sc(0,1) und (bs)se(o,1) mit as € (0,1) und b; € Us(C,), so dass fiir alle
d€(0,1)

max |flasz +bs) — g(2)| <&, |bs — Go| <& gilt.

Dabeiist (5 = lim 2z.(t).
<0 t—sup(I) ’Y( )

Satz 4.2.9 FEs sei C eine kontinuierliche Kurvenschar im Finheitskreis.
Dann ist die Menge Ue(D) der T-universellen Funktionen mit vorgegebenen Ap-
prozimationswegen im Einheitskreis eine in H(D) dichte Gs— Menge.

Beweis:
Zuerst definieren wir einige Mengen zur Abkiirzung.

(1) Fiir jedes m € N sei L,,, = {z: |z| < m}.

(2) Es sei {p,}; eine Folge von Polynomen mit Koeffizienten aus Q + Q.
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(3) Da C kontinuierlich ist, konnen wir eine Menge {C,;p € N} C C wihlen, so
dass fiir jedes v € J und jedes 6 > 0 ein p € N existiert mit

r-dist(C,, C,) < 6.

(4) Fir p € N werde mit ¢, der Endpunkt bzw. Grenzpunkt von C, auf 0D
bezeichnet.

(5) Fiir p € N sei {by,}, eine in C,, dichte Punktfolge.
(6) Die Folge {ay} sei eine Folge positiver Zahlen, die in (0, 1) dicht liegt.

Fiir m, 3, p, s, t, k,n € N setzen wir

. 1
OC(majvpasat7 k?”) = {g € H(]D)) : iffelaX |g(akz + bnp) _p](z)| < ga

m

1
[brp — Cpl < ;}
1) Darstellung von Uq(D)
Es gilt die Gleichung
U= (1 U Oclm.jp,s.tkn). (4.25)

m7j7p757t:1 kzn:]-

Essei f ein Element der rechten Seite von (4.25) und es seien K € M(C), g € A(K),
vy€J,e>0undd € (0,1) gegeben. Wir konnen ohne Einschrankung § < § an-
nehmen. Zuerst setzen wir
(o= lim 2z,(t) und C = 2,(I).

t—sup(I)
Dann gibt es ein m € N, so dass K C L, gilt. Ferner existieren s,t € N, so dass
% < %,% < § gilt. Ferner finden wir nach dem Satz von Mergelyan ein j € N, das
Folgendes erfiillt:

€
max[p, (2) — 9(2)| < <.

Zu ~v € J konnen wir ein p € N wahlen mit
r-dist(C,, Cy) < 0.

Nach den Eigenschaften der Menge auf der rechten Seite von (4.25) existieren
n, k € N mit
1

1
Hiax|f(akz +bnp) — pi(2)] < 5 und - |bny — G| < .
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Damit gilt
1
|bnp_C0| < |bnp_<p|+|<p_<0‘ <¥+5<5

und
mas | f(axz + buy) — g(2)] <

1 ¢
ngLlaX|f(akz +bpp) — pi(2)| + max Ipi(2) —g(2)] < St <e
Ferner ist by, € Us(C,), und damit ist f € Ue(D). Damit folgt, dass die Menge
auf der rechten Seite von (4.25) Teilmenge der Menge auf der linken Seite ist.

Es sei nun f ein Element der linken Seite von (4.25) und m, j, p, s,t € N gegeben.
Dann existieren nach Voraussetzung Folgen {a}, }, aus (0, 1) und {b,}, aus D mit
bn € Ur(C)), so dass

1

1
5 |bh - Cp' < -

/ b)) — p. <
HLlix|f(ahZ+ h) p](z)| 25 2t

Fir h € N setzen wir dj, = dist(aj, Ly, + by, 0D) > 0 und

Km,h = UdTh (a%Lm —|— bh),

so ist K, fiir alle h € N ein Kompaktum in D. Da f auf diesem Kompaktum
gleichméBig stetig ist, existiert fiir alle h € N ein 9, € (0, %’L), so dass

|f(z1) — f(z2)] < QLS fur alle z1, 20 € Kypp, |21 — 22| < Op.

Da {ay}x in (0,1) dicht ist und {b,,}, auf C, dicht ist, gibt es fiir ein geniigend
grofles festes H € N Zahlen k,n € N mit |a; — aj;| < $£ und

|brpy — brr| < min {%H, 5 }. Damit ist dann fiir alle z € L,y

larz + by — (a’yz + by)| < du, also auch axL,, + byy C Ky g, und daher gilt:

max |flarz + byp) — pj(2)] <
1 1 1
s

< e | (o -+ bup) — (a2 + bar)| + max | F(ayz + bar) = py(2)| < 5=+ 5= =

SchlieBlich ist by, — G < |bup — bu| + by — G| < 55 + 35 = 7 und damit ist die

Menge auf der linken Seite von (4.25) Teilmenge der Menge auf der rechten Seite.
Also gilt die Beziehung (4.25).

2)

Fiir alle m, 7, p, s,t € N ist U Oc(m, j,p,s,t, k,n) dicht in H(D).  (4.26)

k,n=1
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Es seien m, j,p, s,t € N fest und f € H(D), ein Kompaktum K C D und € > 0
gegeben.

Zunéchst existiert ein B D K mit B € M(DD). Da B auch eine kompakte Teil-
menge von D ist, gibt es ein 6 > 0 mit Us(¢,) N B = @. Da C,, eine Kurve ist,
die auf der Einheitskreislinie 0D endet und {ag}x in (0, 1) dicht ist, kénnen wir
Zahlen k,n € N wihlen, so dass |b,, — (,| < min{%,% und 0 < ap < % gilt.
Die Beziehung b,,, € C, gilt ohnehin.

Also haben wir fiir alle z € L,,:

) )
lapz + bnp — G| < agl|z| + |bnp — Gl < %m—i— 3= 0.

und damit
ag L, + bnp C Ug(cp) C B

Nach dem Satz von Runge iiber polynomiale Approximation gibt es daher ein
Polynom p mit

max|p(z) — /()| <&,
1
max [p(ag= + bup) = p5(2)] < .

Damit ist p ,nahe“ an f, es ist p € O¢(m, j, p, s,t, k,n), und das beweist (4.26).

3)
Fiir alle m, j,p, s,t, k,n € Nist Oc(m, j, p, s,t,k,n) offen in H(D).  (4.27)

Es seien m, 7, p, s,t,k,n € N fest und f € Oc(m, j,p, s,t,k,n). Wir setzen

1
0 =~ —max|f(arz + bnp) = p;(2)] > 0

und definieren damit

Us(f) = {g € HD): niix|g(akz+bnp) — flakz + byyp)| < 5} :

Es gilt fiir alle g € Us(f):

max lg(arz + byp) — pi(2)] <

<max |g(axz + bpp) = flarz + bpp)| + max | f(arz + bny) —p;(2)] <

1 1
<5 T max |flarz + bnp) — pj(2)] + max |flagz + bpp) — pj(2)] = 3
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Also ist U(;(f) ganz in Oc¢(m, j,p,s,t, 1, k,n) enthalten. Nach Satz 1.1.1 gibt es
ein e > 0 mit U.(f) = {h € HD) : d(h, f) < €} C Us(f). Da f beliebig war,
folgt (4.27).

Zusammenfassend gilt also: Nach (4.25) und (4.27) ist Ue(D) eine Gs5-Menge in
H(D). Da nach (4.26) die Menge

U OC(m7j7p7 87t7kan)

kn=1

fir alle m, j,p, s,t € N dicht in H(D) liegt, so folgt mit dem Satz von Baire und
nochmaliger Anwendung von (4.27), dass U (D) dicht in H(D) liegt.

Bemerkung 4.2.10 Es sei C = {z,;I,J} eine hochstens abzidhlbare Kurven-
schar, d.h. die parametrisierende Menge .J ist nicht ein Intervall, sondern eine
Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Dann kann nach der obigen Beweisfiithrung
die Definition einer universellen Funktion noch verschérft werden:

Die Menge aller Funktionen f € H(D) mit folgender Eigenschaft heifit Menge
der T-universellen Funktionen beziiglich der Kurvenschar C in D:

Fir alle K € M, g € A(K), jeden Parameter v € J (der eine Kurve C, € C
definiert) und jedes € > 0 existieren Zahlen a € (0,1) und b € C,, mit

m}é(xx|f(az+b) —g(z) <e |b—"(ol <e,

wobei (p = lim 2z.(t) ist.
CO t—sup(I) ’Y( )

Das bedeutet also, dass die Menge dieser Funktionen eine dichte Gs-Menge in
H(D) ist.

Denn im Beweis des vorigen Satzes ist dann {C); p € N} identisch mit der Kur-
venschar C selbst.

4.2.2 T-universelle Funktionen mit vorgegebenen Appro-
ximationswegen auf beschrinkten Gebieten

Wir koénnen die im vorigen Abschnitt angegebenen Ergebnisse auch auf beschrénk-
te Gebiete iibertragen. Die Beweisfithrung bleibt fast wortlich dieselbe, lediglich
bei einem Ergebnis benotigen wir eine leichte Abwandlung.

Zunéchst definieren wir analog zum Einheitskreis, was wir unter einer allgemeinen
Kurvenschar in einem beschrankten Gebiet verstehen.

Definition 4.2.11 Es sei G C C ein beschrianktes Gebiet, I, J C R Intervalle
und z, : [ — C fiir jedes a € J eine stetige Funktion mit den Eigenschaften
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(1) lir?(l) 2o(t) = 20 € G gleichméBig beziiglich o € J,
t—in

(2) lim z,(t) € 0G,

t—sup(I)
(3) Aus z,(s) = z5(t) folge schon s =t und a = 3.

Dabei ist das zg € G in (1) fiir jedes a € J dasselbe.
Dann nennen wir die Funktionenfamilie (z,)acs zusammen mit den Intervallen

I und J eine allgemeine Kurvenschar (im Gebiet G). Als Bezeichnung schreiben
wir kurz {z,; I, J}.

Definition 4.2.12 Es sei G C C ein beschrinktes Gebiet und {z,; I, J} eine all-
gemeine Kurvenschar in G. Die Menge aller Funktionen f € H(G) mit folgender
Eigenschaft heiit Menge der T-universellen Funktionen beziiglich der Kurven-
schar C in G und wird mit Ue(G) bezeichnet:

Zu jedem K € M, jedem g € A(K), jedem Parameter v € J (der eine Kurve
C, € C definiert) und beliebigem ¢ > 0 existieren Familien von Punkten (as)sc(0,1)
und (55)56(071) mit

as € (0, 1) und b(s € U(;(Cy) (5 € (0, 1)),
max |f(asz + bs) — g(2)| < € sowie |bs — (o| < € (0 €(0,1))

Dabei ist (p = lm 2z, (t).

t—sup(I)

Satz 4.2.13 FEs sei G ein beschrinktes Gebiet und C = {z4; 1, J} ein allgemeine
kontinuierliche Kurvenschar in G.

Die Menge Uc(G) aller T-universellen Funktionen beziiglich C in G ist eine dichte
Gs-Menge im Raum H(G) aller auf G holomorphen Funktionen.

Beweis:

Zunichst benotigen wir eine ganze Reihe von Definitionen:
(1) Wir setzen L, = {z € C: |z]| < m} fir m € N.

(2) Essei {p;}; eine Abzdhlung aller Polynome mit rationalem Real- und Ima-
gindrteil der Koeffizienten.

(3) Da C eine kontinuierliche Kurvenschar ist, konnen wir eine Menge von Kur-
ven {Cp;p € N} C C wihlen mit der Eigenschaft, dass zu jedem v € J und
jedem 6 > 0 ein p € N existiert mit

r-dist(C,, C,) < 6.
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(4) Fiir p € N sei ¢, der Endpunkt bzw. Grenzpunkt von C), auf 0G.
(5) Fiir p € N sei {b,}, eine in C, dichte Punktfolge.
(6) Es sei {ax}r eine Folge reeller Zahlen, die in (0, 1) dicht ist.

Ferner definieren wir fiir m, j, p, s, t, k,n € N:

. 1
Oc(m, j,p,s,t, k,n) = {9 € H(G) : max|g(arz + bny) — p;(2)] < >

1
|bnp o Cp| < ;}
1) Es gilt folgende Beziehung;:
UG = 1 U Oclm,jpstkn). (4.28)

m,7,p,s,t=1 k,n=1

Das wird vollkommen analog zu (4.25) bewiesen.

2)

Fiir alle m, j, p, s,t € N ist U Oc(m, j,p, s, t, k,n) dicht in H(G).  (4.29)

kn=1

Es seien Zahlen m, j, p, s,t € N, eine Funktion f € H(G), ein Kompaktum K C G
und ein € > 0 gegeben.
Da K kompakt ist, kénnen wir ein § > 0 wéhlen mit Us((,) N K = @. Wir wéhlen
dann k,n € N so, dass

. [1 6 J
[ <m1n{¥,§}, 0<ak<%.

Dann haben wir fir alle z € L,,:

) 1)
lapz + bnp — Cp‘ < laxl|z| + |bnp - Cp’ < %m"i‘ B = 0.

Also ist ag Ly, + bny, C Us(,) C K°.
Nach dem Satz von Runge iiber rationale Approximation existiert eine rationale
Funktion R mit Polen hochstens in G, die Folgendes leistet:

max|R(:) — /()] < &

1
maux| Raz + by) = 23 (2)] <
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Da insbesondere R € H(G) gilt, folgt R € Oc(m, j,p, s, t,k,n), und (4.29) ist
bewiesen.

3)
Fiir alle m, j,p, s,t, k,n € Nist Oc(m, j,p, s, t,k,n) offen in H(G).  (4.30)
Auch der Beweis hierzu verlduft genauso wie der Beweis von (4.27).

Mit Hilfe von 1) - 3) und des Kategoriesatzes von Baire folgt die Behauptung
von Satz 4.2.13.

Bemerkung 4.2.14 Auch hier kann in Analogie zum vorigen Abschnitt der Satz
4.2.13 verschéarft werden, wenn eine héchstens abzahlbare Kurvenschar C vorliegt.
D.h. die Menge aller Funktionen f € H(G) mit folgender Eigenschaft ist eine
dichte Gs-Menge im Raum H(G):

Fiir jedes Kompaktum K € M, jede Funktion g € A(K), jeden Parameter v € J
(der eine Kurve C, € C definiert) und jedes € > 0 konnen wir Punkte a € (0, 1)
und b € C,, wéhlen mit

m}gx|f(az+b) —g(z)| <eund |b— (| <e.

Dabei ist (, = lim 2z.(¢).
CO t—sup(I) 7( )

Satz 4.2.15 Jede Funktion f € H(G) kann als Summe zweier Funktionen aus
Uc(G) geschrieben werden.

Der folgende Beweis stammt von J.-P. Kahane [Kah83].
Es sei eine Funktion f € H(G) gegeben. Die Abbildung

Ty(g) - H(C) — H(C), Ts(g) =g+ f (9 € H(C))

ist ein Homoomorphismus.

Da die Menge Uc(G) eine dichte Gs-Menge in H(G) ist, gilt dasselbe fiir
Ty (Ue(G)) = Ue(G) + f.
Nach dem Baireschen Kategoriesatz haben wir also
Ue(G) N (Ue(G) + ) # 2.

Also existieren g, h € Ue(G) mit f = g—h. Wegen —h € Ue(G) folgt die Behaup-
tung.
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Bemerkung 4.2.16 Auch hier haben wir es mit zwei verschiedenen Begriffen
von Universalitit zu tun, der Definition von Uz (G) aus diesem Abschnitt und der
Definition, die sich aus der Eigenschaften der Funktionen aus den Sétzen 4.1.2,
4.1.4 und 4.1.9 (konstruktiv bewiesen) ergibt. Beziiglich dieser Sétze erinnern wir
daran, dass speziell fiir den Einheitskreis eine Funktion ® € H (D) T-universell
beziiglich einer Kurvenschar (S,), im Einheitskreis ist, falls Folgendes gilt:

Zu jedem Kompaktum K € M, jeder Funktion g € A(K), jedem Index

a € [0,27) und jedem € > 0 gibt es Zahlen a € (0,¢) und b € S, mit

b— (ol <e, mee}§<|<1>(az +0b) —g(2)] <e.

Dabei ist (, der Grenzpunkt von S, auf oD.

Die letztere Definition ist offensichtlich stérker, da bei der Definition im gene-
rischen Ansatz lediglich verlangt wurde, dass in ®(az + b) der Punkt b in einer
beliebig kleinen Umgebung einer Kurve liegt und nicht auf der Kurve.

Gehen wir zu hochstens abzidhlbaren Kurvenscharen iiber, so stimmen die De-
finitionen nach Bemerkung 4.2.14 fast {iberein. Lediglich bei den nach der kon-
struktiven Methode bewiesenen Sétzen wurde in ,,®(a,z + b,)“ noch verlangt,
dass {a, }» gegen Null konvergiert. Dem gegeniiber musste bei der Definition von
Uc(G) in ,, f(az + b)“ lediglich a € (0,1) gelten. Ist aber in der Definition von
Uc(G) fiir K € M das Innere von K nichtleer, so stimmen auch hier die beiden
Definitionen iiberein, da dann in ,, f(az +b)“ die Zahl a gegen Null streben muss,
wenn b gegen einen Randpunkt des betrachteten Gebietes konvergiert.

Um dies zu zeigen, sei f € Ue(ID) fir eine Kurvenschar C = {z,; [; J} im Einheits-
kreis. Es seien ein Kompaktum K € M mit nichtleerem Inneren, eine Funktion
g € A(K) und ein Parameter v € J gegeben. Wir setzen (o = lim z,(¢) und

t—sup(I)

C = z,(I). Nach Satz 4.2.9 existieren dann Zahlenfolgen {a,}, und {b,}, mit
€ (0,1) und b, € U1(C) mit |b, — (| < + sowie

max|f(anz +ba) = g(2)] < 1.
Wir nehmen an, dass {a, }, nicht gegen Null konvergiert. Dann gibt es eine Teil-
folge {an, }x und ein § > 0, so dass |a,,| > J ist fir £ € N. Wegen K° # o
existieren ein Punkt zp € K und eine Zahl n > 0 mit U,(zy) C K. Nun ist zum

einen
a,K + b, C D fiir alle n € N.

Zum anderen ist fir k € N
an, Uy(20) + bpy, D Usy(20) + by,
und da {b,, }x gegen (o € OD konvergiert, gibt es ein kg € N, so dass
an, Usn(20) + bn,
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fir £ > ko Punkte auflerhalb von D hat, womit auch a,, K +b,, Punkte auflerhalb
von D hat — ein Widerspruch. Also muss {a,}, gegen Null konvergieren.

Das zeigt, dass die zwei verschiedenen Begriffe der T-Universalitét hier fiir abzéhl-
bare Kurvenscharen und zu approximierende Funktionen auf Kompakta mit
nichtleerem Inneren iibereinstimmen.
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