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Bezeichnungen

Wir erkléren an dieser Stelle gingige Bezeichnungen, die wir in dieser Arbeit verwenden.
Unter N = {1,2,...}, Ng = NU {0} und R verstehen wir die Menge der nattrlichen
Zahlen, nichtnegativen ganzen Zahlen bzw. reellen Zahlen. Falls nicht explizit anders
vermerkt oder aus dem Zusammenhang ersichtlich, soll ein Ausdruck der Form n > 0
stets n € R, n > 0 bedeuten. Wir untersuchen ausschliefSlich reellwertige Funktionen
und bezeichnen mit C,,(X) die Menge der m-mal stetig differenzierbaren Abbildungen
auf X und mit Dy (X) die Menge der k-mal differenzierbaren Abbildungen auf X. Alle in
dieser Arbeit auftretenden Integrale sind als Lebesgueintegrale aufzufassen. Fordern wir
die Existenz eines Integrals, so fordern wir die Integrierbarkeit der zugrundeliegenden
Funktion im Lebesgueschen Sinne.

Fir Matrizen mit m Zeilen, n Spalten und Eintrédgen a,;; verwenden wir Ausdriicke der
Form

(az'j);;g;;

sowie gelegentlich

(@i); =1 »
falls die Matrix symmetrisch ist.
Ferner verwenden wir giangige Symbole fiir die Identitat idx : X — X, die Gaulklammer
|z] == max{k € Z: k < z}, die Vorzeichenfunktion sign(x), das Landausymbol O(g),
das ProduktmafBl ® und die Indikatorfunktion 1 4(z).
Ist (2, F, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und ist X : Q — R eine reellwertige Zufallsva-
riable, so nennen wir das Bildmafl von P unter X Verteilung von X. Wir sagen auch X
ist nach P verteilt und schreiben hierfiir X ~ P. Das Symbol ~ benutzen wir dariiber
hinaus in einem analytischen Sinne, um Asymptotiken zu beschreiben. Eine Verwechs-
lung der beiden Bedeutungen ist durch den Zusammenhang ausgeschlossen.
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Vorwort

Zu den klassischen Verteilungen der Statistik zéhlen die (zentralen) x?-, F- und t¢-
Verteilungen. Die letzten beiden findet man in der Literatur auch unter den Namen
Fisher-Verteilung, Fisher-Snedecor-Verteilung bzw. Student-t-Verteilung. Thre besonde-
re Bedeutung erhalten diese dadurch, dass wichtige Priifgrofien, die aus normalverteilten
Zufallsvariablen zusammengesetzt sind, den genannten Verteilungen gentigen. Sind etwa
die Zufallsvariablen X, ..., X,, unabhangig NNy -verteilt, so heifit

Vi=> X} (0.1)
i=1

zentral) y2-verteilt. Fiir unabhéngige Zufallsvariablen V ~ y2 und W ~ y2_ nennen
Xn g1g Xn, Xns
wir die Verteilung von

F i 0.2

(zentrale) F,, ,,-Verteilung. Gilt fiir die Zufallsvariablen X ~ Nyi, V' ~ x2 und sind
X,V unabhéngig, so heifit

T (0.3)

(zentral) t,-verteilt (vgl. [CS11]).

Statistische Hypothesentests verwenden Testgrofen, die den oben genannten Verteilun-
gen gentigen. Damit lassen sich unter anderem Aussagen tiber Erwartungswerte, Vari-
anzen und den Varianzvergleich normalverteilter Zufallsvariablen untersuchen. Beispiele
fiir solche Testgrofien sind fir n,m € N\ {1} wie folgt gegeben:

Fir Zufallsvariablen X1,..., X, Y1,...,Y,, definieren wir zunéchst

v _ivy @.__ 1 Sy _%)? /P
X.—ni:ZIXz, S '_n—1;(xl X)), S=vVs,
— 1 & 1 m —\2

Y = — Y: und T?=—— Y.—-Y) .

mjzz:1 J m—ljz:;(j )

Sind X,..., X,, Y1, ..., Y, unabhangig, wobei X, ..., X, jeweils N, ,2- und Y7,...,Y,,
jeweils N, 2-verteilt sind, so gilt (vgl. [Pes98])
(n—1)52 ) X —pu T2 52

5 ~ Xn—1s Iy ~t,—1 und o

1 ~ Fn—l,m—l-
o NG
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Die zentralen y2-, F- und t-Verteilungen besitzen Lebesguedichten, die sich aus ele-
mentaren Funktionen zusammensetzen und analytisch leicht untersucht werden kénnen.
Die vorliegende Arbeit untersucht Verallgemeinerungen der genannten Verteilungen, die
sogenannte doppelt nichtzentrale F), ,, x, »,- und die doppelt nichtzentrale t,, , \- Vertei-
lung. Die beiden letztgenannten Verteilungen sind wiederum Verallgemeinerungen der
sogenannten einfach nichtzentralen Fy,, ., ,- und der einfach nichtzentralen ¢, ,-Vertei-
lung. Zwar existieren fiir alle genannten Verteilungen Lebesguedichten, anders als jedoch
im zentralen Fall erweist sich die Untersuchung der genannten Wahrscheinlichkeitsdich-
ten als duflerst diffizil, da sich diese aus hohertranszendenten Funktionen zusammenset-
zen bzw. lediglich als Parameterintegral oder (Doppel-)Funktionenreihe darstellen lassen.
Prézise Definitionen und Darstellungsformeln der nichtzentralen Verteilungen werden in
Kapitel 2 bereitgestellt. Betrachtet man in (0.1) die unabhdngigen und normalverteilten
Zufallsvariablen Xy, ..., X, mit X; ~ N, 1, ..., X, ~ Ny, 1 und setzt \ = >, w2,
so ist V nichtzentral x7 \-verteilt. Aus (0.2) und (0.3) erhélt man doppelt nichtzentrale
Verteilungen, indem man V ~ x2 , , W~ x2 | bzw. X ~ N1, V ~ x7 , wihlt.
Wichtige analytische Eigenschaften der einfach nichtzentralen X%, A Foimea- und ¢, -
Dichten konnten durch VAN AUBEL und GAWRONSKI gezeigt werden (vgl. [AGOOb],
[AGO00a]). In den zitierten Arbeiten konnten die Autoren die sogenannte Glockenformig-
keit und somit die Unimodalitat (vgl. auch Kapitel 4) der untersuchten Wahrscheinlich-
keitsdichten nachweisen. Der jeweils eindeutig bestimmte Modus, graphisch darstellbar
als Gipfelstelle der untersuchten Dichte, ist dabei nur implizit als Nullstelle der ersten
Ableitung gegeben. Der Nachweis der monotonen Abhéngigkeit des Modus als Funktion
der Nichtzentralitatsparameter X\, \; bzw. pu sowie als Funktion der Freiheitsgrade n,n,
bzw. no gelang ebenso wie eine vollstdndige asymptotische Entwicklung der Modi als
Funktion der Nichtzentralitidtsparameter (vgl. [AG03] fiir eine Ubersicht der erzielten
Resultate). Die Theorie der vorzeichenreguldren Funktionen (vgl. [Kar68]) sichert dabei
an entscheidenden Stellen die Durchfithrbarkeit gewisser Beweistechniken.

Die vorliegende Arbeit untersucht die analytischen Eigenschaften der doppelt nichtzen-
tralen F- und ¢-Verteilungen und kniipft somit an die Arbeiten von VAN AUBEL und
GAWRONSKI an. Es wird sich zeigen, dass viele Techniken, die im einfach nichtzentralen
Fall wichtige Resultate sicherten, im doppelt nichtzentralen Fall nur noch eingeschrankt
bzw. modifiziert verwendet werden kénnen.

Kapitel 1 beschreibt die vielfaltigen Anwendungsfelder, in denen die doppelt nichtzen-
tralen Verteilungen Verwendung finden und dient somit als Motivation fiir die weiteren
Untersuchungen. Da einfithrende Beispiele fiir die Verwendung der doppelt nichtzen-
tralen Verteilungen in der Literatur nur selten zu finden sind und meist eine grofle
Vertrautheit mit Begriffen und Techniken der Statistik voraussetzen, enthalt Kapitel 1
ein ausfithrliches Beispiel fiir die Verwendung der doppelt nichtzentralen F-Verteilung
in der zweifachen Varianzanalyse, welches lediglich elementare statistische Grundkennt-
nisse voraussetzt.

Eine systematische Einfiihrung der zu untersuchenden Verteilungen erfolgt in Kapitel 2.
Wir leiten dort Integral- und Reihendarstellungen der zugehorigen Lebesguedichten her,
die wir bei den weiteren Untersuchungen in Kapitel 4 und Kapitel 5 verwenden werden.



Bei der Sichtung der relevanten Literatur zeigte sich, dass wichtige, in Kapitel 2 hergelei-
tete Darstellungsformeln nicht benutzt werden bzw. nur vereinzelt und unsystematisch
Verwendung bei der Diskussion der doppelt nichtzentralen Verteilungen finden.

Kapitel 3 behandelt vorzeichenregulare Funktionen und bildet somit das theoretische
Grundgeriist fiir die Untersuchung analytischer Eigenschaften der doppelt nichtzentra-
len Verteilungen. Wir fiihren die wichtigsten Grundbegriffe aus der Theorie der vorzei-
chenreguldren Funktionen ein und modifizieren zentrale Resultate aus [Kar68], die fur
Funktionen vom Typ extended sign reqular nicht vollstandig vorliegen.

Kapitel 4 und Kapitel 5 beinhalten die Hauptresultate dieser Arbeit. In Kapitel 4 zeigen
wir fiir eine grofle Klasse doppelt nichtzentraler Verteilungen die strikte Unimodalitat
(vgl. Satz 4.2.6, Satz 4.2.10). Hier weisen wir die bisher vermutete, jedoch lediglich aus
Approximationen abgeleitete, strikt unimodale Gestalt der Dichtefunktion nach. Der da-
bei eindeutig bestimmte Modus, charakterisiert als Gipfelstelle der Dichtefunktion, ist
Gegenstand der Untersuchungen in Kapitel 5. Wir untersuchen den Modus als Funkti-
on gewisser Nichtzentralitdtsparameter und weisen monotone Abhéngigkeiten nach (vgl.
Satz 5.1.9, Satz 5.1.10, Satz 5.1.11 sowie Satz 5.2.1).
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Kapitel 1

Anwendungsfelder der doppelt
nichtzentralen Verteilungen

Aufgrund des Mangels einfithrender Beispiele fiir die Verwendung der doppelt nichtzen-
tralen Verteilungen stellen wir hier in Anlehnung an [Sch59, S. 134-135] ein Anwendungs-
beispiel eines doppelt nichtzentralen F-Tests aus dem Bereich der zweifachen Varianz-
analyse vor. Dieses Beispiel ist motiviert durch folgende Situation: Es seien I, J € N\{1}.
Um die Auswirkungen zweier Diingemittel A und B auf das Wachstum von Kartoffeln zu
untersuchen, werden I - J identische Testfelder bepflanzt und mit jeweils ¢ € {1,..., I}
Mengeneinheiten von Diingemittel A und jeweils j € {1,...,J} Mengeneinheiten von
Diingemittel B gediingt. Abbildung 1.1 veranschaulicht dies mit den Sprechweisen der
Varianzanalyse (vgl. beispielsweise [Ras95, S. 4171f]).

Stufen des Faktors B

Stufen des Faktors A

Abb. 1.1: Zweifache Kreuzklassifikation

Wihrend der Ernte wird dann aus jedem Feld (4, j) genau eine Kartoffel entnommen und
ihr Gewicht festgestellt. Das festgestellte Gewicht aus Feld (4, j) fassen wir als Realisation
einer Zufallsvariablen X;; auf.
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Hierbei treffen wir folgende Modellannahmen:
i) Die I - J Zufallsvariablen X;; sind stochastisch unabhéangig.
ii) Firalle 1 <:< 1,1 <5 < Jgilt Xj5 ~ Ny, 0.

Die letzte Annahme wird dadurch gerechtfertigt, dass wir davon ausgehen, dass das
Gewicht der Kartoffel in Feld (i, 7) unter idealisierten Bedingungen einen ,wahren Wert*
tij > 0 besitzt, welcher zufallsgesteuerten Abweichungen unterliegt. Das festgestellte
Gewicht setzt sich somit zusammen aus der Summe von 4;; und einer zufallsgesteuerten
Abweichung €;;. Gehen wir zusatzlich davon aus, dass €;; keinen systematischen Anteil
besitzt und normalverteilt ist, also &;; ~ Ny 2 ist, so erhalten wir X;; ~ N, ;2.

,

Wir fithren nun Groflen ein, die wir fiir die folgenden Betrachtungen benotigen:
1 1 1
M= U;um, Hie = J;/Lija Hej = j;ma‘-
Mit diesen GroBlen kann man zeigen: Es gibt eine eindeutige Zerlegung der Form

pij = p+ g + B + i
[ J 2 J

O = fie = Hy B = flej — [, Vij = [ij — [t — ;= fj.

Die Zerlegung kann so interpretiert werden, dass sich p;; zusammensetzt aus einem fes-
ten Gesamtmittelwert u, einer Hauptwirkung «; der i-ten Stufe des Faktors A, einer
Hauptwirkung B; der j-ten Stufe des Faktors B sowie einer Wechselwirkung ;; zwischen
der i-ten Stufe des Faktors A und der j-ten Stufe des Faktors B. Ubertragen auf unser
Beispiel setzt sich also das Gewicht einer Kartoffel vom Feld (i, j) zusammen aus einem
festen Wert 1 und dem Einfluss von ¢ Mengeneinheiten von Diinger A, j Mengeneinhei-
ten von Dinger B und der Wechselwirkung «;; zwischen beiden Diingemitteln.

In diesem Zusammenhang interessiert man sich vornehmlich fiir das Testen der Hypo-
thesen

Hy : ag=...=a;=0,
HB : 61:...:5J:0,
Huyp : 7vy=0ftirallel1 <i<I, 1<5<J

Ohne weitere Annahmen an die Wechselwirkungen +;; ist das Testen obiger Hypothesen
mit einem gewohnlichen F-Test in der hier betrachteten Situation nicht moglich (vgl.
[Sch59, S. 130]). Dieser Mangel kann jedoch behoben werden, wenn von jedem Feld
N > 1 Stichproben entnommen werden. In [Pes98, S. 221] sind fiir diesen Fall Testgro-
Ben angegeben, die fiir das Testen obiger Hypothesen herangezogen werden koénnen.
Fir die weitere Betrachtung nehmen wir an, dass fiir die Wechselwirkung ~;; die Bezie-
hung

Yij = Gaup;
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mit einer Konstante G € R gelte. Man kann zeigen, dass eine solche Situation fiir Feld
(4, j) schon dann vorliegt, wenn 7;;, als Funktion von «; und f3; betrachtet, ein Polynom
vom Grad 2 ist (vgl. [Schb9, S. 130]).

Fir1 <7 <1,1<j < Jseien also die unabhangigen Zufallsvariablen X;; ~ Ny,j0?
mit

pij = p+ai + B+ Gy, Y ;i =0, ;=0
@ J

gegeben. Fiir den Parameterraum

O = ((ab‘"705[7517"‘75J7M7G70-2) GRI+J+2 X (0,00)Z ZOKZ':O, ZBJ _O)
i J

betrachten wir auf (RI 7 B (RI J )) das statistische Modell

mit
P(al ,,,,, arB,BruGo?) T ]V,ull,tf2 ®@...® N#1J702 ®...0 NMMTQ ®...Q NMJ,UQ‘
Zur weiteren Betrachtung definieren wir die Statistiken
Xu= 2 Xy Xe =YX, Xe:= =YX
i® 7 - K oj ‘— Ji . R o0 — IJ -~ iJ
sowie hieraus abgeleitet
SS(A) = JY (Xie— Xu)?,

SS(AB) = > (Xy — Xie = Xoj + X..)2.

%,J

Mit [JKB95, S. 434] schlielen wir

SS(A) )
0.2 ~ XI_I’U%ZQ?’
SS(AB) )
02 ™ X124 S
K2V}
woraus unmittelbar
1
= 9%4) . )
! - - -1),-% 2 G2 . 3.)2
T-n{-1) SS(AB) I-1,(I-1)(J 1)’02 Zi:al,UQ %(alﬂj)

folgt.
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Ist nun die Nullhypothese Hy := H, C © gegeben durch
HA = {(Oél,...,@[761,...,6J,M7G,U2) €06: ap = ... :Oé]:O}

und ist a € [0, 1], so definieren wir den kritischen Bereich

1 55(4)

C= T > Fp (1-a)].
((11)1(‘11) SS(AB) T1,(I-1)(J=1)

Damit ist die messbare Abbildung ¢ = l1g: R — {0,1} ein Test zum effektiven
Niveau a. Die Giitefunktion des Tests ist gegeben durch

) > (ala"‘7a17617"'7ﬁJ7M7G70-2) '_>P(a1 ..... ar,B1,..., ,BJ,,LL,G,UQ)<C)
mit

_ —1
Plavsansesins© = Fr st s et o (FF s (1= 0059)

0,3

Hierbei bezeichnet

FI—l,(I—l)(J—l),U% Zag,%; (iB;)?

i
eine doppelt nichtzentrale F'-Verteilung und

—1
Fro1,a-nyu-1

die Quantilfunktion einer zentralen F-Verteilung.

Neben der Anwendung in der Varianzanalyse findet die doppelt nichtzentrale F-Ver-
teilung weitere Verwendung in Modellen der Okonometrie (vgl. [KO98]), in der Re-
gressionsanalyse bei der Anwendung des sogenannten Regression Equation Specification
Error Tests (RESET) (vgl. [Ram69], [DG98]) sowie in ingenieurwissenschaftlichen Be-
reichen wie etwa der Signalverarbeitung, der Radartechnik und der Mustererkennung
(vgl. [Pri64], [HR85]).

Die doppelt nichtzentrale t-Verteilung findet Anwendung in der Varianzanalyse (vgl.
[Sch59, S. 137]), in der Regressionsanalyse (vgl. [MC76], [Un06]) sowie in der finanzma-
thematischen Modellierung sogenannter financial returns data (vgl. [BP07, S. 8ff]). Die
nichtzentrale ¢-Verteilung spielt auflerdem eine wichtige Rolle bei der Berechnung der
Giitefunktion t-verteilter Teststatistiken (vgl. [JKB95, S. 509]) und bei der Konstrukti-
on von Konfidenzintervallen (vgl. [JKB95, S. 510]). Verweise auf weitere Anwendungen
findet man in [JKB95, S. 512].

Die praktische Bedeutung der nichtzentralen Verteilungen spiegelt sich auch in ihrer
Implementierung innerhalb moderner Computeralgebrasysteme (Maple, Matlab, Mathe-
matica) wider. Dies erméglicht eine erleichterte Verwendung der entsprechenden Dich-
ten, Verteilungs- und Quantilfunktionen fiir praktische Anwendungen. Die Moglichkeit
die doppelt nichtzentrale F-Dichte zu plotten und somit charakteristische Eigenschaften
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exemplarisch zu untersuchen ist in Mathematica 8 seit 2010 moglich. Alle fiir diese Ar-
beit erstellten Plots, die die doppelt nichtzentrale F-Verteilung betreffen, wurden mit
Mathematica 9 erstellt.

Leider ist die doppelt nichtzentrale ¢-Verteilung in keinem der genannten Computeral-
gebrasysteme implementiert. Die fir die Arbeit angefertigten Abbildungen wurden mit
dem Softwaresystem Dataplot erstellt, welches vom National Institute of Standards and
Technology (NIST) zur Verfiigung gestellt wird.

Auch wenn die verwendeten Algorithmen zur Berechnung der nichtzentralen Vertei-
lungen hinsichtlich Genauigkeit und Geschwindigkeit stéandig verbessert werden (vgl.
[BP07], [BP02]), darf nicht vergessen werden, dass es sich lediglich um Approximatio-
nen handelt. Diese sind zwar fiir praktische Belange duflerst wichtig, verleiten jedoch
schnell dazu, gewisse Eigenschaften als gegeben zu akzeptieren, die aufgrund ihrer ma-
thematischen Komplexitat nicht nachgewiesen wurden. Hier setzt die vorliegende Arbeit
an. Durch den prazisen Nachweis analytischer Eigenschaften der doppelt nichtzentralen
Dichten gelingt es, die Gestalt und das Verhalten der doppelt nichtzentralen F- und
t-Dichten und somit die Eigenschaften der zugrundeliegenden Verteilungen besser zu
verstehen.




Kapitel 2

Nichtzentrale Verteilungen

Wir definieren in diesem Kapitel die fiir die vorliegende Arbeit grundlegenden doppelt
nichtzentralen Verteilungen und leiten Darstellungsformeln sowie wichtige Grenzwert-
und Differentiationseigenschaften der zugehorigen Dichten her.

2.1 Die nichtzentrale Y*-Verteilung

Ausgangspunkt ist die nichtzentrale y?-Verteilung, die wir mithilfe der zentralen y?-
Verteilung einfiihren.

Definition 2.1.1. Es sein > 0. Dann ist durch p,: R — R,

1 n
Pa(@) = 0,00 (1) —mpyw? ™!

e

Mg

eine Lebesquedichte gegeben. Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung heifst zentrale
X2 - Verteilung.

Definition 2.1.2. Es seien n > 0 und A > 0. Durch p, »: R = R,

pn,,\(f) = i ¢ (;) Pn+2j($)

§=0 J!

ist dann ebenfalls eine Lebesquedichte gegeben. Die zugehdrige Wahrscheinlichkeitsver-
teilung nennen wir nichtzentrale X%’)\—Verteilung mit n Freiheitsgraden und Nichtzentra-
lititsparameter \. Fiir X\ = 0 erhalten wir die zentrale x?2 - Verteilung.

Im Falle n € N stellt das nachfolgende Lemma eine Beziehung zwischen unabhéngigen,
normalverteilten Zufallsvariablen und einer nichtzentral 7, ,-verteilten Zufallsvariablen
her. Diese Charakterisierung wird hiufig auch als Definition der nichtzentralen y2-Ver-
teilung benutzt (vgl. [CS11, S. 16], [JKB95, S. 433]).



2.1  Die nichtzentrale y2-Verteilung

Lemma 2.1.3. Die Zufallsvariablen Xi,...,X, seien unabhdngig und normalverteilt
mit X; ~ Ny, 1 firi e {1,...,n}. Dann ist die Zufallsvariable
X = Z XZ»2
i=1

nichtzentral Xi, \-verteilt mit n Freiheitsgraden und Nichtzentralititsparameter X .= S0, 2.

Eine weitere Darstellung mithilfe der modifizierten Besselfunktion wird sich fiir spatere
Untersuchungen als niitzlich erweisen (vgl. [JKB95, S. 433]).

Satz 2.1.4. Firn >0, A >0 und x > 0 gilt

n—2

Paa(x) = ;ekgz (i) ’ In_s (\/A_)

Hierbei bezeichnet I, die modifizierte Besselfunktion erster Art mit Ordnung v € R,
welche fiir x > 0 gegeben ist durch

Iie) = (;C)V i T(k+ i + 1)k <§>2k '

k=0

Bei der Untersuchung der x7 ,-Dichte erweist sich gelegentlich auch eine Produktdar-
stellung der modifizierten Besselfunktion als hilfreich. Fir v > —1 gilt

vy () (2

Hierbei setzen sich die Faktoren aus den abzahlbar vielen Nullstellen j, ;, der Besselfunk-
tion J,, zusammen, welche 0 < j,; < j,2 < ... gentigen. Ferner gilt

1

N |
LTI

(vel. [OIv10, S. 217], [Tem96, S. 243], [Wat66, S. 498, S. 502], [Bar10, S. 16]).

Bemerkung 2.1.5.

i) In gewissen Situationen wird es von Vorteil sein, die nichtzentrale Xfl’,\—Dichte
als Funktion eines reellen Freiheitsgrades n aufzufassen, wie es Definition 2.1.2
erlaubt.

i1) Aus Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften der modifizierten Besselfunk-
tion erster Art lassen sich zusammen mit Satz 2.1.4 selbige der nichtzentralen Xi,,\'
Dichte ableiten. Die Funktion p, \(x) ist also auf (0,00) beliebig oft differenzierbar.

iii) Fir alle n,x >0 gilt im p,\(2) = pno(2).
A—0+




2.1  Die nichtzentrale y?-Verteilung

w) Fir allen >0, A >0 und x > 0 gilt

e%()x—l)(x—l)
Por(x) = )\RTPn,l (Ar).

2

Die nachfolgende Abbildung zeigt exemplarisch die Gestalt der modifizierten Besselfunk-
tionen erster Art.

— l_09(X)
— lo(X)
— 11(X)
— 12(X)

Abb. 2.1: Modifizierte Besselfunktionen erster Art

Es wird sich zeigen dass bei der Differentiation von p, , die Laguerre-Polynome L)
auftreten, die wir im Folgenden einfithren (vgl. [Sze85, S. 100-101]).

Definition 2.1.6. Es sei o > —1 und k € Ny. Dann nennen wir die Funktion

—a,r gk

(a) @,y _ T A" ik
LY R R, LY (@) = — dxk( ™)
das k-te Laguerre-Polynom.

Bemerkung 2.1.7. Man rechnet direkt nach, dass es sich bei L,(f) in der Tat um ein
Polynom vom Grad k handelt. Fir o > —1 und m,n € Ny gilt die Orthogonalititseigen-
schaft

/ L (z) L (2)2% " dz = S T (a0 + 1) (” Z O‘).
0

Hierbei bezeichnet 6, das Kronecker-Symbol.

Damit gewinnt man aus der Darstellung in Definition 2.1.2 eine Reihendarstellung fiir
die Ableitungen der xj ,-Dichte (vgl. [AGOOD, S. 241]).




2.2 Die doppelt nichtzentrale F-Verteilung

Satz 2.1.8. Es seienn > 2, A\ >0 und k € Ny, k < 5. Dann gilt fir x >0

El X % 3 o\7F (nyik-n) (T
n,)\ 2;32) () Pnt2j0(T) (2> Ly? <2>

Zum Abschluss dieses Abschnitts halten wir Ableitungsformeln fest, die wir spéter nut-
zen werden, um Ableitungsformeln der doppelt nichtzentralen Dichten aufzustellen (vgl.
[JKBO5, S. 442-443], [AG00a, S. 294]).

Satz 2.1.9. Firn>2, A>0 und x > 0 gilt

Vo) = 5 (uar(a) — pan(e)).
Poa() = 5 (=2~ ) puale) + Apnsza(e)).

Ferner gilt firn >0, A >0 und z > 0

0 1

apn,x(:t) = 5(Pn+2,x($)_pn%($))'

2.2 Die doppelt nichtzentrale F'-Verteilung

Ausgehend von den Definitionen des vorangegangenen Abschnitts fithren wir nun die
doppelt nichtzentrale F-Verteilung als Quotient zweier nichtzentraler y2-Verteilungen
ein (vgl. [Ras95, S. 172]).

Definition 2.2.1. Es seien ny,ng > 0, A, Ay > 0 und Q1 ~ x; 5, Q2 ~ Xo,,
unabhdngige Zufallsvariablen. Dann heifit die Zufallsvariable

3%

F =
ni Q2

doppelt nichtzentral F,,, n, z, x,-verteilt.

Die Lebesguedichte der doppelt nichtzentralen F,, ,,, z, x,- Verteilung erhalten wir unter
Anwendung des nachfolgenden wohlbekannten Satzes (vgl. [SW93, S. 656]).

Satz 2.2.2. Es seien X und Y stochastisch unabhdngige reelle Zufallsvariablen, deren
Verteilungen die Lebesquedichten f bzw. g besitzen. Dann ist XY fast diberall definiert
und besitzt die Dichte

/f <)Wdt /f:ct ) |t] dt = 7]“(?)9(1)“}3&‘

—00




2.2 Die doppelt nichtzentrale F-Verteilung

Lemma 2.2.3. Die Zufallsvariablen Q1, Qo seien unabhdingig nichtzentral x?-verteilt
mit Dichten py, x, bzw. P, r,. Dann nennen wir die Verteilung der Zufallsvariable F' =
Q1/Q2 unskalierte Fy,, n, x, 1, - Verteilung. Ihre Dichtefunktion Gn, n, () ist fir x >0
gegeben durch

N 0o " ‘ 0o
9n1n2 1,02 (l‘) = /pm,/\l (t) Pnaxo (x> ? dt = /pm,/\l (.CL't) Praxo (t)t dt
0 0

7 T 1 1
= 0/pn1,/\1 (i) Pra g (t) tig dt.

Beweis. Die Darstellung leitet sich unmittelbar aus Satz 2.2.2 ab. O]

Fir die Dichtefunktion gy, 5, 1, 2, der doppelt nichtzentralen F-Verteilung gilt somit fir
x>0

ny ny N9 t

o
~ Mo t
gnl,"m)\l,)\z(x) = Egm,ﬂm)\l,)\z (712'1') = ?171 0/pn17/\1 (t) Pnaxo (nl SC) ? dt

ny T
= Pryn ( :Ct) Prg,xa (t)t dt
na 0 n2

w7 (nl x) (1) Lo
- n2 ) pn1,)\1 77,2 t png,)\g t t3 .
Bemerkung 2.2.4.

i) Im Folgenden werden wir gelegentlich die unskalierte doppelt nichtzentrale F-Dich-
te betrachten. Der Zusammenhang zur doppelt nichtzentralen F-Dichte ist (wie im
Beweis zu Lemma 2.2.3 verwendet) gegeben durch

ny ny
In1,na, )2 (x) = —Gnima A h | T -
na na

it) Im Falle \y = Ay = 0 erhalten wir die wohlbekannte zentrale F-Verteilung (vgl.
[Ras95, S. 171]), deren Lebesguedichte gegeben ist durch

T nit+ng n " o
)=t s T
2 2 2 1

Fiir die unskalierte zentrale F-Verteilung folgt hieraus

r (m-l—m) x%l_1

§n17n2,0,0 (%) = 1(0700)(‘%) T (%) ; (%) (1 N x)nlgw ’

10



2.2 Die doppelt nichtzentrale F-Verteilung

i11) Die Verteilung mit den Parametern Ao = 0, \; > 0 nennen wir einfach nichtzentra-
le F'-Verteilung. Mit Definition 2.1.2 und dem Satz von der monotonen Konvergenz

erhdlt man folgende Reihendarstellung der unskalierten einfach nichtzentralen F'-
Dichte

o —M J

- € 2 /\1 -

9ni,n2,01,0 (I) = Z 9 <2> 9n1+25,m2,0,0 (1’) .
j=0 J°

Hierbei ergibt sich die unskalierte einfach nichtzentrale F'-Dichte als poissonge-

wichtete Reihe unskalierter zentraler F'-Dichten.

i) Ebenfalls mit dem Satz von der monotonen Konvergenz und obigen Bemerkun-
gen erhalten wir eine Reihendarstellung der unskalierten doppelt nichtzentralen F'-
Dichte als poissongewichtete Reihe unskalierter einfach nichtzentraler F'-Dichten.
Es gilt

- s _72 Ao \”
9nino A1 )e (I) = Z <2> 9ny,na+25,21,0 (I)

=0 J!
_ i i 1+>\2 )\k )\j T (m;—nz + k ‘|‘]> x%-ﬁ-k—l
tooale) 2 2 = (% R)T (% 4+ )) (14 2) 72

Die erste Identitat, die sich im Wesentlichen durch die Darstellung in Definition
2.1.2 ergibt, ist in der Literatur nicht sehr gebrauchlich. Sie liefert jedoch einen
einfachen Weg zur Herleitung der Doppelreihendarstellung der doppelt nichtzentra-
len F-Dichte. Fiir eine wesentlich aufwindigere Herleitung vergleiche man [Ras95,
S. 172-173].

Firny,ne >0, Ay >0 und x > 0 folgt somit

g”ll,n27)\17>\2 (l‘) - gm,nz,)\ho (ZL’) + O()‘Z)’ )‘2 —-0+.

Bei der Untersuchung von Unimodalitatseigenschaften der doppelt nichtzentralen F-
Verteilung wird die Ableitung der F),, ,,, x, x,-Dichte von Bedeutung sein. Es wird sich
zeigen, dass die Ableitung gewonnen werden kann, indem man in Lemma 2.2.3 Inte-
gration und Differentiation vertauscht. Um dies zu begriinden, ist es notwendig einige
Eigenschaften der nichtzentralen x2-Dichte niaher zu betrachten, welche in den folgenden
Lemmata zusammengestellt sind.

Lemma 2.2.5. Es seien a € R, n > 0 und A > 0. Dann gilt

lim 2“p, a(x) = 0.

T—r00

Beweis. Mit Definition 2.1.1 ist die Aussage fiir « € R, n > 0 und A\ = 0 klar.
Fir A > 0 betrachten wir im Folgenden die Funktion

f: (0,00) = R, f(z)=a%ni(z).

11



2.2 Die doppelt nichtzentrale F-Verteilung

Dann gilt mit Satz 2.1.4 fir z > 0

1(5) = Qe (5)

1 1\*"7 as 2
_ .3 (= 2242 —L
= -e <>\> x 2 e [nT—z(:c)

o[>

2

Mit der modifizierten Besselfunktion erster Art [, erhalten wir unter Benutzung der
Asymptotik

]nT72<l')N

(vgl. [Olv10, S. 252]) den Grenzwert

: x?
JL%J‘(Q =0,

woraus unmittelbar die Behauptung folgt. O
Bemerkung 2.2.6.
i) Es gibt ein M > 0 mit ® p,\(z) < 5 fiir alle x > M.
ii) Das Integral [° x® p, () dx existiert fir alle a € (0, 00).
iii) Fir a > 0 existiert das Integral [5° x® ppa(x) dz.

i) Ferner gilt

00, O<n<?2
. - 1 _A o
xli%ﬂ_‘_pn,)\ ([E) =933¢ 2, n=2
0, n > 2.

Lemma 2.2.7. Es seienn >0, A > 0 und k € Ny. Dann gilt

lim p*) (x) =0.

500t A

Beweis. Fir den Fall £ = 0 ist die Aussage bereits in Lemma 2.2.5 enthalten. Fir A = 0
ist die Aussage klar. Es sei also k£ € N und A > 0. Dann ist es hinreichend

Zu zeigen.

8

PN
Wir betrachten p,, » (;) =ce “xgx”]l,(x) mit ¢ = eé, o= i und v = ”T’Q Aus

12



2.2 Die doppelt nichtzentrale F-Verteilung

(vgl. [Olv10, S. 251]) folgt induktiv eine Darstellung als Summe der Form

2 m
N
A =0

hierbei sind ¢, o; reelle Konstanten und 7, (x) modifizierte Besselfunktionen der Ordnung
v, € R. Unter erneuter Anwendung der Asymptotik 7,,(x) ~ \/62—%, x — oo (vgl. [Olv10,

S. 252]) folgt nun fir jeden Summanden

dim ¢ e ‘201, () = 0.

Hieraus ergibt sich die Behauptung. O

Wir sind nun in der Lage die Differenzierbarkeitseigenschaft der doppelt nichtzentralen
F-Dichte zu untersuchen.

Satz 2.2.8. Es seien ni,ny > 0 und A\, Ay > 0. Dann ist die unskalierte F-Dichte
Gnyma i ne () m Intervall (0,00) beliebig oft differenzierbar und es gilt fir k € N

v
dk Jnana e (T) = /d % Pnix (2t) Pryo (8)

k
— / D3 () Py p, () £ .
0

Fiir die k-te Ableitung von gn, ny.x 2 (T) gilt somit

k+1 %
k n k m
g’fll),ng )\1,)\2 (I) = <> /p’Ezl))\l (’n/th> p’n2,>\2 (t> tk+1 dt
0

na
Beweis. Wir spalten den Beweis in zwei Teile auf, und zeigen, dass sowohl die Funktion
frvmaanet (0,00) = Ry gy (T /Pnl M () Py, (1) EdE
als auch die Funktion

fn1,n2,>\1,>\2: (0 OO) — R fn17n2,>\17)\2 /pm,)\l $t> Png, >\2< )tdt

im Intervall (0,00) beliebig oft differenzierbar sind und dass hierbei eine Vertauschung
von Differentiation und Integration legitim ist.

13



2.2 Die doppelt nichtzentrale F-Verteilung

1. Fir fi, no.a .0, betrachten wir zunachst die erste Ableitung. Ausgehend von

n—2
z n—2 1 1 I
pon(z) =ce 2 T IHT_Q (v Ax) , Ci= 56*% ()\)

erhalten wir fiir alle x > 0 die Abschétzung

Lazs (V3| + 2™

Phr(@)] < cr ™7

s (V)| 28 1 (V)

2

mit positiven Konstanten ¢y, ¢, c3.
Im Folgenden sei nun zy € (0, 00) beliebig, § := %, R > 0 und t € (0, 1).

a) Fir v € R und z > 0 gilt

> 1
]V _ v 2k
(%) v ,;Ol“(k+u+ 1) k! PP

sl 2k +v
]/ — v—1 2k
u(x) T I;) F(k‘ +v+ 1) k! 22k+yx

b) Weiter gilt fiir x € (0, R)

|1, ()]
|1,()]

v
L1$ 5

szu—l'

IN TN

c¢) Ferner halten wir fiir z € Us(x¢) die folgenden elementaren Abschétzungen fest

I, (M)\ < Lyt
I, (Vaz)| < Lat*T

Hierbei sind Ly, Lo, L3, L4 positive Konstanten.
Wir betrachten fir z € Us(zo), t € (0,1) den Ausdruck p, , (#t)pn,,(£)t* und
setzen zur Abkiirzung v := ”17_2 Es gilt

Py ()] Py 2o (D
1, ( Awt)’ + ¢ (xt)%

nog—2
X eyt 1 T2 o, <\//\ t)
Cql 4 2 2 2

ny—2 nyp—2

< |Kyt—7 Yt

< ey (wt)2 !

I, (\/)\1%’15>’ +c3 (xt)%_%

2 (5|

ni—2 1 n1—2 1

+ K, Tl 4 Kyt _2t4_2] Kyt

ng—2 mng—2

1 12

np,n2
< Mytztzt

14



2.3

Die doppelt nichtzentrale ¢-Verteilung

mit positiven Konstanten K, Ky, K3, K4 und M;. In volliger Analogie zeigt man
xr ni1—2
durch Benutzung der Leibnizformel fir p,, \,(z) = ce zx T Iny o (\/)\lx)
2

2

‘pﬁi{h (xt)‘ Prgag (1) 1FTE < M, t2+73

Nach Anwendung eines Standardsatzes zur Vertauschung von Differentiation und
Integration (vgl. [Els11, S. 148]) ergibt sich die Behauptung fir fi,, n, a 2s-

. Wir studieren nun fr, a0 () = [ pny o, (1) Py, (£) £ dt.

Fir o € Us(xg), t € [1,00) gilt mit einer Konstanten My nach Lemma 2.2.7
k
[Pl ()] < M,

und somit
k
[P, (20) [ Praora (D < M gy (085

Nach Bemerkung 2.2.6 folgt ebenfalls nach erneuter Anwendung des zitierten Stan-
dardsatzes die Behauptung fir f,, n, a0,

Insgesamt gilt nun also

(k) d*

n1,m2,\1,\2 (LU) = % [fn1,n2,)\1,)\2 (LU) + fnl,nz,)\1,)\2 (QJ)}

1 00
k k
= P @) Do (Ot [ D) (@) s (8) 4
0 1

k
- /p’ELl),>q (xt) p’n27>\2 <t> tdt
0

Die Ubertragung auf den normierten Fall gelingt mit Bemerkung 2.2.4 i). O

2.3 Die doppelt nichtzentrale ¢-Verteilung

Mithilfe der Normalverteilung und der nichtzentralen y2-Verteilung definieren wir ab-
schlieflend die doppelt nichtzentrale ¢-Verteilung (vgl. auch [Ras95, S. 170]) und studieren
ihre Differenzierbarkeitseigenschaften.

Definition 2.3.1. Es seien p € R, n > 0 und A > 0. Ferner seien X ~ N, und
Q ~ XZ,,\ unabhdngige Zufallsvariablen. Dann heifst die Zufallsvariable

X

T = =
2@

doppelt nichtzentral t, ,, x-verteilt.

15



2.3 Die doppelt nichtzentrale t-Verteilung

Die Existenz einer Lebesguedichte lasst sich analog zur doppelt nichtzentralen F'-Ver-
teilung mithilfe von Satz 2.2.2 herleiten. Fiir weitere Untersuchungen greifen wir auf die
folgende Integraldarstellung zuriick.

Lemma 2.3.2. Die Zufallsvariable T sei wie in Definition 2.3.1 doppelt nichtzentral
tuna-verteilt. Dann besitzt ihre Dichte hyp x (z) fir € R die Integraldarstellung

o0 2
1 _1( =t _
huna(T) = / e P\ ‘) P (t?)2t% dt
0

V2rn
_ ! 76‘5(“/}’0 par(OVE dt.

27

S

Bemerkung 2.3.3.

i) Im Falle pn = X = 0 erhalten wir die wohlbekannte zentrale t-Verteilung (vgl.
[Ras95, S. 169-170]), deren Lebesquedichte fiir x € R gegeben ist durch

hosalx) = (;) (rnég = (1 n ﬂi>+ .

it) Im Falle X\ = 0, u # 0 erhalten wir die einfach nichtzentrale t-Verteilung (vgl.
[Ras95, S. 169-170]).

iwi) BEs gilt h_yp (=) = hyna(2).
i) Mit Definition 2.1.2 und Lemma 2.3.2 ldsst sich folgende Identitdt herleiten

N .
* ez (A) | 27 / 27

hn .17—2 - 1+7hn i X 1+7 .
14y ,)\( ) = j' <2> n 14y +2]:0( n

Dieser Zugang vereinfacht die Vorgehensweise in [KK91], wo eine entsprechende
Formel fiir die Verteilungsfunktion der doppelt nichtzentralen t-Verteilung herge-
leitet wird.

FirpeR, n>0und x € R gilt

Puna(x) = hypo(x) + ON), A—0+.
Wir werden sehen, dass die Integraldarstellung hoherer Ableitungen der ¢, ,, y-Dichte ein
klassisches Orthogonalpolynom enthélt. Dieses fithren wir an dieser Stelle ein.
Definition 2.3.4. Es sei k € Ny. Dann nennen wir das Polynom Hp: R — R
Hi(z) = (—1)kex2d—k (e’”ﬂ)
R dzxk

das k-te Hermitesche Polynom (vgl. [AAR99, S. 278]).

16



2.3 Die doppelt nichtzentrale t-Verteilung

Bemerkung 2.3.5.
i) Die Funktion Hy, ist ein Polynom vom Grad k.
it) Die Hermiteschen Polynome Hy geniigen der Orthogonalititseigenschaft

o0

/ ¢ Hy(2)Hpp () dz = 6,,2"nl/7.

—00

Hierbei bezeichnet 0y, das Kronecker-Symbol (vgl. [AAR99, S. 278]).

Satz 2.3.6. Es seien p € R, n >0, A > 0 und k € N. Dann gilt fiir x € R die folgende
Ableitungsformel fiir die doppelt nichtzentrale t-Dichte

h;(fzz,x(f) = (?/1%) (21n>2 0/6_%(96\/3_“) Hy, (\}E (I\/Z_ M)) t%pn,x(t) dt.

Beweis. Die Vertauschung von Differentiation und Integration ist durch Anwendung des
bereits zitierten Standardsatzes (vgl. [Els11, S. 148]) moglich, wenn man die Beschrankt-

T e (3 (o)

fir ¢ € (0,00), € R und Bemerkung 2.2.6 iii) beachtet. Hieraus folgt die Behauptung.
[
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Kapitel 3

Vorzeichenregulare Funktionen

Die Theorie der vorzeichenregularen Funktionen wird spéter das entscheidende Hilfsmit-
tel sein, um Unimodalitdtsbeweise fiir die doppelt nichtzentralen F- und t-Verteilungen
zu fihren. Erginzend dazu werden sich monotone Abhéngigkeiten der Parameter mit
den Begriffen dieser Theorie ebenfalls herleiten lassen. Wir folgen der Darstellung in
Karlins Monographie [Kar68], wobei wir die wesentlichen Begrifflichkeiten extended sign
reqular (ESR), extended totally positive (ETP) und extended reverse reqular (ERR) ein-
fithren und wichtige ESR-Eigenschaften zusammengesetzter Funktionen herleiten. Die
Formulierung der Sétze und die zugehorigen Beweisskizzen orientieren sich im Wesent-
lichen an [Kar68], werden an entscheidenden Stellen jedoch umformuliert und erweitert

(vgl. auch [AGOOb], [Heill]).

3.1 Funktionen vom Typ sign regular

Wichtige Definitionen fiir das Versténdnis der Theoreme, auf die wir in [Kar68] verwei-
sen, geben wir hier in aller Kiirze an. Es wird sich zeigen, dass die fiir uns interessanten
Funktionen vom Typ ESR eine Teilklasse der Funktionen vom Typ sign regular (SR)
bilden. Ein vertieftes Studium der SR-Funktionen ist fiir unsere Zwecke jedoch nicht
vonnoten. Der interessierte Leser sei auf [Kar68] verwiesen.

Definition 3.1.1. Es sei X C R ein offenes Intervall und r € N. Dann setzen wir
A (X)) = {(z1,.. ) € XN <<},
A (X) {(x1,...,x,) e X1y < ... <z}

Definition 3.1.2.

i) Es seien XY C R offene Intervalle, r € N und die Funktion K: X xY — R
gegeben. Gibt es eine Folge (e, (K)), _, € {—1,1}", so dass fir allem € {1,...,r}
und alle (x1,...,%m) € A (X), (Y1, Ym) € Ay (V) gilt

e (1) - det (K (i) . 20 (3.1)

1<i<m
1<j<m

so heifit K sign regular der Ordnung r (SR,.) bzgl. (z,y) € X x Y.

18



3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

i) Gilt speziell €, (K) =1 fiir alle m € {1,...,r}, so nennen wir K totally positive
der Ordnung r (T'P,) bzgl. (x,y) € X x Y.

m(m—1)
iit) Gilt €, (K) = (=1)"2 " firallem e {1,...,r}, so nennen wir K reverse reqular

der Ordnung r (RR,) bzgl. (z,y) € X x Y.

w) Gilt in (3.1) die strikte Relation, so nennen wir die Funktion K strict sign reqular
(SSR,), strict totally positive (STP,) bzw. strict reverse reqular (SRR,.).

Eine Reihe von Beispielen findet man in [MOA10, S. 759-762].

3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Besitzt die Funktion K hinreichend gute Differenzierbarkeitseigenschaften, so lasst sich
der Begriff extended sign regular (ESR) einfithren, der in gewisser Hinsicht eine Ver-
scharfung des obigen Begriffs sign regular darstellen wird. Ein wichtiges Hilfsmittel bei
der Untersuchung von ESR-Eigenschaften ist die Wronskische Determinante. Wir fith-
ren diese samt wichtigen Eigenschaften in diesem Abschnitt ein. Dartiber hinaus leiten
wir wichtige E'SR-Eigenschaften zusammengesetzter Funktionen her und untersuchen
den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Vorzeichenwechsel einer Funktion und der
Anzahl der Nullstellen gewisser Transformationen.

3.2.1 Definitionen und fundamentale Eigenschaften

Definition 3.2.1. Es seien X,Y C R offene Intervalle, r € N und K € Cy—o (X X Y)
eine reellwertige Funktion. Gibt es ein Tupel (e, (K)), _, € {—1,1}", so dass fir alle
me{l,...,r} und alle (x,y) € X XY gilt

m

giti—2
so nennen wir K extended sign regular der Ordnung r (kurz: ESR,.) bzgl. (z,y) € X xXY.

Definition 3.2.2.

i) Gilt in obiger Definition €,, (K) =1 fir allem € {1,...,r}, so nennen wir K(z,y)
extended totally positive der Ordnung v (kurz: ETP.) bzgl. (x,y) € X x Y.

i) Gilt €, (K) = (—1)m(w;1) fir allem € {1,...,7}, so nennen wir K(x,y) extended
reverse reqular der Ordnung r (kurz: ERR,.) bzgl. (z,y) € X x Y.

iii) Gelten obige Beziehungen fir alle r € N, so verwenden wir die Bezeichnungen
ESR., EFTP., FRR.

19



3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Bemerkung 3.2.3.

i) (em (K)), _, ist eine endliche Folge, die nur die Werte 1 und —1 annimmt. Ist K
ERR, bzgl. (z,y) € X XY, so gilt (e, (K)) _, =(1,-1,-1,1,1,—1,—1,...).

it) Wir bezeichnen die Funktion K: X xY — R im Folgenden als Kern.

iit) Statt K ist ESR, bzgl. (z,y) € X XY sagen wir auch abkirzend: K ist ESR, auf
X xY.

w) Es seir € Nund s e {1,...,r}. Besitzt K die ESR,-Figenschaft, so ist K schon
ESR;.

Definition 3.2.4. Es seien r € N, X, Y C R offene Intervalle und K (-,y) € C,_; (X)
fir alley € Y. Gibt es ein Tupel (e, (K))! _, € {—1,1}", so dass fir allem € {1,...,r}
und alle v € X, (Y1, ,Ym) € Ay, (V) gilt
i—1

Oxri—1

€m (K) - det ( K(m,yj)> > 0,

1<i<m
1<j<m

so nennen wir K exctended sign reqular der Ordnung r in der Variablen x € X (kurz:

ESR, (z)).

Analog hierzu erklart man nun die FSR,-Eigenschaft in der Variablen y € Y.

Definition 3.2.5. Es seien v € N, X, Y C R offene Intervalle und K (x,-) € C,—1 (Y)
fiir alle x € X . Existiert ein Tupel (e, (K))! _, € {—1,1}", so dass fir allem € {1,...,r}
und alley €Y, (x1,...,2m) € Ay, (X) gilt

7 —1

em (K) - det (E)yj_lK(aci, y)) > 0,

i<

1<i<m
125<m
so heifit K extended sign reqular der Ordnung r in der Variableny € Y (kurz: ESR,. (y)).

Definition 3.2.6. Es seienn € N, I C R ein Intervall und fi,..., fn € D,_1(I). Dann
heifst
i1
Wt fuiw) = (77 (@) 1cic

1<5<n

die Wronskische Matrixz und

Wlifi,. oo foyz] =det W(f1,..., fu;x)

die Wronskische Determinante der Funktionen fi,..., fn.

Durch direktes Nachrechnen (vgl. [Kar68, S. 53|, [PS71, S. 113]) erhalt man folgendes
Lemma, welches fiir den Beweis des nachfolgenden Satzes von Bedeutung ist.
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Lemma 3.2.7. Es seien m € N, X C R ein offenes Intervall und die Funktionen
frkoy. o km—1 € Dy (X). Dann gilt fir alle x € X

Wifko,. . fhm-viz] = (f(@)) Wiko, ..., k-1 2].

Beweis. Fir z € X gilt wegen (f,) = 0 fir ¥ > ¢ und der entsprechenden Interpretation
der Matrixeintrage in der Wronskischen Matrix

m—1
Wifkos. ., fhm;2] = det (Z (V> /{;(”)( )f(lz/)(x)>
- ) g (0
= det ((j) 1 a)(:)f:))MKm1 det (kj (x))Siéé’;::ﬁ

0<j<m—1
= (f(x)) Wiko, ..., km—1; x].
O
Die Zusammenhénge zwischen wichtigen sign regular Begriffen lassen sich auf den nach-
folgenden Satz iiber Wronskische Determinanten zurtickfithren (vgl. [Kar68, S. 53]).

Satz 3.2.8. Es seien r € N und ko, ..., k.—1 € D,_1(X). Ferner existiere ein Tupel
(€m),—y € {—1,1}", so dass fir alle v € X gilt

€m - Wilko, ... km_1;2] >0 (m=1,...,r).

Dann folgt
sign Wlko, ..., k._1;x] = signdet (kj (x;) >0<i<T_1

fir beliebige (xo, ..., x,—1) € A (X) und z € X.

Beweis. Wir fithren den Beweis per Induktion nach r.
Fir r € Nund (zo,...,z,) € Appq (X) gilt

1 7 El ({0) e 7 ET(ZIZ())
0 ki(z1)—k1(zo) kr(z1)—kr(z0)
xr1—x0 e Tr1—x0
det (k;(i))gzier = Hoko T U ~ T, s s ’
0 El(ifr)*gl(xr—l) ET(IT)*Er(xr—l)
Tp—Tr—1 T Tr—Tr—1
wobei wir k; == % gesetzt und elementare Rechenregeln fiir Determinanten verwendet

haben. Eine zeilenweise Anwendung des Mittelwertsatzes liefert ferner

det (k; () )ozicr = H ko(,) H (@ — 1) det (K11 (6) )osics s -

0<<r

= 1 0<j<r—1
Wegen W1,k ..., km;x] = W[ky,... .k ;2] und Lemma 3.2.7 folgt unter Ausnutzung
der Induktionsannahme die Behauptung. O
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Das nachfolgende Lemma stellt Zusammenhénge zwischen den Eigenschaften ESR,.,
SSR,, sowie ESR,.(z) und ESR,(y) her (vgl. [Kar68, S. 62], [Kar63, S. 335]). Aussage
ii) wird im Zusammenhang mit £S R-Eigenschaften zusammengesetzter Funktionen eine
zentrale Rolle einnehmen.

Lemma 3.2.9.
i) Ist der Kern K(z,y) ESR,(x) oder ESR,(y), so ist K(x,y) SSR,.

it) Ist K(z,y) ESR,, soist K(x,y) auch ESR,.(z) und ESR,(y). Genauer: Ist K(x,y)
ESR, auf X XY, so gilt fir beliebige v € X, ye€ Y, me {l,...,r} und
a) (T1,...,xy) € Ay (X)

8z‘+j—2 m

= sign det (ayj_l K (;, y)) ;

ij=1
b) (Y1, Ym) € Ay (V)

' itj—2 m ) o1
sign det (axi_layj_lf((w, y)) = signdet ((%HK(SC, yg)) e

b=l 1552m

Beweis. Erkléren wir in i) fiir (yo,...,y,—1) € A, (V) die Funktionen k;(z) = K(z,y;)
bzw. in ii), Teil a) fir y € Y die Funktionen k;(z) = %K(m,y), je{0,...,r—1}, so
folgt mit Satz 3.2.8 jeweils die Behauptung. Der Beweis zu b) erfolgt analog zu a). [

Die sogenannte basic composition formula (vgl. [Kar68, S. 99]) dient als wichtige Grund-
lage fiir die Untersuchung von ES R-Eigenschaften zusammengesetzter Funktionen.

Satz 3.2.10. Gegeben seien m € Ny, offene Intervalle X,Y, Z C R sowie die reellwerti-
gen Kerne L(x,y) und M(y,z). Firy €Y seien L(-,y) € Cp(X), M(y,-) € Cn(Z) und
das Integral

K(z,z) = /L(x,y)M(y,Z) dp(y)

existiere fir alle (x,z) € X x Z. Hierbei sei p ein positives, o-endliches MafS auf Y und
K € Cop, (X x Z) sei so beschaffen, dass in allen Eintrigen

oiti % m
<8xi821 (.CE,Z))

1,j=0

die Vertauschung von Differentiation und Integration zuldssig ist. Dann erhdlt man durch
Integration iber A,,+1(Y') die folgende Kompositionsformel:
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Fiir alle (z,2) € X x Z gilt
oiti m

— K
det ((996’(927 (, Z)> A

1,7=0
o7
= / /det ( L(x y])>0<’< det <8zﬂM (vi, )>O<.< dp(yo) - .. dp(Ym)-

Yo<...<Ym 0<j<m 0<j<m

Beweis. Zunéchst erhédlt man fiir eine Permutation 7 € S, 1 mit

m all+ﬂ' 1/

m 8# m 8#(7)
H al‘V@ZW(V Z‘ Z / / H a M I_IOWMQ/TWZ) dp(yo) dp<ym)
und der Leibnizschen Determinantenformel

d ai+j K m . m ay+7r K
et (0331024 (m,z)) = Z sign(m HW (z,2)

1,j=0  mESm41

mo o ] m a”("')
/ II %L(x,yu) > sign(m) ] WM(?JTM«’) dp(Yo)- - - dp(ym)
= 7=0

TESm+1
J

ﬁaqu@ Yu) det (aa M (ys, )) dp(Yo). - - dp(Ym)-

0<i<m

j<m

INIA

0

Statt das Integral itber Y"1 zu erstrecken, geniigt es, die disjunkte Vereinigung der

Mengen {(yg, s Ym) P Yr) < .- < yﬂ(m)}, T € Sma1 zu betrachten. SchlieBlich ergibt
sich aus dem Satz von Fubini und durch Zeilenumordnung das gewiinschte Resultat. Es
gilt

4 iti m
ot (8.7: 1027 Kz, Z)> .

,j=0
mo o 8j
. // 1 5Lz, y)det | =My 2) | dp(yo)- . dp(ym)
aaﬁ'“ 82] 0<i<m
TESm+1 Yr(0) <o+ <Ym(m) *= 0 0<j<m
mo o aj
= / /H B L& Yrmi ) det | o M (Y1), 2) dp(yo)- - - dp(ym)
oz 029 0<i<m
TFESerl Yo <...<yym H=0 0<j<m
— // Z Slgn H " ,CL’ yﬂ—l(u )det (a M yz, ) p(yO) dp(ym)
Yo < <Y TESm+1 u=0 dx # SE;ETH
_/ /det( L(z y]> det< M(y@-,z)> —dp(yo)- - - dp(ym)-
Vo< <Y 0Zim 0iem
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Zur Berechnung hoherer Ableitungen zusammengesetzter Funktionen gibt die Ketten-
regel des Faa di Bruno Auskunft (vgl. [Joh02]), die wir hier zitieren und im néchsten
Abschnitt benutzen werden.

Lemma 3.2.11 (Faa di Bruno). Es sei I C R ein offenes Intervall, m € N und es seien
f € Dp(I) sowie g € Dy, (f(I)). Dann gilt fir allet € 1

o ml . flt b f(m)t b
Wg(f(t))Ing()(f(t)) < 1(!)> ( ()) 7

m!

wobei sich die Summe tber alle Losungen (by, ..., by,) € Ni* der Gleichung

erstreckt und k .= by + ...+ b,, ist.

3.2.2 Extended sign regular Eigenschaften zusammengesetzter
Funktionen

Satz 3.2.12. Fs seienr € N und X,Y, Z, U,V C R offene Intervalle.

i) Sind die Kerne K(z,y) und L(x,y) beide ETPy (ERRs) auf X XY, so ist auch
das Produkt K (z,y)L(z,y) ETP, (ERRy) auf X x Y.

i) Ist K(z,y) ETPy, (ERRy) auf X XY, so ist L(x,y) = K(x,y)"' ERRy (ETP;)
auf X xY.

iii) Es seien f € Co,—1(X) und g € C,_1(Y') beide positiv auf X bzw. Y und K(z,y)
ESR, auf X xY. Dann ist der Kern
L(z,y) = f(2)g(y) K(z,y)
ESR, auf X XY mit €,(L) = €,(K) fir allem € {1,...,r}.
w) Sind die Funktionen ¢: U — X, v:V =Y, ¢ € C,1(U), ¢ € Cro1(V) beide

streng monoton und surjektiv mit den Umkehrfunktionen ¢=1 bzw. ¥~ und ist der
Kern K(x,y) ESR, auf X XY, so ist der Kern

L(u,v) = K (6(u),¥(v)), (u,0) €U XV,

m(m—1)

ESR, aufUXV mite,, (L) = (sign(¢' (u)' (v))) ™ 2z en(K) firallem € {1,...,r}.

v) Die Kerne L(x,y) und M(y, z) seien jeweils ESR, auf X XY bzw. Y x Z. Ferner
existiere das Integral

K(@,2) = [ L, y)M(y, ) dply)
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

fiir alle (x,z) € X x Z. Hierbei sei p ein positives, o-endliches Mafl auf Y und
K € Cyro(X X Z) sei so beschaffen, dass in allen Eintrigen

9iti r—1
<3xif92jK(m’ Z)> y

,J=0

die Vertauschung von Differentiation und Integration zuldssig ist. Dann ist der
Kern K(x,z) ESR, auf X x Z und fir alle m € {1,...,r} gilt

em(K) = €n(L)€n(M).

Beweis.

i) Durch direktes Nachrechnen erhalt man

1

d o K L
ot (g K )L(e0))

i,j=0
i+j 1

= L(x,y)* det (axiayjl((a:, y))

K 2d o L 1
+ R (o)

1,7=0

i,j=0
woraus sich die Behauptung ergibt.
ii) Ebenfalls durch direktes Nachrechnen zeigt man

d oty % . 1 1 oiti « 1 p |
o <8xiayj (z.9) >Aj0__ et (axz‘ayj (xvy)) K (2,y)

2, 1,j=0

iii) Mit der Leibnizschen Produktformel rechnet man fir m € {1,...,r} die folgende
Identitat nach

et (g DK ) = (1) (o00)" e (oK)

4,7=0

i,j=0
Hieraus folgt die Behauptung.

iv) Zunéchst zeigt man mit der Kettenregel des Faa di Bruno (vgl. Lemma 3.2.11) fiir
me{l,...,r}

() - (o)

1,7=0 1,7=0
] . m—1
) ko O"TFK 0] (0
=( ST (T) TS S (o), v() G ()
(ko ki) €N =1 (q1,q;)€N dU"OV =1 i,j=0
1k1+...4+ik;=1 1q1+...+jqj=j

mit v ="~k +...+kund p=q + ... +¢;.
Ferner zeigt man induktiv, dass v genau alle Werte zwischen 0 und 7 annimmt.
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Ordnet man die erste Summe nach aufsteigenden r-Werten und beachtet, dass die
Bedingung v = i nur durch das Tupel (4,0, ...,0) € N} erfiillt ist, so ergibt sich durch
analoge Argumentation fir u:

Obige Matrix lasst sich als Produkt dreier Matrizen darstellen, wobei die erste und
dritte Matrix eine untere bzw. obere Dreiecksgestalt aufweisen und im Wesentlichen
Ableitungen der Funktionen ¢ bzw. ¢ enthalten. Um die entsprechenden Determinan-
ten zu berechnen, geniigt es, sich auf die Hauptdiagonaleintrége der ersten und dritten
Matrix zu beschranken. Es gilt mit 2 = ¢(u) und y = ¥(v)

aet (27 rww)
ot (awaw (“’“>>_

4,j=0

1 0 0 1 * *
) .. 0 OIK "o W) *

= -det _ :
IR (auzaw((‘ﬁ(“)’w“)))”_o IR
sk (@ )m! 0 0 . @)™
, , m(erLfl) al+] m—1

=(¢ (u)y (v)) det amiayjK(%y) )

v) Satz 3.2.10 liefert zusammen mit Lemma 3.2.9 unmittelbar die Behauptung.

]

Das folgende Beispiel gibt Kerne an, die die £'S R-Eigenschaft besitzen. Dies ergibt sich
durch direktes Nachrechnen und unter Anwendung von Satz 3.2.12 (vgl. [Kar68, S. 99—
100]).

Beispiel 3.2.13. Es seien X,Y C R offene Intervalle.
i) Der Kern K: X XY — R, K(x,y) = €™ ist ET Py auf X x Y.

i) Fir positive Funktionen f,g € Coo(R) ist der Kern K(z,y) = f(z)g(y)e™ ET Py
auf R x R.

iit) Der Kern K(z,y) = e ™ ist ERRy auf R x R.
iv) Die zentrale x?-Dichte p,(x) ist ET Py, bzgl. (n,x) € (0,00) x (0, 00).

Weitere Beispiele folgen in den nachsten Kapiteln.
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

3.2.3 Vorzeichenwechsel einer Funktion und Nullstellenanzahl
transformierter Kerne

Fir Funktionen vom Typ ESR untersuchen wir die sogenannte variation diminishing-
Eigenschaft. Diese setzt die Anzahl der Vorzeichenwechsel einer Funktion in Beziehung
zu der Anzahl der Nullstellen einer gewissen Transformierten (vgl. [Kar68, S. 239]). Fur
den Nachweis der Unimodalitatssatze in Kapitel 4 ist diese Eigenschaft von zentraler
Bedeutung.

Definition 3.2.14. Gegeben seien n € Ny, das offene Intervall X C R und reellwertige
Funktionen ®, ..., ®, € C, (X). Weiter sei (xq, ..., x,) € Apy1(X) mit der Darstellung

($07"'7xn) ::(Cb)"'avaclv'"’Cla"'7C%17"'a§W07

wobei Blocke der Form (;, ..., (; die Linge r; € N besitzen (0 < i < m). Dann definieren
wir die quadratische Matrix

D (o) 1(¢o) ®,(Co)

(o) P (¢o) 7, (o)

2V B L. ()

Do (C1) ®1(C1) ®,(C1)

5(¢1) 1 (¢1) @7 (¢1)

(®5(1) )osicn = ; : :

<n (I)(()mfl)(Cl) (I)grlfl)(c ) (I)(Tl_l)(Q)

Do(Cn)  Bi(Cn) Do(Cn)

D6(Cm) D (Cm) D7, (Gm)
DG BIG) L. B,

Satz 3.2.15. Es seien n € Ny, ein offenes Intervall X C R und reellwertige Funktionen
Dy, ..., P, € Cy(X) gegeben. Ferner existiere eine Folge (ex)i_, € {—1,1}"*, so dass
fir alle x € X und alle k € {0,...,n} gilt

€y - det (@;”(:@)099 > 0.

0<j<k

Dann gilt fir alle (o, ..., 7,) € Api1(X) und alle v € X

sign det <<Dji)(:v)>09§n = sign det (@j(wi))oggn .

0<j<n 0<j<n
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Beweis. Wir zeigen obige Identitdat durch Induktion nach n € Ny. Fiir n = 0 ist die
Aussage trivial.
Die Aussage sei im Folgenden fiir n — 1 € Ny gezeigt. Ferner seien x € X und

(x()?"'axn) - (C()v"'aCOvClv"'a<la"'7Cm7"'7gm) EZTH—I(X)
wie in Definition 3.2.14 beliebig.

Wir betrachten zunéchst Teilmatrizen von (ij (l’i))ogign der Form

CI)O(Q) (I)I(CL) P (CL)
4(C (¢, (e
sy | BO WG A )
ey V() BTG L eI
so dass gilt
®(Co)
((I);(xz))gézén =
T \@(Gn)

Fir 0 < ¢ < mund 0 < j < n setzen wir (f)j(g) = ¢g(gi) und erhalten mit der
Leibnizschen Produktformel durch direktes Nachrechnen

) ) . (i) a9 (¢,
W(1,<1>1,...,<I>n;g)=c1>o(6)((;.) (Qio) (CL)) | '(@]0(((())) .

0<j<n
Hieraus folgt, dass es eine untere Dreiecksmatrix A = (aij)ogién mit a; = 1 fur alle
0<j<n
i € {0,...,n} gibt, so dass folgende Beziehung gilt
() @ (¢0)
q) 5 R .
Bhic) o) 1 b)) dalG)
e e PG o W)
W0 el ) S g
ORI 0 V() ... d(G)
A- : : : =1: : : :
(I)O(Cm) <I)n(<m) 2 3
<I>g(<m) T @3((,7:) 1(Gm) n(Cm)
: : . A Tm_.l . R ) _.
oD () 2T (e 0 &V, ... drmD((,)
@0 (¢m) T @0 (¢m)

Elementare Determinantenumformungen und eine Anwendung des Mittelwertsatzes auf
Zeilen der Form

qA)l(CLJrl) - (i)l(CL) (i)n<CL+1) _ (i)n(gb)
CL+1_CL Y CL+1_CL

(CL-H_CL) (07 ), (OSLSm—l)
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

liefern
1 Q:)l(go) q}n(CO)
0 ®(C) 7, (¢o)
0 @Yf_n(ﬁﬂ iﬁ?b(ﬁﬂ
0 H(G) @, ()
N - 0 7 (Gr) ®7 (¢1)
et (95(71) Jocicn =TT (90(0)) " TL (Guor = Gy det |2 . s
0 BTG L. I
0 Ai(gm—l) . (i)éz(gm—l)
0 @(Cm) - 2u(Gn)
6 (i)grm—'l)(gm) . . (i)%rm—'l)(cm)

mit ¢, <&, < (u41 fir p€{0,...,m —1}. GemaB Definition 3.2.14 gilt also

m m—1
det (¢j<xl>)gglﬁn = 1—[0 ((bO(CL)) ' H)(CM+1 - C,u) det ((é);+1>*(j:i))ogi_gn—1
<j<n L= = 0<j<n—1

mit (i07---;jn71> = (<07"'7CO7£O7C17"'7C17£17"'7£m*17<m7"'7<-m>' Ferner gllt mit
Lemma 3.2.7 fur k € {1,...,n}

det (047 (2))ozicy = (P0(x))" " det ((8,1)9(2)),..

<i<k—1 *
0=k <<k
Nach Voraussetzung existiert also ()i, € {—1,1}", so dass firr alle x € X und
ke{l,...,n} gilt

€ - det (((i);+1)(i)(l'))o§i§kfl > 0.

0<j<k—1

Unter Anwendung der Induktionsvoraussetzung folgt hieraus die Behauptung. O]

Wir sind nun in der Lage den zentralen Satz dieses Abschnitts zu beweisen, der einen
Zusammenhang zwischen der Anzahl der Vorzeichenwechsel einer Funktion f und der
Nullstellenanzahl einer transformierten Funktion g herstellt. Dieser Satz wird das ent-
scheidende Hilfsmittel in allen Unimodalitatsbetrachtungen des folgenden Kapitels sein.
Zunachst erkldren wir, was wir unter den relevanten Vorzeichenwechseln einer Funktion
verstehen (vgl. [Kar68, S. 231]).

29



3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Definition 3.2.16. FEs scien Y C R ein offenes Intervall und f:Y — R eine Bo-
rel-messbare Funktion. Diese besitzt n € N relevante Vorzeichenwechsel beziglich ei-
nes positiven und o-endlichen Mafes p auf Y (kurz: Z,(f) = n), wenn n+ 1 Mengen
By, ..., B, € B(Y) ezistieren, welche die nachfolgenden Bedingungen erfillen

i) Fir alle y; € B; und Y1 € Bivq ist y; < Yiy1, 1 =0,...,n— 1.
it) Fir alle y; € B; und y;v1 € Big1 gilt f(y:)f(yix1) <0,i=0,...,n— 1.
iii) Es gilt p(Y\ U, Bi) = 0.
iv) Fir jedes i € {0,...,n} ezistiert eine Menge Bf C B;, Bf € B(Y'), mit p(Bf) > 0
und f(y*) # 0 fir alle y* € By.

Bemerkung 3.2.17. Ist Y C R ein offenes Intervall und f: Y — R stetig mit n
Vorzeichenwechseln, so besitzt f folglich n relevante Vorzeichenwechsel beziiglich des
Lebesguemapfes.

Wir leiten nun die bereits erwdhnte variation diminishing-Figenschaft her (vgl. [Kar68,

S. 239]).

Satz 3.2.18. Es seienr,n € Nmitn <r—1, X, Y CR offene Intervalle und die Funk-
tion f:Y — R sei Borel-messbar und beschrinkt. Ferner sei der Kern K: X XY — R
ESR, auf X xY. Fir x € X existiere das Integral

9(@) = [ K(x.9)1(y) dply).

wobei das positive, o-endliche Maf$ p auf dem Messraum (Y,B(Y)) erkldrt sei. Zudem
gelte stets

81’

T K@) W) dply). i=0,..n

99(z) =

Y
Gilt dann Z,(f) = n, so ldsst sich die Anzahl der Nullstellen (inklusive Vielfachheiten)
N(g) der Funktion g auf X abschdtzen durch

N(g) < Z,(f)-

Beweis. Mit den Bezeichnungen aus Definition 3.2.16 definieren wir fir 0 < ¢ < n,
0<j<nundzeX

@%@f/gm@wwm@@—/gﬁmwm@v@wmy
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

Dann folgt fiir alle x € X in Analogie zu Satz 3.2.10 und mit Eigenschaften aus der
Definition 3.2.16

< ,ai
— /.../det (MK(%%)) ~ det (llBj(yi))og_gn £ W)l - 1 f ()| dp(wo). . . dp(yn)
Yo<...<Yn EE’; 0<j<n
Pl
— / . ./det (WK(Z‘, yj)>0<_< Ly, B, W0y - Un) | f(Wo)| - |f(yn)| dp(yo)- .. dp(yyn)
Apt1 0<j<n

/

(Y)

a’i

Y ( 7 k. y>) )] £ )] dowo)- . do(yn).
Bo By 0<j<n

Hieraus folgt aufgrund der E'SR,-Figenschaft des Kerns K mit Satz 3.2.9

i+j n

sign det <8xi8yj K(x, y))

und somit

%

, 0
= sign det <8xiK<x’ yj)>

= sign det (q)g-i) (x))ogign

L 0<i<n 0<;5<
1,j=0 <j =I=n

en(I) - det (2 () ere, > 0

0<j<n

fir alle x € X und n € {0,...,r — 1}. Setzen wir ®;(x) = Cbgo)(m), so gilt
g@) = [ K@y)f)dply) = f;)sign<f<Bo>><—1>f | K@) 15| o)
= sien((50) 3, (x) (1)

Angenommen, es gelte N(g) > Z,(f), dann existiert

(x07"'7xn) - (CO?"'7C07<-17‘"7(17"‘7<’H’L7“'7<m> EK,H_l(X),

wobei der Block (..., {; von der Lange r; ist und fiir alle 0 <7 < m gilt
9(G) = g'(G) = ... =g (G) =0
Hieraus folgt fiir alle 0 <¢ <mund alle 0 <v <r; — 1
> @ (G)(=1) = 0.
§=0
Das homogene Gleichungssystem

(CD; (%‘))ogign z2=0

0<j<n
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3.2 Funktionen vom Typ extended sign regular

besitzt also eine nichttriviale Losung. Mit Satz 3.2.15 erhalten wir aus dem oben Ge-
zeigten jedoch

det (®7(x:) )oern # 0,

0<j<n

was einen Widerspruch zur nichttrivialen Losbarkeit des homogenen Gleichungssystems
darstellt. O

Bemerkung 3.2.19. Mit Satz 3.2.18 erhalten wir unter Beachtung von Beispiel 3.2.13 1)
und geeigneter Wahl des Mafes p (vgl. [Kar68, S. 99-101]) eine Reihe bekannter Spezial-
falle [PS71, Aufgabe 36, Aufgabe 38 (S. 43), Aufgabe 80 (S. 50)].
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Kapitel 4

Strikte Unimodalitat nichtzentraler
Verteilungen

Ziel dieses Kapitels ist die Zusammenfiihrung der in Kapitel 2 und Kapitel 3 gewonnenen
Resultate, um die strikte Unimodalitat einer grolen Klasse doppelt nichtzentraler F- und
t-Verteilungen zu zeigen. Wir folgen hierbei der Vorgehensweise in [AG00b] und sind in
der Lage, wesentliche dort erbrachte Resultate zu verallgemeinern.

4.1 Uberblick iiber bekannte Resultate der
nichtzentralen Verteilungen

In den anschaulichen Fallen, in denen eine gegebene Wahrscheinlichkeitsverteilung eine
Dichte f besitzt, stellen wir uns strikte Unimodalitét so vor, dass f genau eine Gipfel-
stelle M besitzt (d.h. f ist streng monoton wachsend im Intervall (—oo, M) und streng
monoton fallend im Intervall (M, o0)). Haufig wird der Begriff intuitiv erklart und auf
den Zusatz strikt verzichtet, was zu leicht vermeidbaren Missverstédndnissen fithren kann.
Wir erklaren in diesem Abschnitt die Eigenschaften unimodal und strikt unimodal in ei-
nem moglichst allgemeinen Rahmen, spezifizieren die Begriffe fiir die oben beschriebene,
anschauliche Situation und zitieren Unimodalitatsresultate bekannter Verteilungen, wel-
che wir spéter verallgemeinern werden.

Definition 4.1.1. Es sei F': R — R eine Verteilungsfunktion.

i) Wir nennen F unimodal mit Modus M, wenn F konvexr auf (—oo, M) und konkav

auf (M, 00) ist (vgl. [BTC97, S. 19]).

it) Ist a = inf{z € R: F(z) > 0} und b = sup{zx € R: F(z) < 1}, so nennen wir F'
strikt unimodal mit Modus M, wenn F' konvex auf (—oo, M), strikt konvex auf (a, M)
sowie konkav auf (M, oc0) und strikt konkav auf (M,b) ist (vgl. [BTC97, S. 112]).

iit) Wir nennen eine Verteilung unimodal (strikt unimodal), wenn es eine Zahl M gibt,
so dass die zugehorige Verteilungsfunktion unimodal (strikt unimodal) mit Modus M
15t.
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4.1  Uberblick iiber bekannte Resultate der nichtzentralen Verteilungen

Bemerkung 4.1.2. Ist die Verteilungsfunktion F' strikt unimodal, so ist sie auch uni-
modal und der Modus M ist eindeutig bestimmit.

Lemma 4.1.3. Es sei F': R — R eine Verteilungsfunktion.

i) Ist M € R und F absolut stetig auf (—oo, M) sowie absolut stetig auf (M, o),
so existiert die Ableitung F' A\-fast tberall auf (—oo, M) bzw. (M,oc0). Es seien
Xy C (=00, M) bzw. Xy C (M, 00) die jeweiligen Mengen auf denen F' ezistiert.
Ist " monoton wachsend auf X, sowie monoton fallend auf Xs, so ist F' unimodal

mit Modus M (vgl. [Els11, S. 227, S. 302ff]).

it) Ist M € (a,b) (vgl. Definition 4.1.1) und F absolut stetig auf (—oo, M) sowie
absolut stetig auf (M, 00), so existiert die Ableitung F' \-fast tiberall auf (a, M)
bzw. (M,b). Es bezeichne X, C (a, M) bzw. Xy C (M,b) die jeweilige Menge, auf
der F' existiert. Ist F' streng monoton wachsend auf X, sowie streng monoton
fallend auf X5, so ist F strikt unimodal mit Modus M .

Beweis. Lemma 4.1.3 ergibt sich im Wesentlichen durch Anwendung des Hauptsatzes
der Differential- und Integralrechnung fiir das Lebesgueintegral (vgl. [Els11, S. 304]). O

Wir werden fast ausschlieBlich Lemma 4.1.3 zum Nachweis der (strikten) Unimodalitét
verwenden, indem wir Monotonieeigenschaften der jeweils existierenden Wahrscheinlich-
keitsdichten untersuchen. Zunéchst zitieren wir jedoch bekannte Unimodalitédtsresultate,
die wir zum Teil benutzen und verallgemeinern werden.

Fir n € N\ {1} zeigen Min’ko und Petunin die Unimodalitat der nichtzentralen 3 ,-
Verteilung. Dariiber hinaus wird im Fall n = 1 eine Charakterisierung der Unimodali-
tatseigenschaft angegeben (vgl. [MP88]). Verfeinerungen dieses Resultates fir den Fall
reellwertiger n sowie alle weiteren hier zitierten Resultate sind [AGOOb] entnommen.

Satz 4.1.4 (van Aubel, Gawronski). Istn > 2, A >0 odern =2, A > 2, so ist die X%,,\'
Verteilung strikt unimodal. Fir A < 2 ist py \ streng monoton fallend auf (0, 00).

Eine Verallgemeinerung der strikten Unimodalitét ist die sogenannte Glockenférmigkeit,
die wir in Anlehnung an [Kar68, S. 325] definieren.

Definition 4.1.5. Es seip: R — R eine Wahrscheinlichkeitsdichte und ihr Triger (a,b)
ein offenes Intervall mit Lebesquemaf$ A ((a,b)) = co. Wir nennen p glockenformig der
Ordnung v € N, wenn fiir alle k € Ny, k < r die k-te Ableitung p™*) auf (a,b) evistiert
und exakt k einfache Nullstellen besitzt. Gilt obige Eigenschaft fir alle r € N so nennen
wir p glockenférmig.
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4.2 Strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

Man beachte, dass eine glockenféormige Wahrscheinlichkeitsdichte p wegen der einfachen
Nullstelle ihrer ersten Ableitung ein lokales Extremum M auf ihrem Trager (a, b) besitzt.
Wegen A ((a,b)) = oo ist p streng monoton wachsend auf (a, M), streng monoton fallend
auf (M, b) und somit strikt unimodal. Mit dieser Definition ist eine Verallgemeinerung
von Satz 4.1.4 moglich.

Satz 4.1.6 (van Aubel, Gawronski). Fir n > 2, X\ > 0 ist die Dichte p, der X} -

Verteilung glockenférmig der Ordnung |5 |, d.h. fir jedes k € Ny, k < |5] hat p;k;
genau k einfache Nullstellen auf (0,00). Die Funktion pﬁ,f“; wechselt auf (0,00) genau k

mal das Vorzeichen.

Satz 4.1.7 (van Aubel, Gawronski). Fir ny > 2, ng > 0 und A\ > 0 ist die Dichte
Gniman 0 der einfach nichtzentralen Fy, pn, x, o- Verteilung glockenférmig der Ordnung [ % ].

Korollar 4.1.8 (van Aubel, Gawronski). Es sei no > 0. Fir ny > 2, Ay > 0 oder
ny = 2, \y > 2 ist die Iy, n, 2, 0-Verteilung strikt unimodal. Fir Ny < 2 st gan, a0
streng monoton fallend auf (0,00).

Satz 4.1.9 (van Aubel, Gawronski). Fir alle n > 0 und p € R ist die Dichte hy, o der
einfach nichtzentralen t, ,, o- Verteilung glockenformig.

Korollar 4.1.10 (van Aubel, Gawronski). Fir alle n > 0 und p € R ist die einfach
nichtzentrale t,, ,, 0-Dichte strikt unimodal.

4.2 Strikte Unimodalitat der doppelt nichtzentralen
Verteilungen

Die strikte Unimodalitiat der zentralen F- und ¢-Verteilungen ist leicht nachzuweisen.
Setzt man die Ableitung der jeweiligen Dichtefunktionen gleich Null, so ist die Bestim-
mung des Modus M explizit moglich, da die zu lésende Gleichung nur aus elementaren
Funktionen besteht. Schon im Falle der einfach nichtzentralen Verteilungen scheitert die-
ses Vorgehen. Dies resultiert daraus, dass die Darstellungen der jeweiligen Dichten und
ihrer Ableitungen nur durch Parameterintegrale bzw. Doppelreihen gegeben sind. Der
Integrand des Parameterintegrals setzt sich zudem aus hohertranszendenten Funktionen
zusammen, deren Verhalten zwar weitestgehend bekannt ist, die aber dafiir sorgen, dass
ein evtl. auftretender Modus nur implizit als Nullstelle der Ableitung gegeben ist.

Fiir den doppelt nichtzentralen F-Fall erhoht sich im Vergleich zum einfach nichtzentra-
len Fall die Schwierigkeit der Untersuchung dadurch, dass der Integrand nun im Wesent-
lichen aus dem Produkt zweier nichtzentraler x?-Dichten besteht. Beweisideen, welche
die vergleichsweise ,einfachere” Struktur im Falle der einfach nichtzentralen F-Dichte
ausnutzen sind deshalb haufig nicht ibertragbar. Analoges gilt fiir die doppelt nichtzen-
trale t-Dichte.
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4.2 Strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

Es ist aus diesem Grund wenig iiberraschend, dass an einigen Stellen Einschrankun-
gen in Kauf genommen werden miissen, um einen Nachweis der strikten Unimodalitat
fithren zu kénnen. Die dafiir notwendigen Hilfsmittel sind im Wesentlichen die in Kapi-

tel 3 bereitgestellten Resultate. Die noch fehlenden Hilfsmittel erganzen wir an dieser
Stelle.

Satz 4.2.1. Es sei [ C R ein Intervall. Die Funktion f: I — R, f # 0 sei stetig und so
beschaffen, dass fir ein k € N gilt

/f(x)d:vz/f(x):ndx:/f(:n)xzdx:...:/f(:v)xk_ldx:().

Dann besitzt f in I mindestens k (relevante) Vorzeichenwechsel.

Beweis. Vgl. [PST70, S. 65]. O

Satz 4.2.2. Es seienn > 2, A\>0und k € N, k < 3. Dann gilt
[er@de=0, v=0. k-1
0

Beweis. Dies ergibt sich durch sukzessive Anwendung von Bemerkung 2.1.7 auf die Dar-
stellung aus Satz 2.1.8 (vgl. [AGOO0Db, S. 241]). O

Satz 4.2.3. Fir die nichtzentrale X%A—Dichte Dnx gilt
i) paa(zy) ist genau dann ERRy bzgl. (z,y) € (0,00) x (0,00), wenn A < n.
i) paa(2) ist genau dann ET P, bzgl. (z,y) € (0,00) x (0,00), wenn A < n.

Beweis. Vgl. [AGO0b, S. 238] und Satz 3.2.12. O

4.2.1 Strikte Unimodalitat der doppelt nichtzentralen F-Verteilung

Wir zeigen die strikte Unimodalitat einer groflen Klasse doppelt nichtzentraler F-Ver-
teilungen, indem wir nachweisen, dass die Ableitung g, ...y, 5, genau eine einfache Null-
stelle im Intervall (0, co) besitzt. Mit Ny bezeichnen wir in diesem Abschnitt die Anzahl
der Nullstellen von gfﬁ)’m’ AL, inklusive Vielfachheiten im Intervall (0, oo).

Satz 4.2.1 und Satz 4.2.2 liefern das entscheidende Hilfsmittel um N, nach unten abzu-

schéitzen.

Satz 4.2.4. Es seienn; > 2, ny >0, Ay >0, Ay >0 und k € N, k < % Dann besitzt

gé’?nzkhh mindestens k Nullstellen inklusive Vielfachheiten im Intervall (0,00), es gilt

also N, > k.
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4.2 Strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

Beweis. Mit Satz 2.2.8 und dem Satz von Fubini (fiir die Giiltigkeit der dort geforderten
Voraussetzungen vgl. Satz 4.2.2 und Bemerkung 2.2.6) ergibt sich fir v € {0,...,k—1}

v (k
/:B 97(11),712,/\1,)\2 (IE) dx
0

k+1 "
xl/ ( ) /pnl,)\l (xy> pTLQ,AQ(y)y + dy dl’
s k41
k ny

/l’ ( > 7(11),)\1 (Tley> Pno s <y)yk+1 dx dy
0
n k—v ny v+1 b k ny »
() ()7 erurpin, (R ) om0

2 o \o "2 n2
Fir y € (0,00) erhalten wir nach der Substitution £ = %xy in Satz 4.2.2

ny vl v v+l (k) n
/5 P\ (€ /(m) 'y pe (vay) dx

—

und somit -

/x”gff?}nw\h)\z(x) dr =0, v=0,...,k—1.

0
Aus Satz 4.2.1 folgt nun, dass g,ﬁ’j{mm,h mindestens k mal das Vorzeichen auf (0, 00)
wechselt. ]

Hierin enthalten ist die untere Abschéitzung N; > 1, in deren Nachweis lediglich die
Orthogonalitatseigenschaft der Laguerre-Polynome sowie der elementare Satz 4.2.1 ein-
geflossen sind. Wir zeigen nun die obere Abschétzung N; < 1, fiir die wir die in Kapitel 3
bereitgestellte Theorie nutzen. Hieraus ergibt sich dann unmittelbar das Resultat iiber
die strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen F-Verteilung.

Satz 4.2.5. Es seien nqy > 2, ny > 0, A\ > 0 und 0 < Ay < ny. Dann hat g;“m’)\h)q
hochstens eine einfache Nullstelle in (0,00), d.h. es gilt Ny < 1.

Beweis. Mit der Integraldarstellung aus Satz 2.2.8 und der Substitution ¢t = £ erhalten
wir

g’:ll,ng)q,)q (l') = ( > /pnh)\l (l't) an >\2( )t2 dt

B ( ) /pnm( )pnm (i)dey.
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4.2 Strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

Nach Satz 4.2.3 ist p, )\2( ) ETP; bzgl. (z,y) € (0,00) x (0,00) und die Funktion

f:(0,00) =R, f(y) =1y, (Z:y) y?

wechselt nach Satz 4.1.6 genau einmal das Vorzeichen auf (0, c0). Unter Anwendung von
Satz 3.2.18 folgt nun die Behauptung. ]

Satz 4.2.6. Firn, > 0,0 < Xy < ng undny > 2, \y >0 oderny = 2, \y > 2 ist die dop-
pelt nichtzentrale F,, ,, x, x, - Verteilung strikt unimodal. Fiir ny =2, 0 < Ay <2, ny >0
und Ay > 0 St Gny nyny 0o Streng monoton fallend auf (0,00) und die Fy, nya, 0, - Vertei-

lung somit unimodal. Fir den in allen Fillen eindeutig bestimmten Modus MY 2 A
qgilt
F >0, fallsny >0, 0< )y <ng undny >2, A\ >0 oderny =2, \y > 2
mmeAA2 ) 0 fallsng > 0,0 >0, np =2, 0< A\ < 2.

Beweis. Fur die Parameter ny > 2, \; > 0, no > 0, 0 < Ay < ny folgt die Behauptung
aus Satz 4.2.4 und Satz 4.2.5. Ist ny = 2, Ay > 2, so ist p,, \, nach Satz 4.1.4 strikt
unimodal und wechselt im Intervall (0,00) genau einmal das Vorzeichen. Ist zudem
ny > 0, 0 < Ay < ny so folgt analog zum Beweis von Satz 4.2.5 die Abschitzung
0 < N; < 1. Aus Satz 2.1.4 und Lemma 2.2.7 erhalten wir

. 1 A
lim p’27/\1(x) = Ze <21 — 1) lim p), A(@) =0

z—0+ T—00
und mit Bemerkung 2.2.6 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz (hier gleich-

bedeutend mit einem Satz iiber die Stetigkeit von Parameterintegralen) ergibt sich

T gh 00, (2) = / i ph o, (28) o, (1) £ dt

1 A
= ¢ (1—1>/pn2)\2 t)t* dt > 0.

Also ist ga.p,.0,.0, 1D einer rechtsseitigen Umgebung von 0 streng monoton wachsend und
es folgt Ny > 1.
Firn, =2,0 < A\ <2, ny >0, Ay > 0 folgt mit Satz 4.1.4 fiir alle x > 0

[ € /Pm 2 (@) Prg g (1) T2 dt < 0.

Hieraus ergibt sich im jeweiligen Fall die eindeutige Existenz eines Modus, dessen Lage
wie angegeben bestimmt ist. O]
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4.2

Strikte Unimodalitat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

— 01,52,4(X)
— O1,554(X)
— 035,24(X)
— 03554(X)

Abb. 4.1: Dichten der doppelt nichtzentralen F-Verteilung

Bemerkung 4.2.7.

i)

iii)

Numerische Plots deuten nicht darauf hin, dass die Finschrinkung 0 < Xy < ng in
irgendeiner Art und Weise zwingend wdre. Beweistechnisch ist sie hier allerdings
nicht zu vermeiden. Es bedarf wohl anderer Techniken, um die strikte Unimodalitdt
der doppelt nichtzentralen F-Verteilung fiir die verbleibenden Fdlle zu zeigen.

Fir 0 < Ay < ng ist das ESR,-Verhalten von an’,\Q(%) ungekldart. Exemplarische
Berechnungen unterstiitzen die Vermutung, dass pp,x,(2) ETP,. fir r > 3 bzgl.
(x,y) € (0,00) x (0,00) ist. Im Spezialfall \y = 0 ist dies leicht nachzuweisen. Fir
den allgemeinen Fall ist jedoch der Nachweis der Vorzeichenregularitdt schon im
Fall r = 2 sehr trickreich (vgl. [AGO0b, S. 238]). Die Komplezitit der Untersu-
chung nimmt fir gréfsere r-Werte rapide zu.

Ist Py a, (L) sogar ET Py, so schliefit man analog zu Satz 4.2.5 und mit Satz 4.2.4

sowie Satz 4.1.6 auf die Glockenformigkeit von gn, nya ., der Ordnung |5

Aus Satz 2.1.4 ergibt sich

Po(2) d 1 n-—2 o 1
A = logpaa(a) = —n b A A
DPna(T) dx &P () 2 2x A+ L
2 b

Hieraus folgt, dass p,x fir 0 < n < 2 und kleine \-Werte monoton fallend auf
(0,00) ist. Fine Prizisierung dieser Aussage findet man in [Yull]: Fir (0 <n < 2
gibt es ein A\, € (2,4), so dass fir alle 0 < X\ <\, gilt: p, » ist monoton fallend
auf (0,00). Fiir alle A > N, ist p, x bimodal (der Begriff wird analog zu Definition
4.1.1 erklart).

Somit folgt: Fir 0 <ny <2, 0 <A\ < Ay, na >0, Ay > 0 95t Gny ngrg2e MONOLON
fallend auf (0,00) und somit unimodal mit Modus 0.
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4.2 Strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

Abbildung 4.1 zeigt exemplarisch die bewiesenen Unimodalititsresultate und ver-
anschaulicht, dass sich die Bimodalitit von p,, x, auf die doppelt nichtzentrale F'-
Dichte gn, nyn 0, Ubertragen kann (hier: gy 55.4(x)).

4.2.2 Strikte Unimodalitat der doppelt nichtzentralen ¢-Verteilung

Analog zum Vorgehen im doppelt nichtzentralen F-Fall untersuchen wir die strikte Uni-
modalitit der doppelt nichtzentralen t¢-Verteilung. Mit N k_ , N;f bzw. N bezeichnen

wir in diesem Abschnitt die Anzahl der Nullstellen von h( . inklusive Vielfachheiten
auf den Intervallen (—o0,0), (0,00) bzw. im Punkt 0. Die Zahl Ny = Ny + NP + N;f
kennzeichnet dann die Anzahl aller Nullstellen inklusive Vielfachheiten auf R. Zunéchst
schétzen wir N;, nach unten ab.

Satz 4.2.8. Es seien p € R, n > 0, A > 0 und k € N. Dann besitzt h'* n/\ auf R
mindestens k Nullstellen inklusive Vielfachheiten, es gilt also N > k.

Beweis. Wir betrachten fiir x € R die Integraldarstellung

2
k1 t 7! —(a: %—%)
/Mw\ _C/pnA t2Hk< 2n_\/§)e dt

k41

mit ¢ == (:/1; (%) * (vgl. Satz 2.3.6).

Durch Anwendung des Satzes von Fubini (fir die Giltigkeit der dort geforderten Vor-
aussetzungen vgl. Bemerkung 2.3.5 und Bemerkung 2.2.6) und der Substitution z =

(5—{—%) 27”, t € (0,00) erhalten wir fir v € {0,...,k — 1}

/ 2B (@) do = / e / pn,x(t)t’“?Hk( o~ \’/‘5) VE5) gt

—00 —00 0

= Co/tk;rlpn,x(t) (ZO x’ Hy, (x 2tn — \%) €7<x ﬁf%> dx) dt

= c(2n)F [T paa(t) ( e~ H;,(€) (5 + M) df) dt = 0.
/ / %

Hierbei haben wir sukzessiv die Orthogonalitiatseigenschaft der Hermite-Polynome (vgl.
Bemerkung 2.3.5) ausgenutzt, welche garantiert, dass das innere Integral verschwindet.
Mit Satz 4.2.1 folgt nun die Behauptung. O]

Satz 4.2.9. Es seien p € R, n > 0 und 0 < A < n. Dann besitzt h:t,n’/\ hdchstens eine
einfache Nullstelle auf R, es gilt also Ny < 1.
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4.2 Strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

Beweis. Wir setzen abkiirzend

k+1
2

(=D" ( 1 )
ci= —
VTo\2n
und schitzen die Zahlen N;", N; und N? nach oben ab.

i) Fiir z > 0 gilt nach der Substitution y = z/--

2n

o0 2
k (Va5 t B\ ket
h;(L,BLA(x) = Co/e ( : \/5> H;, («T % — \/5) 12 pn,A(t) dt
o0 2
= Co/e ( \/5) Hk ( — \/§> (];) (277/ 2 Pn,x ?2” 7x2 d
2¢c (2@% 7 oo 7(%%)2 < . ) ( 2 )
y e ) Hi (y— == Panx on | dy
k+3 ) 2
xr 0 \/§ T
und somit

8en? T o —(y-n ’ 2
hL,n,A('r) T /y3€ <y ﬁ) H, < - \%) Pna <i22n> dy.
0

Da der Kern K(x,y) = pna (%271) nach Satz 4.2.3 und Satz 3.2.12 ETP, bzgl.
(x,y) € (0,00) x (0,00) ist, liefert die Anwendung von Satz 3.2.18

N;" < Anzahl der Vorzeichenwechsel von H; ( — \'}%) , y € (0,00).

ii) Fir z < 0 substituieren wir y = —z/5- und erhalten

T e/ E -2 ’ t k1
hioa(@) = 0/6 (vaE5) Hy, (x 5 = \%) 5 paa(t) dt
0

k+3 ©0 2

2¢(2n) = -y L y?

= (_<x)2:+3 /yk+2 e ( Y ﬂ) H, <_ — \/§> Do <x22n> dy.
0

Somit gilt

[ee) 2
8&cn I S 2
h,/u,n,)\(‘r) - {B4 /yge ( ! \/5) Hl <_y - \IL/L§> Pn (;2%) dy

0

Erneut liefert die Anwendung von Satz 3.2.18

N < Anzahl der Vorzeichenwechsel von H; (y — \%) , Y € (—00,0).
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4.2 Strikte Unimodalitat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

iii) Fir z = 0 gilt

2

pk) (x) = ce T H, (—

TR DN
also insbesondere (vgl. [JKB95, S. 447])

B oA(0) = ce 5 B, (-\%) (n+ N).

Da H; genau eine einfache Nullstelle auf R besitzt, erhalten wir mit i), ii) und iii)

Ny =N+ Ny + N < 1.

05— —_— ho,1.8,1.5<$)
N —h2.5,2,1(I)

“ _— h-2.3,3,2<$)

Abb. 4.2: Dichten der doppelt nichtzentralen t-Verteilung

Aus Satz 4.2.8 und Satz 4.2.9 folgt nun unmittelbar ein Resultat iiber die strikte Uni-
modalitdt der doppelt nichtzentralen ¢-Verteilung.

Satz 4.2.10. Es seien p € R, n > 0 und 0 < XA < n. Dann ist die doppelt nichtzentrale
tuna-Verteilung strikt unimodal. Fir den eindeutig bestimmten Modus M, , \ gilt

>0, fallspu>0
M, \4=0, fallsp=0
<0, falls p <0.
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4.2 Strikte Unimodalitiat der doppelt nichtzentralen Verteilungen

Abbildung 4.2 illustriert dieses Resultat am Beispiel dreier doppelt nichtzentraler t-
Dichten 7, p 5.

Bemerkung 4.2.11.

i) Auch hier deuten numerische Plots nicht darauf hin, dass die einschrinkende Be-
dingung 0 < X < n notwendig wdre. Beweistechnisch ist sie jedoch wie tm doppelt
nichtzentralen F'-Fall nicht zu vermeiden.

i) Ist fir 0 < X\ <n der Kern p, (%) ETP, bzgl. (z,y) € (0,00) x (0,00), so folgt
die Glockenformigkeit von hyn,x analog zu Satz 4.2.9 und mit Satz 4.2.8 sowie
Bemerkung 2.3.5.
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Kapitel 5

Modusmonotonieeigenschaften der
doppelt nichtzentralen Verteilungen

5.1 Modusmonotonieeigenschaften bei Variation eines
Nichtzentralitatsparameters

Plots der doppelt nichtzentralen F- und ¢-Dichten legen die Vermutung nahe, dass der
jeweils eindeutig bestimmte Modus (vgl. Satz 4.2.6, Satz 4.2.10) ein Monotonieverhalten
zeigt, wenn man (bei ansonsten konstanten Parametern) genau einen Nichtzentralitats-
parameter variiert. Die Abbildung 5.1 zeigt dies exemplarisch im Fall der doppelt nicht-
zentralen Fy 5 5, 4-Dichte. Wir studieren aus diesem Grund Monotonieeigenschaften der
doppelt nichtzentralen F- und ¢-Modi als Funktion eines Nichtzentralitdtsparameters
und verwenden Begriffe und Techniken aus Kapitel 3.

— 020,5,04(X)

— 020,5,54(X)
— 020,5,10,4(X)

— 020,5,15,4(X)

Abb. 5.1: Monotonieverhalten des doppelt nichtzentralen F-Modus bei Variation von \;

Das zentrale Hilfsmittel fiir alle weiteren Untersuchungen ist der folgende Satz (vgl.
[Kar63, S. 158]).
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5.1  Modusmonotonieeigenschaften bei Variation eines Nichtzentralitatsparameters

Satz 5.1.1. Es seien X,Y C R offene Intervalle und K(x,y) ETP, (ERRy) auf
X xY. Ferner habe K(x,y) fir jedes feste v € X ein eindeutig bestimmtes Maximum
an y = ¢(x), wobei ¢: X — Y eine nach x differenzierbare Funktion ist. Dann ist ¢
streng monoton wachsend (fallend) auf X.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt fir alle x € X

(%K(x, (b(:{;)) =0,

woraus wir durch Anwendung der Kettenregel fiir alle z € X

2

d 0 o K(x,¢(:1:)> + ¢'(x) aayQK(l’ﬁ(x))

= 29, %(790) = 5.5,

erhalten. Ferner gilt nach Voraussetzung fiir alle z € X

azf;yK<x’¢(x)> >0 (&f;yK(xv 925(17)) < 0) :

Da K(xz,y) bei festem z € X ein Maximum an y = ¢(x) besitzt, folgt

0

;;K(x,qﬁ(x)) <0

und somit gilt fiir alle z € X

]

Um diesen Satz auf die doppelt nichtzentralen Dichten anzuwenden, ist es notwen-
dig, deren ESR,-Eigenschaften herauszuarbeiten. Zunéchst zitieren wir ein bekann-
tes Ergebnis, auf das wir anschliefend zuriickgreifen werden (vgl. [Kar63, S. 118-121],
[AGOOD, S. 238]).

Lemma 5.1.2. Es seien n,ny,ng,m > 0. Dann sind die einfach nichtzentralen Dichten
P () und gn, nyr0(x) ET Py bzgl. (A, x) € (0,00) x (0,00). Die einfach nichtzentrale
t-Dichte hymo(z) ist ET Py bzgl. (p,z) € R x R.

Die folgenden Lemmata untersuchen die E'S R-Eigenschaften der doppelt nichtzentralen
Dichten und stellen somit wichtige Hilfsmittel beim Nachweis der Hauptresultate dieses
Kapitels dar.

Lemma 5.1.3. Es seien ny,ny > 0 und 0 < Ay < ng. Dann ist Gny nyx oz (€) ET Py bzgl.
()\171') S (07 OO) X (0700)
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5.1  Modusmonotonieeigenschaften bei Variation eines Nichtzentralitatsparameters

Beweis. Wir setzen zur Abkirzung Ay .= X =T = (0,00).
Fir (A, z) € A; x X betrachten wir

~ i t t
9ninz, A1, (:E) = 0/pn1,>\1 (t) Pra o <$> ﬁ dt

und setzen
L ()\1,f) = DPni\ (t) fir (Al,t) c A1 X T,
ty to ..
M(t,x) = DPuyirs (x) = fur (t,2) €e T x X.

Nach Lemma 5.1.2 ist L (A1,t) ET P, bzgl. (A,t) € Ay x T. Wegen 0 < Ay < ngy ist
M (t,z) nach Satz 4.2.3 und Lemma 3.2.12 iii) ET'P, bzgl. (t,z) € T x X. Eine An-
wendung von Lemma 3.2.12 v) liefert nun unmittelbar die Behauptung. Hierbei beachte
man, dass die dort geforderte Vertauschung von Differentiation und Integration moglich
ist. Der Nachweis gelingt unter Anwendung von Satz 2.1.9, Satz 2.2.8 und eines Stan-

dardsatzes iiber die Differentiation von Parameterintegralen (vgl. [Els11, S. 148]).

Hieraus folgt mit Satz 3.2.12 unmittelbar:
Korollar 5.1.4. Fiir0 < Xy < ng St Gy ng a0 () ET Py bzgl. (A, z) € (0,00) x (0, 00).

Lemma 5.1.5. Es seien ny,ne > 0 und 0 < Ay < ny. Dann ist Gny nyxy 2 () ERR,
bzgl. (A2, ) € (0,00) % (0, 00).

Beweis. Analog zu oben setzen wir abkiirzend Ay =T = X = (0, 00) sowie

L(z,t) = pp (xt) fur (z,t) e X x T,
M (t, )\2) = pn2,>\2<t)t fur (t, )\2) eT x A,.

Betrachten wir fiir (Ag, ) € Ay x X nun

§n1,ﬂ2,)\1,>\2 (l’) = /pn1,>\1 (l’t) Png s (t) 14 dt?
0

so erhalten wir analog zu oben: L (z,t) ist ERRy bzgl. (z,t) € X xT. Ferner ist M (t, \2)

ETP, bzgl. (t,X\2) € T x Ay. Eine erneute Anwendung von Satz 3.2.12 v) liefert nun

die Behauptung.

Korollar 5.1.6. Fir0 < X\ < ny ist gnynpxn () ERRy bzgl. (A2, x) € (0,00) x (0, 00).
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5.1  Modusmonotonieeigenschaften bei Variation eines Nichtzentralitatsparameters

Als Néchstes studieren wir £E'S R-Eigenschaften der doppelt nichtzentralen ¢-Dichte.
Lemma 5.1.7. Es sein > 0.

i) Ist u <0, so ist hy,x(z) ERRy bzgl. (A, ) € (0,00) x (0, 00).

i) Ist >0, so ist hy,\(z) ETPy bzgl. (N, z) € (0,00) x (—00,0).
Beweis. Wir beweisen nur Teil i), der Beweis von ii) verlduft vollig analog.

Zunéchst setzen wir abkiirzend X = T = A = (0,00). Fir > 0 betrachten wir die
Darstellung

2

@) = = [ HVER) L ovia

2mn

und setzen

L(xz,t) = e E(I\/;_#) fur (z,t) € X x T,
M(t,\) = paa(t)Vt fiir (£,\) € T x A.

Der Kern M(t, \) ist nach Lemma 5.1.2 und Satz 3.2.12 ET P, bzgl. (A\,t) € A x T.
Zur Untersuchung von L (x,t) betrachten wir fir (x,t) € X x T

L(x,t)  2L(x,1) (a/T-n)
:e< ) (—Qx\/g+u><0.

- 02 2 t
2L(x,t) 25L(x,t) v

Eine erneute Anwendung von Satz 3.2.12 v) liefert nun die Behauptung. n
Lemma 5.1.8. Es seienn > 0 und 0 < X\ < n. Dann ist der Kern h,,(x) ET P, bzgl.
(n,z) € R xR.

Beweis. Wir teilen die Untersuchung der E'T P,-Eigenschaft von

o
1 _§<x T,

K(p,2) = huna(z) = IONT

e_%< fl_u>2pn)\ (t) Vi dt

72) 13
in drei Schritte auf.

i) Fir z > 0 setzen wir M =R, T := X = (0, 00) sowie

: —%( %—M)Q .
L(p,t) = e fiur (u,t) e M x T,
t t
K (t,x) = pna <2> \/3_ fur (t,x) € T x X.
22) x




5.1  Modusmonotonieeigenschaften bei Variation eines Nichtzentralitatsparameters

Nach Lemma 4.2.3 ist K (t,z) ETP, bzgl. (t,z) € T x X.
Ferner gilt fiir (pu,t) € M x T

L (/J,, t) %L (:U’v t) 1 ( —\ 2
=_—¢ ﬂﬁ\/;) \/? >0

2 2t
oL (1) gL (1,t)

somit ist L (u,t) ETP, bzgl. (u,t) € M x T. Eine erneute Anwendung von Satz
3.2.12 v) liefert fiir diesen Fall die Behauptung. Die dort geforderte Vertauschung
von Integration und Differentiation weist man analog zu Satz 2.3.6 mit dem mehr-
fach zitierten Standardsatz iiber die Differentiation von Parameterintegralen nach.

ii) Fir z < 0 verlauft der Nachweis analog. Hierbei nutzt man die Identitat

Puna(z) = h_pnr(—1)

aus und zeigt, dass der Kern

L(p,t) = e_% (ﬁﬂ)

ERRy auf R x (0, 00) ist.

iii) Fiir den Fall x = 0 erhalten wir nach einer kurzen Rechnung

K(p0) Ko | e

3
2

) 5 / paa(t)VEdt / pan(t)tdt >0
(‘%K </~L70> aiaxK (M70) =g 0
fir alle p € R.

Hieraus folgt die Behauptung. O

5.1.1 Monotonieeigenschaften des doppelt nichtzentralen ['-Modus

In Satz 4.2.6 konnten wir hinreichende Bedingungen fiir die Unimodalitat der doppelt
nichtzentralen F-Verteilung angeben. Wir untersuchen im Folgenden den eindeutig be-
stimmten Modus als Funktion des Nichtzentralitatsparameters A; bzw. Ay und schreiben
hierfar MY .\, (A1) bzw. ME |\ (Ag).

Satz 5.1.9. Es seienng > 2, no > 0 und 0 < Ay < ny. Dann ist die Funktion
¢: (0,00) = (0,00), d(A1) = My, 5, (A1)

wohldefiniert und streng monoton wachsend im Intervall (0, 00).
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5.1  Modusmonotonieeigenschaften bei Variation eines Nichtzentralitatsparameters

Beweis. Die Wohldefiniertheit ergibt sich aus Satz 4.2.6.
Wir setzen A; = X := (0, 00) und betrachten fiir 0 < Ay < ny den Kern

K (A,%) = Gnynonno (@) mit (A, 2) € Ay x X.

Nach Korollar 5.1.4 ist K (Ay,x) ETP, bzgl. (A, x) € Ay x X. Ferner besitzt K (A1, z)
fir jedes feste Ay € A; ein eindeutig bestimmtes Maximum an M} .\ (A1) € X.
Ordnen wir jedem \; € Ay diese Zahl zu, so entsteht eine Funktion ¢: Ay — X, ¢(\) =
MY ., 5, (A1), die nach dem Hauptsatz tiber implizite Funktionen (vgl. [Wal07, S. 300])
differenzierbar nach \; ist.

Die Anwendung von Satz 5.1.1 liefert nun die Behauptung. O

Eine analoge Aussage schlieflen wir fiir die Monotonie des Modus in Abhédngigkeit von A,.
Satz 5.1.10. Es seien nqy > 2, ng > 0 und 0 < Ay < nq. Dann ist die Funktion
¢: (0,n2) = (0,00), ¢(A2) =M} .\ (A2)

wohldefiniert und streng monoton fallend im Intervall (0,ns).

Beweis. Die Wohldefiniertheit ergibt sich wegen 0 < Ay < no aus Satz 4.2.6.
Wir setzen Ay == (0,n2), X = (0,00) und betrachten fir 0 < \; < n; den Kern

K()\Q,(L’) = gnhnz,,\l,,\Q(x) fir (/\Q,x) € Ay x X.

Nach Korollar 5.1.6 ist K (A, z) ERRy bzgl. (A2, z) € Ay x X. Ferner besitzt K (A\g, x)

fir jedes feste Ay € Ay ein eindeutig bestimmtes Maximum an M.} (A2) € X.

Ordnen wir jedem A\, € A, diese Zahl zu, so entsteht eine Funktion ¢: Ay — X,

¢ (A2) = ME ., (X2), die nach dem Hauptsatz iiber implizite Funktionen differenzier-
bar nach A, ist. Die Anwendung von Satz 5.1.1 liefert die Behauptung. O

— 016,8,7,0(X)
— O16,8,7,2(X)
— 016,8,7.4(X)
— O16,8,7,6(X)

Abb. 5.2: Monotonieverhalten des doppelt nichtzentralen F-Modus bei Variation von A5

Eine exemplarische Veranschaulichung von Satz 5.1.9 bzw. Satz 5.1.10 zeigt Abbildung
5.1 bzw. Abbildung 5.2.
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5.1  Modusmonotonieeigenschaften bei Variation eines Nichtzentralitatsparameters

5.1.2 Monotonieeigenschaft des doppelt nichtzentralen ¢-Modus

In Satz 4.2.10 konnten wir eine hinreichende Bedingung fiir die Unimodalitéat der doppelt
nichtzentralen ¢-Verteilung formulieren. Wir untersuchen im Folgenden den eindeutig
bestimmten Modus als Funktion des Nichtzentralitatsparameters p und schreiben hierfiir

Mé,k(ﬂ)'
Satz 5.1.11. Es seienn > 0 und 0 < XA < n. Dann ist die Funktion
¢o: R =R, ¢(n)=M,, (1)

wohldefiniert und streng monoton wachsend.

Beweis. Zunéchst folgt die Wohldefiniertheit der Funktion ¢ aus Satz 4.2.10.
Wir betrachten fiir n > 0 und 0 < XA < n den Kern

K(p,z) = hyna(z) fur (p,z) e RxR.

Dieser ist nach Lemma 5.1.8 ETP, bzgl. (u,z) € R x R. Wegen 0 < A < n besitzt
K (p,x) nach Satz 4.2.10 fiir jedes feste o € R eine eindeutig bestimmte Maximumstelle
an M , (1) € R. Ordnen wir nun jedem g € R diese Stelle M} , (1) zu, so erhalten
wir die Funktion ¢: R — R, ¢(u) = M} , (1), welche nach dem Hauptsatz iiber impli-
zite Funktionen differenzierbar nach p ist und somit nach Satz 5.1.1 streng monoton

wachsend auf R ist. O
0.5 — h.s85(z)
. — h_2’875(1‘)
0.4 — hos,5(x)
4 - h3,8,5($)
0.3 h6,8,5(x)
0.2
0.1
0 S~————
| | | | |
10 5 0 5 10

Abb. 5.3: Monotonieverhalten des doppelt nichtzentralen t-Modus bei Variation von g
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5.2 Monotonieeigenschaft des Modusfunktionswertes

Bemerkung 5.1.12. Die Anwendung von Satz 5.1.1 und Satz 5.1.7 zum Nachweis einer
entsprechenden Aussage fir die Funktion

¢: (0,00) = R, $(A) = M, (A)

gelingt aufgrund der Lagebeziehung des Modus, die wir Satz 4.2.10 entnehmen, leider
nicht. Im Fall p = 0 ist jedoch klar, dass die Funktion ¢ konstant sein muss. Fir
w < 0 legen exemplarische numerische Berechnungen die Vermutung nahe, dass ¢ streng
monoton wachsend und im Fall yp > 0 streng monoton fallend ist.

5.2 Monotonieeigenschaft des Modusfunktionswertes

Satz 5.2.1. Firn > 0 und 0 < X\ < n besitzt die Funktion

e: R =R, o) =hunx (MZ,A(M))

ein Mazimum an p = 0 und ist auf (—o0,0] streng monoton wachsend und auf [0,00)
streng monoton fallend.

Beweis. Fuar n > 0 und 0 < A < n setzen wir
M(p) = My \(1) und h(z, @) = by (2).
Dann folgt mit der Kettenregel und Satz 4.2.10

1) = B (M) 5 300) + 5 B0 () ) = 5 () )

Unter erneuter Beachtung von Satz 4.2.10 rechnet man ¢’(0) = 0 direkt nach. Ferner
gilt

woraus unmittelbar 9
sign @hu,n,x <M (u)) = —signpu

und somit die Behauptung folgt. O
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5.3  Weitere Fragestellungen und ungeloste Probleme

5.3 Weitere Fragestellungen und ungeloste Probleme

Aufgrund der Tatsache, dass der Modus der doppelt nichtzentralen Verteilungen nur
implizit gegeben ist, interessiert man sich fiir moglichst genaue Lokalisationsabschét-
zungen. Satz 5.1.9, Satz 5.1.10 und Satz 5.1.11 liefern jeweils einseitige Abschatzungen
der Modusschranken. Die Bestimmung der jeweils fehlenden Schranken setzt vermut-
lich ein gutes Verstédndnis des Ableitungsverhaltens der doppelt nichtzentralen Dichten
voraus (vgl. [AGO00a] fiir den einfach nichtzentralen Fall). Fiir die unskalierte doppelt
nichtzentrale F-Dichte existiert eine rekursive Ableitungsformel, die wir im Folgenden
herleiten.

Satz 5.3.1. Firny >2,n, >0, \; >0, \oa >0 und x > 0 gilt

~ ng (_ ~
g;u,nz,)q)\z (33) = ? <gn1—2,n2+2,)\1,/\2 ($) = Gni,na+2,01,02 (.CE))

Ao [ N
+ ? (gn12,n2+4,/\1,)\2 (ZC) — Onyinot4A e (l‘))

sowie

) Grminle) — 5 @
- ni,n T)— ——————< Gni.n
2x 2(x +1) In1,ma A1, 20z + 1) Gn1na+2.00 70 (T

SR (@)
a7 1) Im n2, 1,22\ L)+
2x(z + 1) Imtanzii

%1,712,,\1,)\2 (z) =

Beweis. Es seien ny > 2, ny > 0, Ay > 0, Ay > 0 und x > 0. Mit Bemerkung 2.2.4 zeigt
man zunichst

ng

Ty man0(Z) = 2<§m2,n2+2,xl,o($) - §n1,n2+2,)\1,0<x>>-

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz und Definition 2.1.2 folgt dann

o -2 J
Ty ma My hg (T /Pnl,,\l () Prgo, () 17 dt = /pm A (1) Z () Prat2j0(t) £ dt

< % (N T > 6_%2 Ao\
2 2\ ~
= ZO j' ( 5 ) /pm oY LL’t pn2+2y 0( )t2 dt = ZO j' <2> g%1,n2+2j,/\1,0(l’>
J= 0 j= ’
0o -2 J
e 2 )\2 N9 + 2] - _
= Z | ? 92 gn1—2,n2+2j+27/\1,0($) - gnl,n2+2j+2,)\1,g($)
Jj=0 J:
o -2 J
e 2 /\2 TLQ - _
- Z 9 gn172,n2+2j+2,)\1,0(513) - gnl,n2+2j+2,)\1,0(5€)
o) ! 2) 2
0o 22 Jj+1
ez [Ny No (. -
+> ( 7 ) > <9n1—2,n2+2j+4,A1,0(I) - gn1,n2+2j+4,)\170($))
i=0 J:
No )\2

= ? <§n1—2,n2+2,>\17/\2 (37) - §n17n2+27/\1,)\2 (ZE)) + ? (§n1—2,n2+47)\1,)\2 (23) - §n1,n2+4,)\1,>\2 ($)> .
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5.3  Weitere Fragestellungen und ungeloste Probleme

Unter Verwendung von

. 1 x(ny +n2)\ - A
g’:’Ll,’ng,)\l,O(x) = % ((nl —2— 1 +z ) gnl,nz)\l,O(x) + m gn1+2,n2,)\1,0<x)
(vgl. [AGO0a, S. 294]) folgt die zweite Identitat analog. O

Von deutlich einfacherer Gestalt ist die Ableitung nach den Nichtzentralitatsparame-
tern.

Lemma 5.3.2. Firny,ne >0, Ay >0, Ao >0 und x > 0 gilt

0 _ 1/ _
87)\19711,712,)\1)\2 (.23) = 5 <9n1+2,n2,/\1,)\2 (Qf) — 9ni,na A ('T)) )
0 _ 1/ _
87)\29711,712,)\1,)\2 (l‘) - 5 (gn1,n2+2,>\1,)\2 (l’) = 9nino, A1 (ZE))
Beweis. Nach Anwendung von Satz 2.1.9 ergibt sich sofort die Behauptung. n
— 0153210
. — 012321(X)
— 0"12321(X)

Abb. 5.4: Ableitungen der unskalierten doppelt nichtzentralen F-Dichte

Allgemeingitiltige Resultate iiber Modusschranken unimodaler Verteilungen setzen den
Modus mit der Standardabweichung, dem Erwartungswert bzw. dem Median der Ver-
teilung in Beziehung (vgl. [BD97]). Fiir die doppelt nichtzentralen Verteilungen wiirden
sich diese Ergebnisse aufgrund der Komplexitéit der auftretenden Groflen in volumindsen
Formeln fiir die Modusschranken widerspiegeln (vgl. [JKB95, S. 500], [JKB95, S. 534]
fir den Erwartungswert der doppelt nichtzentralen F- bzw. t-Verteilung). Im einfach
nichtzentralen Fall gelingt die Bestimmung guter und einfacher Modusschranken durch
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5.3  Weitere Fragestellungen und ungeloste Probleme

das Ausnutzen zweier Ableitungsformeln und das Monotonieverhalten des Modusfunkti-
onswertes. Entsprechende Resultate stehen fiir den doppelt nichtzentralen Fall nicht zur
Verfiigung, weshalb die Bestimmung guter Modusschranken fiir die doppelt nichtzentra-
len Verteilungen ein ungelostes Problem darstellt.

Ahnlich verhalt es sich mit der vollstindigen asymptotischen Entwicklung des doppelt
nichtzentralen F-Modus, was vor allem der Gestalt der Rekursionsformel aus Satz 5.3.1
und dem Doppelreihencharakter der F-Dichte geschuldet ist. Entsprechendes gilt fiir den
doppelt nichtzentralen t-Modus.

Eingangs erwédhnten wir bereits, wie die Implementierung der nichtzentralen Verteilun-
gen innerhalb von Computeralgebrasystemen hilft, Vermutungen tiber die Gestalt der
Dichten und das Verhalten zugehoriger Modi aufzustellen. Wir halten abschlieSend fest,
dass speziell die Differentiation der doppelt nichtzentralen F-Dichte in Mathematica 9
standardméafBig nicht moglich ist. Satz 5.3.1 beseitigt diesen Missstand und hilft somit,
das Verhalten hoherer Ableitungen besser zu verstehen (vgl. Abbildung 5.4).
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