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ZUSAMMENFASSUNG

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich im Wesentlichen mit der Entwicklung
und der sowohl theoretischen als auch numerischen Untersuchung von Lösungsme-
thoden für sogenanntenichtkonvexe all-quadratische Optimierungsprobleme, d.h.
für Probleme der Form

min xT Q0x + (d0)T x

xT Qlx + (dl)T x + cl ≤ 0 l = 1, . . . , p

x ∈ P ,

(QP)

wobeiQl ∈ IRn×n symmetrisch,dl ∈ IRn (l = 0, . . . , p), cl ∈ IR (l = 1, . . . , p)
und P = {x ∈ IRn : Ax ≤ b} mit A ∈ IRm×n und b ∈ IRm ein nichtleeres,
volldimensionales Polytop ist.

In einem einleitenden Kapitel werden zunächst einige Anwendungen dieses Typs
globaler Optimierungsprobleme vorgestellt. Des Weiteren werden nach der Be-
schreibung einiger grundlegender Konzepte in der deterministischen globalen Op-
timierung bereits bekannte Verfahren zur Lösung von (QP) kurz beleuchtet. Das
1. Kapitel schließt mit der Beschreibung der Konstruktion von zufällig erzeugten
Test-Beispielen, die zur numerischen Untersuchung verschiedener Verfahren inner-
halb dieser Dissertation verwendet wurden.

Im 2. Kapitel wird die Klasse sogenannterunärer Optimierungsproblemeunter-
sucht. Diese ist im Zusammenhang mit all-quadratischen Problemen von Interesse,
da jedes Problem vom Typ (QP) zu einem unären Problem transformiert werden
kann. Mit einigem technischem Aufwand werden neue Verfahren zur Lösung sol-
cher unärer Probleme entwickelt. Im Unterschied zu der äußeren Approximations-
methode, die von Ramana [Ram93] vorgeschlagen wurde und bisher der einzige
bekannte Zugang zur Lösung unärer Probleme ist, kann die Konvergenz der in die-
ser Arbeit hergeleiteten Verfahren gesichert werden. Für das Verfahren von Ramana
ist die Frage der Konvergenz nach wie vor offen. Von besonderem Interesse ist im
2. Kapitel die Konstruktion eines regulärenn-Simplex, dessen Ecken auf dem Rand
der Einheitskugel liegen. Die Eigenschaften dieser Menge sind in der Literatur bis-
her zwar untersucht worden (siehe z.B. [Som29, Sle69, GKL95]), jedoch wurde ein
solcher Simplex bisher nicht explizit konstruiert – außer in [HR98].
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Leider ist der Zugang zur Lösung von (QP) über unäre Probleme nur von theo-
retischem Interesse. Die numerischen Untersuchungen haben gezeigt, dass diese
Verfahren nicht in der Lage sind, die unären Probleme, die aus der Transformati-
on der zufällig erzeugten all-quadratischen Test-Beispiele resultieren, mit akzep-
tablem numerischem Aufwand zu lösen. Dabei ist zu beachten, dass der numeri-
sche Aufwand zur Lösung unärer Probleme entscheidend von der affinen Matrix-
Abbildung abhängt, die die einzige nichtlineare Nebenbedingung solcher Proble-
me beschreibt. Im Fall der unären Probleme, die aus der Transformation von Pro-
blemen vom Typ (QP) resultieren, hat diese Abbildung eine sehr unangenehme
Gestalt. Für unäre Probleme mit einer einfacheren Matrix-Abbildung ist es wahr-
scheinlich, dass die in dieser Arbeit entwickelten Verfahren ein wesentlich besseres
numerisches Verhalten zeigen. Allerdings sind bisher außer den all-quadratischen
Problemen keine Anwendungen bekannt, die zu unären Problemen führen. Somit
wäre die Untersuchung unärer Probleme mit einer einfacheren Matrix-Abbildung
nicht von praktischem Interesse.

Neben der äußeren Approximationsmethode von Ramana gibt es auch ande-
re Schnittebenenverfahren zur Lösung globaler Optimierungsprobleme, bei denen
die Konvergenz nicht nachgewiesen werden kann (siehe hierzu [HT96]). Die im
2. Kapitel vorgestellten Ideen zur Sicherung der Konvergenz der neu entwickelten
Verfahren für unäre Probleme, die eine Kombination aus äußerer Approximation
und schrittweiser Aufteilung der zulässigen Menge sind, können unter Umständen
auch genutzt werden, um bei äußeren Approximationsmethoden mit unbekanntem
Konvergenzverhalten die Konvergenz zu erzwingen. Dies ist ein weiterer interes-
santer Aspekt der Ergebnisse im zweiten Kapitel dieser Arbeit.

Im dritten Kapitel wird eine Lösungsmethode untersucht, die im Unterschied
zum angesprochenen indirekten Zugang über unäre Probleme versucht, das Pro-
blem (QP) direkt zu lösen. Dieser neue simpliziale Branch-and-Bound Algorith-
mus zeigt ein wesentlich besseres numerisches Verhalten als die zuvor untersuchten
Methoden. All-quadratische Probleme mitn < 9 können mit akzeptablem Rechen-
aufwand gelöst werden. Das vorgestellte Verfahren ist sogar, zumindest in Bezug
auf unsere Test-Beispiele, oft entscheidend besser als eine Rechteck-Branch-and-
Bound Methode, die von Al-Khayyal et al. [AKLV95] entwickelt worden ist. Diese
Methode war bisher einer der wenigen Ansätze, die versuchen (QP), direkt zu lö-
sen. Die meisten in der Literatur vorgeschlagenen Methoden betrachten (QP) nur
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als einen Spezialfall einer allgemeineren Klasse von Problemen. Diese allgemeine-
ren Probleme sind z.B. bilineare Probleme [AK92], polynomiale Probleme [ST92],
Probleme mit bikonvexen Funktionen [FV93] oder unäre Probleme [Ram93].

Die simpliziale Methode im 3. Kapitel basiert zwar auf den gleichen Konzepten
wie der Ansatz in [AKLV95]. Durch die Verwendung von Simplices als Auftei-
lungsmengen anstelle von Rechtecken ist es allerdings möglich, die Komplexität
der zur lösenden linearen Teilprobleme soweit zu reduzieren, dass das Verfahren
schneller ist, obwohl mehr Iterationen durchlaufen werden müssen. Die Komplexi-
tät der Teilprobleme, d.h. deren Dimension und die Anzahl der linearen Nebenbe-
dingungen, hängt in unserem Algorithmus linear von den Inputgrößenn undp ab.
In Al-Khayyal et al.’s Zugang müssen Probleme mit der Dimension(p + 2)n und
4(p + 1)n + p + m Nebenbedingungen gelöst werden, d.h. die Komplexität der
Teilprobleme hängt multiplikativ von diesen Inputgrößen ab.

Eine wesentliche Schwierigkeit bei der Lösung all-quadratischer Probleme be-
steht darin, dass das Problem, einen zulässigen Punkt für (QP) zu finden, genau
so schwer ist wie das Optimierungsproblem selbst. Deshalb muß man in der Pra-
xis damit zufrieden sein, wenn ein Verfahren zur Lösung von (QP) nach endlicher
Zeit entweder feststellt, dass der zulässige Bereich von (QP) leer ist, oder einen
Punkt x̄ findet, der approximativ zulässig ist, d.h. alle Nebenbedingungen bis zu
einer gewissen Toleranz erfüllt, und zudem garantiert, dass der Optimalwert von
(QP) nur im Rahmen einer bestimmten Genauigkeit unterhalb des Funktionswertes
der Zielfunktion im Punkt̄x liegen kann. Alle in dieser Doktorarbeit vorgestellten
Verfahren können so modifiziert werden, dass sie diese Eigenschaft erfüllen. Diese
Modifizierung ist ohnehin notwendig, um die vorgeschlagenen Methoden nume-
risch zu testen.

Um die Konvergenz des oben angesprochenen simplizialen Branch-and-Bound
Verfahrens zu sichern und somit die Endlichkeit dieser Methode hinsichtlich ap-
proximativer Lösungen zu gewährleisten, wird in der Formulierung des Algorith-
mus eine sogenannteausschöpfende(exhaustive) Aufteilungsregel für die relevan-
tenn-Simplices verwendet. Von der sogenanntenBisektion, bei der einn-Simplex
bezüglich des Mittelpunktes der längsten Kante in zwei Teilsimplices unterteilt
wird, weiß man, dass sie ausschöpfend ist. In der Literatur wird im Zusammen-
hang mit simplizialen Branch-and-Bound Methoden zur Minimierung einer kon-
kaven Funktion über einem Polytop, d.h. zur Lösung sogenannterkonkaver Mini-
mierungsprobleme, von einigen Autoren eine andere Aufteilungsregel, die soge-
nannteω-Subdivision, favorisiert. Bei dieser Regel wird einn-SimplexS in bis zu
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n + 1 Teilsimplices unterteilt, wobei als Aufteilungspunkt die Optimallösung der
gelösten LP-Relaxierung bezüglich der MengeS verwendet wird. Da diese Auf-
teilungsregel nicht ausschöpfend ist, war es bisher nicht klar, ob ein simplizialer
Branch-and-Bound Algorithmus, der nur diese Regel verwendet, konvergent ist.

Wir sind in erster Linie an Verfahren zur Lösung nichtkonvexer all-quadratischer
Probleme interessiert, für die die Konvergenz gesichert werden kann bzw. für die
zumindest gezeigt werden kann, dass sie in endlicher Zeit approximative Lösungen
liefern, so dass sie numerisch untersucht werden können. Um dieω-Subdivision in
unserem simplizialen Branch-and-Bound Verfahren anzuwenden, müssen wir uns
deshalb zunächst mit der Frage der Konvergenz befassen. Im 4. Kapitel der vor-
liegenden Arbeit wird diese Fragestellung untersucht. Die Konzepte, die wir im
dritten Kapitel zur Herleitung eines Lösungsverfahrens für (QP) angewendet ha-
ben, können in analoger Weise verwendet werden, um ein Verfahren zur Lösung
sogenannterallgemeiner d.c. Problemezu entwickeln. Diese Klasse von Proble-
men wird durch Funktionen beschrieben, die sich als Differenz konvexer Funktio-
nen (difference ofconvex functions) darstellen lassen. Somit enthält diese Klasse
insbesondere die all-quadratischen und die zuvor erwähnten konkaven Minimie-
rungsprobleme.

Im 4. Kapitel wird anhand eines Gegenbeispiels gezeigt, dass die Variante des
vorgestellten Verfahrens zur Lösung von d.c. Problemen, die nurω-Subdivisionen
verwendet, im allgemeinen nicht konvergent ist und zudem nach endlicher Zeit
nicht notwendigerweise eine approximative Lösung liefert. Wenn man die Klas-
se der zur lösenden Probleme allerdings einschränkt, kann die Endlichkeit dieser
Variante hinsichtlich approximativer Lösungen dennoch gesichert werden. Es wird
bewiesen, dass diese Methode nach endlicher Zeit entweder feststellt, dass der zu-
lässige Bereich des untersuchten Problems leer ist, oder eine approximative Lösung
liefert, solange Probleme betrachtet werden, bei denen die Zielfunktion d.c. ist –
mit einem strikt konkaven Anteil – und alle nichtlinearen Nebenbedingungen kon-
kav sind. Für konkave Minimierungsprobleme gilt dasselbe Resultat auch ohne die
Annahme der strikten Konkavität der Zielfunktion. Dies sind die wesentlichen theo-
retischen Ergebnisse des vierten Kapitels dieser Dissertation.
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Neben diesem Endlichkeitsresultat hinsichtlich approximativer Lösungen wird
in diesem Kapitel zudem gezeigt, dass die Variante des simplizialen Branch-and-
Bound Verfahrens, die nurω-Subdivisionen verwendet, für konkave Minimierungs-
probleme nach endlicher Zeit sogar die optimale Lösung liefert, sofern zwei zusätz-
liche Bedingungen erfüllt sind. Die erste dieser Bedingungen ist keine Einschrän-
kung der Allgemeinheit, da das untersuchte konkave Minimierungsproblem immer
so äquivalent umgeformt werden kann, dass diese Bedingung erfüllt ist. Die zweite
Bedingung kann im Allgemeinen nicht garantiert werden. Allerdings gilt sie für
bestimmte Klassen derartiger Optimierungsprobleme, z.B. für konkave Minimie-
rungsprobleme über höherdimensionalen Rechtecken.

Im 4. Kapitel wird das vorgeschlagene Verfahren zur Lösung von d.c. Proble-
men auch numerisch untersucht. In dieser Methode kann neben derω-Subdivision
auch die Bisektion als Aufteilungsregel verwendet werden, wobei für diese Varian-
te die Konvergenz in jedem Fall gesichert werden kann, genauso wie im Fall des
im 3. Kapitel untersuchten Algorithmus. Da der Algorithmus im vierten Kapitel im
Unterschied zu dem Algorithmus im dritten Kapitel konvexe anstelle linearer Re-
laxierungen verwendet, ist es zunächst einmal interessant zu untersuchen, welche
von beiden Methoden bei der Anwendung auf Probleme vom Typ (QP) die effizi-
entere ist. Die numerischen Ergebnisse in Kapitel 4 zeigen, dass wir erwarten kön-
nen, dass der simpliziale Branch-and-Bound Algorithmus mit konvexen Teilpro-
blemen numerisch effizienter ist, zumindest solange ein Verfahren zur Lösung der
konvex quadratischen Teilprobleme verwendet wird, das die quadratische Struktur
ausnutzt.

Der wesentliche Grund für die Untersuchung derω-Subdivision in dieser Arbeit
ist die Hoffnung, dass die Anwendung dieser Regel zu einem schnelleren Verfah-
ren zur Lösung von all-quadratischen Problemen führt. Wir haben zwar gezeigt,
dass die Variante der im 4. Kapitel vorgestellten Methode, die nurω-Subdivisionen
durchführt, nicht notwendigerweise nach endlicher Zeit eine approximative Lö-
sung für allgemeine quadratische Probleme vom Typ (QP) liefert. Allerdings ist es
möglich, unter Verwendung der theoretischen Ergebnisse, die in dieser Arbeit her-
geleitet werden, eine gemischte Aufteilungsstrategie zu entwickeln, die sowohl
ω-Subdivisionen als auch Bisektionen verwendet und zudem die Endlichkeit des
simplizialen Branch-and-BoundAlgorithmus garantiert. Dabei ist zu beachten, dass
die gemischte Strategie, die wir (MGWSR) nennen, nicht mit der gemischten Stra-
tegie übereinstimmt, die in sogenanntennormalenAlgorithmen verwendet wird
(siehe hierzu z.B. [HT96]).
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Wir haben diese gemischte Strategie und einige Varianten davon numerisch an-
hand unserer all-quadratischen Beispiele getestet. Leider sind die Resultate recht
enttäuschend. Unser simpliziales Branch-and-Bound Verfahren hat zwar unter Ver-
wendung dieser gemischten Strategie in einigen wenigen Test-Beispielen ein sehr
gutes numerisches Verhalten gezeigt. Im Durchschnitt war diese Strategie aber zum
Teil erheblich schlechter als die Bisektion. Es ist bisher keine Aufteilungsstrategie
bekannt, die im Allgemeinen besser ist als die Bisektion. Insbesondere führt keine
der in dieser Arbeit untersuchten Varianten von (MGWSR) zu besseren numeri-
schen Ergebnissen. Wir können zwar die Endlichkeit des vorgestellten Verfahrens
hinsichtlich approximativer Lösungen sichern, selbst wenn eine nicht notwendiger-
weise ausschöpfende Aufteilungsregel verwendet wird. Jedoch erfüllt sich unsere
Hoffnung nicht, dass diese Regel zu einer numerischen Verbesserung der unter-
suchten simplizialen Branch-and-Bound Verfahren führt.

Es gibt eine Reihe von praktischen Anwendungen, die zu Problemen vom Typ
(QP) führen. Die vorliegende Arbeit schließt mit der Untersuchung einer solchen
Anwendung, dem sogenanntenPacking Problem. Bei diesem Problem geht es um
die Frage, wien Kreise (n ∈ IN) im Einheitsquadrat so positioniert werden können,
dass sich diese Kreise nicht überlappen und zudem der Radius der Kreise maximal
ist. Das zu diesem Problem äquivalentePunkt-Positionierungsproblemläßt sich
als all-quadratisches Optimierungsproblem in der Dimension2n + 1 mit linearer
Zielfunktion und

(
n
2

)
konkav quadratischen Nebenbedingungen formulieren. Die

Lösungen des Packing Problems mit bis zu 20 Kreisen sind bekannt. Insofern ist
es nur interessant, Probleme mit mehr als20 Kreisen zu untersuchen. Dies bedeu-
tet, dass globale Optimierungsprobleme mit mehr als40 Entscheidungsvariablen
und mit mehr als 190 nichtlinearen Nebenbedingungen gelöst werden müßten. Die
in den vorangegangenen Kapiteln entwickelten allgemeinen Verfahren zur Lösung
von Problemen vom Typ (QP) sind nicht in der Lage, Probleme in dieser Größen-
ordnung zu lösen. Man sollte beachten, dass aus der Sicht der deterministischen
globalen Optimierung solche Probleme sehr groß sind.

Um das Packing Problem bzw. das äquivalente Punkt-Positionierungsproblem
dennoch fürn > 20 zu lösen, wird im 5. Kapitel der vorliegenden Arbeit ein
speziell auf dieses Problem zugeschnittenes Rechteck-Branch-and-Bound Verfah-
ren vorgestellt. Dieses ist in der Lage, auf einer leistungsstarken Maschine für das
Packing Problem mit bis zu 27 Kreisen innerhalb von zwei Stunden approximative
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Lösungen zu ermitteln. Mit der Entwicklung dieses Verfahrens wird insbesonde-
re die an mehreren Stellen innerhalb dieser Dissertation aufgestellte Behauptung,
dass die Ausnutzung der Struktur spezieller Probleme zu einer erheblichen Ver-
besserung der numerischen Effizienz aller untersuchten Verfahren führen kann, un-
termauert. Im 5. Kapitel werden zunächst einige theoretische Eigenschaften des
Punkt-Positionierungsproblems untersucht. Es wird gezeigt, dass Lösungen exi-
stieren, die ein ganz bestimmtes Verhalten am Rand des Einheitsquadrates zeigen.
Diese Eigenschaften bestätigen die intuitiv naheliegende Vermutung, dass bei ei-
ner optimalen Lösung des Packing Problems möglichst viele Kreise den Rand des
Einheitsquadrates berühren oder zumindest nahe am Rand liegen.

Unter Ausnutzung der speziellen Struktur des untersuchten Problems wird im
5. Kapitel eine spezielle LP-Relaxierung vorgestellt, die besser ist als jene, die
man durch allgemeine Ansätze (siehe z.B. [ST92, AKLV95]) erhält. Des Weite-
ren werden spezielle Aufteilungsstrategien für die verwendeten höherdimensiona-
len Rechtecke entwickelt, die bei diesem speziellen Problem zu einer erheblich
besseren numerischen Performance des Algorithmus führen als z.B. die bekannte
Rechteckbisektion. Zudem werden unter Ausnutzung der Struktur weitere Strate-
gien zur Manipulierung der Aufteilungsmengen entworfen, die insbesondere die
angesprochenen theoretischen Eigenschaften bestimmter Lösungen ausnutzen. Bei
der Untersuchung von Lösungsverfahren für allgemeine Problemklassen ist es nor-
malerweise nicht möglich, solche zusätzlichen Manipulierungsstrategien zu erhal-
ten.

Der resultierende Algorithmus ist theoretisch in der Lage, sogenannte
ε-optimaleLösungen für das Packing Problem mit beliebig vielen Kreisen in end-
licher Zeit zu bestimmen. Es ist zu beachten, dass die meisten Lösungen für das
Packing Problem mit mehr als 20 Kreisen nicht bekannt sind. In der Literatur sind
zwar bereits “gute“ Lösungen für bis zu 50 Kreise vorgestellt worden [NO97], al-
lerdings ist die Qualität dieser Lösungen hinsichtlich ihrer Optimalität nicht be-
kannt. Die garantierteε-Optimalität der berechneten Lösungen ist der wesentliche
Vorteil des hier vorgestellten neuen Verfahrens zur Lösung des Packing Problems
im Unterschied zu den verwendeten Lösungsansätzen zur Bestimmung “guter“
Lösungen. Ferner kann, wie schon zuvor gesagt, mit dem vorgestellten Verfah-
ren das Packing Problem mit bis zu 27 Kreisen in 2 Stunden approximativ gelöst
werden. Zudem wurden – zwar mit einem erheblich höherem Rechenaufwand –
Lösungen mit bis zu 31 Kreisen bestimmt und für 32 Kreise wurde sogar eine Lö-
sung gefunden, die besser ist als die bisher beste bekannte. Einschränkend muß
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allerdings gesagt werden, dass die gegenwärtige Implementierung des Lösungs-
verfahrens dieε-Optimalität der berechneten Lösungen nicht ohne Einschränkung
garantieren kann, da Rechenfehler, die aus der Maschinengenauigkeit resultieren,
nicht speziell beachtet worden sind. Es ist allerdings mit einigem Aufwand mög-
lich, die Implementierung entsprechend anzupassen. Da wir in erster Linie daran
interessiert sind, ob das vorgestellte Verfahren überhaupt in der Lage ist, Probleme
in der gewünschten Größenordnung mit akzeptablem numerischen Aufwand global
zu lösen, ist diese Anpassung der Implementierung bisher nicht erfolgt.

Ein interessanter Aspekt bei der Anpassung des verwendeten allgemeinen
Rechteck-Branch-and-BoundAnsatzes zu einer speziellen Lösungsmethode für das
Packing Problem ist, dass die Entwicklung guter LP-Relaxierungen zur Berech-
nung von Schranken nicht entscheidend für die Verbesserung der numerischen Ef-
fizienz des Verfahrens ist. Die Aufteilungs- und insbesondere die zusätzlichen Ma-
nipulierungsstrategien haben einen wesentlich größeren Anteil an der Performan-
ceverbesserung. Es ist möglich, dass auch bei anderen Problembeispielen, die aus
Anwendungen resultieren, die Ausnutzung der speziellen Problemstruktur zur Ab-
leitung solcher Strategien zur Manipulierung der Aufteilungsmengen im Hinblick
auf das numerische Verhalten eines Branch-and-Bound Verfahrens erfolgreicher ist
als die Entwicklung spezifischer, guter Schranken.
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