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Vorwort

In der vorliegenden Arbeit wird eine spezielle Art der komplexen Approximation behan-
delt, die sogenannte universelle Approximation bzw. die Approximation durch universelle
Funktionen. Das Konzept der Universalität kann grob wie folgt erklärt werden. Durch
einfache analytische Operationen wird aus einer einzelnen Funktion eine Funktionenfol-
ge konstruiert, welche jede Funktion einer bestimmten Klasse durch geeignete Teilfolgen
approximieren kann. In gewisser Weise ist diese Folge also maximal divergent, da zu je-
der vorgegebenen Funktion eine Teilfolge existiert, welche diese beliebig genau in ihrem
Grenzverhalten realisiert. Aus diesem Grund wird die Funktion, die diese Folge erzeugt,
eine universelle Funktion genannt.
Das erste Beispiel einer universellen holomorphen Funktion stammt von George D. Birk-
hoff, dieser konnte im Jahre 1929 die Existenz einer ganzen Funktion ϕ beweisen, für
welche die Funktionenfolge {ϕ(z + n) : n ∈ N} dicht im Raum der ganzen Funktio-
nen liegt. Somit kann jede ganze Funktion durch geeignete Translationen von ϕ beliebig
genau approximiert werden. Dieses bemerkenswerte Resultat steht am Anfang der uni-
versellen Approximation, welche sich in der Folgezeit zu einem eigenständigen Gebiet
innerhalb der komplexen Approximationstheorie entwickelt hat, und ein Feld aktiver For-
schung darstellt. So sind mittlerweile zahlreiche weitere Arten universeller Funktionen
bekannt und es existiert eine extensive Literatur zu diesem Thema. Erstaunlicherweise
wurde sich hierbei jedoch fast ausschließlich auf das Studium holomorpher und ganzer
Funktionen beschränkt, insbesondere die Klasse der meromorphen Funktionen wurde
bisher kaum auf das Phänomen der Universalität hin untersucht, obwohl sich angesichts
der großen Anzahl an bekannten Ergebnissen über universelle holomorphe Funktionen
in natürlicher Weise die Frage nach der Existenz universeller meromorpher Funktionen
stellt.
Dieser Fragestellung soll die vorliegende Dissertation nachgehen. Nachdem wir in einem
ersten einleitenden Kapitel gewisse Grundlagen geschafft haben, werden wir uns in Ka-
pitel 2 mit sogenannten translationsuniversellen meromorphen Funktionen beschäftigen.
Wir werden die Existenz zwei verschiedener Klassen solcher Funktionen beweisen und
deren Eigenschaften ausführlich studieren.
Im dritten Kapitel betrachten wir meromorphe Funktionen, die universelles Verhalten
bezüglich Streckungen aufweisen. Auch hier werden wir die Frage nach der Existenz
klären und auf die Eigenschaften dieser Funktionen eingehen, wobei sowohl Gemeinsam-
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keiten als auch Unterschiede zu translationsuniversellen Funktionen auftreten werden.
In Kapitel 4 beweisen wir die Existenz von Funktionen, welche entlang beliebiger un-
beschränkter Kurven gewisse universelle Approximationseigenschaften besitzen. Hierbei
wird es allerdings notwendig sein, die Klasse der approximierbaren Funktionen einzu-
schränken.
Im letzten Kapitel befassen wir uns schließlich mit der Folge der sukzessiven Ablei-
tungen meromorpher Funktionen. Insbesondere werden wir der Frage nachgehen, ob
in Analogie zu einem klassischen Ergebnis von Gerald R. MacLane über holomorphe
Funktionen, auch meromorphe Funktionen eine Ableitungsfolge mit gewissen Universa-
litätseigenschaften besitzen können.

Für die Anregung und Betreuung der vorliegenden Arbeit möchte ich Herrn Prof. Dr.
Wolfgang Luh sehr herzlich danken. Desweiteren gilt mein Dank Herrn Prof. Dr. Jürgen
Müller für die freundliche Übernahme des Koreferates.
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Kapitel 1

Einführung

Dieses erste Kapitel dient der Vorbereitung und der Einführung in die Thematik. Wir
werden einerseits gewisse Grundlagen schaffen, indem wir Notationen und Hilfsmittel
bereitstellen, welche uns in dieser Arbeit begleiten werden, andererseits soll auch die
Fragestellung der Arbeit erklärt und motiviert werden. Dazu werden wir kurz auf uni-
verselle holomorphe Approximation eingehen und einen historischen Überblick über bis-
her geleistete Vorarbeiten auf dem Gebiet der universellen meromorphen Approximation
geben. Der letzte Abschnitt des Kapitels fasst schließlich die Hauptergebnisse der vor-
liegenden Arbeit kurz zusammen.

1.1 Notationen und Bezeichnungen

Wir führen zunächst einige Bezeichnungen ein, welche wir im weiteren Verlauf dieser
Arbeit verwenden werden. Die erweiterte komplexe Zahlenebene bezeichnen wir mit C̃,
das heißt C̃ := C ∪ {∞}. Für die punktierte Ebene C \ {0} schreiben wir C×. Mit B◦

und B bezeichnen wir wie üblich das Innere bzw. den Abschluss einer Menge B, weiter
schreiben wir Bc für das Komplement von B. Für eine offene Menge O ⊂ C und eine
abgeschlossene Menge E ⊂ C führen wir folgende Funktionenräume ein

C(E) := {f : f ist stetig auf E},
H(O) := {f : f ist holomorph auf O},
M(O) := {f : f ist meromorph auf O},
A(E) := C(E) ∩H(E◦).

Wenn wir sagen, die Funktion f sei holomorph (bzw. meromorph) auf der abgeschlos-
senen Menge E, so meinen wir damit stets, dass eine offene Umgebung UE von E und
eine Funktion F ∈ H(UE) (bzw. F ∈M(UE)) existieren, so dass F |E = f gilt. In diesem
Fall schreiben wir f ∈ H(E) (bzw. f ∈M(E)).
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Kapitel 1 Einführung

1.2 Vorbereitungen

Im Folgenden werden wir einige Hilfsmittel zusammenstellen, auf welche wir später in
dieser Arbeit zurückgreifen werden. Zum einen sind dies klassische Ergebnisse aus der
komplexen Approximationstheorie, zum anderen werden wir auch Kenntnisse über den
Raum der meromorphen Funktionen benötigen. Die meisten der vorgestellten Ergeb-
nisse sind bekannt, daher werden wir größtenteils auf Beweise verzichten, und lediglich
Referenzen angeben.

1.2.1 Hilfsmittel aus der gleichmäßigen Approximation

Ein erstes zentrales Resultat, welches gleichzeitig am Anfang der Approximation im
Komplexen steht, stammt aus dem Jahre 1885 und geht auf Runge [53] zurück.

Satz 1.2.1 (Runge, 1885). Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Weiter seien
f ∈ H(K) und g ∈M(K). Dann gilt:

(i) Zu jedem ε > 0 existiert eine rationale Funktion R1 mit (einfachen) Polen außer-
halb von K, so dass gilt

max
K
|f(z)−R1(z)| < ε.

(ii) Zu jedem ε > 0 existiert eine rationale Funktion R2 mit g − R2 ∈ H(K), so dass
gilt

max
K
|g(z)−R2(z)| < ε.

Der Satz von Mergelian [45] aus dem Jahre 1952 liefert ein bestmögliches Resultat
im Bereich der polynomialen Approximation auf Kompakta, hierbei bezeichnet P (K)

die Menge aller Funktionen, welche auf K gleichmäßig durch Polynome approximierbar
sind.

Satz 1.2.2 (Mergelian, 1952). Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt A(K) = P (K).

(ii) Das Komplement von K ist zusammenhängend.

Dieser Satz charakterisiert somit vollständig diejenigen kompakten Mengen K, welche
A(K) = P (K) erfüllen. Das „rationale Analogon“ zum Satz von Mergelian geht auf
Vitushkin [56] zurück und stammt aus dem Jahre 1966. Bezeichnen wir mit R(K) die
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Kapitel 1 Einführung

Menge der Funktionen, welche auf K gleichmäßig durch rationale Funktionen mit Po-
len außerhalb von K approximierbar sind, so charakterisiert dieser Satz notwendig und
hinreichend diejenigen Kompakta K, welche A(K) = R(K) erfüllen. Zu seiner Formu-
lierung benötigen wir zunächst den Begriff der AC Kapazität (engl.: continuous analytic
capacity) einer Menge E ⊂ C.

Definition 1.2.3. Es sei K ⊂ C ein Kompaktum und es sei

AC(K) := {f : f ist stetig in C̃ und holomorph in C̃ \K, ‖f‖C̃ ≤ 1, f(∞) = 0},

wobei ‖f‖C̃ = supC̃ |f(z)| ist. Dann ist die AC Kapazität von K definiert durch

α(K) := sup{|f ′(∞)| : f ∈ AC(K)}.

Für eine (nicht notwendigerweise kompakte) Teilmenge E ⊂ C definieren wir

α(E) := sup{α(K) : K ⊂ E ist kompakt}.

Satz 1.2.4 (Vitushkin, 1966). Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt A(K) = R(K).

(ii) Für jede offene Kreisscheibe D gilt α(D \K) = α(D \K◦).

Auch andere, ebenfalls die AC Kapazität verwendende Kriterien sind möglich. Der Satz
von Vitushkin löst das Problem der gleichmäßigen rationalen Approximation auf kom-
pakten Mengen also vollständig. Es sei aber bemerkt, dass, im Gegensatz zum polyno-
mialen Fall, die Bedingung an das Kompaktum K äußerst kompliziert ist, was in erster
Linie daran liegt, dass die AC Kapazität keinerlei geometrische Anschauung ermöglicht.
So ist es praktisch unmöglich, einer kompakten Menge „anzusehen“, ob die in obigem
Satz gestellte Kapazitätsbedingung erfüllt ist oder nicht. Es gibt aber einige anschauli-
che hinreichende Kriterien für die Gleichheit A(K) = R(K), welche mittels des Satzes
von Vitushkin bewiesen werden können.

Satz 1.2.5. Es sei K eine kompakte Teilmenge von C. Dann ist jede der folgenden
Aussagen hinreichend für die Gleichheit A(K) = R(K):

(i) Das Komplement von K besitzt nur endlich viele Komponenten.

(ii) Der Durchmesser der Komponenten von Kc ist nach unten beschränkt.

(iii) Jeder Randpunkt von K ist zugleich Randpunkt einer Komponente von Kc.
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Kapitel 1 Einführung

Obwohl es noch eine Reihe weiterer hinreichender Kriterien gibt, macht dieser Satz
bereits deutlich, dass es „viel mehr“ Kompakta K mit A(K) = R(K) als mit A(K) =

P (K) gibt. Zudem ist klar, dass aus A(K) = P (K) stets A(K) = R(K) folgt. Die Sätze
1.2.2 und 1.2.4 geben nun Anlass zu folgender Definition.

Definition 1.2.6. Wir definieren die folgenden Mengen

M := {K ⊂ C : K ist kompakt, Kc ist zusammenhängend},
V := {K ⊂ C : K ist kompakt, α(D \K) = α(D \K◦) für jede offene Kreisscheibe D},

wobei α die in Definition 1.2.3 eingeführte AC Kapazität bezeichnet. Die Elemente aus
M nennen wir Mergelian Mengen und die Elemente aus V Vitushkin Mengen.

Die Mengen M und V werden in der gesamten Arbeit von großer Bedeutung sein. Nach
dem Satz von Mergelian liegt ein Kompaktum K genau dann in M, wenn es A(K) =

P (K) erfüllt. Nach dem Satz von Vitushkin liegtK genau dann in V, wennA(K) = R(K)

gilt. Wie bereits erwähnt, ist weiterhin klar, dass M ⊂ V gilt, und dass die Menge V

„viel größer“ ist als die Menge M.

Wir kommen nun zu einer weiteren Definition, welche für uns von großer Wichtigkeit
sein wird.

Definition 1.2.7. Wir definieren folgende abzählbare Mengen

P :=
{
p(z) =

m∑
ν=0

(aν + i bν)z
ν : aν ∈ Q, bν ∈ Q,m ∈ N0

}
,

R :=
{
r(z) =

p(z)

q(z)
: p, q ∈ P, q 6≡ 0

}
.

Folglich ist P die Menge aller Polynome, deren Koeffizienten rationale Real- und Ima-
ginärteile haben, R ist die Menge aller rationalen Funktionen, bei denen sowohl das
Zähler- als auch das Nennerpolynom diese Eigenschaft haben. Offenbar sind beide Men-
gen abzählbar. Ein bekanntes Ergebnis, welches leicht aus dem Satz von Mergelian folgt,
besagt, dass die Menge P für alle K ∈ M dicht im Raum A(K) ist, versehen mit der
Metrik dK(f, g) := maxK |f(z)− g(z)|. Von großer Bedeutung für den weiteren Verlauf
ist das folgende Ergebnis, welches etwa in [41] bewiesen wurde und eine ähnliche Aussage
für die Menge R und Vitushkin Kompakta macht.

Lemma 1.2.8. Zu jedem Kompaktum K ∈ V, zu jeder Funktion f ∈ A(K) und zu jedem
ε > 0 existiert eine Funktion r ∈ R mit

max
K
|f(z)− r(z)| < ε.
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Kapitel 1 Einführung

Abschließend wollen wir noch einige Ergebnisse aus dem Bereich der meromorphen Ap-
proximation auf abgeschlossenen Mengen angeben. Das folgende Resultat ist eine Er-
weiterung des Satzes von Runge auf abgeschlossene, unbeschränkte Mengen. Es ist eine
unmittelbare Folgerung aus den Approximationssätzen von Roth [51] und dem Satz von
Runge.

Satz 1.2.9. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und E eine in G abgeschlossene Teilmenge von
G. Weiter seien f ∈ H(E) und g ∈M(E). Dann gilt:

(i) Zu jedem ε > 0 existiert eine Funktion m1 ∈M(G) ∩H(E), so dass gilt

|f(z)−m1(z)| < ε für alle z ∈ E.

(ii) Zu jedem ε > 0 existiert eine Funktion m2 ∈ M(G) mit g −m2 ∈ H(E), so dass
gilt

|g(z)−m2(z)| < ε für alle z ∈ E.

Durch zweimalige Anwendung des obigen Satzes kann man folgendes Ergebnis beweisen,
welches Approximation mit gewisser Geschwindigkeit liefert. Dieses Lemma wird sich als
äußerst nützlich zur Konstruktion universeller meromorpher Funktionen herausstellen,
und wir werden es später häufig verwenden.

Lemma 1.2.10. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und E eine in G abgeschlossene Teilmenge
von G. Es seien f ∈ H(E) und g ∈M(E), weiter sei ε eine auf E holomorphe Funktion
mit |ε(z)| > 0 für alle z ∈ E. Dann gilt:

(i) Es existiert eine Funktion m1 ∈M(G) ∩H(E), so dass gilt

|f(z)−m1(z)| < |ε(z)| für alle z ∈ E.

(ii) Es existiert eine Funktion m2 ∈M(G) mit g −m2 ∈ H(E), so dass gilt

|g(z)−m2(z)| < |ε(z)| für alle z ∈ E.

Beweis. Wir können annehmen, dass |ε(z)| < 1 für alle z ∈ E gilt. Nach Voraussetzung
gilt 2

ε
∈ H(E), so dass nach Satz 1.2.9 eine Funktion h1 ∈M(G) ∩H(E) existiert mit∣∣∣∣ 2

ε(z)
− h1(z)

∣∣∣∣ < 1 für alle z ∈ E.

Wegen
∣∣∣ 2
ε(z)
− h1(z)

∣∣∣ ≥ 2
|ε(z)| − |h1(z)| folgt hieraus für alle z ∈ E

|h1(z)| > 2

|ε(z)|
− 1 >

1

|ε(z)|
,

5



Kapitel 1 Einführung

somit ist h1 auf E nullstellenfrei und es gilt
1

|h1(z)|
< |ε(z)| für alle z ∈ E.

Ist nun f ∈ H(E) eine beliebige Funktion, so folgt F (z) := h1(z) f(z) ∈ H(E), und eine
erneute Anwendung von Satz 1.2.9 liefert uns eine Funktion h2 ∈M(G) ∩H(E) mit

|F (z)− h2(z)| = |h1(z) f(z)− h2(z)| < 1 für alle z ∈ E.

Hieraus erhalten wir schließlich∣∣∣∣f(z)− h2(z)

h1(z)

∣∣∣∣ < 1

|h1(z)|
< |ε(z)| für alle z ∈ E,

und somit wegen m1 := h2

h1
∈M(G) ∩H(E) die Behauptung (i).

Unter Verwendung der zweiten Aussage aus Satz 1.2.9 folgt auf analoge Weise die Be-
hauptung (ii).

Mit diesem Lemma wollen wir den Abschnitt über Hilfsmittel aus der komplexen Ap-
proximation abschließen. Es sei noch einmal bemerkt, dass wir uns im Wesentlichen
auf Ergebnisse beschränkt haben, welche wir später in dieser Arbeit verwenden werden.
Ausführliche Darstellungen des Themas Approximation im Komplexen findet man etwa
bei Gaier [13], Gamelin [14], Gauthier und Hengartner [15], sowie Zalcman [58].

1.2.2 Die chordale Metrik und der Raum (M∞(G), ρ)

Neben den im vorigen Abschnitt zusammengestellten Ergebnissen aus der komplexen
Approximationstheorie benötigen wir in dieser Arbeit noch gewisse Kenntnisse über
den Raum M(G) der auf einem Gebiet G meromorphen Funktionen. Die folgenden
Ergebnisse sind bekannt und finden sich etwa bei Conway [9] oder Schiff [54], so dass
wir auch hier größtenteils auf die Beweise verzichten werden.
Setzen wir für eine meromorphe Funktion φ ∈ M(G) wie üblich φ(z) = ∞, falls z eine
Polstelle von φ ist, so ist φ eine Abbildung von G nach C̃. Wir versehen C̃ mit der
chordalen Metrik d, welche bekanntlich wie folgt definiert ist.

Definition 1.2.11. Es sei d : C̃× C̃→ R definiert durch

d(z1, z2) :=
|z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
für z1, z2 ∈ C,

d(z1,∞) :=
1√

1 + |z1|2
für z1 ∈ C,

d(∞,∞) := 0.

6



Kapitel 1 Einführung

Dann wird durch d eine Metrik auf C̃ definiert, welche wir die chordale Metrik nennen.

Im folgenden Lemma stellen wir einige elementare Eigenschaften der Metrik d zusammen,
welche unmittelbar aus obiger Definition folgen.

Lemma 1.2.12. Es sei d(·, ·) die chordale Metrik. Dann gilt:

(E1) Es ist d(z1, z2) ≤ 1 für alle z1, z2 ∈ C̃.

(E2) Es ist d(z1, z2) = d( 1
z1
, 1
z2

) für alle z1, z2 ∈ C̃.

(E3) Es ist d(z1, z2) ≤ |z1 − z2| für alle z1, z2 ∈ C.

Sind f und g zwei meromorphe Funktionen, so bilden diese nach C̃ ab, so dass wir mit
Hilfe der Metrik d den Abstand zwischen den Funktionswerten f(z) und g(z) angeben
können.

Bevor wir auf die Konvergenz von Folgen in der Metrik d zu sprechen kommen, führen
wir den Stetigkeitsbegriff bezüglich dieser Metrik ein.

Definition 1.2.13. Die Funktion f heißt sphärisch stetig im Punkt z0 ∈ C, falls zu
jedem ε > 0 ein δ > 0 existiert, so dass gilt

d(f(z), f(z0)) < ε für alle z mit |z − z0| < δ.

Die Funktion f heißt sphärisch stetig auf der Menge E ⊂ C, falls f in jedem Punkt
z ∈ E sphärisch stetig ist.

Aus den Eigenschaften der chordalen Metrik folgt nun unmittelbar das folgende Ergebnis,
siehe etwa Schiff [54], S. 4.

Lemma 1.2.14. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und f ∈ M(G) eine meromorphe Funktion.
Dann ist f sphärisch stetig auf G.

Wir kommen nun zu den wichtigen Begriffen der sphärisch gleichmäßigen und sphärisch
kompakten Konvergenz von Funktionenfolgen.

Definition 1.2.15. Es seien E ⊂ C eine Menge und O ⊂ C eine offene Menge. Weiter
sei {fn} eine Folge auf E definierter Funktionen, und {gn} eine Folge auf O definierter
Funktionen.

(i) Die Folge {fn} konvergiert auf E sphärisch gleichmäßig gegen die Funktion f , falls
zu jedem ε > 0 ein Nε ∈ N existiert, so dass für jedes n > Nε und für jedes z ∈ E
gilt

d(fn(z), f(z)) < ε.

7



Kapitel 1 Einführung

(ii) Die Folge {gn} konvergiert auf O sphärisch kompakt gegen die Funktion g, falls die
Folge {gn} auf jedem Kompaktum K ⊂ O sphärisch gleichmäßig gegen g konver-
giert.

Bemerkung 1.2.16. Offenbar ist die Definition der sphärisch gleichmäßigen Konver-
genz einer Folge {fn} auf der Menge E gegen die Funktion f äquivalent dazu, dass gilt

sup
E
d(fn(z), f(z))→ 0 für n→∞.

Ist die Menge E hierbei kompakt, und sind die Funktionen fn und f sphärisch stetig auf
E, so folgt unter Beachtung der Stetigkeit der Funktionen ϕn(z) := d(fn(z), f(z)) auf
E, dass die sphärisch gleichmäßige Konvergenz äquivalent dazu ist, dass gilt

max
E

d(fn(z), f(z))→ 0 für n→∞.

Bekanntlich heißt eine Funktionenfolge {fn} auf E ⊂ C gleichmäßig konvergent gegen
die Funktion f , wenn zu jedem ε > 0 ein Nε ∈ N existiert, so dass für jedes n > Nε

und für jedes z ∈ E gilt |fn(z)− f(z)| < ε. Somit ist wegen (E3) klar, dass aus der
gleichmäßigen Konvergenz der Folge {fn} gegen f die sphärisch gleichmäßige Konvergenz
gegen f folgt. Falls die Grenzfunktion beschränkt ist, gilt hiervon auch die Umkehrung,
siehe etwa Schiff [54], S. 3.

Satz 1.2.17. Die Folge {fn} konvergiere auf E ⊂ C sphärisch gleichmäßig gegen eine
Funktion f , welche auf E beschränkt ist. Dann konvergiert {fn} auf E gleichmäßig gegen
f .

Das folgende Ergebnis, welches wir später mehrfach verwenden werden, stellt einen ge-
wissen Zusammenhang zwischen sphärisch kompakter Konvergenz und gleichmäßiger
Konvergenz her, zum Beweis siehe Schiff [54], S. 72.

Satz 1.2.18. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und {fn} eine Folge in G meromorpher Funk-
tionen. Dann konvergiert die Folge {fn} auf G sphärisch kompakt gegen die Funk-
tion f , genau dann wenn zu jedem Punkt z0 ∈ G eine abgeschlossene Kreisscheibe
K := K(z0, r) := {z : |z − z0| ≤ r} existiert mit

max
K
|fn(z)− f(z)| → 0 oder max

K

∣∣∣∣ 1

fn(z)
− 1

f(z)

∣∣∣∣→ 0 (n→∞).

Wir wollen uns nun mit dem Raum M(G) der auf einem Gebiet G meromorphen Funk-
tionen beschäftigen. Unser Ziel wird es sein, auf dieser Menge eine Metrik einzuführen,
so dass wir in gewisser Weise den Abstand zwischen zwei meromorphen Funktionen
messen können. Wir folgen hierbei im Wesentlichen der Darstellung von Conway [9],
Kapitel VII.
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Lemma 1.2.19. Es sei O ⊂ C eine offene Menge. Dann existiert eine Folge {Kn}
kompakter Teilmengen von O, so dass gilt:

(i) Es ist O =
⋃∞
n=1Kn,

(ii) Für jedes n ∈ N ist Kn ⊂ K◦n+1,

(iii) Zu jedem Kompaktum K ⊂ O existiert ein N ∈ N mit K ⊂ KN .

Mit Hilfe dieses Lemmas können wir nun folgendermaßen eine Metrik auf M(G) definie-
ren.

Definition 1.2.20. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und {Kn} eine gemäß Lemma 1.2.19
gewählte Folge kompakter Teilmengen von G. Ferner seien f und g in G meromorphe
Funktionen. Dann setzen wir

ρn(f, g) := max
Kn

d(f(z), g(z)).

Hiermit definieren wir weiter

ρ(f, g) :=
∞∑
n=1

1

2n
ρn(f, g)

1 + ρn(f, g)
.

Man sieht leicht, dass (M(G), ρ) ein metrischer Raum ist. Weiter beachte man, dass die
Metrik ρ hierbei in gewisser Weise unabhängig von der speziellen Wahl der kompakten
MengenKn ist, da man zeigen kann, dass die von ρ erzeugten offenen Mengen unabhängig
hiervon sind, siehe etwa Conway [9], S. 145. Desweiteren besitzt die Metrik ρ folgende
Eigenschaften.

Lemma 1.2.21. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und ρ die in Definition 1.2.20 eingeführte
Metrik. Dann gibt es zu jedem ε > 0 ein δ > 0 und ein Kompaktum K ⊂ G, so dass für
alle Funktionen f und g aus M(G) gilt

max
K

d(f(z), g(z)) < δ impliziert ρ(f, g) < ε.

Ist andererseits ein δ > 0 und ein Kompaktum K ⊂ G gegeben, so existiert ein ε > 0,
so dass für alle Funktionen f und g aus M(G) gilt

ρ(f, g) < ε impliziert max
K

d(f(z), g(z)) < δ.

Lemma 1.2.22. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und {fn} eine Folge in M(G). Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) Es gilt ρ(fn, f)→ 0 für n→∞.

9
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(ii) Die Folge {fn} konvergiert auf G sphärisch kompakt gegen f .

Konvergiert eine Folge {fn} meromorpher Funktionen also in (M(G), ρ) gegen die Funk-
tion f , so ist dies äquivalent zur sphärisch kompakten Konvergenz der Folge auf G gegen
f . Aus diesem Grund nennen wir die Metrik ρ auch die Metrik der sphärisch kompak-
ten Konvergenz, die von ihr erzeugte Topologie auf M(G) nennen wir die Topologie der
sphärisch kompakten Konvergenz.

Bemerkung 1.2.23. Bekanntlich kann man auf ähnliche Weise eine Metrik δ auf dem
Raum der holomorphen Funktionen H(G) definieren, die sogenannte Metrik der kom-
pakten Konvergenz, siehe etwa Conway [9], Kapitel VII. Diese Metrik hat ähnliche Ei-
genschaften wie die Metrik ρ, und (H(G), δ) ist ein vollständiger metrischer Raum.

Mit der in Definition 1.2.20 eingeführten Metrik ρ wird M(G) zu einem metrischen
Raum. Wir werden allerdings gleich zeigen, dass der Raum (M(G), ρ) nicht vollständig
ist. Zunächst führen wir noch folgende Definition ein.

Definition 1.2.24. Wir definieren die Funktion f∞ : C→ C̃ durch

f∞(z) =∞ für alle z ∈ C.

Die Funktion f∞ bildet somit jedes z ∈ C auf den Wert ∞ ∈ C̃ ab. Man beachte,
dass f∞ sphärisch stetig ist, allerdings ist f∞ nicht meromorph. Zudem sei erwähnt,
dass Definition 1.2.20 auch im Fall f = f∞ oder g = f∞ sinnvoll ist, und dass auch
(M(G)∪{f∞}, ρ) ein metrischer Raum ist, und entsprechende Aussagen zu Lemma 1.2.21
und 1.2.22 auch für M(G) ∪ {f∞} gelten.

Lemma 1.2.25. Es sei G ⊂ C ein Gebiet. Dann ist der metrische Raum (M(G), ρ)

nicht vollständig.

Beweis. Wir betrachten für jedes k ∈ N die Funktion fk(z) ≡ k und zeigen, dass {fk}
eine Cauchy-Folge in (M(G), ρ) ist.
Es sei dazu ein ε > 0 gegeben. Wir wählen δ > 0, so dass aus 0 ≤ t < δ folgt t

t+1
< ε

2
,

ferner setzen wir Nε := 1
δ
. Ist nun K ⊂ C ein beliebiges Kompaktum und sind n,m

natürliche Zahlen mit n,m > Nε, so gilt

max
K

d(fn(z), fm(z)) = max
K

d(n,m) = d(n,m) =
|n−m|√

1 + n2
√

1 +m2
≤ |n−m|

nm
<

1

Nε

= δ.

Ist nun {Kj} eine gemäß Lemma 1.2.19 gewählte Folge kompakter Teilmengen von G

und ρj wie in Definition 1.2.20, so folgt 0 ≤ ρj(fn, fm) < δ für jedes j ∈ N und für jedes
n,m > Nε, so dass gemäß unserer Wahl von δ für jedes j gilt

ρj(fn, fm)

ρj(fn, fm) + 1
<
ε

2
für jedes n,m > Nε.

10



Kapitel 1 Einführung

Schließlich erhalten wir für jedes n,m > Nε

ρ(fn, fm) =
∞∑
j=1

1

2j
ρj(fn, fm)

1 + ρj(fn, fm)
<
ε

2

∞∑
j=1

1

2j
< ε,

so dass {fk} eine Cauchy-Folge in (M(G), ρ) ist. Offenbar konvergiert die Funktionen-
folge {fk} aber gegen die Funktion f∞, welche nicht in M(G) liegt.

Folglich kann eine Folge meromorpher Funktionen sphärisch kompakt gegen die Funktion
f∞ konvergieren, welche konstant den Wert∞ annimmt und somit nicht meromorph ist.
Der nächste Satz besagt, dass dies jedoch in gewisser Weise der ungünstigste Fall ist,
zum Beweis siehe etwa Schiff [54], S. 72.

Satz 1.2.26. Es sei G ⊂ C ein Gebiet und {fn} eine Funktionenfolge in M(G). Weiter
gelte ρ(fn, f)→ 0 für n→∞. Dann gilt entweder f ∈M(G) oder f = f∞.

Hieraus können wir nun eine wichtige Folgerung ziehen.

Lemma 1.2.27. Es sei G ⊂ C ein Gebiet. Dann ist der Raum (M(G) ∪ {f∞}, ρ) ein
vollständiger metrischer Raum.

Definition 1.2.28. Es sei G ⊂ C ein Gebiet. Dann setzen wir

M∞(G) := M(G) ∪ {f∞}.

Mit dieser Definition und obigem Lemma gilt also, dass (M∞(G), ρ) ein vollständiger
metrischer Raum ist, was sich später als sehr nützlich herausstellen wird. Von großer
Wichtigkeit ist weiterhin, dass der Raum (M∞(G), ρ) separabel ist, das heißt er enthält
eine abzählbare dichte Teilmenge.

Satz 1.2.29. Es sei G ⊂ C ein Gebiet. Dann ist die Menge R dicht in (M∞(G), ρ).
Folglich ist der Raum (M∞(G), ρ) separabel.

Beweis. Es seien K ⊂ G ein Kompaktum, f eine Funktion aus M∞(G) und ε > 0. Nach
Lemma 1.2.21 reicht es zu zeigen, dass ein r ∈ R existiert, so dass maxK d(f(z), r(z)) < ε

gilt.
Falls f = f∞ ist, so wählen wir ein N ∈ N mit

1√
1 +N2

= d(N,∞) < ε,

woraus mit r(z) ≡ N wegen r ∈ R dann die Behauptung folgt.
Es sei also f ∈M∞(G) mit f 6= f∞. Da f meromorph auf K ist, ist f nach dem Satz von

11



Kapitel 1 Einführung

Runge auf K gleichmäßig, und somit insbesondere sphärisch gleichmäßig durch rationale
Funktionen approximierbar. Folglich existiert ein rationales R mit

max
K

d(f(z), R(z)) <
ε

2
.

Es seien P und Q Polynome mit R = P
Q
, so dass P und Q keine gemeinsamen Nullstellen

besitzen. Da die Menge P dicht in (H(C), δ) ist, existieren Folgen {Pn} und {Qn} in P,
so dass gilt

Pn(z)→ P (z) kompakt auf C (n→∞) und

Qn(z)→ Q(z) kompakt auf C (n→∞).

Dann gilt offensichtlich

Pn(z)→ P (z) sphärisch kompakt auf C (n→∞),

und wegen Satz 1.2.18 auch

1

Qn(z)
→ 1

Q(z)
sphärisch kompakt auf C (n→∞).

Da die Polynome P und Q hierbei keine gemeinsamen Nullstellen haben, folgt dann

Pn
Qn

(z)→ P

Q
(z) = R(z) sphärisch kompakt auf C (n→∞).

Insbesondere erhalten wir dann auch sphärisch kompakte Konvergenz auf G, und es
existiert ein M ∈ N, so dass maxK d( PM

QM
(z), R(z)) < ε

2
gilt. Setzen wir nun rM := PM

QM
,

so gilt offenbar rM ∈ R und wir erhalten insgesamt

max
K

d(f(z), rM(z)) ≤ max
K

d(f(z), R(z)) + max
K

d(R(z), rM(z)) < ε.

1.3 Universelle holomorphe Approximation

Bevor wir auf universelle meromorphe Approximation und die Ziele dieser Arbeit zu
sprechen kommen, wollen wir zur Motivation zunächst auf bekannte Ergebnisse aus
der universellen holomorphen Approximation eingehen, wobei wir uns auf einige wenige
Resultate beschränken werden, die für diese Arbeit von Interesse sind.
Wie bereits erwähnt, geht das erste Beispiel einer universellen holomorphen Funktion
auf Birkhoff [5] zurück, welcher im Jahre 1929 den folgenden Satz veröffentlichte.

12
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Satz 1.3.1 (Birkhoff, 1929). Es existiert eine ganze Funktion ϕ mit der folgenden
Eigenschaft:
Zu jeder ganzen Funktion f existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + nk)→ f(z) kompakt auf C (k →∞).

Mit diesem erstaunlichen Ergebnis hat Birkhoff ein neues Gebiet der komplexen Ap-
proximationstheorie begründet, das der universellen Approximation. Die von Birkhoff
konstruierte Funktion hat die Eigenschaft, dass die Folge ihrer Translationen bezüglich
der natürlichen Zahlen dicht liegt im Raum aller ganzen Funktionen, versehen mit der
Metrik der kompakten Konvergenz. Ein ähnliches Ergebnis stammt von Luh [32] aus
dem Jahre 1976.

Satz 1.3.2 (Luh, 1976). Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann
existiert eine ganze Funktion ϕ mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) existiert eine Folge {nk}
natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + λnk)→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Die Funktion aus obigem Satz hat also die Eigenschaft, dass die Folge ihrer Translationen
{ϕ(z + λn) : n ∈ N} für jedes K ∈M dicht in A(K) liegt. Funktionen mit dieser Eigen-
schaft nennen wir im Folgenden translationsuniversell (bezüglich der Folge {λn}). Wir
wollen noch erwähnen, dass das Konzept der Translationsuniversalität auch auf Funktio-
nen erweitert wurde, welche in allgemeinen Gebieten G ⊂ C holomorph sind, siehe etwa
[33] und [40]. Weiterhin sei bemerkt, dass Duyos-Ruiz [11] im Jahre 1984 zeigen konnte,
dass die Menge der translationsuniversellen ganzen Funktionen eine residuale Teilmenge
von H(C) darstellt, somit gibt es gewissermaßen „viele“ solcher Funktionen.

Man beachte, dass ein gewisser Zusammenhang zwischen den Sätzen 1.3.1 und 1.3.2
besteht. Da nämlich zu jedem Kompaktum H ⊂ C ein Kompaktum K ∈M mit H ⊂ K

existiert, zeigt man leicht das folgende Ergebnis.

Lemma 1.3.3. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
folgende Eigenschaften einer Funktion ϕ äquivalent:

(i) Zu jedem Kompaktum K ∈ M und jeder Funktion f ∈ A(K) existiert eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + λnk)→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

(ii) Zu jeder Funktion f ∈ H(C) existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + λnk)→ f(z) kompakt auf C (k →∞).
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Ein weiteres Resultat, das für diese Arbeit von Interesse ist, geht auf Zappa [59] zurück,
welcher im Jahre 1988 die Existenz einer holomorphen streckungsuniversellen Funktion
beweisen konnte.

Satz 1.3.4 (Zappa, 1988). Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen.
Dann existiert eine ganze Funktion ϕ mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jedem Kompaktum K ∈ M mit 0 /∈ K und jeder Funktion f ∈ A(K) existiert eine
Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

ϕ(z λnk)→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Im Gegensatz zum obigen Satz 1.3.2 liegt in diesem Fall also die Folge der Streckungen
{ϕ(z λn) : n ∈ N} dicht in A(K) für jedes K ∈ M, wobei offenbar zusätzlich 0 /∈ K

gefordert werden muss.

Eine andere Art der Universalität wurde im Jahre 1952 von MacLane [42] entdeckt, er
konstruierte eine ganze Funktion ϕ mit der Eigenschaft, dass die Folge ihrer Ableitungen
dicht liegt im Raum aller ganzen Funktionen.

Satz 1.3.5 (MacLane, 1952). Es existiert eine ganze Funktion ϕ mit der folgenden
Eigenschaft:
Zu jeder ganzen Funktion f existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

ϕ(nk)(z)→ f(z) kompakt auf C (k →∞).

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Lemma 1.3.3 folgt, dass hierzu äqui-
valent ist, dass die Folge {ϕ(n)(z) : n ∈ N} dicht in A(K) ist für jedes K ∈ M. Wei-
tere Ergebnisse in Bezug auf solche ableitungsuniversellen Funktionen findet man etwa
bei Grosse-Erdmann [22] oder Luh [37], entsprechende Ergebnisse über die universelle
Approximation durch Folgen von Stammfunktionen etwa bei Blair und Rubel [6] oder
Luh [34, 35].

Abschließend sei bemerkt, dass eine Vielzahl weiterer Ergebnisse über universelle holo-
morphe Funktionen existieren, auf die wir an dieser Stelle jedoch nicht eingehen werden.
Wir verweisen etwa auf den Übersichtsartikel von Grosse-Erdmann [23], welcher einen
Überblick über die bis zum Jahre 1999 erzielten Resultate gibt und ein umfangreiches
Literaturverzeichnis beinhaltet, sowie auf das 2009 erschienene Buch von Bayart und
Matheron [2].
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1.4 Universelle meromorphe Approximation:
Motivation und Stand der Forschung

Nachdem wir nun das Konzept der Universalität anhand einiger Ergebnisse aus dem
Bereich der universellen holomorphen Approximation kennengelernt haben, wollen wir
jetzt auf universelle meromorphe Funktionen und die Ziele dieser Arbeit zu sprechen
kommen. Als Motivation dienen uns in erster Linie die zahlreichen bekannten Resultate
über universelle holomorphe Funktionen. Betrachten wir etwa den Satz von Birkhoff,
so stellt sich in natürlicher Weise die Frage, ob dieses Ergebnis auf den meromorphen
Fall erweitert werden kann und ob eine meromorphe Funktion existiert, welche jede
meromorphe Funktion sphärisch kompakt durch geeignete Translationen approximieren
kann. Die gleiche Frage stellt sich in Anbetracht anderer Ergebnisse über universelle
holomorphe Funktionen, wobei allgemein zu beachten ist, dass man sich bei der uni-
versellen holomorphen Approximation stets auf Mergelian Mengen beschränken muss,
da zu jedem Kompaktum K /∈ M Funktionen f ∈ A(K) existieren, welche nicht holo-
morph approximierbar sind. Diese Beschränkung kann beim Übergang zur meromorphen
Approximation aufgehoben werden, so dass die Frage nach der Existenz meromorpher
Funktionen mit entsprechenden universellen Approximationseigenschaften auf kompak-
ten Mengen K ∈ V berechtigt ist. Dies ist insbesondere deshalb interessant, da jede
Mergelian Menge auch eine Vitushkin Menge darstellt, und die Menge V in gewisser
Weise „viel mehr“ Elemente als die Menge M enthält.
Eine der Hauptfragestellungen dieser Arbeit besteht somit darin, zu untersuchen, ob die
klassischen Ergebnisse über universelle holomorphe Funktionen auf den meromorphen
Fall übertragbar sind. Aufgrund der Vielzahl an bekannten Resultaten aus der universel-
len holomorphen Approximation und insbesondere vor dem Hintergrund, dass meromor-
phe Funktionen vielfältigere Approximationsmöglichkeiten als holomorphe Funktionen
bieten, scheint die Frage nach der Existenz universeller meromorpher Funktionen äußerst
sinnvoll und interessant. Umso erstaunlicher ist es, dass diese Thematik in der Literatur
bisher kaum Beachtung fand. Im Folgenden wollen wir kurz auf die wenigen bekannten
Ergebnisse über universelle meromorphe Funktionen eingehen.

Die ersten Untersuchungen zu diesem Thema stammen aus den 1980er Jahren und gehen
auf Kanatnikov [28, 29] zurück, welcher sich in zwei Arbeiten mit der Existenz universel-
ler meromorpher Funktionen in Gebieten beschäftigt. Ausgangspunkt seiner Überlegun-
gen ist ein Ergebnis von Luh [33] über die Existenz universeller holomorpher Funktionen
in einfach zusammenhängenden Gebieten. Als Hauptergebnis zeigt Kanatnikov in [29]
mit Hilfe des Satzes von Runge, dass zu einem Gebiet G ⊂ C eine in G meromorphe
Funktion φ existiert, so dass für geeignete Folgen {an} und {bn} komplexer Zahlen die
Funktionenfolge {φ(an z + bn) : n ∈ N} auf beliebigen kompakten Mengen gewisse uni-
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verselle Eigenschaften hat. Auf den Sonderfall K ∈ V geht Kanatnikov jedoch nicht
ein. Zudem sei bemerkt, dass Kanatnikovs Resultate offenbar nicht sonderlich bekannt
sind, so werden seine Arbeiten nur äußerst selten zitiert und es gibt anscheinend keine
Ergebnisse, die darauf aufbauen.
Ein weiteres Ergebnis über universelle Approximation durch meromorphe Funktionen
ist aus dem Jahr 2000. Luh und Martirosian [38] zeigen mittels eines konstruktiven Be-
weises, dass zu einer unbeschränkten Folge {λn} eine meromorphe Funktion φ existiert,
welche translationsuniversell im Sinne von Satz 1.3.2 ist und zusätzlich ein langsames
Wachstum im Sinne der Nevanlinnaschen charakteristischen Funktion T (r, φ) besitzt. Es
sei aber ausdrücklich darauf hingewiesen, dass mit der von Luh und Martirosian konstru-
ierten Funktion keine Approximation auf Vitushkin Mengen möglich ist, die Funktion
ist somit keine „richtige“ universelle meromorphe Funktion in unserem Sinne. Weiter-
hin sei noch erwähnt, dass die gleichen Autoren [39] im Jahre 2002 ein entsprechendes
Ergebnis für im Einheitskreis meromorphe Funktionen erhalten, auch hier ist allerdings
nur Approximation auf Mergelian Mengen möglich.
Im Jahre 2001 gelingt es Chan [7] mittels einer neuen Variante des sogenannten Hy-
perzyklizitätskriteriums die Existenz meromorpher translationsuniverseller Funktionen
zu beweisen. Genauer gesagt zeigt er, dass Funktionen φ ∈ M(C) existieren, so dass
die Folge {φ(z + n) : n ∈ N} für jedes Gebiet G dicht in (M∞(G), ρ) ist. Insbesondere
existiert also zu jeder in C meromorphen Funktion f eine Folge {nk} natürlicher Zahlen,
so dass {φ(z + nk)} auf C sphärisch kompakt gegen f konvergiert. Auch Chan geht al-
lerdings nicht auf die Approximation auf Vitushkin Mengen ein, obwohl sich aus seinem
Ergebnis leicht folgern lässt, dass die Folge {φ(z + n) : n ∈ N} auf solchen Kompakta
universelle Approximationseigenschaften hat. Zudem beachte man, dass Chan lediglich
die Existenz bezüglich der natürlichen Zahlen universeller Funktionen beweist, ob dies
auch für allgemeine unbeschränkte Folgen gilt, ist hierbei nicht klar.
Unabhängig von den Ergebnissen von Kanatnikov und Chan zeigen Luh, Meyrath und
Niess [41] schließlich 2008 durch einen neuen konstruktiven Beweis, dass zu jeder un-
beschränkten Folge {λn} eine Funktion φ ∈ M(C) existiert, so dass für jedes K ∈ V

jede Funktion f ∈ A(K) durch geeignete Teilfolgen von {φ(z + λn) : n ∈ N} approxi-
miert werden kann. Mittels eines Ergebnisses von Bayart und Grivaux [1] wird zudem
gezeigt, dass die Funktion φ im Falle {λn} = {n} so konstruiert werden kann, dass
zu jedem Kompaktum K ∈ V, zu jeder Funktion f ∈ A(K) und zu jedem ε > 0 ei-
ne Teilfolge der natürlichen Zahlen {nk} mit positiver unterer Dichte existiert, so dass
maxK |φ(z + nk)− f(z)| < ε für alle k ∈ N ist. Außerdem werden Aussagen über die
Existenz translationsuniverseller Funktionen in allgemeinen Gebieten gemacht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die einzigen zurzeit bekannten Ergebnisse
in Bezug auf universelle meromorphe Funktionen sich mit der Existenz translations-
universeller Funktionen befassen, weiterführende Resultate sind jedoch nicht bekannt.
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So wurden bisher weder die Eigenschaften translationsuniverseller Funktionen studiert,
noch wurden meromorphe Funktionen auf andere Universalitäten, wie etwa Streckungs-
oder Ableitungsuniversalität untersucht. Vor diesem Hintergrund setzen die Überlegun-
gen der vorliegenden Arbeit an, welche einige offene Fragen aus dem Bereich der univer-
sellen meromorphen Approximation beantworten wird. Im folgenden Abschnitt wollen
wir genauer auf diese Fragen eingehen und die Gliederung der Arbeit kurz erläutern.

1.5 Gliederung der Arbeit und Hauptergebnisse

In Kapitel 2 beschäftigen wir uns mit translationsuniversellen meromorphen Funktio-
nen. Wir führen zunächst zwei Klassen solcher Funktionen ein, anschließend beweisen
wir auf verschiedene Arten, dass beide jeweils residuale Teilmengen von (M∞(C), ρ) sind
und zeigen somit insbesondere, dass die Sätze 1.3.1 und 1.3.2 auf den meromorphen Fall
erweiterbar sind. Im weiteren Verlauf des Kapitels studieren wir die Eigenschaften trans-
lationsuniverseller meromorpher Funktionen, wobei wir uns intensiv mit den Polstellen
solcher Funktionen beschäftigen werden. Insbesondere werden wir zeigen, dass die Pol-
stellen gewissermaßen kontrollierbar sind, indem wir translationsuniverselle Funktionen
konstruieren, bei denen sowohl die Lage als auch die Ordnung der Polstellen vorgeschrie-
ben werden kann. Interessanterweise werden wir dadurch in der Lage sein, zu beweisen,
dass sich die beiden zu Anfang des Kapitels eingeführten Funktionenklassen tatsächlich
unterscheiden, und es somit gewissermaßen zwei verschiedene Arten von meromorpher
Translationsuniversalität gibt.

Ausgangspunkt für das dritte Kapitel ist der bereits erwähnte Satz von Zappa über die
Existenz einer holomorphen streckungsuniversellen Funktion. In den ersten Abschnitten
klären wir die Frage nach der Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funktionen,
wobei wir wiederum die Residualität der entsprechenden Menge erhalten werden, und
zeigen somit, dass auch das Ergebnis von Zappa auf den meromorphen Fall erweiterbar
ist. Weiterhin erhalten wir die Existenz von Funktionen, welche gleichzeitig translations-
und streckungsuniversell sind. Anschließend studieren wir in Analogie zu Kapitel 2 die
Eigenschaften streckungsuniverseller Funktionen, wobei sich gewisse Gemeinsamkeiten
zu translationsuniversellen Funktionen zeigen werden. Zum Abschluss des Kapitels be-
schäftigen wir uns mit dem Verhalten meromorpher streckungsuniverseller Funktionen
auf allgemeinen unbeschränkten Kurven, wobei wir sehen werden, dass diese Funktionen
die Eigenschaft besitzen, auf jeder solchen Kurve jedem Wert beliebig nahe zu kom-
men.

Im vierten Kapitel behandeln wir meromorphe Funktionen, welche auf beliebigen unbe-
schränkten Kurven gewisse Universalitätseigenschaften besitzen. Wir konstruieren Funk-
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Kapitel 1 Einführung

tionen φ mit der Eigenschaft, dass zu jeder unbeschränkten Kurve eine Folge {zn} auf
dieser Kurve existiert, entlang welcher φ eine gewisse Art von Translationsuniversalität
besitzt. Genauer gesagt zeigen wir, dass zu jeder Konstanten eine Teilfolge von {zn} exis-
tiert, so dass die Folge der Translationen von φ bezüglich dieser Teilfolge kompakt in C
gegen diese Konstante konvergiert, wobei wir auch sehen werden, dass ein entsprechendes
Ergebnis für nichtkonstante Funktionen im Allgemeinen nicht gültig ist. Insbesondere
kann keine Funktion existieren, welche entlang jeder unbeschränkten Kurve translations-
universell im Sinne von Satz 1.3.2 ist. Ausserdem beweisen wir entsprechende Ergebnisse
für Funktionen in allgemeinen einfach zusammenhängenden Gebieten. Als Folgerung aus
diesen Sätzen erhalten wir die Existenz meromorpher Funktionen, welche entlang jeder
unbeschränkten Kurve sogenannte maximale cluster sets besitzen.

In Kapitel 5 gehen wir der Fragestellung nach, ob in Analogie zum Satz von MacLane
auch die Folge der sukzessiven Ableitungen einer meromorphen Funktion über univer-
selle Approximationseigenschaften verfügen kann. Mittels eines klassischen Ergebnisses
von Pólya, welches sich mit dem von ihm eingeführten Begriff der finalen Menge ei-
ner meromorphen Funktion beschäftigt, können wir jedoch beweisen, dass die Existenz
einer im Sinne des Satzes von MacLane ableitungsuniversellen meromorphen Funktion
auszuschließen ist. Allerdings stellt sich sodann unmittelbar die Frage, ob Ableitungs-
universalität möglich ist, wenn wir uns dabei auf Punkte beschränken, welche in der
finalen Menge liegen. Wir werden zunächst zeigen, dass auch in diesem Fall im Allge-
meinen kein universelles Verhalten der Ableitungen zu erwarten ist, später dann jedoch
eine spezielle Klasse meromorpher Funktionen behandeln, für welche wir positive Er-
gebnisse beweisen können. Genauer gesagt werden wir zeigen, dass „viele“ Funktionen
aus dieser Klasse die Eigenschaft haben, auf „vielen“ kompakten Teilmengen der finalen
Menge ableitungsuniversell zu sein.
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Kapitel 2

Translationsuniverselle meromorphe
Funktionen

Dieses Kapitel beschäftigt sich mit translationsuniversellen meromorphen Funktionen,
wobei wir noch definieren werden, was genau darunter zu verstehen ist. Wie in Ab-
schnitt 1.4 bereits erwähnt wurde, konnte die Existenz meromorpher Funktionen, deren
Translationen bezüglich einer unbeschränkten Folge universelle Approximationseigen-
schaften besitzen, bereits auf verschiedene Weise bewiesen werden, dennoch werden wir
hier noch einmal darauf eingehen. Wir erläutern zunächst, wie man auf konstruktive
Weise die Existenz universeller meromorpher Funktionen nachweisen kann, anschließend
geben wir einen neuen, sogenannten generischen Beweis dafür an. Im weiteren Verlauf
des Kapitels werden wir Eigenschaften translationsuniverseller Funktionen studieren,
zudem werden wir einige Aussagen über die Polstellen solcher Funktionen machen.

2.1 Konstruktive und generische Existenzbeweise

Wir werden im Folgenden auf verschiedene Arten die Existenz meromorpher translations-
universeller Funktionen nachweisen. Interessanterweise werden wir dabei sehen, dass
die Beweise in gewisser Weise unterschiedliche Funktionen liefern. Zunächst geben wir
folgende wichtige Definition an, in welcher wir klären, was unter translationsuniversellen
meromorphen Funktionen zu verstehen ist.

Definition 2.1.1. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen.

(i) Eine meromorphe Funktion φ ∈M(C) nennen wir V-translationsuniversell (bezüg-
lich der Folge {λn}), wenn zu jedem K ∈ V und zu jedem f ∈ A(K) eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen existiert, so dass gilt

φ(z + λnk)→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).
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Die Menge aller Funktionen, welche V-translationsuniversell bezüglich der Folge
{λn} sind, bezeichnen wir mit UV

T ({λn}). Die Menge aller V-translationsuniver-
sellen Funktionen bezeichnen wir mit UV

T .

(ii) Eine meromorphe Funktion φ ∈M(C) nennen wir translationsuniversell (bezüglich
der Folge {λn}), wenn die Folge {φ(z + λn) : n ∈ N} dicht in (M∞(C), ρ) ist, d.h.
wenn zu jedem f ∈ M∞(C) eine Folge {nk} natürlicher Zahlen existiert, so dass
gilt

φ(z + λnk)→ f(z) sphärisch kompakt auf C (k →∞).

Die Menge aller Funktionen, welche translationsuniversell bezüglich der Folge {λn}
sind, bezeichnen wir mit UT ({λn}). Die Menge aller translationsuniversellen Funk-
tionen bezeichnen wir mit UT .

Es ist klar, dass sowohl UV
T ({λn}) ⊂ UV

T als auch UT ({λn}) ⊂ UT gilt. Zudem beachte
man, dass zu jedem φ ∈ UV

T (bzw. UT ) eine unbeschränkte Folge {λn} existiert, so dass
φ ∈ UV

T ({λn}) (bzw. UT ({λn})) gilt.
Wir werden uns in diesem Kapitel mit Funktionen aus den Mengen UV

T und UT beschäf-
tigen. Insbesondere werden wir sehen, dass sowohl UV

T 6= ∅ als auch UT 6= ∅ gilt.

2.1.1 Konstruktiver Ansatz

In diesem Abschnitt werden wir auf konstruktive Weise die Existenz meromorpher
V-translationsuniverseller Funktionen beweisen, und Satz 1.3.2 auf meromorphe Funk-
tionen und Vitushkin Kompakta erweitern, siehe hierzu auch [41].

Satz 2.1.2. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann existiert
eine meromorphe Funktion φ ∈ M(C), welche V-translationsuniversell bezüglich {λn}
ist. Insbesondere gilt also UV

T 6= ∅.

Beweis. Es sei {rn} eine Abzählung der in Definition 1.2.7 eingeführten Menge R. Wir
können ohne Einschränkung annehmen, dass eine Folge paarweise disjunkter, abgeschlos-
sener Kreisscheiben Dn mit Mittelpunkt λn und Radius dn existiert, so dass dn < dn+1

und dn →∞ für n→∞ gilt. (Ist dies nicht von vornherein möglich, so wählen wir eine
geeignete Teilfolge von {λn}).
Wir betrachten nun die abgeschlossene Menge E :=

⋃∞
n=1Dn und setzen

g(w) := rn(w − λn) für w ∈ Dn,

ε(w) :=
1

n
für w ∈ Dn.
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Die Funktion g liegt dann in M(E), weiter ist ε aus H(E) mit ε(w) > 0. Nach Lem-
ma 1.2.10 existiert eine Funktion φ ∈M(C) mit

|g(w)− φ(w)| < ε(w) für alle w ∈ E.

Folglich gilt für jedes n ∈ N

max
Dn
|rn(w − λn)− φ(w)| < 1

n
,

woraus wir mit der Substitution z = w − λn erhalten

max
{|z|≤dn}

|rn(z)− φ(z + λn)| < 1

n
. (2.1)

Es sei nun K ein Kompaktum aus V und f eine Funktion aus A(K). Nach Lemma 1.2.8
existiert eine Folge natürlicher Zahlen {nk} mit nk →∞ für k →∞ und

max
K
|f(z)− rnk(z)| < 1

k
für alle k ∈ N. (2.2)

Wegen dn → ∞ für n → ∞ existiert ein k0 ∈ N, so dass K ⊂ {z : |z| ≤ dnk} für alle
k > k0 gilt. Somit folgt unter Verwendung von (2.1) und (2.2) für k > k0

max
K
|φ(z + λnk)− f(z)| ≤ max

K
|φ(z + λnk)− rnk(z)|+ max

K
|rnk(z)− f(z)|

≤ max
{|z|≤dnk}

|φ(z + λnk)− rnk(z)|+ max
K
|rnk(z)− f(z)|

<
1

nk
+

1

k
.

Insgesamt erhalten wir maxK |φ(z + λnk)− f(z)| → 0 für k → ∞, und somit die Be-
hauptung.

Im nächsten Ergebnis werden wir eine ähnliche Aussage für V-translationsuniverselle
Funktionen machen, wie wir in Lemma 1.3.3 für holomorphe Funktionen gemacht haben,
und beweisen, dass gleichmäßige Konvergenz auf Kompakta aus V eine gewisse Art von
kompakter Konvergenz impliziert.

Lemma 2.1.3. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
folgende Eigenschaften einer Funktion φ ∈M(C) äquivalent:

(i) Die Funktion φ ist V-translationsuniversell bezüglich der Folge {λn}.

(ii) Zu jeder Funktion f ∈M(C) existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

φ(z + λnk)→ f(z) kompakt auf C \ Pf (k →∞),

wobei Pf die Menge der Polstellen von f bezeichnet.
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Beweis. Wir zeigen zunächst die Implikation (ii) ⇒ (i). Es sei dazu φ ∈ M(C) mit der
Eigenschaft (ii), weiter sei K ein Kompaktum aus V und f eine beliebige Funktion aus
A(K). Nach dem Satz von Vitushkin existiert zu ε > 0 eine rationale Funktion R mit
Polen außerhalb von K, so dass gilt

max
K
|R(z)− f(z)| < ε

2
.

Bezeichnen wir mit PR die Menge der Polstellen von R, so gilt K ⊂ C \ PR und unter
Verwendung der Eigenschaft (ii) existiert ein n0 ∈ N mit

max
K
|φ(z + λn0)−R(z)| < ε

2
.

Da K ∈ V und f ∈ A(K) beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation betrachten wir ein beliebiges f ∈ M(C)

und bezeichnen mit Pf der Menge der Polstellen von f . Für jedes k ∈ N setzen wir

Dk := {z : |z| ≤ k}

und bezeichnen mit z1, . . . , zlk die Pole von f in Dk. Weiter betrachten wir die Mengen

E
(k)
i :=

{
z : |z − zi| <

1

k + 1

}
, i = 1, . . . , lk,

und setzen schließlich

Bk := Dk \
lk⋃
i=1

E
(k)
i .

Es folgt, dass das Kompaktum Bk für jedes k ∈ N aus V ist, zudem gilt Pf ∩ Bk = ∅,
und somit f ∈ A(Bk). Nach Voraussetzung folgt also, dass zu jedem (festen) k ∈ N eine
Folge {m(k)

j } natürlicher Zahlen existiert, so dass gilt

φ(z + λ
m

(k)
j

)→ f(z) gleichmäßig auf Bk (j →∞).

Insbesondere können wir zu jedem k ∈ N ein m(k)
jk
∈ N wählen mit

max
Bk

∣∣∣∣φ(z + λ
m

(k)
jk

)− f(z)

∣∣∣∣ < 1

k
.

Beachten wir nun, dass zu jedem Kompaktum H ⊂ C \ Pf ein kH ∈ N existiert, so dass
H ⊂ Bk für alle k > kH ist, so erhalten wir schließlich mit nk := m

(k)
jk

φ(z + λnk)→ f(z) kompakt auf C \ Pf (k →∞),

und somit die Behauptung.
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Bemerkung 2.1.4. Falls f eine ganze Funktion ist, und somit Pf = ∅ gilt, besagt die
Eigenschaft (ii) aus obigem Lemma, dass die Folge {φ(z + λnk)} für k → ∞ kompakt
auf C gegen f konvergiert.
Ist also {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ eine bezüglich dieser
Folge V-translationsuniverselle Funktion, so existiert zu jeder ganzen Funktion f eine
Folge natürlicher Zahlen {nk} mit

φ(z + λnk)→ f(z) kompakt auf C (k →∞).

Meromorphe V-translationsuniverselle Funktionen erfüllen also insbesondere die Eigen-
schaften (i) und (ii) aus Lemma 1.3.3.

Auch wenn das obige Ergebnis eine gewisse Ähnlichkeit zu Lemma 1.3.3 aufweist, so gibt
es hierbei doch einen fundamentalen Unterschied. Würden wir für holomorphe Funktio-
nen entsprechend der Definition 2.1.1 die Begriffe M-translationsuniversell und trans-
lationsuniversell einführen, so wären diese gemäß Lemma 1.3.3 äquivalent, so dass diese
Unterscheidung im holomorphen Fall keinen Sinn macht. Das obige Lemma besagt je-
doch nicht, dass für meromorphe Funktionen die Begriffe V-translationsuniversell und
translationsuniversell äquivalent sind, und wir werden später sehen, dass dies nicht der
Fall ist und tatsächlich UV

T 6= UT gilt.

2.1.2 Generischer Ansatz

In diesem Abschnitt wollen wir einen weiteren Beweis für die Existenz universeller me-
romorpher Funktionen angeben. Im Gegensatz zu dem konstruktiven Beweis aus dem
vorigen Abschnitt werden wir hier die sogenannte generische Beweismethode verwen-
den. Diese hat den Vorteil, dass sie uns eine in (M∞(C), ρ) residuale Menge universeller
Funktionen liefert, allerdings ist sie nicht so „durchsichtig“ wie die konstruktive Me-
thode. Zum Beweis unseres Hauptergebnisses über die Existenz translationsuniverseller
meromorpher Funktionen werden wir das Universalitätskriterium benutzen, welches auf
Grosse-Erdmann [21] zurückgeht und auch bei vielen Ergebnissen der universellen ho-
lomorphen Approximation eine zentrale Rolle spielt. Zunächst benötigen wir hierzu die
folgende Definition.

Definition 2.1.5. Es seien X und Y metrische Räume und {Tn} eine Folge stetiger
Abbildungen von X nach Y . Dann heißt {Tn} (topologisch) transitiv, falls für alle offenen
nichtleeren Mengen U ⊂ X und V ⊂ Y ein N ∈ N existiert mit

TN(U) ∩ V 6= ∅.

Mit dieser Definition lautet das Universalitätskriterium nun wie folgt.
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Satz 2.1.6 (Grosse-Erdmann, 1987). Es seien X ein vollständiger metrischer Raum
und Y ein separabler metrischer Raum, weiter sei {Tn} eine Folge stetiger Abbildungen
von X nach Y . Dann sind folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Folge {Tn} ist transitiv.

(ii) Es existiert eine dichte Teilmenge U von X, so dass für jedes x ∈ U gilt

{Tn(x) : n ∈ N} ist dicht in Y. (2.3)

Falls eine der beiden Bedingungen erfüllt ist, so ist die Menge aller x ∈ X, für welche
(2.3) gilt, residual in X.

Mit diesem Hilfsmittel können wir die Existenz universeller meromorpher Funktionen
beweisen, wobei wir im Gegensatz zu Satz 2.1.2 nun translationsuniverselle Funktionen
erhalten werden. Zudem werden wir sehen, dass die Menge dieser Funktionen eine in
(M∞(C), ρ) residuale Menge darstellt.

Satz 2.1.7. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die Menge
UT ({λn}) residual in (M∞(C), ρ), insbesondere gilt also UT ({λn}) 6= ∅.

Beweis. Wir setzen X = Y = (M∞(C), ρ). Nach den Ergebnissen aus Abschnitt 1.2.2 ist
X dann vollständig und Y separabel. Wir betrachten nun für jedes n ∈ N die Abbildung
Tn : X → Y mit Tnφ(z) := φ(z+ λn) und zeigen zunächst, dass Tn für jedes n stetig ist.
Es sei dazu n ∈ N fest, und {fk} eine Folge in M∞(C) mit ρ(fk, f)→ 0 für k →∞ und
ein f ∈M∞(C). Ferner sei K ⊂ C ein beliebiges Kompaktum und es sei K̃ := K +λn =

{w : w = z + λn, z ∈ K}. Wegen ρ(fk, f)→ 0 folgt aus Lemma 1.2.22

fk(w)→ f(w) sphärisch gleichmäßig auf K̃ (k →∞),

woraus wir mit der Substitution z = w − λn erhalten

fk(z + λn)→ f(z + λn) sphärisch gleichmäßig auf K (k →∞).

Da K beliebig war, folgt die sphärisch kompakte Konvergenz von fk(z + λn) = Tnfk(z)

auf C gegen f(z + λn) = Tnf(z), so dass wir mit Lemma 1.2.22 erhalten

ρ(Tnfk, Tnf)→ 0 für k →∞.

Hieraus folgt die Stetigkeit von Tn.
Nach Satz 2.1.6 bleibt die Transitivität der Folge {Tn} zu zeigen. Es seien dazu U und
V zwei offene, nichtleere Teilmengen von M∞(C), weiter seien f ∈ U und g ∈ V . Wir
wählen ein ε > 0, so dass Uε(f) ⊂ U und Vε(g) ⊂ V gilt, wobei Uε(f) und Vε(g) die
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ε-Umgebungen von f und g sind. Nach Lemma 1.2.21 existiert nun eine abgeschlossene
Kreisscheibe K mit Mittelpunkt 0 und ein δ > 0, so dass für h ∈M∞(C) gilt

max
K

d(f(z), h(z)) < δ impliziert ρ(f, h) < ε, und somit h ∈ Uε(f) ⊂ U, sowie

max
K

d(g(z), h(z)) < δ impliziert ρ(g, h) < ε, und somit h ∈ Vε(g) ⊂ V.

Da {λn} unbeschränkt ist, können wir ein n0 ∈ N wählen, so dass K ∩ (K + λn0) = ∅
gilt. Auf der kompakten Menge K ∪ (K + λn0) definieren wir folgende Funktion

j(z) :=

{
f(z) für z ∈ K,
g(z − λn0) für z ∈ K + λn0 .

Es folgt j ∈M(K∪(K+λn0)), so dass nach dem Satz von Runge eine rationale Funktion
r ∈M∞(C) existiert mit

max
K

d(f(z), r(z)) < δ und max
K+λn0

d(g(z − λn0), r(z)) < δ.

Durch die Substitution w = z − λn0 erhalten wir hieraus

max
K

d(f(z), r(z)) < δ und max
K

d(g(w), r(w + λn0)) = max
K

d(g(w), Tn0r(w)) < δ,

so dass schließlich folgt
r ∈ U und Tn0r ∈ V.

Folglich gilt Tn0(U) ∩ V 6= ∅, woraus mit dem Universalitätskriterium die Behauptung
folgt.

Somit ist gezeigt, dass die Menge UT ({λn}) der bezüglich einer unbeschränkten Folge
{λn} translationsuniversellen Funktionen residual, und somit insbesondere nichtleer ist.
Nach Definition von UT ({λn}) ist für jedes φ ∈ UT ({λn}) die Folge {φ(z + λn) : n ∈ N}
dicht in (M∞(C), ρ). Hieraus können wir nun leicht folgern, dass {φ(z + λn) : n ∈ N}
auch für jedes Gebiet G ⊂ C dicht in (M∞(G), ρ) liegt.

Korollar 2.1.8. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und G ⊂ C
ein Gebiet. Dann liegt die Folge {φ(z + λn) : n ∈ N} für jedes φ ∈ UT ({λn}) dicht in
(M∞(G), ρ), das heißt zu jedem f ∈M∞(G) existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen
mit

φ(z + λnk)→ f(z) sphärisch kompakt auf G (k →∞).
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Beweis. Es seien G ⊂ C ein Gebiet, K ⊂ G ein beliebiges Kompaktum und f eine
beliebige Funktion aus M∞(G). Weiter sei φ eine beliebige Funktion aus UT ({λn}).
Nach dem Satz von Runge existiert eine Folge {rk} rationaler Funktionen mit

max
K

d(rk(z), f(z)) <
1

k
für alle k ∈ N.

Da hierbei jedes rk ∈M∞(C) ist, existiert nach Definition von UT ({λn}) zu jedem k ∈ N
eine Folge natürlicher Zahlen {n(k)

j } mit

max
K

d(φ(z + λ
n

(k)
j

), rk(z)) <
1

j
für alle j ∈ N.

Schließlich wählen wir zu jedem k ∈ N ein jk ∈ N mit jk > jk−1, so dass die Folge {mk}
mit mk := n

(k)
jk

monoton wachsend ist und erhalten insgesamt für jedes k

max
K

d(φ(z + λmk), f(z)) ≤ max
K

d(φ(z + λmk), rk(z)) + max
K

d(rk(z), f(z)) <
1

jk
+

1

k
.

Daher gilt maxK d(φ(z + λmk), f(z))→ 0 für k →∞ und somit die Behauptung.

Bemerkung 2.1.9. Das obige Ergebnis ist eine Erweiterung des bereits erwähnten Re-
sultates von Chan, welches wir im Fall {λn} = {n} erhalten.

Wie bereits angedeutet, werden wir später in der Lage sein, zu zeigen, dass die Mengen
UT und UV

T nicht übereinstimmen. Wir können jedoch leicht zeigen, dass zumindest
UT ⊂ UV

T gilt.

Lemma 2.1.10. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann gilt
UT ({λn}) ⊂ UV

T ({λn}). Insbesondere gilt also UT ⊂ UV
T .

Beweis. Es sei φ ∈ UT ({λn}) eine beliebige Funktion, wir zeigen dass dann φ ∈ UV
T ({λn})

folgt. Nach Definition 2.1.1 existiert zu jeder Funktion f ∈ M(C) eine Folge {nk} na-
türlicher Zahlen mit

φ(z + λnk)→ f(z) sphärisch kompakt auf C (k →∞).

Hieraus folgt mit Satz 1.2.17 unmittelbar

φ(z + λnk)→ f(z) kompakt auf C \ Pf (k →∞),

wobei Pf die Menge der Polstellen von f bezeichnet. Da f ∈M(C) beliebig war, ist dies
nach Lemma 2.1.3 äquivalent dazu, dass φ ∈ UV

T ({λn}) gilt.
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Als unmittelbare Folgerung hieraus erhalten wir eine Erweiterung von Satz 2.1.2.

Satz 2.1.11. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die
Menge UV

T ({λn}) residual in (M∞(C), ρ).

Beweis. Gemäß Satz 2.1.7 ist die Menge UT ({λn}) residual in (M∞(C), ρ). Da nach
Lemma 2.1.10 gilt UT ({λn}) ⊂ UV

T ({λn}), folgt die Behauptung.

2.1.3 Ein weiterer Existenzbeweis

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir einen weiteren Beweis für die Existenz trans-
lationsuniverseller meromorpher Funktionen angeben, welcher sich allerdings erheblich
von den bisherigen unterscheidet. Unter Verwendung eines Ergebnisses von Bès und
Peris [4] werden wir auf äußerst einfache Weise zeigen, dass die Menge UT ({n}) nicht
leer ist, dass also eine bezüglich der natürlichen Zahlen translationsuniverselle Funktion
existiert. Wir benötigen hierzu das folgende Ergebnis aus [4].

Satz 2.1.12. Es existiert ein Paar ganzer Funktionen (F,G) ∈ H(C) × H(C) mit der
folgenden Eigenschaft:
Zu jedem Paar (f, g) ∈ H(C)×H(C) existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

F (z + nk)→ f(z) kompakt auf C (k →∞) und

G(z + nk)→ g(z) kompakt auf C (k →∞).

Hiermit können wir nun leicht die Existenz einer translationsuniversellen meromorphen
Funktion beweisen.

Satz 2.1.13. Es gilt UT ({n}) 6= ∅.

Beweis. Wir betrachten die meromorphe Funktion φ(z) := F (z)
G(z)

, wobei F und G die gan-
zen Funktionen aus Satz 2.1.12 sind. Wir wollen zeigen, dass die Folge {φ(z+n) : n ∈ N}
dicht in (M∞(C), ρ) liegt. Es sei dazu zunächst f ∈ M(C) eine beliebige meromorphe
Funktion. Dann existieren ganze Funktionen ϕ1 und ϕ2, welche keine gemeinsamen Null-
stellen haben, so dass f = ϕ1

ϕ2
gilt. Nach Satz 2.1.12 existiert eine Folge {nk} natürlicher

Zahlen mit

F (z + nk)→ ϕ1(z) kompakt auf C (k →∞) und

G(z + nk)→ ϕ2(z) kompakt auf C (k →∞).
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Dann gilt offensichtlich

F (z + nk)→ ϕ1(z) sphärisch kompakt auf C (k →∞),

und wegen Satz 1.2.18 auch

1

G(z + nk)
→ 1

ϕ2(z)
sphärisch kompakt auf C (k →∞).

Da die beiden Funktionen ϕ1 und ϕ2 keine gemeinsamen Nullstellen haben, folgt hieraus
schließlich

φ(z + nk) =
F (z + nk)

G(z + nk)
→ ϕ1(z)

ϕ2(z)
= f(z) sphärisch kompakt auf C (k →∞).

Da f ∈ M(C) beliebig war, ist die Folge {φ(z + n) : n ∈ N} dicht in (M(C), ρ), und
somit auch in (M∞(C), ρ).

Bemerkung 2.1.14. Mit dem gleichen Beweis wie zu Korollar 2.1.8 folgt, dass die
in obigem Beweis konstruierte Funktion φ auch die Eigenschaft hat, dass die Folge
{φ(z + n) : n ∈ N} für jedes Gebiet G ⊂ C dicht in (M∞(G), ρ) liegt.

2.2 Eigenschaften translationsuniverseller
Funktionen

Nachdem wir im vorigen Abschnitt die Existenz zweier Klassen translationsuniversel-
ler meromorpher Funktionen bewiesen haben, und sogar die Residualität der entspre-
chenden Mengen zeigen konnten, wollen wir nun die Eigenschaften solcher Funktionen
studieren. Hierbei können wir uns oftmals auf V-translationsuniverselle Funktionen be-
schränken, da nach Lemma 2.1.10 klar ist, dass die entsprechenden Aussagen dann auch
für translationsuniverselle Funktionen gelten.

Beachtet man, dass aus elementaren Eigenschaften der AC Kapazität folgt, dass mit
K ∈ V auch stets K + z0 = {w : w = z + z0, z ∈ K} eine Vitushkin Menge ist, so
erhalten wir leicht das folgende Resultat.

Lemma 2.2.1. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und z0 ∈ C ein
beliebiger Punkt.

(i) Ist φ1 ∈ UV
T ({λn}), so gilt auch φ1(·+ z0) ∈ UV

T ({λn}).

(ii) Ist φ2 ∈ UT ({λn}), so gilt auch φ2(·+ z0) ∈ UT ({λn}).
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Beweis. Es seien K1 und K2 kompakte Teilmengen von C mit K1 ∈ V, weiter seien
f1 ∈ A(K1) und f2 ∈M∞(C). Wir setzen

K̃1 := z0 +K1 und g1(z) := f1(z − z0),

sowie
K̃2 := z0 +K2 und g2(z) := f2(z − z0).

Es folgt zunächst K̃1 ∈ V und g1 ∈ A(K̃1), so dass nach Voraussetzung zu ε > 0 ein
N1 ∈ N existiert mit

max
K̃1

|φ1(w + λN1)− g1(w)| < ε.

Mit der Substitution z = w − z0 folgt hieraus

max
K1

|φ1(z + z0 + λN1)− g1(z + z0)| < ε,

und somit wegen g1(z + z0) = f1(z) die erste Behauptung.

Weiter existiert nach Voraussetzung zu ε > 0 ein N2 ∈ N mit

max
K̃2

d(φ2(w + λN2), g2(w)) < ε,

woraus auf die gleiche Weise mit der Substitution z = w − z0 wegen g2(z + z0) = f2(z)

die zweite Behauptung folgt.

Weiterhin können wir auf einfache Weise zeigen, dass mit φ auch die Funktion 1
φ
über

gewisse Universalitätseigenschaften verfügt.

Lemma 2.2.2. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen, weiter seien
φ1 ∈ UV

T ({λn}) und φ2 ∈ UT ({λn}). Dann gilt:

(i) Zu jedem K ∈ V und zu jedem f ∈ A(K) mit f(z) 6= 0 auf K existiert eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen, so dass gilt

1

φ1(z + λnk)
→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

(ii) Es gilt 1
φ2
∈ UT ({λn}).

Beweis. Zum Nachweis der ersten Aussage seien ein K ∈ V, ein f ∈ A(K) mit f(z) 6= 0

auf K, und ein ε > 0 gegeben. Setzen wir g(z) := 1
f(z)

, so erhalten wir g ∈ A(K) mit
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mg := minK |g(z)| > 0. Nach Voraussetzung existiert nun zu δ := min
{
mg
2
, ε

m2
g

2

}
ein

n0 ∈ N mit
max
K
|φ1(z + λn0)− g(z)| < δ.

Wegen maxK |φ1(z + λn0)− g(z)| < mg
2

folgt hieraus zunächst

min
K
|φ1(z + λn0)| ≥

mg

2
> 0,

so dass wir für jedes z ∈ K erhalten∣∣∣∣ 1

φ1(z + λn0)
− 1

g(z)

∣∣∣∣ =
|g(z)− φ1(z + λn0)|
|g(z)| |φ1(z + λn0)|

≤ 2

m2
g

|g(z)− φ1(z + λn0)| < ε.

Schließlich folgt maxK

∣∣∣ 1
φ1(z+λn0 )

− 1
g(z)

∣∣∣ < ε, und somit wegen 1
g

= f die Behauptung.

Zum Nachweis der zweiten Aussage seien ein beliebiges Kompaktum K ⊂ C und ein
f ∈M∞(C) gegeben. Dann ist die Funktion g := 1

f
ebenfalls aus M∞(C), so dass wegen

φ2 ∈ UT ({λn}) eine Folge natürlicher Zahlen {nk} existiert mit

max
K

d(φ2(z + λnk), g(z))→ 0 (k →∞).

Wegen d(z1, z2) = d( 1
z1
, 1
z2

) folgt hieraus

max
K

d

(
1

φ2(z + λnk)
,

1

g(z)

)
→ 0 (k →∞),

und somit wegen 1
g

= f die Behauptung.

Wir wollen jetzt auf die Frage eingehen, ob meromorphe Translationsuniversalität sich
auf Ableitungen überträgt. Im holomorphen Fall lässt sich leicht zeigen, dass jede Ablei-
tung einer translationsuniversellen Funktion ihrerseits auch universell ist. Das folgende
Lemma wird zeigen, dass diese Aussage für meromorphe Funktionen nicht gültig ist.

Lemma 2.2.3. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen, weiter sei
φ ∈ UV

T ({λn}) eine V-translationsuniverselle Funktion. Dann gilt:

(i) Die Funktion φ′ ist nicht V-translationsuniversell bezüglich {λn}, es gilt also
φ′ /∈ UV

T ({λn}).

(ii) Zu jedem j ∈ N0, zu jedem K ∈ M und zu jedem f ∈ A(K) existiert eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen mit

φ(j)(z + λnk)→ f(z) gleichmäßig auf K.
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Beweis. Wir zeigen zunächst die Aussage (i). Dazu setzen wir K := {z : |z| = 1} und
betrachten die Funktion f(z) := 1

z
. Offenbar gilt dann K ∈ V und f ∈ A(K). Nehmen

wir nun an, die meromorphe Funktion φ′ wäre V-translationsuniversell, so erhalten wir
die Existenz einer Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

φ′(z + λnk)→ f(z) =
1

z
gleichmäßig auf K (k →∞).

Aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz folgt hieraus∫
|z|=1

φ′(z + λnk) dz →
∫
|z|=1

1

z
dz = 2πi (k →∞).

Nach dem Residuensatz ist das linke Integral hierbei für jedes k gleich dem 2πi-fachen
der Summe der Residuen von φ′(z + λnk) an den Polstellen in {|z| < 1}. Da φ′(z + λnk)

für jedes k die Ableitung der meromorphen Funktion ϕk(z) := φ(z+ λnk) darstellt, sind
alle Residuen von φ′(z+λnk) gleich 0, so dass der Wert dieses Integrals für jedes k gleich
0 ist und wir einen Widerspruch erhalten.

Zum Nachweis von (ii) sei ein j ∈ N0, ein Kompaktum K ∈ M und eine Funktion
f ∈ A(K) gegeben. Nach dem Satz von Mergelian existiert zu ε > 0 ein Polynom p mit

max
K
|p(z)− f(z)| < ε

2
. (2.4)

Es sei nun P eine Stammfunktion der Ordnung j von p, das heißt P (j)(z) = p(z). Weiter
wählen wir ein Kompaktum H ∈ M, welches K ⊂ H◦ erfüllt. Nach Voraussetzung
existiert eine Folge {nk} mit

φ(z + λnk)→ P (z) gleichmäßig auf H (k →∞),

woraus die kompakte Konvergenz in H◦ folgt. Da diese Konvergenz sich auf alle Ablei-
tungen überträgt folgt schließlich, dass ein N ∈ N existiert mit

max
K

∣∣φ(j)(z + λN)− p(z)
∣∣ < ε

2
,

woraus mit (2.4) die Behauptung folgt.

Bemerkung 2.2.4.

(i) Aus der ersten Aussage können wir folgern, dass aus φ ∈ UT ({λn}) stets
φ′ /∈ UT ({λn}) folgt. Weiter hat der Beweis verdeutlicht, dass sogar φ′ /∈ UV

T gilt,
d.h. die Funktion φ′ kann bezüglich keiner unbeschränkten Folge V-translationsuni-
versell sein.
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(ii) Nach Lemma 1.3.3 ist die zweite Aussage äquivalent dazu, dass zu jedem j ∈ N0

und zu jeder ganzen Funktion f eine Folge {nk} natürlicher Zahlen existiert mit

φ(j)(z + λnk)→ f(z) kompakt auf C (k →∞).

(iii) Die zweite Aussage zeigt, dass auch die Ableitungen meromorpher V-translations-
universeller Funktionen φ über gewisse universelle Approximationseigenschaften
verfügen, allerdings geht die Möglichkeit der universellen Approximation auf Kom-
pakta K ∈ V beim Übergang von φ zu φ(j) verloren. Der obige Beweis der zweiten
Aussage hat allerdings verdeutlicht, dass es durchaus möglich ist, gewisse Funk-
tionen auf K ∈ V durch Translationen von φ(j) zu approximieren. Ist nämlich
f ∈ A(K) derart, dass eine Approximation von f auf K durch rationale Funk-
tionen möglich ist, welche in C eine Stammfunktion (der Ordnung j) besitzen, so
kann mit der gleichen Argumentation wie beim Beweis von (ii) gezeigt werden,
dass die Folge {φ(j)(z + λnk)} auf K gegen f konvergiert. Klar ist aber, dass auf
K ∈ V mit K /∈ M nie alle Funktionen aus A(K) durch Translationen von φ′

approximiert werden können, da in einem solchen Fall stets Funktionen aus A(K)

existieren, welche nur durch Funktionen approximierbar sind, deren Residuen nicht
alle gleich 0 sind, und welche somit in C keine Stammfunktion besitzen. Dass die
Universalität von φ beim Übergang zu φ(j) erhalten bleibt wenn man sich auf Kom-
pakta K ∈ M beschränkt, liegt also im Wesentlichen daran, dass nach dem Satz
von Mergelian in diesem Fall jedes f ∈ A(K) durch Polynome, und somit durch
Funktionen, welche in C eine Stammfunktion der Ordnung j besitzen, approximiert
werden kann.

(iv) Schließlich sei noch bemerkt, dass bei einer V-translationsuniversellen meromor-
phen Funktion φ offenbar nie alle Residuen gleich 0 sein können. Insbesondere
kann zu einer solchen Funktion also in C keine Stammfunktion existieren.

In den Arbeiten von Luh [36] und Grosse-Erdmann [21] wird die Existenz „holomorpher
Monster“ bewiesen, dies sind translationsuniverselle holomorphe Funktionen ϕ mit der
Eigenschaft, dass Ableitungen beliebiger Ordnung und gleichzeitig Stammfunktionen be-
liebiger Ordnung von ϕ ihrerseits auch translationsuniversell sind. Nach obigem Lemma
und der anschließenden Bemerkung ist klar, dass ein solches Ergebnis im meromorphen
Fall nicht gelten kann, da einerseits die Ableitungen universeller meromorpher Funktio-
nen nicht mehr universell sind, und andererseits Stammfunktionen noch nicht einmal
existieren. Die Existenz „meromorpher Monster“ ist folglich ausgeschlossen.

Im Folgenden werden wir weitere Aussagen über die Werteverteilung meromorpher trans-
lationsuniverseller Funktionen zusammenstellen. Dazu führen wir zunächst die folgende
Definition ein.
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Definition 2.2.5. Es sei {fn} eine Folge in C meromorpher Funktionen und w ∈ C̃.
Ein Punkt z0 ∈ C heißt w-Stellenhäufungspunkt von {fn}, wenn zu jeder Umgebung U
von z0 unendlich viele n ∈ N mit w ∈ fn(U) existieren. Wir schreiben Hw({fn}) für die
Menge aller w-Stellenhäufungspunkte von {fn}.
In den Sonderfällen w = 0 und w =∞ bezeichnen wir die entsprechenden Mengen auch
als die Menge der Nullstellen- bzw. die Menge der Polstellenhäufungspunkte von {fn}.

Bemerkung 2.2.6.

(i) Offenbar liegt ein Punkt z0 ∈ C genau dann in Hw({fn}), wenn eine Folge {zk}
in C mit zk → z0 und eine Folge {nk} in N mit nk → ∞ existieren, so dass
fnk(zk) = w für alle k ∈ N gilt. Man beachte, dass hierbei nicht zk 6= z0 gefordert
wird, somit gilt z0 ∈ Hw({fn}) auch dann, wenn für eine Folge {nk} in N mit
nk → ∞ gilt fnk(z0) = w für alle k ∈ N. Insbesondere muss daher die Menge der
w-Stellenhäufungspunkte einer Folge {fn} nicht mit der Menge der Häufungs-
punkte von {z : fn(z) = w für ein n ∈ N} übereinstimmen.

(ii) Weiter ist klar, dass Hw({fn}) stets eine abgeschlossene Teilmenge von C ist.

Im nächsten Satz wollen wir die Struktur der Menge Hw({fn}) untersuchen, wenn wir
Folgen {fn} = {φ(· + λn)} betrachten, wobei φ ∈ M(C) translationsuniversell ist. Wir
werden sehen, dass solche Funktionenfolgen in gewisser Weise eine „universelle Verteilung
von Häufungspunkten“ besitzen.

Satz 2.2.7. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈ UV
T ({λn})

eine V-translationsuniverselle Funktion. Dann existiert zu jedem w ∈ C̃ und zu jeder
abgeschlossenen Menge E ⊂ C eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

Hw({φ(z + λnk) : k ∈ N}) = E.

Beweis. Im Fall E = ∅ ist die Aussage klar. Es sei also ∅ 6= E ⊂ C eine abgeschlos-
sene Menge und es sei mE := inf{|z| : z ∈ E}. Wir werden im Folgenden zu w ∈ C̃
eine streng monoton wachsende Folge {nk} natürlicher Zahlen konstruieren, so dass
Hw({φ(z + λnk) : k ∈ N}) = E gilt. Dazu setzen wir n1 := 1 und nehmen an, dass für
ein k ≥ 2 die Zahlen n1, . . . , nk−1 bereits bekannt sind. Wir betrachten die Menge

Dk := {z : |z| ≤ mE + k},

welche offenbar ein Kompaktum aus M ist und E ∩ Dk 6= ∅ erfüllt. Wir überdecken
die kompakte Menge E∩Dk mit einer endlichen Anzahl offener Kreise Uk1, . . . , Ukvk mit
Radius 1

k+1
, so dass Ukj∩(E∩Dk) 6= ∅ für alle j ∈ {1, . . . , vk} gilt, und wählen paarweise

verschiedene Punkte zkj ∈ Ukj, wobei j = 1, . . . , vk.
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(i) Wir betrachten nun zunächst den Fall w ∈ C. Wir definieren die Funktionen

Pk(z) :=

vk∏
j=1

(z − zkj) und pk(z) := Pk(z) + w,

diese sind offensichtlich Polynome, welche in C exakt die Punkte zk1, . . . , zkvk als Null-
bzw. als w-Stellen haben. Nach Konstruktion sind diese Punkte alle im Inneren der Men-
ge Dk+1 enthalten. Wegen Dk+1 ∈ M und pk ∈ A(Dk+1) existiert nach Voraussetzung
eine Folge {ml} natürlicher Zahlen mit

ϕ(z + λml)→ pk(z) gleichmäßig auf Dk+1 (l→∞),

und somit auch

ϕ(z + λml)− w → Pk(z) gleichmäßig auf Dk+1 (l→∞). (2.5)

Wir setzen
εk := min

{
min

1≤i,j≤vk
i 6=j

|zki − zkj| ,
4

k + 1

}
.

Aus den Sätzen von Hurwitz und Rouché folgt, dass ein l0 ∈ N existiert, so dass für jedes
l > l0 die Funktion φ(z + λml) in Dk+1 an exakt vk Punkten ζ(l)

k1 , . . . , ζ
(l)
kvk

eine w-Stelle
besitzt, für welche gilt

max
j=1,...,vk

∣∣∣zkj − ζ(l)
kj

∣∣∣ < εk
2
.

Schließlich wählen wir ein festes l(k) > l0 mit ml(k) > nk−1 und setzen nk := ml(k). Auf
diese Weise erhalten wir unsere Folge {nk}.

Es sei nun z0 ∈ E ein beliebiger Punkt und es bezeichne Uδ(z0) := {z : |z − z0| < δ}
die δ-Umgebung von z0. Gemäß obiger Konstruktion der Folge {nk} hat die Funktion
φ(z + λnk) für jedes k > |z0| − mE eine w-Stelle in U 2

k+1
+
εk
2

(z0) ⊂ U 4
k+1

(z0). Hieraus
folgt, dass der Punkt z0 ein w-Stellenhäufungspunkt der Folge {φ(z + λnk) : k ∈ N} ist,
und da z0 ∈ E beliebig war, erhalten wir

E ⊂ Hw({φ(z + λnk) : k ∈ N}). (2.6)

Ist nun z1 ∈ Ec ein beliebiger Punkt und δ := dist(z1,E)
2

> 0, so gilt wiederum nach
Konstruktion von {nk}, dass φ(z + λnk) für jedes k > max{4

δ
, |z1| −mE} keine w-Stelle

in Uδ(z1) hat. Somit ist z1 kein w-Stellenhäufungspunkt der Folge {φ(z + λnk) : k ∈ N},
und wir erhalten

E ⊃ Hw({φ(z + λnk) : k ∈ N}). (2.7)

Aus (2.6) und (2.7) folgt die Behauptung für w ∈ C.
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(ii) Zum Nachweis der Aussage im Fall w = ∞ betrachten wir die rationale Funktion
Rk(z) :=

∑vk
j=1

1
z−zkj

, die in C exakt die Punkte zk1, . . . , zkvk als Polstellen hat, welche
nach Konstruktion alle im Inneren von Dk+1 enthalten sind. Wir setzen wieder

εk := min
{

min
1≤i,j≤vk
i 6=j

|zki − zkj| ,
4

k + 1

}
,

und definieren für j = 1, . . . , vk die folgenden Mengen

Bk
j :=

{
z : |z − zkj| <

εk
4

}
,

welche offenbar Bk
j ∩ Bk

i = ∅ für j 6= i erfüllen, zudem beachte man, dass Bk
j ⊂ Dk+1

für j = 1, . . . , vk gilt. Schließlich setzen wir Ck := Dk+1 \
⋃vk
j=1B

k
j . Es folgt Ck ∈ V und

Rk ∈ A(Ck), so dass nach Voraussetzung eine Folge {ml} natürlicher Zahlen existiert
mit

φ(z + λml)→ Rk(z) gleichmäßig auf Ck (l→∞).

Insbesondere erhalten wir für jedes (feste) j ∈ {1, . . . , vk}

φ(z + λml)→ Rk(z) gleichmäßig auf ∂Bk
j =

{
z : |z − zkj| =

εk
4

}
(l→∞),

und somit auch∫
∂Bkj

φ(z + λml) dz →
∫
∂Bkj

Rk(z) dz =

vk∑
p=1

∫
∂Bkj

1

z − zkp
dz =

∫
∂Bkj

1

z − zkj
= 2π i (l→∞).

Hieraus folgt, dass zu jedem j ∈ {1, . . . , vk} ein lj ∈ N existiert, so dass φ(z + λml) für
jedes l > lj eine Polstelle in {z : |z − zkj| < εk

4
} hat. Folglich existiert ein l0 ∈ N, so dass

φ(z+λml) für jedes l > l0 und für jedes j ∈ {1, . . . , vk} (mindestens) eine Polstelle in Bk
j ,

und keine Polstelle in Ck hat. Schließlich wählen wir ein festes l(k) > l0 mit ml(k) > nk−1

und setzen nk := ml(k). Auf diese Weise erhalten wir unsere Folge {nk}. Der Nachweis,
dass für diese Folge H∞({φ(z + λnk) : k ∈ N}) = E gilt, erfolgt auf analoge Weise wie
im Fall w ∈ C.

Bemerkung 2.2.8.

(i) Ist also φ eine translationsuniverselle Funktion, so besitzt die Funktionenfolge
{φ(z + λn) : n ∈ N} gewissermaßen eine universelle Verteilung von w-Stellen-
häufungspunkten, da zu jeder vorgegebenen abgeschlossenen Menge E ⊂ C eine
Teilfolge existiert, deren Menge der w-Stellenhäufungspunkte mit E übereinstimmt.
Diese Art der Universalität wurde erstmals von Gehlen und Luh untersucht, welche
in [17] Potenzreihen konstruierten, so dass die Folge ihrer Teilsummen eine uni-
verselle Verteilung von Nullstellenhäufungspunkten in obigem Sinne besitzt. Dieses
Ergebnis wurde später von Gehlen [16] noch erweitert.
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(ii) Der obige Beweis hat verdeutlicht, dass das Ergebnis keineswegs auf V-translations-
universelle Funktionen beschränkt ist. Insbesondere haben wir im Fall w ∈ C le-
diglich benötigt, dass mit der Folge {φ(z + λn)} gewisse Polynome auf kompakten
Mengen K ∈ M approximiert werden können. In diesem Fall bleibt das Ergebnis
also insbesondere für jede Funktionenfolge {fn} richtig, welche auf K ∈ M jedes
f ∈ A(K) approximieren kann.

Satz 2.2.9. Es sei {fn} ein Folge von Funktionen, so dass zu jedem K ∈ M

und zu jedem f ∈ A(K) eine Folge {mk} natürlicher Zahlen mit fmk(z) → f(z)

gleichmäßig auf K für k → ∞ existiert. Dann existiert zu jedem w ∈ C und zu
jeder abgeschlossenen Menge E ⊂ C eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

Hw({fnk(z) : k ∈ N}) = E.

Aus diesem Satz folgt insbesondere, dass das Ergebnis (im Fall w ∈ C) auch für
holomorphe translationsuniverselle Funktionen gilt. Zudem ist klar, dass Satz 2.2.7
auch für jede Ableitung von φ richtig bleibt. Im Fall w ∈ C folgt dies aus Satz 2.2.9,
da die Folge {φ(j)(z + λn)} nach Lemma 2.2.3 für jedes j ∈ N die benötigten Vor-
aussetzungen erfüllt. Für den Fall w = ∞ beachte man, dass die Polstellenmenge
von φ(j) mit der Polstellenmenge von φ übereinstimmt, somit gilt die Aussage auch
im Fall w =∞ für φ(j).

Mit Hilfe von Satz 2.2.7 können wir nun leicht weitere Aussagen über die Werteverteilung
translationsuniverseller Funktionen machen.

Korollar 2.2.10. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈
UV
T ({λn}) eine V-translationsuniverselle Funktion. Ferner sei j ∈ N0 fest. Dann gilt:

(i) Es ist Hw({φ(j)(z + λn) : n ∈ N}) = C für alle w ∈ C̃.

(ii) Für jedes z0 ∈ C liegt die Menge {φ(j)(z0 + λn) : n ∈ N} dicht in C.

(iii) Für jedes z0 ∈ C und jedes ε > 0 gilt

∞⋃
n=1

{φ(j)(z + λn) : z ∈ Uε(z0)} = C̃.

(iv) Die Funktion φ(j) nimmt jedes w ∈ C̃ an abzählbar vielen Stellen als Funktionswert
an.
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Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus Satz 2.2.7 und Bemerkung 2.2.8, wenn
wir E = C setzen.
Die zweite Aussage folgt aus der Approximationseigenschaft von φ(j). Ist nämlich z0 ∈ C
ein beliebiger Punkt und ζ ∈ C, so setzen wir K := {z0} und f(z) ≡ ζ. Dann gilt K ∈M

und f ∈ A(K), so dass wegen Lemma 2.2.3 eine Folge {nk} natürlicher Zahlen existiert
mit φ(j)(z + λnk)→ f(z) gleichmäßig auf K. Das bedeutet aber φ(j)(z0 + λnk)→ ζ und
da ζ beliebig war, folgt die Behauptung.
Zum Nachweis der dritten Aussage sei z0 ∈ C und w ∈ C̃ beliebig. Nach Aussage (i) gilt
z0 ∈ Hw({φ(j)(z + λn)}), so dass eine Folge {ζk} in Uε(z0) mit ζk → z0 und eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen existieren mit φ(j)(ζk + λnk) = w für alle k ∈ N. Da hierbei für
jedes k ∈ N gilt (ζk + λnk) ∈ Uε(z0 + λnk) folgt die Behauptung (iii). Weiter beachte
man, dass offenbar φ(j)(z) = w für alle z ∈ {z : z = ζk + λnk , k ∈ N} gilt, und da diese
Menge wegen der Beschränktheit der Folge {ζk} und der Unbeschränktheit der Folge
{λnk} abzählbar ist, folgt die vierte Aussage.

Bemerkung 2.2.11.

(i) Die zweite Aussage des obigen Korollars bedeutet, dass {φ(j)(z0 + λn) : n ∈ N}
jedem Wert aus C beliebig nahe kommt. Betrachten wir nun eine beliebig kleine
Umgebung Uε(z0) um z0, so besagt die dritte Aussage, dass das Bild der Menge⋃∞
n=1{Uε(z0) + λn} unter der Abbildung φ(j) gleich C̃ ist, in diesem Fall wird also

jeder Wert aus C̃ auch tatsächlich angenommen (sogar abzählbar oft).

(ii) Nach Lemma 2.1.10 gelten Satz 2.2.7 und Korollar 2.2.10 auch für φ ∈ UT ({λn}).

In unserem nächsten Ergebnis werden wir uns mit den Residuen translationsuniverseller
Funktionen beschäftigen. Aus Korollar 2.2.10 wissen wir, dass die Menge der Polstellen-
häufungspunkte von {φ(z + λn) : n ∈ N} mit C übereinstimmt, insbesondere hat jede
translationsuniverselle Funktion φ abzählbar viele Polstellen. Weiter ist nach Bemer-
kung 2.2.4 klar, dass nicht alle Residuen von φ gleich 0 sein können. Verschärfend zeigen
wir auf einfache Weise das folgende Ergebnis, hierbei bezeichnet Res(φ(z), z0) das Resi-
duum der Funktion φ an der Polstelle z0.

Satz 2.2.12. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann gilt:

(i) Ist φ ∈ UV
T ({λn}) eine V-translationsuniverselle Funktion, so existiert zu jedem

a ∈ C, zu jedem ε > 0 und zu jedem δ > 0 ein N := N(a, ε, δ) ∈ N, so dass gilt∣∣∣∣∣∣
p(N)∑
i=1

Res(φ(z), zi)− a

∣∣∣∣∣∣ < ε,

wobei z1, . . . , zp(N) die Polstellen von φ in Uδ(λN) := {z : |z − λN | < δ} sind.
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(ii) Ist φ ∈ UT ({λn}) eine translationsuniverselle Funktion, und bezeichnet Pφ die
Menge der Polstellen von φ, so liegt die Menge {Res(φ(z), w) : w ∈ Pφ} dicht in
C.

Beweis. Es sei zunächst φ ∈ UV
T ({λn}) eine V-translationsuniverselle Funktion. Weiter

sei a ∈ C× ein beliebiger Punkt. Wir betrachten die meromorphe Funktion f(z) := a
z

und das Vitushkin Kompaktum K := Kδ := {z : |z| = δ}. Nach Voraussetzung existiert
eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

φ(z + λnk)→
a

z
gleichmäßig auf K (k →∞).

Aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz folgt hieraus∫
K

φ(z + λnk) dz →
∫
K

a

z
dz (k →∞),

und somit

2πi

p(nk)∑
i=1

Res(φ(z + λnk), ζi)→ 2πi a (k →∞),

wobei ζ1, . . . , ζp(nk) die Polstellen von φ(z + λnk) in Uδ(0) sind. Man beachte, dass dann
ζ1 + λnk , . . . , ζp(nk) + λnk die Pole von φ(z) in Uδ(λnk) sind. Insbesondere existiert nun
ein k0 ∈ N mit ∣∣∣∣∣∣

p(nk0 )∑
i=1

Res(φ(z + λnk0 ), ζi)− a

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Setzen wir N := nk0 , so erhalten wir unter Beachtung der Gleichheit Res(φ(z+λN), ζi) =

Res(φ(z), ζi + λN) dass gilt∣∣∣∣∣∣
p(N)∑
i=1

Res(φ(z), ζi + λN)− a

∣∣∣∣∣∣ < ε.

Mit zi := ζi + λN für i = 1, . . . , p(N) folgt schließlich die Behauptung im Fall a 6= 0.
Offensichtlich gilt die Aussage dann aber auch für a = 0.

Zum Nachweis der zweiten Aussage sei φ ∈ UT ({λn}) eine translationsuniverselle Funk-
tion. Weiter sei a ∈ C× ein beliebiger Punkt und die Funktion f sei definiert durch
f(z) := a

z
. Nach Voraussetzung existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

φ(z + λnk)→
a

z
sphärisch kompakt auf C (k →∞), (2.8)
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so dass nach Satz 1.2.18 eine abgeschlossene Kreisscheibe K(0, r) := {z : |z| ≤ r}
existiert mit

max
K(0,r)

∣∣∣φ(z + λnk)−
a

z

∣∣∣→ 0 oder max
K(0,r)

∣∣∣∣ 1

φ(z + λnk)
− z

a

∣∣∣∣→ 0 für k →∞.

Im ersten Fall folgt Res(φ(z + λnk), 0) = Res(φ(z), λnk) = a für alle hinreichend großen
k ∈ N, und somit die Behauptung. Im zweiten Fall folgt die kompakte Konvergenz
im Inneren von K(0, r), so dass wir mit dem Satz von Hurwitz ein k0 ∈ N erhalten,
so dass die Funktion φ(z + λnk) für jedes k > k0 exakt eine einfache Polstelle pk in
K◦(0, r

2
) = {z : |z| < r

2
} hat. Weiter beachte man, dass aus (2.8) und Satz 1.2.17 folgt,

dass gilt

φ(z + λnk)→
a

z
gleichmäßig auf ∂K

(
0,
r

2

)
=
{
z : |z| = r

2

}
(k →∞),

woraus wir unmittelbar erhalten∫
∂K(0, r

2
)

φ(z + λnk) dz →
∫

∂K(0, r
2
)

a

z
dz (k →∞).

Beachten wir, dass das linke Integral hierbei für jedes k > k0 gleich 2πiRes(φ(z+λnk), pk)

ist, so folgt
2πiRes(φ(z + λnk), pk)→ 2πi a (k →∞).

Also gilt Res(φ(z+λnk), pk)→ a für k →∞, so dass wir unter Beachtung der Gleichheit
Res(φ(z + λnk), pk) = Res(φ(z), pk + λnk) schließlich mit wk := pk + λnk ∈ Pφ erhalten

Res(φ(z), wk)→ a (k →∞).

Da a ∈ C× hierbei beliebig war, folgt dass die Menge {Res(φ(z), w) : w ∈ Pφ} dicht in
C×, und somit auch in C ist.

Bemerkung 2.2.13.

(i) Insbesondere besagt die erste Aussage des obigen Satzes, dass V-translationsuniver-
selle meromorphe Funktionen stets die Eigenschaft haben, dass endliche Summen
ihrer Residuen dicht in C liegen. Funktionen welche dies nicht erfüllen, können
folglich nicht V-translationsuniversell sein. Als Beispiel betrachten wir meromorphe
Funktionen der Form f ′

f
, diese haben bekanntlich ausschließlich ganzzahlige Residu-

en und kommen daher gemäß Satz 2.2.12 als V-translationsuniverselle Funktionen
nicht in Frage.

(ii) Die zweite Aussage kann auch folgendermaßen formuliert werden. Ist φ ∈ M(C)

translationsuniversell mit der Polstellenmenge Pφ und ist g : Pφ → C definiert
durch g(w) := Res(φ(z), w), so liegt die Menge g(Pφ) dicht in C.
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(iii) Im Gegensatz zu den Ergebnissen aus Satz 2.2.7 und Korollar 2.2.10, bleibt das
obige Ergebnis beim Übergang zu φ′ nicht richtig, da in diesem Fall alle Residuen
gleich 0 sind.

2.3 Über Polstellen translationsuniverseller
Funktionen

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit den Polstellen translationsuniverseller
meromorpher Funktionen. So werden wir etwa sehen, dass es bei solchen Funktionen
möglich ist, sowohl die Lage als auch die Ordnung der Pole gewissermaßen vorzuschrei-
ben. Insbesondere werden wir dadurch in der Lage sein, zu zeigen, dass die Menge UV

T

nicht mit der Menge UT übereinstimmt.

2.3.1 Funktionen mit vorgeschriebenen Polstellen

Wir werden im Folgenden V-translationsuniverselle meromorphe Funktionen konstruie-
ren, bei denen ein gewisser Anteil der Polstellen vorgeschrieben werden kann, das gleiche
gilt für die zugehörigen Hauptteile. Alle weiteren Polstellen ergeben sich aus der Beweis-
konstruktion. Zum Beweis dieses Ergebnisses werden wir den Satz von Mittag-Leffler,
sowie den Satz von Nersesian über tangentielle Approximation benutzen. Wir führen
zunächst einmal folgende Begriffe ein.

Definition 2.3.1. Es sei E ⊂ C eine abgeschlossene Menge.

(i) Eine auf E definierte, positive und stetige Funktion ε(z) nennen wir Fehlerfunktion.

(ii) Wir sagen E sei eine Carleman-Menge, wenn jedes f ∈ A(E) auf E tangentielle
Approximation durch ganze Funktionen zulässt, d.h. wenn zu jedem f ∈ A(E) und
jeder Fehlerfunktion ε(z) eine ganze Funktion g(z) existiert mit

|f(z)− g(z)| < ε(z) für alle z ∈ E.

Der Satz von Nersesian [47] aus dem Jahre 1971 liefert eine vollständige Charakterisie-
rung der Carleman-Mengen.

Satz 2.3.2 (Nersesian, 1971). Es sei E ⊂ C eine abgeschlossene Menge. Dann sind
folgende Aussagen äquivalent:

(i) Die Menge E ist eine Carleman-Menge.
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(ii) Die Menge E besitzt folgende Eigenschaften:

• C̃ \ E ist zusammenhängend.

• C̃ \ E ist an ∞ lokal zusammenhängend.

• Zu jeder kompakten Teilmenge K ⊂ C existiert eine Umgebung U von ∞, so
dass keine Zusammenhangskomponente von E◦ gleichzeitig K und U trifft.

Diesen Satz werden wir später zur Konstruktion universeller Funktion verwenden. Zu-
nächst aber beweisen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.3.3. Es sei E ⊂ C eine Carleman-Menge und f eine Funktion aus M(E).
Weiter seien {zn} eine Folge paarweise verschiedener Zahlen in C \ E ohne Häufungs-
punkt in C, und {Pn} eine Folge von Polynomen mit Pn(0) = 0 für alle n.
Dann existiert zu jeder auf E definierten Fehlerfunktion ε(z) eine meromorphe Funktion
ϕ ∈M(C) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Sind {ζm} die Polstellen von f auf E und {Hm} die zugehörigen Hauptteile, so
gilt dies auch für ϕ.

(ii) Die Funktion ϕ hat für jedes n ∈ N eine Polstelle an zn mit dem Hauptteil
Pn

(
1

z−zn

)
.

(iii) Für z /∈ ({ζm : m ∈ N} ∪ {zn : n ∈ N}) hat ϕ an z keinen Pol.

(iv) Es gilt |f(z)− ϕ(z)| < ε(z) für alle z ∈ E.

Beweis. Da die Menge {zn : n ∈ N} ∪ {ζm : m ∈ N} keinen Häufungspunkt in C hat,
existiert nach dem Satz von Mittag-Leffler eine meromorphe Funktionm ∈M(C), welche
exakt die Polstellen {zn} und {ζm} mit den zugehörigen Hauptteilen

{
Pn

(
1

z−zn

)}
bzw.

{Hm} hat. Man beachte, dass die Funktionm hierbei bis auf eine additive ganze Funktion
eindeutig bestimmt ist.
Für z ∈ E betrachten wir nun die Funktion

h(z) := f(z)−m(z),

diese ist holomorph auf E, so dass insbesondere h ∈ A(E) gilt. Da E nach Voraussetzung
eine Carleman-Menge ist, existiert zu jeder Fehlerfunktion ε(z) eine ganze Funktion
l ∈ H(C), so dass gilt

|h(z)− l(z)| < ε(z) für alle z ∈ E.

Mit dieser Funktion l setzen wir nun

ϕ(z) := m(z) + l(z).
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Es folgt, dass ϕ aus M(C) ist, und da l eine ganze Funktion ist, hat ϕ exakt die gleichen
Polstellen und Hauptteile wie m, so dass die ersten drei Aussagen des Satzes gelten.
Weiter gilt für z ∈ E

|f(z)− ϕ(z)| = |f(z)−m(z)− l(z)|
= |h(z)− l(z)|
< ε(z),

so dass die Behauptung folgt.

Weiterhin führen wir noch die folgende Definition ein.

Definition 2.3.4. Wir nennen eine Folge {rn} rationaler Funktionen eine V-Folge,
wenn zu jedem K ∈ V, jedem f ∈ A(K) und jedem ε > 0 ein N ∈ N existiert, so dass
gilt

max
K
|f(z)− rN(z)| < ε.

Mit Hilfe des obigen Lemmas 2.3.3 können wir nun das bereits erwähnte Ergebnis be-
weisen, und eine V-translationsuniverselle Funktion konstruieren, bei der ein gewisser
Anteil der Polstellen, sowie die zugehörigen Hauptteile vorgeschrieben werden können.
Die restlichen Polstellen ergeben sich in natürlicher Weise aus der Beweiskonstruktion.

Satz 2.3.5. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen, so dass eine Folge
paarweise disjunkter, abgeschlossener Kreisscheiben Dn mit Mittelpunkt λn und Radius
dn existiert, wobei dn < dn+1 → ∞ für n → ∞ gilt. Ferner seien {zn} eine Folge
paarweise verschiedener Zahlen in C \

⋃∞
n=1Dn ohne Häufungspunkt in C, und {Pn}

eine Folge von Polynomen mit Pn(0) = 0 für jedes n. Schließlich sei {rn} eine V-Folge
rationaler Funktionen.
Dann existiert eine meromorphe Funktion φ ∈M(C) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Für jedes n ∈ N hat φ in Dn exakt die gleichen Polstellen und Hauptteile wie die
Funktion rn(z − λn).

(ii) Die Funktion φ hat für jedes n ∈ N eine Polstelle an zn mit dem Hauptteil
Pn

(
1

z−zn

)
.

(iii) Die Funktion φ hat keine weiteren Polstellen.

(iv) Die Funktion φ ist V-translationsuniversell bezüglich {λn}.
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Beweis. Wir betrachten die abgeschlossene Menge E :=
⋃∞
n=1Dn, welche nach Satz 2.3.2

eine Carleman-Menge ist. Auf dieser Menge definieren wir die folgenden Funktionen

g(w) := rn(w − λn) für w ∈ Dn,

ε(w) :=
1

n
für w ∈ Dn.

Die Funktion g liegt dann in M(E), weiter ist ε eine auf E definierte Fehlerfunktion.
Nach Lemma 2.3.3 existiert eine meromorphe Funktion φ ∈ M(C), für welche die drei
ersten Aussagen des Satzes gelten, und welche zusätzlich erfüllt

|g(w)− φ(w)| < ε(w) für alle w ∈ E.

Folglich gilt für jedes n ∈ N

max
Dn
|rn(w − λn)− φ(w)| < 1

n
,

woraus wir mit der Substitution z = w − λn erhalten

max
{|z|≤dn}

|rn(z)− φ(z + λn)| < 1

n
.

Da {rn} nach Voraussetzung eine V-Folge ist, folgt die letzte Aussage des Satzes nun
auf analoge Weise wie im Beweis zu Satz 2.1.2.

Bemerkung 2.3.6.

(i) Man beachte, dass die an die Folge {λn} gestellte Bedingung in obigem Satz kei-
ne Einschränkung darstellt, da jede unbeschränkte Folge eine Teilfolge mit den
gewünschten Eigenschaften besitzt. Folglich besitzt jede unbeschränkte Folge eine
Teilfolge, für welche die Aussage des Satzes gilt.

(ii) Weiter ist klar, dass es möglich ist, keine oder nur endlich viele Polstellen zn vor-
zuschreiben. Zudem beachte man, dass das Vorschreiben von Hauptteilen natürlich
insbesondere das Vorschreiben der Ordnung und des Residuums an der jeweiligen
Polstelle beinhaltet.

(iii) Nach Lemma 1.2.8 ist jede Abzählung der Menge R eine V-Folge, und somit eine
mögliche Wahl für die Folge {rn} in obigem Satz.

(iv) Schließlich sei noch bemerkt, dass wir die universelle Funktion in obigem Satz ohne
die Verwendung von Lemma 1.2.10 konstruiert haben. Folglich kann die Existenz
V-translationsuniverseller meromorpher Funktionen auch durch eine Kombination
der Sätze von Mittag-Leffler und Nersesian bewiesen werden.
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Somit ist gezeigt, dass zu einer vorgegebenen Folge {zn}, welche gewisse Bedingungen
erfüllt, stets eine V-translationsuniverselle Funktion φ existiert, die an jedem zn eine
Polstelle besitzt. Zudem können die Hauptteile, und somit auch die Ordnung dieser Pole
vorgegeben werden. Der Beweis hat allerdings verdeutlicht, dass die Funktion φ noch
weitere Polstellen besitzt. Dies sind die Polstellen der rationalen Funktionen rn(z − λn)

auf den Kreisscheiben Dn, diese werden in gewisser Weise für die universelle Approxima-
tionseigenschaft von φ benötigt, und wir können deren Lage nicht im Voraus festlegen.
Somit ist es nicht möglich, die Lage aller Polstellen von φ vorzuschreiben. Im nächsten
Abschnitt werden wir jedoch sehen, dass die Ordnung der Polstellen der Funktionen rn
durch eine geeignete Wahl der V-Folge {rn} in Satz 2.3.5 kontrollierbar ist. Beschrän-
ken wir uns also beim Vorschreiben auf die Polstellenordnung, so können wir Aussagen
machen, welche für alle Pole von φ gelten.

2.3.2 Folgerungen

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass bei V-translationsuniversellen Funktio-
nen ein Teil der Polstellen unter gewissen Einschränkungen frei wählbar ist, allerdings
wurde auch klar, dass dies nie für alle Polstellen gelten kann. Im Folgenden werden
wir V-translationsuniverselle Funktionen mit vorgeschriebener Polstellenordnung kon-
struieren, wobei dies für alle Pole gilt. Als äußerst interessante Folgerung werden wir
erhalten, dass die Mengen UV

T und UT nicht identisch sind. Von großer Wichtigkeit wird
hierbei ein Lemma sein, welches eine Verschärfung von Lemma 1.2.8 darstellt. Zu seiner
Formulierung führen wir zunächst die folgenden Mengen ein.

Definition 2.3.7. Es sei M ∈ N eine natürliche Zahl. Wir definieren folgende Teilmen-
gen von R

R′ := {r ∈ R : alle Polstellen von r sind von erster Ordnung} ,
RM := {r ∈ R : alle Polstellen von r sind von der Ordnung ≥M} .

Man beachte, dass sowohl P ⊂ R′ als auch P ⊂ RM gilt, da jedes r ∈ P überhaupt keine
Polstellen besitzt. Wir kommen nun zu dem bereits oben erwähnten Lemma, welches
besagt, dass Abzählungen der Mengen R′ und RM jeweils V-Folgen sind.

Lemma 2.3.8. Es sei K ∈ V ein beliebiges Kompaktum und f ∈ A(K). Dann gilt:

(i) Zu jedem ε > 0 existiert ein r ∈ R′ mit

max
K
|f(z)− r(z)| < ε.
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(ii) Zu jedem M ∈ N und zu jedem ε > 0 existiert ein r ∈ RM mit

max
K
|f(z)− r(z)| < ε.

Beweis. Wir zeigen zunächst die erste Aussage. Es seien dazu ein K ∈ V, eine Funktion
f ∈ A(K) und ein ε > 0 vorgegeben. Nach dem Satz von Vitushkin existiert eine
rationale Funktion R̃ mit Polen in Kc, so dass gilt

max
K

∣∣∣f(z)− R̃(z)
∣∣∣ < ε

4
.

Da hierbei R̃ ∈ H(K) gilt, existiert nach dem Satz von Runge eine rationale Funktion
R, welche nur einfache Polstellen in Kc besitzt, und welche maxK

∣∣∣R̃(z)−R(z)
∣∣∣ < ε

4
,

und somit insbesondere
max
K
|f(z)−R(z)| < ε

2
(2.9)

erfüllt. Es sei R = P
Q

mit Polynomen P und Q, welche keine gemeinsamen Nullstellen
haben. Die Polstellen von R sind die Nullstellen von Q, diese sind alle einfach und liegen
in Kc, wir bezeichnen sie im Folgenden mit ζ1, . . . , ζm. Nun setzen wir

mQ := min
K
|Q(z)| > 0, MP := max

K
|P (z)| , MQ := max

K
|Q(z)| .

Weiter wählen wir ein Kompaktum D ∈ M mit K ⊂ D und ζi ∈ D◦ für i = 1, . . . ,m.
Dann existieren Folgen von Polynomen {Pn} und {Qn} in P mit grad(Pn) = grad(P )

und grad(Qn) = grad(Q) = m für alle n, so dass gilt

Pn(z)→ P (z) gleichmäßig auf D (n→∞),

Qn(z)→ Q(z) gleichmäßig auf D (n→∞).
(2.10)

Da diem Nullstellen von Q alle einfach und somit paarweise verschieden sind, und zudem
alle inD◦ enthalten sind, folgt mit dem Satz von Hurwitz angewendet auf die Folge {Qn},
dass die Polynome Qn für alle hinreichend großen n ∈ N in D exakt m Nullstellen haben,
welche zudem paarweise verschieden sind. Wegen grad(Qn) = m folgt zudem, dass Qn

keine weiteren Nullstellen hat. Wegen (2.10) erhalten wir nun insgesamt, dass ein N ∈ N
existiert, so dass die Polynome PN , QN ∈ P folgende Eigenschaften haben:

• maxD |P (z)− PN(z)| < m2
Q

2
1
MQ

ε
4
,

• maxD |Q(z)−QN(z)| < min
{
mQ
2
,
m2
Q

2
1
MP

ε
4

}
,

• QN hat nur einfache Nullstellen.
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Wegen maxK |Q(z)−QN(z)| ≤ maxD |Q(z)−QN(z)| < mQ
2

und |Q(z)| ≥ mQ für alle
z ∈ K, gilt weiterhin

min
K
|QN(z)| ≥ mQ

2
> 0.

Für die Funktion RN := PN
QN
∈ R′ gilt nun für alle z ∈ K

|R(z)−RN(z)| =
∣∣∣∣P (z)

Q(z)
− PN(z)

QN(z)

∣∣∣∣
=
|P (z)QN(z)− PN(z)Q(z)|

|Q(z)| |QN(z)|

≤ 2

m2
Q

|P (z)QN(z)− P (z)Q(z) + P (z)Q(z)− PN(z)Q(z)|

≤ 2

m2
Q

(|P (z)| |Q(z)−QN(z)|+ |Q(z)| |P (z)− PN(z)|)

<
2

m2
Q

(
MP

m2
Q

2

1

MP

ε

4
+MQ

m2
Q

2

1

MQ

ε

4

)
=
ε

2
.

Es folgt maxK |R(z)−RN(z)| < ε
2
, so dass wir mit (2.9) insgesamt erhalten

max
K
|f(z)−RN(z)| < ε,

und somit wegen RN ∈ R′ die Behauptung.

Zum Nachweis der zweiten Aussage seien ein K ∈ V, eine Funktion f ∈ A(K), eine
natürliche Zahl M sowie ein ε > 0 gegeben. Nach Lemma 1.2.8 existiert eine rationale
Funktion r1 = p1

q1
∈ R, wobei p1 und q1 keine gemeinsamen Nullstellen haben, so dass

gilt
max
K
|f(z)− r1(z)| < ε

2
.

Hierbei liegen alle Pole von r1, das heißt alle Nullstellen von q1, in Kc. Daher ist die
Funktion 1

qM1 (z)
auf K holomorph, und es folgt

0 < c := max
K

∣∣∣∣ 1

qM1 (z)

∣∣∣∣ <∞.
Wir wählen nun ein a ∈ Q mit a > 0, so dass a c < ε

2
gilt und setzen

r(z) := r1(z) +
a

qM1 (z)
=
qM−1
1 (z) p1(z) + a

qM1 (z)
.
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Offenbar gilt dann r ∈ RM und es folgt

max
K
|f(z)− r(z)| = max

K

∣∣∣∣f(z)− r1(z)− a

qM1 (z)

∣∣∣∣
≤ max

K
|f(z)− r1(z)|+ a max

K

∣∣∣∣ 1

qM1 (z)

∣∣∣∣
< ε,

woraus wir die Behauptung erhalten.

Mit diesem Lemma und Satz 2.3.5 können wir nun leicht die Existenz V-translationsuni-
verseller Funktionen mit vorgeschriebener Polstellenordnung beweisen.

Satz 2.3.9. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann gilt:

(i) Es existiert eine V-translationsuniverselle Funktion φ ∈ UV
T ({λn}), welche aus-

schließlich Polstellen erster Ordnung besitzt.

(ii) Zu jedemM ∈ N existiert eine V-translationsuniverselle Funktion φM ∈ UV
T ({λn}),

welche nur Polstellen der Ordnung ≥ M besitzt. Insbesondere existieren V-trans-
lationsuniverselle Funktionen, welche keine Polstellen erster Ordnung haben.

Beweis. Wir können ohne Einschränkung annehmen, dass eine Folge paarweise disjunk-
ter, abgeschlossener Kreisscheiben Dn mit Mittelpunkt λn und Radius dn existiert, so
dass dn < dn+1 → ∞ für n → ∞ gilt. Es sei nun M ∈ N fest, weiter seien {r′n} und
{r(M)

n } Abzählungen der in Definition 2.3.7 eingeführten Mengen R′ und RM . Nach Lem-
ma 2.3.8 sind diese Abzählungen V-Folgen. Wir wenden nun Satz 2.3.5 für diese Folgen
an, wobei wir {zn : n ∈ N} = ∅ und {Pn : n ∈ N} = ∅ setzen, und erhalten Funktionen
φ ∈M(C) und φM ∈M(C) mit den folgenden Eigenschaften:

• Für jedes n ∈ N hat φ in Dn exakt die gleichen Polstellen und Hauptteile wie
die Funktion r′n(z − λn), diese sind nach Definition der Menge R′ alle von erster
Ordnung.

• Für jedes n ∈ N hat φM in Dn exakt die gleichen Polstellen und Hauptteile wie
die Funktion r(M)

n (z − λn), diese sind nach Definition der Menge RM alle von der
Ordnung ≥M .

• Die Funktionen φ und φM besitzen keine weiteren Polstellen.

• Die Funktionen φ und φM sind V-translationsuniversell bezüglich {λn}.

Damit ist der Satz bewiesen.
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Bemerkung 2.3.10. In obigem Beweis haben wir Satz 2.3.5 mit {zn : n ∈ N} = ∅ an-
gewendet. Es ist klar, dass man in diesem Beweisschritt auch noch zusätzliche Polstellen
zn vorschreiben könnte, wobei die Folge {zn} gemäß Satz 2.3.5 zu wählen ist.

Somit ist gezeigt, dass bei einer V-translationsuniversellen Funktion die Ordnung der
Polstellen in gewisser Weise vorgeschrieben werden kann, wobei dies dann für alle Pole
der Funktion gilt. Interessanterweise werden wir dadurch nun beweisen können, dass die
Menge der V-translationsuniversellen Funktionen und die Menge der translationsuniver-
sellen Funktionen nicht identisch sind. Dies wird leicht aus dem nächsten Lemma folgen,
welches im Wesentlichen besagt, dass bei translationsuniversellen Funktionen die Ord-
nung der Polstellen nicht im Sinne von Satz 2.3.9 vorgeschrieben werden kann.

Lemma 2.3.11. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈
UT ({λn}) eine translationsuniverselle Funktion. Dann besitzt φ abzählbar viele Polstellen
erster Ordnung.

Beweis. Aus Lemma 2.2.2 folgt 1
φ
∈ UT ({λn}), so dass eine Folge {nk} natürlicher Zahlen

existiert mit
1

φ(z + λnk)
→ f(z) := z sphärisch kompakt auf C,

und somit wegen Satz 1.2.17 insbesondere

1

φ(z + λnk)
→ z gleichmäßig auf D = {z : |z| ≤ 1}.

Hieraus folgt die kompakte Konvergenz in D, so dass nach dem Satz von Hurwitz ein
k0 ∈ N existiert, so dass die Funktion 1

φ(z+λnk )
für jedes k > k0 in D exakt eine einfache

Nullstelle besitzt. Folglich hat die Funktion φ(z + λnk) für jedes solche k exakt eine
einfache Polstelle pk in D. Somit erhalten wir schließlich, dass φ für jedes k > k0 eine
Polstelle erster Ordnung an ζk := pk + λnk hat. Wegen der Beschränktheit der Folge
{pk}k>k0 und der Unbeschränktheit der Folge {λnk}k>k0 ist die Menge {ζk : k > k0}
abzählbar, so dass die Behauptung folgt.

Mit diesem Lemma und Satz 2.3.9 folgt nun unmittelbar das folgende Ergebnis.

Satz 2.3.12. Es existieren V-translationsuniverselle Funktionen, welche nicht trans-
lationsuniversell sind. Insbesondere gilt also UV

T 6= UT .

Beweis. Nach Satz 2.3.9 existieren zu jeder unbeschränkten Folge Funktionen, welche
V-translationsuniversell sind und keine Polstellen erster Ordnung besitzen. Diese Funk-
tionen können gemäß Lemma 2.3.11 nicht translationsuniversell sein.
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Bemerkung 2.3.13.

(i) Die obigen Ergebnisse haben verdeutlicht, dass Translationsuniversalität in gewis-
ser Weise stärkere Bedingungen an die Polstellen der universellen Funktionen stellt
als V-Translationsuniversalität. Dies lässt sich dadurch erklären, dass wir mit ei-
ner V-translationsuniversellen Funktion φ stets Funktionen f ∈ A(K) approxi-
mieren, wobei K ∈ V ist. Nach dem Satz von Vitushkin ist dies im Wesentlichen
äquivalent dazu, auf K rationale Funktionen r mit Polen außerhalb von K zu ap-
proximieren. Aus diesem Grund muss das Verhalten von φ „nahe der Polstellen“
nur bedingt mit dem Verhalten von r „nahe der Polstellen“ übereinstimmen. Wie
in den obigen Ergebnissen gezeigt, kann sich hierbei insbesondere die Ordnung der
Pole von φ von der Ordnung der Pole von r unterscheiden. So kann etwa die
Funktion 1

z
nach Satz 2.3.9 und Lemma 2.1.3 kompakt auf C \ {0} durch eine

V-translationsuniverselle Funktion approximiert werden, welche keine einfachen
Pole hat.
Im Falle der Translationsuniversalität ist dies nicht mehr gültig. Da wir in diesem
Fall meromorphe Funktionen auf beliebigen Kompakta, und somit insbesondere auf
solchen, auf denen sie Polstellen haben, (sphärisch) approximieren, müssen die
Pole der approximierenden universellen Funktion φ gewisse Bedingungen erfüllen.
So ist es etwa zur sphärisch kompakten Approximation von 1

z
notwendig, dass φ

einfache Polstellen besitzt.

(ii) Eine weitere interessante Folgerung aus Satz 2.3.12 ist, dass es eine Klasse me-
romorpher Funktionen gibt, welche in gewisser Weise zwischen den holomorphen
translationsuniversellen und den meromorphen translationsuniversellen Funktio-
nen liegt, dies ist die Klasse der Funktionen, welche V-translationsuniversell aber
nicht translationsuniversell sind. Diese erfüllen insbesondere die Approximations-
eigenschaft holomorpher translationsuniverseller Funktionen, das heißt sie besitzen
die Eigenschaft, dass auf jedem K ∈M jede Funktion aus A(K) gleichmäßig durch
geeignete Translationen approximiert werden kann. Da sie diese Eigenschaft sogar
für alle K ∈ V besitzen, sind diese Funktionen „echt stärker“ als die holomorphen
translationsuniversellen Funktionen. Andererseits liegt die Folge der Translationen
nicht dicht in (M∞(C), ρ), so dass diese Funktionen gleichzeitig „echt schwächer“
als meromorphe translationsuniverselle Funktionen sind.

In Satz 2.3.12 haben wir gesehen, dass die Menge UV
T\UT nicht leer ist. Unter Verwendung

von Lemma 2.2.1 können wir noch leicht das folgende Ergebnis beweisen, welches eine
gewisse Aussage über die Größe der Menge UV

T \ UT macht.

Satz 2.3.14. Es sei f ∈ M(C) eine meromorphe Funktion. Dann existiert eine Folge
meromorpher Funktionen φk, so dass gilt:
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(i) Für jedes k ∈ N gilt φk ∈ UV
T \UT , das heißt die Funktionen φk sind V-translations-

universell, aber nicht translationsuniversell.

(ii) Es gilt
φk(z)→ f(z) kompakt auf C \ Pf (k →∞),

wobei Pf die Menge der Polstellen von f bezeichnet.

Insbesondere existiert zu jeder ganzen Funktion f eine Folge meromorpher Funktionen
{φk} in UV

T \ UT , welche für k →∞ kompakt auf C gegen f konvergiert.

Beweis. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Nach Satz 2.3.9 exis-
tiert dann eine meromorphe Funktion φ, welche V-translationsuniversell bezüglich {λn}
ist und keine Pole erster Ordnung besitzt. Gemäß Lemma 2.3.11 gilt also φ ∈ UV

T \ UT .
Für jedes n ∈ N betrachten wir nun die meromorphe Funktion

ϕn(z) := φ(z + λn),

welche nach Lemma 2.2.1 ebenfalls V-translationsuniversell ist. Zudem ist klar, dass
jedes ϕn ausschließlich Pole der Ordnung ≥ 2 besitzt, so dass ϕn ∈ UV

T \ UT für alle
n ∈ N gilt.
Ist nun f ∈ M(C) eine beliebige meromorphe Funktion, so existiert nach Lemma 2.1.3
eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

φ(z + λnk)→ f(z) kompakt auf C \ Pf (k →∞).

Mit φk(z) := ϕnk(z) folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.3.15. Es ist klar, dass die Menge UV
T \ UT nicht residual in M∞(C)

sein kann. Dies folgt unmittelbar aus der Beobachtung, dass die Menge UT , welche nach
Satz 2.1.7 residual ist, im Komplement von UV

T \ UT enthalten ist.
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Kapitel 3

Streckungsuniverselle meromorphe
Funktionen

Im vorigen Kapitel haben wir uns mit translationsuniversellen Funktionen beschäftigt,
also mit Funktionen, bei denen die Folge ihrer Translationen bezüglich einer unbe-
schränkten Folge universelle Approximationseigenschaften besitzt. Ausgangspunkt für
die folgenden Untersuchungen ist der bereits in Kapitel 1 erwähnte Satz 1.3.4 von Zappa,
welcher die Existenz einer streckungsuniversellen ganzen Funktion beweist, d.h. einer
Funktion ϕ ∈ H(C) mit der Eigenschaft, dass die Folge ihrer Streckungen bezüglich
einer unbeschränkten Folge für jedes K ∈ M mit 0 /∈ K dicht in A(K) ist. In diesem
Kapitel wird dieses Ergebnis auf meromorphe Funktionen erweitert und die Existenz
streckungsuniverseller meromorpher Funktionen bewiesen. Zudem werden wir einige Ei-
genschaften solcher Funktionen zusammenstellen. Es sei noch bemerkt, dass, im Gegen-
satz zu translationsuniversellen Funktionen, meromorphe streckungsuniverselle Funktio-
nen in der Literatur bisher nicht behandelt wurden.

3.1 Konstruktive und generische Existenzbeweise

In diesem Abschnitt werden wir die Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funk-
tionen nachweisen, wobei wir wieder sehen werden, dass hierzu verschiedene Beweistech-
niken verwendet werden können. Zunächst aber wollen wir in Analogie zu Definition 2.1.1
festhalten, was genau unter meromorphen streckungsuniversellen Funktionen zu verste-
hen ist.

Definition 3.1.1. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen.

(i) Eine meromorphe Funktion φ ∈ M(C) nennen wir V-streckungsuniversell (bezüg-
lich der Folge {λn}), wenn zu jedem K ∈ V mit 0 /∈ K und zu jedem f ∈ A(K)
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eine Folge {nk} natürlicher Zahlen existiert, so dass gilt

φ(z λnk)→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Die Menge aller Funktionen, welche V-streckungsuniversell bezüglich der Folge
{λn} sind, bezeichnen wir mit UV

S({λn}). Die Menge aller V-streckungsuniversellen
Funktionen bezeichnen wir mit UV

S .

(ii) Eine meromorphe Funktion φ ∈ M(C) nennen wir streckungsuniversell (bezüglich
der Folge {λn}), wenn die Folge {φ(z λn) : n ∈ N} dicht in (M∞(C×), ρ) ist, d.h.
wenn zu jedem f ∈M∞(C×) eine Folge {nk} natürlicher Zahlen existiert, so dass
gilt

φ(z λnk)→ f(z) sphärisch kompakt auf C× (k →∞).

Die Menge aller Funktionen, welche streckungsuniversell bezüglich der Folge {λn}
sind, bezeichnen wir mit US({λn}). Die Menge aller streckungsuniversellen Funk-
tionen bezeichnen wir mit US.

Wiederum ist klar, dass UV
S({λn}) ⊂ UV

S und US({λn}) ⊂ US gilt. Zudem existiert
zu jedem φ ∈ UV

S (bzw. US) eine unbeschränkte Folge {λn} mit φ ∈ UV
S({λn}) (bzw.

US({λn})).

3.1.1 Konstruktiver Ansatz

In unserem ersten Satz werden wir auf konstruktive Weise die Existenz V-streckungs-
universeller Funktionen nachweisen. Wir werden sogar sehen, dass die Menge UV

T ∩ UV
S

nicht leer ist, dass also Funktionen existieren, welche gleichzeitig V-translationsuniversell
und V-streckungsuniversell sind.

Satz 3.1.2. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann existiert eine
meromorphe Funktion φ ∈M(C) mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Die Funktion φ ist V-translationsuniversell bezüglich {λn}.

(ii) Die Funktion φ ist V-streckungsuniversell bezüglich {λn}.

Insbesondere gilt also UV
T ∩ UV

S 6= ∅.

Beweis. Zunächst einmal betrachten wir für jedes k ∈ N die folgenden Mengen

Dk := {z : |z| ≤ k} und Fk :=

{
z :

1

k
≤ |z| ≤ k + 1

}
.
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Da die Folge {λn} unbeschränkt ist, können wir Teilfolgen {λnk} und {λmk} so wählen,
dass für jedes k ∈ N gilt

|λnk |+ k < |λmk |
1

k
und |λmk | (k + 1) <

∣∣λnk+1

∣∣− (k + 1).

Setzen wir nun für k ∈ N

Ak := λnk +Dk und Bk := λmk Fk,

so gilt gemäß unserer Wahl der Folgen {λnk} und {λmk} für alle k ∈ N

∅ = Ak ∩Bk = Ak ∩ Ak+1 = Bk ∩ Ak+1 = Ak ∩Bk+1 = Bk ∩Bk+1,

das heißt die Mengen Ak und Bk sind alle paarweise disjunkt. Wir betrachten im Fol-
genden die in C abgeschlossene Menge E :=

⋃∞
k=1(Ak∪Bk) und bezeichnen mit {rk} wie

üblich eine Abzählung der in Definition 1.2.7 eingeführten Menge R. Weiter definieren
wir auf E die folgenden Funktionen

g(w) :=

{
rk(w − λnk) für w ∈ Ak,
rk
(

w
λmk

)
für w ∈ Bk,

ε(w) :=
1

k
für w ∈ Ak ∪Bk.

Die Funktion g ist dann aus M(E), weiter ist ε aus H(E) mit ε(w) > 0. Nach Lem-
ma 1.2.10 existiert eine meromorphe Funktion φ ∈M(C) mit

|φ(w)− g(w)| < ε(w) für alle w ∈ E.

Folglich erhalten wir für alle k ∈ N

max
Ak
|φ(w)− rk(w − λnk)| <

1

k
und

max
Bk

∣∣∣∣φ(w)− rk
( w

λmk

)∣∣∣∣ < 1

k
,

woraus mit der Substitution z = w − λnk bzw. z = w
λmk

folgt

max
Dk
|φ(z + λnk)− rk(z)| < 1

k
und (3.1)

max
Fk
|φ(z λmk)− rk(z)| < 1

k
. (3.2)

Es seien nunK ein Kompaktum aus V und f eine Funktion aus A(K). Nach Lemma 1.2.8
existiert eine Folge natürlicher Zahlen {kl} mit kl →∞ für l→∞ und

max
K
|f(z)− rkl(z)| < 1

l
für jedes l ∈ N. (3.3)
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(i) Für l hinreichend groß gilt K ⊂ Dkl und es folgt mit (3.1) und (3.3)

max
K

∣∣∣φ(z + λnkl )− f(z)
∣∣∣ ≤ max

K

∣∣∣φ(z + λnkl )− rkl(z)
∣∣∣+ max

K
|rkl(z)− f(z)|

≤ max
Dkl

∣∣∣φ(z + λnkl )− rkl(z)
∣∣∣+ max

K
|rkl(z)− f(z)|

<
1

kl
+

1

l
.

Also gilt maxK

∣∣∣φ(z + λnkl )− f(z)
∣∣∣→ 0 für l →∞, woraus die erste Behauptung

folgt.

(ii) Falls 0 /∈ K ist, so gilt für l hinreichend groß K ⊂ Fkl und es folgt mit (3.2) und
(3.3)

max
K

∣∣∣φ(z λmkl )− f(z)
∣∣∣ ≤ max

K

∣∣∣φ(z λmkl )− rkl(z)
∣∣∣+ max

K
|rkl(z)− f(z)|

≤ max
Fkl

∣∣∣φ(z λmkl )− rkl(z)
∣∣∣+ max

K
|rkl(z)− f(z)|

<
1

kl
+

1

l
.

Also gilt maxK

∣∣∣φ(z λmkl )− f(z)
∣∣∣ → 0 für l → ∞, woraus die zweite Behauptung

folgt und der Satz somit bewiesen ist.

Der obige Satz klärt also die Frage nach der Existenz meromorpher V-streckungsuniver-
seller Funktionen. Wir werden nun zeigen, dass für solche Funktionen eine ähnliche Aus-
sage gemacht werden kann, wie die, welche wir in Lemma 2.1.3 für V-translationsuniver-
selle Funktionen gemacht haben.

Lemma 3.1.3. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
folgende Eigenschaften einer Funktion φ ∈M(C) äquivalent:

(i) Die Funktion φ ist V-streckungsuniversell bezüglich der Folge {λn}.

(ii) Zu jeder Funktion f ∈M(C×) existiert eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

φ(z λnk)→ f(z) kompakt auf C× \ Pf (k →∞),

wobei Pf die Menge der Polstellen von f bezeichnet.
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Beweis. Der Beweis verläuft ähnlich wie der zu Lemma 2.1.3. Wir zeigen zunächst die
Implikation (ii) ⇒ (i). Es sei dazu φ ∈ M(C) mit der Eigenschaft (ii), weiter seien K
ein Kompaktum aus V mit 0 /∈ K und f eine beliebige Funktion aus A(K). Nach dem
Satz von Vitushkin existiert zu ε > 0 eine rationale Funktion R mit Polen außerhalb
von K, so dass gilt

max
K
|R(z)− f(z)| < ε

2
.

Bezeichnen wir mit PR die Menge der Polstellen von R, so gilt K ⊂ C× \ PR und unter
Verwendung der Eigenschaft (ii) existiert ein n0 ∈ N mit

max
K
|φ(z λn0)−R(z)| < ε

2
.

Da K ∈ V mit 0 /∈ K und f ∈ A(K) beliebig waren, folgt hieraus die Behauptung.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation betrachten wir ein beliebiges f ∈ M(C×)

und bezeichnen mit Pf der Menge der Polstellen von f . Für k ∈ N setzen wir

Dk :=

{
z :

1

k + 1
≤ |z| ≤ k

}
und bezeichnen mit z1, . . . , zlk die Pole von f in Dk. Weiter betrachten wir die Mengen

E
(k)
i :=

{
z : |z − zi| <

1

k + 1

}
, i = 1, . . . , lk,

und setzen schließlich

Bk := Dk \
lk⋃
i=1

E
(k)
i .

Es folgt, dass das Kompaktum Bk für jedes k ∈ N aus V ist und 0 /∈ Bk erfüllt, zudem
gilt Pf ∩ Bk = ∅, und somit f ∈ A(Bk). Nach Voraussetzung folgt also, dass zu jedem
(festen) k ∈ N eine Folge {m(k)

j } natürlicher Zahlen existiert, so dass gilt

φ(z λ
m

(k)
j

)→ f(z) gleichmäßig auf Bk (j →∞).

Insbesondere können wir zu jedem k ∈ N ein m(k)
jk
∈ N wählen mit

max
Bk

∣∣∣∣φ(z λ
m

(k)
jk

)− f(z)

∣∣∣∣ < 1

k
.

Beachten wir nun, dass zu jedem Kompaktum H ⊂ C× \Pf ein kH ∈ N existiert, so dass
H ⊂ Bk für alle k > kH ist, so erhalten wir schließlich mit nk := m

(k)
jk

φ(z λnk)→ f(z) kompakt auf C× \ Pf (k →∞),

und somit die Behauptung.
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Bemerkung 3.1.4. Auch hier wollen wir auf den Sonderfall eingehen, dass f ∈ H(C×)

ist, und somit C× \Pf = C× gilt. In diesem Fall folgt aus obigem Lemma, dass die Folge
{φ(z λnk)} für k →∞ kompakt auf C× gegen f konvergiert.
Ist also {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ eine bezüglich dieser
Folge V-streckungsuniverselle Funktion, so existiert zu jeder Funktion f ∈ H(C×) eine
Folge {nk} in N mit

φ(z λnk)→ f(z) kompakt auf C× (k →∞).

Man beachte hierbei, dass holomorphe streckungsuniverselle Funktionen diese Eigen-
schaft nicht haben, was im Wesentlichen daran liegt, dass nicht jedes Kompaktum
H ⊂ C× in einem Kompaktum K ∈M mit 0 /∈ K enthalten ist.

3.1.2 Generischer Ansatz

Nachdem wir im vorigen Abschnitt auf konstruktive Weise die Existenz V-streckungs-
universeller Funktionen nachgewiesen haben, wollen wir nun zeigen, dass dies auch durch
einen generischen Beweis möglich ist. Der Vorteil hiervon wird wieder sein, dass wir
eine in (M∞(C), ρ) residuale Menge an universellen Funktionen erhalten, zudem werden
diese streckungsuniversell sein. Der Beweis benutzt wieder das Universalitätskriterium,
und wird ähnlich sein wie der entsprechende Beweis zu dem Satz über die Existenz
translationsuniverseller Funktionen.

Satz 3.1.5. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die Menge
US({λn}) residual in (M∞(C), ρ), insbesondere gilt also US({λn}) 6= ∅.

Beweis. Wir setzen X = (M∞(C), ρ) und Y = (M∞(C×), ρ). Nach den Ergebnissen aus
Abschnitt 1.2.2 ist X dann vollständig und Y separabel. Wir betrachten nun für jedes
n ∈ N die Abbildung Tn : X → Y mit Tnφ(z) := φ(z λn) und zeigen zunächst, dass Tn für
jedes n stetig ist. Es sei dazu n ∈ N fest, und {fk} eine Folge inM∞(C) mit ρ(fk, f)→ 0

für k → ∞ und ein f ∈ M∞(C). Ferner sei K ⊂ C× ein beliebiges Kompaktum und
K̃ := λnK = {w : w = λn z, z ∈ K}. Wegen ρ(fk, f)→ 0 folgt aus Lemma 1.2.22

fk(w)→ f(w) sphärisch gleichmäßig auf K̃ (k →∞),

woraus wir mit der Substitution z = w
λn

erhalten

fk(z λn)→ f(z λn) sphärisch gleichmäßig auf K (k →∞).

Da K ⊂ C× beliebig war, folgt die sphärisch kompakte Konvergenz von fk(z λn) =

Tnfk(z) auf C× gegen f(z λn) = Tnf(z), so dass mit Lemma 1.2.22 folgt

ρ(Tnfk, Tnf)→ 0 für k →∞.
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Hieraus folgt die Stetigkeit von Tn.
Nach Satz 2.1.6 bleibt die Transitivität der Folge {Tn} zu zeigen. Es seien dazu U eine
offene, nichtleere Teilmenge von M∞(C), und V eine offene, nichtleere Teilmenge von
M∞(C×), weiter seien f ∈ U und g ∈ V . Wir wählen ein ε > 0, so dass Uε(f) ⊂ U

und Vε(g) ⊂ V gilt, wobei Uε(f) und Vε(g) die ε-Umgebungen von f und g sind. Nach
Lemma 1.2.21 existiert nun eine abgeschlossene KreisscheibeK1 ⊂ C, ein abgeschlossener
Kreisring K2 ⊂ C× und ein δ > 0, so dass für h ∈M∞(C) gilt

max
K1

d(f(z), h(z)) < δ impliziert ρ(f, h) < ε, und somit h ∈ Uε(f) ⊂ U, sowie

max
K2

d(g(z), h(z)) < δ impliziert ρ(g, h) < ε, und somit h ∈ Vε(g) ⊂ V.

Da {λn} unbeschränkt ist, können wir ein n0 ∈ N wählen, so dass K1 ∩ (λn0 K2) = ∅
gilt. Auf der kompakten Menge K1 ∪ (λn0 K2) definieren wir folgende Funktion

j(z) :=

{
f(z) für z ∈ K1,

g
(

z
λn0

)
für z ∈ λn0 K2.

Es folgt j ∈M(K1∪(λn0 K2)), so dass nach dem Satz von Runge eine rationale Funktion
r ∈M∞(C) existiert mit

max
K1

d(f(z), r(z)) < δ und max
λn0 K2

d
(
g
( z

λn0

)
, r(z)

)
< δ.

Durch die Substitution w = z
λn0

erhalten wir hieraus

max
K1

d(f(z), r(z)) < δ und max
K2

d(g(w), r(w λn0)) = max
K2

d(g(w), Tn0r(w)) < δ,

so dass schließlich folgt
r ∈ U und Tn0r ∈ V.

Folglich gilt Tn0(U) ∩ V 6= ∅, woraus mit dem Universalitätskriterium (Satz 2.1.6) die
Behauptung folgt.

Somit ist auch die Frage nach der Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funk-
tionen geklärt, zudem ist auch die Menge dieser Funktionen residual in M∞(C). Wie
im translationsuniversellen Fall können wir hieraus nun einige interessante Folgerungen
ziehen.

Korollar 3.1.6. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und G ⊂ C
ein Gebiet. Dann liegt die Folge {φ(z λn) : n ∈ N} für jedes φ ∈ US({λn}) dicht in
(M∞(G \ {0}), ρ), d.h. zu jedem f ∈M∞(G \ {0}) existiert eine Folge {nk} natürlicher
Zahlen mit

φ(z λnk)→ f(z) sphärisch kompakt auf G \ {0} (k →∞).
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Beweis. Es seien G ⊂ C ein Gebiet, K ⊂ G \ {0} ein beliebiges Kompaktum und f eine
beliebige Funktion aus M∞(G\{0}). Weiter sei φ eine beliebige Funktion aus US({λn}).
Nach dem Satz von Runge existiert eine Folge {rk} rationaler Funktionen mit

max
K

d(rk(z), f(z)) <
1

k
für alle k ∈ N.

Da hierbei jedes rk ∈ M∞(C×) ist, existiert nach Definition von US({λn}) zu jedem
k ∈ N eine Folge {n(k)

j } in N mit

max
K

d(φ(z λ
n

(k)
j

), rk(z)) <
1

j
für alle j ∈ N.

Schließlich wählen wir zu jedem k ∈ N ein jk ∈ N mit jk > jk−1, so dass die Folge {mk}
mit mk := n

(k)
jk

monoton wachsend ist und erhalten insgesamt für jedes k

max
K

d(φ(z λmk), f(z)) ≤ max
K

d(φ(z λmk), rk(z)) + max
K

d(rk(z), f(z)) <
1

jk
+

1

k
.

Daher gilt maxK d(φ(z λmk), f(z))→ 0 für k →∞ und somit die Behauptung.

Lemma 3.1.7. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann gilt
US({λn}) ⊂ UV

S({λn}). Insbesondere gilt also US ⊂ UV
S .

Beweis. Es sei φ ∈ US({λn}) eine beliebige Funktion, wir zeigen, dass dann φ ∈ UV
S({λn})

folgt. Nach Definition 3.1.1 existiert zu jeder Funktion f ∈ M(C×) eine Folge {nk} na-
türlicher Zahlen mit

φ(z λnk)→ f(z) sphärisch kompakt auf C× (k →∞).

Hieraus folgt wegen Satz 1.2.17 unmittelbar

φ(z λnk)→ f(z) kompakt auf C× \ Pf (k →∞),

wobei Pf die Menge der Polstellen von f bezeichnet. Da f ∈ M(C×) beliebig war, ist
dies nach Lemma 3.1.3 äquivalent dazu, dass φ ∈ UV

S({λn}) gilt.

Hieraus können wir nun unmittelbar folgern, dass auch die Menge der V-streckungs-
universellen Funktionen residual ist.

Satz 3.1.8. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann ist die Menge
UV
S({λn}) residual in (M∞(C), ρ).
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Beweis. Gemäß Satz 3.1.5 ist die Menge US({λn}) residual in (M∞(C), ρ). Da nach
Lemma 3.1.7 gilt US({λn}) ⊂ UV

S({λn}), folgt die Behauptung.

Somit ist nun bewiesen, dass sowohl die Menge der V-streckungsuniversellen, als auch die
Menge der streckungsuniversellen meromorphen Funktionen jeweils eine in (M∞(C), ρ)

residuale Menge darstellen. Da dies auch für die entsprechenden Mengen der V-trans-
lationsuniversellen und translationsuniversellen meromorphen Funktionen gezeigt wer-
den konnte, folgt leicht das folgende Ergebnis, welches im Wesentlichen alle bisherigen
Existenzaussagen enthält.

Korollar 3.1.9. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen. Dann sind
die Mengen UV

T ({λn}) ∩ UV
S({λn}) und UT ({λn}) ∩ US({λn}) residual in (M∞(C), ρ).

Insbesondere sind die Mengen UV
T ∩ UV

S und UT ∩ US residual in (M∞(C), ρ).

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus der Residualität der Mengen UV
T ({λn}),

UV
S({λn}), UT ({λn}) und US({λn}), sowie dem Satz von Baire.

3.2 Eigenschaften streckungsuniverseller Funktionen

Nachdem die Frage nach der Existenz meromorpher streckungsuniverseller Funktionen
nun vollständig geklärt ist, wollen wir die Eigenschaften solcher Funktionen untersuchen.
Auch hier können wir uns häufig auf V-streckungsuniverselle Funktionen beschränken,
da die entsprechenden Aussagen nach Lemma 3.1.7 dann auch für streckungsuniverselle
Funktionen gelten.

Zunächst einmal zeigen wir, dass Streckungsuniversalität bezüglich einer unbeschränkten
Folge {λn} unmittelbar die Universalität bezüglich jeder Folge impliziert, welche durch
Streckung von {λn} hervorgeht. Wiederum beachte man, dass mit K auch die Menge
z0K = {w : w = z0 z, z ∈ K} in V liegt.

Lemma 3.2.1. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und z0 ∈ C×

ein beliebiger Punkt.

(i) Ist φ1 ∈ UV
S({λn}) so gilt auch φ1(· z0) ∈ UV

S({λn}).

(ii) Ist φ2 ∈ US({λn}) so gilt auch φ2(· z0) ∈ US({λn}).
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Beweis. Es seien K1 und K2 kompakte Teilmengen von C× mit K1 ∈ V, weiter seien
f1 ∈ A(K1) und f2 ∈M∞(C×). Wir setzen

K̃1 := z0K1 und g1(z) := f1

( z
z0

)
,

sowie
K̃2 := z0K2 und g2(z) := f2

( z
z0

)
.

Es folgt zunächst K̃1 ∈ V mit 0 /∈ K̃1, und g1 ∈ A(K̃1), so dass nach Voraussetzung zu
ε > 0 ein N1 ∈ N existiert mit

max
K̃1

|φ1(w λN1)− g1(w)| < ε.

Mit der Substitution z = w
z0

folgt hieraus

max
K1

|φ1(z z0 λN1)− g1(z z0)| < ε,

und somit wegen g1(z z0) = f1(z) die erste Behauptung.

Weiter existiert nach Voraussetzung zu ε > 0 ein N2 ∈ N mit

max
K̃2

d(φ2(w λN2), g2(w)) < ε,

woraus auf die gleiche Weise mit der Substitution z = w
z0

wegen g2(z z0) = f2(z) die
zweite Behauptung folgt.

Bemerkung 3.2.2. Aus Lemma 3.2.1 lässt sich eine interessante Folgerung ziehen. Ist
nämlich φ ∈M(C) streckungsuniversell bezüglich einer Folge, welche auf einer Geraden
γ mit 0 ∈ γ liegt, so folgt unmittelbar, dass zu jeder Geraden Γ mit 0 ∈ Γ eine Folge auf
dieser Geraden existiert, bezüglich der φ ebenfalls streckungsuniversell ist.

Analog zum translationsuniversellen Fall werden wir nun zeigen, dass die Streckungs-
universalität einer Funktion φ sich gewissermaßen auf 1

φ
überträgt.

Lemma 3.2.3. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen, weiter seien
φ1 ∈ UV

S({λn}) und φ2 ∈ US({λn}). Dann gilt:

(i) Zu jedem K ∈ V mit 0 /∈ K und zu jedem f ∈ A(K) mit f(z) 6= 0 auf K existiert
eine Folge {nk} natürlicher Zahlen, so dass gilt

1

φ1(z λnk)
→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).
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(ii) Es gilt 1
φ2
∈ US({λn}).

Beweis. Der Beweis verläuft analog zum Beweis von Lemma 2.2.2. Die Funktion g(z) :=
1

f(z)
ist aus A(K) mit mg := minK |g(z)| > 0. Ist ε > 0 gegeben, so existiert nach

Voraussetzung zu δ := min
{
mg
2
, ε

m2
g

2

}
ein n0 ∈ N mit

max
K
|φ1(z λn0)− g(z)| < δ,

woraus wir mit der gleichen Argumentation wie in Lemma 2.2.2 erhalten

max
K

∣∣∣∣ 1

φ1(z λn0)
− 1

g(z)

∣∣∣∣ < ε.

Hieraus folgt wegen 1
g

= f die Behauptung.

Ist K ⊂ C× ein beliebiges Kompaktum und f eine Funktion aus M∞(C×), so ist die
Funktion g := 1

f
ebenfalls aus M∞(C×), so dass wegen φ2 ∈ US({λn}) eine Folge natür-

licher Zahlen {nk} existiert mit

max
K

d(φ2(z λnk), g(z))→ 0 (k →∞).

Wegen d(z1, z2) = d( 1
z1
, 1
z2

) folgt hieraus

max
K

d

(
1

φ2(z λnk)
,

1

g(z)

)
→ 0 (k →∞),

und somit wegen 1
g

= f die Behauptung.

Im nächsten Lemma werden wir sehen, dass auch Streckungsuniversalität nicht auf Ab-
leitungen übertragbar ist.

Lemma 3.2.4. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈ UV
S({λn})

eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann ist die Funktion φ′ nicht V-streckungs-
universell.

Beweis. Der Beweis verläuft ähnlich wie der entsprechende Teil im Beweis von Lem-
ma 2.2.3. Wir setzen K := {z : |z| = 1} und betrachten die Funktion f(z) := 1

z
.

Offenbar gilt dann K ∈ V mit 0 /∈ K und f ∈ A(K). Nehmen wir nun an, die meromor-
phe Funktion φ′ wäre V-streckungsuniversell, so erhalten wir die Existenz einer Folge
{nk} natürlicher Zahlen mit

φ′(z λnk)→ f(z) =
1

z
gleichmäßig auf K (k →∞).
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Aufgrund der gleichmäßigen Konvergenz folgt hieraus∫
|z|=1

φ′(z λnk) dz →
∫
|z|=1

1

z
dz = 2πi (k →∞).

Nach dem Residuensatz ist das linke Integral hierbei für jedes k gleich dem 2πi-fachen
der Summe der Residuen von φ′(z λnk) an den Polstellen in {|z| < 1}. Da φ′(z λnk) für
jedes k die Ableitung der meromorphen Funktion ϕk(z) := 1

λnk
φ(z λnk) darstellt, sind

alle Residuen von φ′(z λnk) gleich 0, so dass der Wert dieses Integrals für jedes k gleich
0 ist und wir einen Widerspruch erhalten

Bemerkung 3.2.5. Wie im Fall der V-Translationsuniversalität, können wir auch hier
folgern, dass bei V-streckungsuniversellen Funktionen nicht alle Residuen gleich 0 sein
können, so dass auch diese Funktionen in C keine Stammfunktionen besitzen.

In Satz 2.2.7 haben wir gesehen, dass die Folge der Translationen bei V-translations-
universellen Funktionen in gewisser Weise eine universelle Verteilung von Häufungs-
punkten besitzt. Zudem wurde deutlich, dass dies für jede Funktionenfolge {fn} gilt, für
welche zu jedem K ∈ M und zu jedem f ∈ A(K) eine Folge {nk} natürlicher Zahlen
existiert, so dass {fnk} auf K gleichmäßig gegen f konvergiert. Nun ist nicht klar, ob
ein entsprechendes Ergebnis auch im streckungsuniversellen Fall gilt, da (sowohl holo-
morphe als auch meromorphe) streckungsuniverselle Funktionen nicht die Eigenschaft
besitzen, auf jedem K ∈ M jedes f ∈ A(K) gleichmäßig durch Streckungen approxi-
mieren zu können, sondern lediglich auf Kompakta K ∈M, welche den Nullpunkt nicht
enthalten. Wir wollen nun zeigen, dass das Ergebnis durch eine Modifikation des Be-
weises von Satz 2.2.7 dennoch zumindest auf den meromorphen Fall übertragen werden
kann. Zunächst beweisen wir folgendes Lemma.

Lemma 3.2.6. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈ UV
S({λn})

eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann nimmt φ jedes w ∈ C̃ an abzählbar vielen
Stellen als Funktionswert an.

Beweis. Wir setzen D := {z : |z − 1| ≤ 1
2
} und betrachten zunächst den Fall w ∈ C. Die

Funktion f(z) := z − 1 + w ist aus A(D), so dass wegen D ∈ M und 0 /∈ D eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen existiert mit

φ(z λnk)→ z − 1 + w gleichmäßig auf D (k →∞),

und somit auch

φ(z λnk)− w → z − 1 gleichmäßig auf D (k →∞).
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Nach dem Satz von Hurwitz existiert dann ein k0 ∈ N und eine Folge {ζk} mit ζk → 1

für k → ∞, so dass für jedes k > k0 gilt φ(ζk λnk) = w. Wegen ζk → 1 und der
Unbeschränktheit der Folge {λnk} ist die Menge {ζk λnk : k > k0} abzählbar, so dass die
Behauptung folgt.

Im Fall w = ∞ betrachten wir die Funktion g(z) := 1
z−1

. Wir beachten, dass wegen
∂D = {z : |z − 1| = 1

2
} ∈ V mit 0 /∈ ∂D und g ∈ A(∂D) eine Folge {mk} natürlicher

Zahlen existiert mit

φ(z λmk)→
1

z − 1
gleichmäßig auf ∂D (k →∞),

und somit auch ∫
∂D

φ(z λmk) dz →
∫
∂D

1

z − 1
dz = 2πi (k →∞).

Folglich existiert ein k0 ∈ N, so dass die Summe der Residuen von φ(z λmk) an den
Polstellen in {z : |z − 1| < 1

2
} für jedes k > k0 ungleich 0 ist. Insbesondere muss zu

jedem k > k0 (mindestens) ein ζk ∈ {z : |z − 1| < 1
2
} existieren, so dass φ(ζk λmk) = ∞

gilt. Da die Menge {ζk λmk : k > k0} wegen der Unbeschränktheit von {λmk} abzählbar
ist, folgt die Behauptung.

Satz 3.2.7. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈ UV
S({λn})

eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann existiert zu jedem w ∈ C̃ und zu jeder
abgeschlossenen Menge E ⊂ C mit 0 ∈ E eine Folge {nk} natürlicher Zahlen mit

Hw({φ(z λnk) : k ∈ N}) = E.

Beweis. Es sei E ⊂ C eine abgeschlossene Menge mit 0 ∈ E und E 6= {0}. Wir werden
zu w ∈ C̃ eine streng monoton wachsende Folge {nk} natürlicher Zahlen konstruieren,
so dass Hw({φ(z λnk) : k ∈ N}) = E gilt. Dazu setzen wir n1 := 1 und nehmen an, dass
für ein k ≥ 2 die Zahlen n1, . . . , nk−1 bereits bekannt sind. Wir betrachten die Menge

Dk :=

{
z :

1

k
≤ |z| ≤ k

}
,

welche offenbar ein Kompaktum aus V mit 0 /∈ Dk ist, und E∩Dk 6= ∅ für alle hinreichend
großen k erfüllt. Wir überdecken die kompakte Menge E∩Dk mit einer endlichen Anzahl
offener Kreise Uk1, . . . , Ukvk mit Radius 1

4k(k+1)
, so dass Ukj ∩ (E ∩Dk) 6= ∅ für alle j =

1, . . . , vk gilt, und wählen paarweise verschiedene Punkte zkj ∈ Ukj, wobei j = 1, . . . , vk.

(i) Wir betrachten nun zunächst den Fall w ∈ C. Wir definieren die Funktionen

Pk(z) :=

vk∏
j=1

(z − zkj) und pk(z) := Pk(z) + w,
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diese sind offensichtlich Polynome, welche in C exakt die Punkte zk1, . . . , zkvk als Null-
bzw. als w-Stellen haben. Nach Konstruktion sind diese Punkte alle im Inneren der Men-
geDk+1 enthalten. Wegen 0 /∈ Dk+1 ∈ V und pk ∈ A(Dk+1), existiert nach Voraussetzung
eine Folge {ml} natürlicher Zahlen mit

ϕ(z λml)→ pk(z) gleichmäßig auf Dk+1 (l→∞),

und somit auch

ϕ(z λml)− w → Pk(z) gleichmäßig auf Dk+1 (l→∞).

Wir setzen
εk := min

{
min

1≤i,j≤vk
i 6=j

|zki − zkj| ,
1

k(k + 1)

}
.

Aus dem Satz von Hurwitz und einer allgemeinen Version des Satzes von Rouché (siehe
etwa Rudin [52], S.229, Aufgabe 24) folgt, dass ein l0 ∈ N existiert, so dass für jedes
l > l0 die Funktion φ(z λml) in Dk+1 an exakt vk Punkten ζ

(l)
k1 , . . . , ζ

(l)
kvk

eine w-Stelle
besitzt, für welche gilt

max
j=1,...,vk

∣∣∣zkj − ζ(l)
kj

∣∣∣ < εk
2
.

Schließlich wählen wir ein festes l(k) > l0 mit ml(k) > nk−1 und setzen nk := ml(k). Auf
diese Weise erhalten wir unsere Folge {nk}.

Nun ist zunächst einmal klar, dass 0 ∈ Hw({φ(z λnk) : k ∈ N}) gilt. Wäre dies nämlich
nicht der Fall, so würde ein ε > 0 und ein k0 ∈ N existieren, so dass die Funktion φ(z λnk)

für jedes k > k0 keine w-Stelle in Uε(0) = {z : |z| < ε} hat. Aus der Unbeschränktheit
der Folge {λnk} würde dann folgen, dass φ(z) in C keine w-Stelle hätte, was offenbar ein
Widerspruch zu Lemma 3.2.6 ist. (Somit ist auch klar, dass die Aussage des Satzes auch
im Fall E = {0} gültig ist).
Es sei nun z0 ∈ E \ {0} ein beliebiger Punkt und Uδ(z0) := {z : |z − z0| < δ} sei
die δ-Umgebung von z0. Gemäß obiger Konstruktion der Folge {nk} hat die Funktion
φ(z λnk) für jedes k > |z0| eine w-Stelle in U 1

2k(k+1)
+
εk
2

(z0) ⊂ U 1
k(k+1)

(z0). Hieraus folgt,
dass der Punkt z0 ein w-Stellenhäufungspunkt der Folge {φ(z λnk) : k ∈ N} ist, und da
z0 ∈ E \ {0} beliebig war, erhalten wir nun insgesamt

E ⊂ Hw({φ(z λnk) : k ∈ N}). (3.4)

Ist nun z1 ∈ Ec ein beliebiger Punkt und δ := dist(z1,E)
2

> 0, so gilt wiederum nach
Konstruktion von {nk}, dass φ(z λnk) für jedes k > max{1

δ
, |z1|} keine w-Stelle in Uδ(z1)

hat. Somit ist z1 kein w-Stellenhäufungspunkt der Folge {φ(z λnk) : k ∈ N}, und wir
erhalten

E ⊃ Hw({φ(z λnk) : k ∈ N}). (3.5)
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Aus (3.4) und (3.5) folgt jetzt die Behauptung im Fall w ∈ C.

(ii) Zum Nachweis der Aussage im Fall w = ∞ betrachten wir die rationale Funktion
Rk(z) :=

∑vk
j=1

1
z−zkj

, die in C exakt die Punkte zk1, . . . , zkvk als Polstellen hat, welche
nach Konstruktion alle im Inneren von Dk+1 enthalten sind. Wir setzen wieder

εk := min
{

min
1≤i,j≤vk
i 6=j

|zki − zkj| ,
1

k(k + 1)

}
,

und definieren für j = 1, . . . , vk die folgenden Mengen

Bk
j :=

{
z : |z − zkj| <

εk
4

}
,

welche offenbar Bk
j ∩ Bk

i = ∅ für j 6= i erfüllen, zudem beachte man, dass Bk
j ⊂ Dk+1

für j = 1, . . . , vk gilt. Schließlich setzen wir Ck := Dk+1 \
⋃vk
j=1B

k
j . Es folgt Ck ∈ V mit

0 /∈ Ck und Rk ∈ A(Ck), so dass nach Voraussetzung eine Folge {ml} natürlicher Zahlen
existiert mit

φ(z λml)→ Rk(z) gleichmäßig auf Ck (l→∞).

Insbesondere erhalten wir für jedes (feste) j ∈ {1, . . . , vk}

φ(z λml)→ Rk(z) gleichmäßig auf ∂Bk
j =

{
z : |z − zkj| =

εk
4

}
(l→∞),

und somit auch∫
∂Bkj

φ(z λml) dz →
∫
∂Bkj

Rk(z) dz =

vk∑
p=1

∫
∂Bkj

1

z − zkp
dz =

∫
∂Bkj

1

z − zkj
= 2π i (l→∞).

Hieraus folgt, dass zu jedem j ∈ {1, . . . , vk} ein lj ∈ N existiert, so dass φ(z λml) für
jedes l > lj eine Polstelle in {z : |z − zkj| < εk

4
} hat. Folglich existiert ein l0 ∈ N, so dass

φ(z λml) für jedes l > l0 und für jedes j ∈ {1, . . . , vk} (mindestens) eine Polstelle in Bk
j ,

und keine Polstelle in Ck hat. Schließlich wählen wir ein festes l(k) > l0 mit ml(k) > nk−1

und setzen nk := ml(k). Auf diese Weise erhalten wir unsere Folge {nk}. Der Nachweis,
dass für diese Folge H∞({φ(z λnk) : k ∈ N}) = E gilt, erfolgt auf analoge Weise wie im
Fall w ∈ C.

Hiermit können wir ähnlich wie im translationsuniversellen Fall das folgende Korollar
beweisen. Da der Beweis nahezu identisch mit dem Beweis von Korollar 2.2.10 ist, werden
wir an dieser Stelle darauf verzichten.

Korollar 3.2.8. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈
UV
S({λn}) eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann gilt:
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(i) Es ist Hw({φ(z λn) : n ∈ N}) = C für alle w ∈ C̃.

(ii) Für jedes z0 ∈ C× liegt die Menge {φ(z0 λn) : n ∈ N} dicht in C.

(iii) Für jedes z0 ∈ C und jedes ε > 0 gilt

∞⋃
n=1

{φ(z λn) : z ∈ Uε(z0)} = C̃.

Vergleicht man die obigen Ergebnisse mit den entsprechenden Resultaten aus Kapitel 2.2,
so sieht man, dass streckungsuniverselle Funktionen ähnliche Eigenschaften in Bezug auf
die Werteverteilung besitzen wie translationsuniverselle Funktionen.

Zum Abschluss dieses Kapitels werden wir uns mit dem Verhalten streckungsuniverseller
Funktionen entlang unbeschränkter Kurven beschäftigen. Wir werden sehen, dass diese
Funktionen sich hierbei erheblich von translationsuniversellen Funktionen unterscheiden.
Zunächst aber benötigen wir folgende Definition, welche auch im nächsten Kapitel von
großer Bedeutung sein wird.

Definition 3.2.9. Es sei g : [0, 1) → C eine stetige Funktion mit limt→1− g(t) = ∞.
Dann nennen wir γ := {z : z = g(t) für ein t ∈ [0, 1)} eine unbeschränkte Kurve.

Eine unbeschränkte Kurve γ ist somit eine „Kurve“ in C, so dass eine Folge {zn} kom-
plexer Zahlen auf γ (d.h. zn ∈ γ für alle n ∈ N) mit limn→∞ zn = ∞ existiert. Wir
werden nun beweisen, dass V-streckungsuniverselle meromorphe Funktionen die Eigen-
schaft haben, auf jeder unbeschränkten Kurve jedem Wert beliebig nahe zu kommen.

Satz 3.2.10. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈ UV
S({λn})

eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann existiert zu jeder unbeschränkten Kurve γ
und zu jedem a ∈ C eine Folge {zk} auf γ mit zk →∞, so dass gilt

φ(zk)→ a (k →∞).

Insbesondere liegt das Bild jeder unbeschränkten Kurve unter der Abbildung φ dicht in C.

Beweis. Es sei γ eine beliebige unbeschränkte Kurve und a ∈ C ein fester Wert. Wir
setzen

K := {z : |z| = 1} und f(z) ≡ a.

Offenbar gilt dann K ∈ V mit 0 /∈ K und f ∈ A(K), so dass nach Voraussetzung eine
Folge {nk} natürlicher Zahlen existiert, so dass für jedes k ∈ N gilt

max
K
|φ(z λnk)− f(z)| = max

K
|φ(z λnk)− a| <

1

k
.
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Mit der Substitution w = z λnk erhalten wir hieraus für jedes k ∈ N

max
{|w|=|λnk |}

|φ(w)− a| < 1

k
.

Da die Kurve γ nach Voraussetzung unbeschränkt ist, existiert ein k0 ∈ N mit
γ ∩ {z : |z| = |λnk |} 6= ∅ für jedes k > k0. Zu jedem solchen k wählen wir nun einen
Punkt zk ∈ (γ ∩{z : |z| = |λnk |}) und erhalten auf diese Weise eine Folge {zk}∞k=k0+1 auf
γ mit zk →∞. Weiter gilt für jedes k > k0

|φ(zk)− a| ≤ max
{|w|=|λnk |}

|φ(w)− a| < 1

k
,

und somit φ(zk)→ a für k →∞.

Aus diesem Satz folgt noch unmittelbar das folgende Ergebnis.

Korollar 3.2.11. Es sei {λn} eine unbeschränkte Folge komplexer Zahlen und φ ∈
UV
S({λn}) eine V-streckungsuniverselle Funktion. Dann ist φ auf jeder unbeschränkten

Kurve γ unbeschränkt.

Beweis. Wir nehmen an, es existiere eine unbeschränkte Kurve γ, auf welcher φ be-
schränkt ist, das heißt es gibt ein M ∈ N mit

|φ(z)| < M für alle z ∈ γ. (3.6)

Nach Satz 3.2.10 existiert zu M + 1 eine Folge {zk} auf γ mit

φ(zk)→M + 1 (k →∞),

woraus wir unmittelbar einen Widerspruch zu (3.6) erhalten.

Bemerkung 3.2.12.

(i) Da die Menge der V-streckungsuniversellen meromorphen Funktionen residual in
(M∞(C), ρ) ist, folgt aus obigem Satz, dass dies ebenfalls für die Menge der mero-
morphen Funktionen gilt, welche auf jeder unbeschränkten Kurve jedem Wert belie-
big nahe kommen. Aus der Residualität der Menge der V-translationsuniversellen
Funktionen und dem Satz von Baire folgt dann wiederum, dass auch die Menge der
Funktionen, welche V-translationsuniversell und gleichzeitig auf jeder unbeschränk-
ten Kurve jedem Wert beliebig nahe kommen, residual in M∞(C) ist. Dennoch
gelten die obigen Ergebnisse nicht für alle V-translationsuniversellen Funktionen,
da man leicht zeigen kann, dass V-translationsuniverselle Funktionen konstruiert
werden können, welche auf gewissen unbeschränkten Kurven beschränkt sind, und
somit insbesondere nicht die Eigenschaft aus Satz 3.2.10 erfüllen können.
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(ii) Weiter sei bemerkt, dass das obige Ergebnis auch einen Unterschied zu holomor-
phen streckungsuniversellen Funktionen aufweist. Vogt [57] hat nämlich gezeigt,
dass zwar einerseits zu jeder unbeschränkten Folge {λn} eine in H(C) residua-
le Menge an holomorphen streckungsuniversellen Funktionen existiert, welche auf
jeder unbeschränkten Kurve unbeschränkt sind, andererseits konnte er aber auch
zeigen, dass stets eine bezüglich {λn} streckungsuniverselle Funktion existiert, wel-
che auf einer unbeschränkten Kurve γ beschränkt ist. Gemäß obigem Satz ist dies
im meromorphen Fall nicht möglich.
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Kapitel 4

Universelle Eigenschaften entlang
beliebiger Kurven

Die Funktionen die wir bisher behandelt haben, haben stets die Eigenschaft, dass sie
bezüglich einer vorgegebenen unbeschränkten Folge gewisse Universalitätseigenschaften
besitzen. In diesem Kapitel werden wir uns mit meromorphen Funktionen beschäftigen,
welche bezüglich „sehr vieler“ unbeschränkter Folgen universell sind. Im Wesentlichen
werden wir Funktionen konstruieren, so dass zu jeder unbeschränkten Kurve eine Folge
auf dieser Kurve existiert, entlang welcher die Funktionen gewisse universelle Eigenschaf-
ten besitzen.

4.1 Universelle Approximation von Konstanten
entlang beliebiger Kurven

In diesem Abschnitt beweisen wir die Existenz meromorpher Funktionen, welche entlang
beliebiger unbeschränkter Kurven universelle Approximationseigenschaften haben. Da
wir solche Funktionen auch in Gebieten betrachten werden, müssen wir zunächst einmal
den bereits in Definition 3.2.9 eingeführten Begriff einer in C unbeschränkten Kurve auf
allgemeine Gebiete erweitern, das gleiche gilt für den Begriff der unbeschränkten Folge.
Zudem werden wir erklären, was wir unter strikt unbeschränkten Kurven und Folgen
verstehen.

Definition 4.1.1. Es sei G ⊂ C ein Gebiet, weiter seien {λn} eine Folge in G und
g : [0, 1)→ G eine stetige Abbildung.

(i) Falls zu jedem Kompaktum K ⊂ G eine Teilfolge {nk} der natürlichen Zahlen
existiert, so dass λnk ∈ G \ K für jedes k ∈ N gilt, so nennen wir {λn} eine (in
G) unbeschränkte Folge.
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(ii) Falls zu jedem Kompaktum K ⊂ G ein nK ∈ N existiert, so dass λn ∈ G \K für
jedes n > nK gilt, so nennen wir {λn} eine (in G) strikt unbeschränkte Folge.

(iii) Falls zu jedem Kompaktum K ⊂ G eine Folge {un} in [0, 1) mit un → 1 existiert, so
dass g(un) ∈ G\K für alle n ∈ N gilt, so nennen wir γ := {z : z = g(u), u ∈ [0, 1)}
eine (in G) unbeschränkte Kurve.

(iv) Falls zu jedem Kompaktum K ⊂ G ein uK ∈ [0, 1) existiert, so dass g(u) ∈ G \K
für jedes u ∈ [0, 1) mit u > uK gilt, so nennen wir γ := {z : z = g(u), u ∈ [0, 1)}
eine (in G) strikt unbeschränkte Kurve.

Offenbar ist jede strikt unbeschränkte Folge (bzw. Kurve) auch unbeschränkt. Zudem
beachte man, dass diese Definition im Fall G = C mit der in Kapitel 3 gegebenen
Definition 3.2.9 einer unbeschränkten Kurve übereinstimmt. Bevor wir zu unserem ersten
Ergebnis kommen, führen wir zur Vereinfachung noch folgende Menge ein, auf welche
wir in den Beweisen dieses Kapitels zurückgreifen werden.

Definition 4.1.2. Es sei {al} eine Abzählung aller komplexen Zahlen, welche rationalen
Real- und Imaginärteil haben. Für l ∈ N und j ∈ N0 setzen wir pl,j(z) := al

j!
zj und

bezeichnen mit Q die Menge all dieser Funktionen.

Offensichtlich ist die Menge Q abzählbar mit Q ⊂ P. Zudem sieht man leicht, dass bei
festem l für jedes j ∈ N0 gilt p(j)

l,j (z) = al.

In unserem ersten Satz werden wir nun eine meromorphe Funktion konstruieren, wel-
che in gewisser Weise „entlang jeder unbeschränkten Kurve kompakt in C gegen jede
Konstante konvergiert“.

Satz 4.1.3. Es existiert eine meromorphe Funktion φ ∈M(C) mit der folgenden Eigen-
schaft:
Zu jeder unbeschränkten Kurve γ existiert eine strikt unbeschränkte Folge {zn} auf γ, so
dass gilt:
Zu jedem j ∈ N0, zu jedem a ∈ C und zu jedem Kompaktum K ⊂ C existiert eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen mit

φ(j)(z + znk)→ a gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. Wir betrachten für jedes n ∈ N die folgende Menge

Dn := {z : n2 ≤ |z| ≤ n2 + 2n}.
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Weiter sei {qn} eine Abzählung der in Definition 4.1.2 eingeführten Menge Q, in welcher
jedes qn unendlich oft vorkommt. Auf der in C abgeschlossenen Menge E :=

⋃∞
n=1Dn

definieren wir folgende Funktionen

g(z) := qn(z) für z ∈ Dn,

ε(z) :=
1

n
für z ∈ Dn.

Die Funktion g liegt dann in H(E), weiter ist auch ε aus H(E) mit ε(z) > 0. Nach
Lemma 1.2.10 existiert eine Funktion φ ∈M(C) ∩H(E) mit

|g(z)− φ(z)| < ε(z) für alle z ∈ E.

Folglich gilt für jedes n ∈ N

max
Dn
|qn(z)− φ(z)| < 1

n
. (4.1)

Es sei nun eine beliebige unbeschränkte Kurve γ gegeben. Dann existiert ein nγ ∈ N, so
dass γ ∩Dn 6= ∅ für jedes n ≥ nγ gilt. Zu jedem n > nγ wählen wir ein zn ∈ (γ ∩Dn),
so dass gilt

Hn :=

{
z : |z − zn| ≤

3n

4

}
⊂ Dn,

was etwa für zn ∈ γ mit |zn| = n2 + n erfüllt ist, wobei n > nγ ist. Auf diese Weise
erhalten wir eine Folge {zn}∞n=nγ+1 auf γ, welche wegen zn ∈ Dn für alle n > nγ offenbar
strikt unbeschränkt ist. Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem j ∈ N0, jedem a ∈ C und zu
jedem Kompaktum K ⊂ C eine Teilfolge von {zn} mit den gewünschten Eigenschaften
existiert.
Dazu betrachten wir für jedes n > nγ die folgende Menge

Kn :=
{
z : |z − zn| ≤

n

2

}
,

welche offenbar Kn ⊂ H◦n mit dist(∂Kn, ∂Hn) = n
4
erfüllt. Daher ist für jedes ζ ∈ Kn

die Menge {z : |z − ζ| ≤ n
4
} in Hn enthalten. Aus (4.1) folgt für alle n > nγ

max
Hn
|qn(z)− φ(z)| < 1

n
. (4.2)

Es sei nun {al} eine Abzählung aller komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imagi-
närteil, weiter sei j ∈ N0 beliebig. Nach Definition der Menge Q existiert dann eine Folge
{nl} natürlicher Zahlen mit nl → ∞, so dass q(j)

nl (z) = al für jedes l ∈ N gilt. Weiter
gibt es ein l0 ∈ N, so dass nl > nγ für jedes l > l0 gilt. Aus (4.2) folgt für jedes solche l

max
Hnl

|qnl(z)− φ(z)| < 1

nl
. (4.3)
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Es sei nun ein l > l0 und ζ ∈ Knl ein beliebiger Punkt. Dann ist die Funktion qnl(z)−φ(z)

holomorph in {z : |z − ζ| ≤ nl
4
} und wegen {z : |z − ζ| ≤ nl

4
} ⊂ Hnl folgt aus (4.3)

max
{z:|z−ζ|≤nl

4
}
|qnl(z)− φ(z)| < 1

nl
,

so dass wir schließlich mit der Cauchyschen Ungleichung erhalten

∣∣q(j)
nl

(ζ)− φ(j)(ζ)
∣∣ =

∣∣al − φ(j)(ζ)
∣∣ ≤ j!

(
4

nl

)j
1

nl
=: c(j)

1

nj+1
l

.

Da dies für alle ζ ∈ Knl gilt, folgt insgesamt für l > l0

max
Knl

∣∣al − φ(j)(z)
∣∣ ≤ c(j)

1

nj+1
l

.

Mit der Substitution w = z − znl ergibt sich somit für jedes l > l0

max
{w:|w|≤nl

2
}

∣∣al − φ(j)(w + znl)
∣∣ ≤ c(j)

1

nj+1
l

. (4.4)

Ist nun ein beliebiges a ∈ C gegeben, so existiert nach Definition der Folge {al} eine
Folge {lk} natürlicher Zahlen mit lk →∞ für k →∞ und

|alk − a| <
1

k
für alle k ∈ N. (4.5)

Dabei existiert ein k0 ∈ N, so dass lk > l0 und somit nlk > nγ für jedes k > k0 gilt.
Folglich ist {znlk}

∞
k=k0+1 eine Teilfolge von {zn}∞n=nγ+1.

Ist schließlich K ⊂ C ein beliebiges Kompaktum, so existiert ein cK ∈ N, so dass
K ⊂ {z : |z| ≤ nlk

2
} für jedes k > cK gilt. Wegen (4.4) und (4.5) erhalten wir schließlich

für jedes k > max{k0, cK}

max
K

∣∣∣φ(j)(z + znlk )− a
∣∣∣ ≤ max

K

∣∣∣φ(j)(z + znlk )− alk
∣∣∣+ |alk − a|

< max{
z:|z|≤

nlk
2

} ∣∣∣φ(j)(z + znlk )− alk
∣∣∣+

1

k

≤ c(j)
1

nj+1
lk

+
1

k
.

Hieraus folgt maxK

∣∣∣φ(j)(z + znlk )− a
∣∣∣ → 0 für k → ∞, und somit die gleichmäßige

Konvergenz auf K. Hierbei ist {znlk}
∞
k=max{k0,cK}+1 eine Teilfolge von {zn}∞n=nγ+1, wobei

{zn}∞n=nγ+1 nach Konstruktion eine Folge auf der Kurve γ ist. Da j ∈ N0, a ∈ C und das
Kompaktum K ⊂ C beliebig waren, ist der Satz bewiesen.
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Die obige Funktion φ hat die Eigenschaft, dass zu jeder unbeschränkten Kurve eine Folge
auf dieser Kurve existiert, bezüglich welcher φ eine gewisse Art von Translationsuniver-
salität besitzt, da jede Konstante auf jedem Kompaktum gleichmäßig durch geeignete
Translationen bezüglich dieser Folge approximiert werden kann. Man kann fragen, ob
auch stärkere Universalitätseigenschaften entlang beliebiger Kurven möglich sind, und
ob auch nichtkonstante Funktionen auf gewissen Kompakta approximiert werden kön-
nen. Wir werden zunächst leicht zeigen, dass dies zumindest im holomorphen Fall nicht
möglich ist, später werden wir sehen, dass auch keine anderen Funktionen entlang je-
der unbeschränkten Kurve translationsuniversell im Sinne von Satz 1.3.2 sein können.
Zunächst einmal führen wir den Begriff des asymptotischen Werts einer Funktion ein,
welchen wir auch im nächsten Abschnitt benötigen werden.

Definition 4.1.4. Es sei φ ∈ M(C) eine meromorphe Funktion. Ein Wert a ∈ C̃ heißt
asymptotischer Wert von φ, falls eine strikt unbeschränkte Kurve γ existiert mit

lim
z→∞
z∈γ

φ(z) = a.

Weiterhin benötigen wir das folgende klassische Ergebnis, welches auf Iversen [26] zu-
rückgeht, zum Beweis siehe etwa Goldberg und Ostrovskii [19], S. 171-172.

Satz 4.1.5 (Iversen, 1914). Es sei φ ∈ M(C) eine transzendente meromorphe Funk-
tion. Ist der Wert a ∈ C̃ ein Picardscher Ausnahmewert von φ, d.h. ist die Anzahl der
a-Stellen von φ in C endlich, so ist a ein asymptotischer Wert von φ. Insbesondere besitzt
jede nichtkonstante ganze Funktion den Wert ∞ als asymptotischen Wert.

Hieraus folgt nun unmittelbar, dass zumindest keine ganze Funktion entlang jeder un-
beschränkten Kurve translationsuniversell sein kann.

Korollar 4.1.6. Es gibt keine ganze Funktion ϕ mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder strikt unbeschränkten Kurve γ, zu jedem K ∈ M und zu jedem f ∈ A(K)

existiert eine Folge {zn} auf γ mit

ϕ(z + zn)→ f(z) gleichmäßig auf K (n→∞).

Beweis. Nach dem Satz von Iversen existiert zu jeder (nichtkonstanten) ganzen Funktion
ϕ eine strikt unbeschränkte Kurve γ mit

lim
z→∞
z∈γ

ϕ(z) =∞.

Offenbar kann ϕ entlang dieser Kurve nicht die gewünschte Eigenschaft besitzen.
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Bemerkung 4.1.7. Obwohl das obige Korollar besagt, dass keine ganze Funktion entlang
jeder (strikt) unbeschränkten Kurve translationsuniversell sein kann, konnten sowohl
Tenthoff [55] als auch Costakis und Sambarino [10] zeigen, dass ganze Funktionen ϕ

existieren, so dass zu jeder Geraden γ, zu jedem K ∈ M und zu jedem f ∈ A(K) eine
Folge {zn} auf γ existiert, so dass {ϕ(z + zn)} auf K gleichmäßig gegen f konvergiert.
Mayenberger [44] zeigte ein entsprechendes Ergebnis für gewisse andere überabzählbare
Familien unbeschränkter Kurven.

Im folgenden Ergebnis werden wir Korollar 4.1.6 verschärfen und zeigen, dass keine
Funktion mit der Eigenschaft existiert, entlang jeder unbeschränkten Kurve translations-
universell zu sein.

Satz 4.1.8. Es gibt keine Funktion φ : C→ C̃ mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder strikt unbeschränkten Kurve γ, zu jedem K ∈ M und zu jedem f ∈ A(K)

existiert eine Folge {zn} auf γ mit

φ(z + zn)→ f(z) gleichmäßig auf K (n→∞).

Beweis. Wir nehmen an, φ wäre eine solche Funktion und setzen

γ := {x ∈ R : x ≥ 0}, K := D = {z : |z| ≤ 1} und f(z) := z.

Weiter sei 0 < ε < 1 gegeben. Nach Voraussetzung gilt dann

M :=
{
x ∈ γ : max

z∈D
|φ(z + x)− z| < ε

2

}
6= ∅.

Wir betrachten nun die folgende Menge

Γ := {z : z ∈ γ, dist(z,M) ≥ ε} ∪ {z : dist(z,M) = ε, Im(z) ≥ 0}.

Es folgt, dass Γ eine strikt unbeschränkte Kurve ist, welche Γ ∩M = ∅ erfüllt. Gemäß
Voraussetzung existiert also eine Folge {ζn} auf Γ mit

φ(z + ζn)→ z gleichmäßig auf D (n→∞),

insbesondere existiert ein ζ0 ∈ Γ mit

max
D
|φ(z + ζ0)− z| <

ε

2
. (4.6)

Nach Konstruktion muss hierbei ζ0 /∈ γ gelten, da ansonsten ζ0 ∈ M sein müsste, was
einen Widerspruch zu Γ ∩M = ∅ darstellen würde, folglich gilt ζ0 ∈ Γ \ γ. Betrachten
wir nun (4.6) speziell im Punkt z = 0, so erhalten wir

|φ(ζ0)| <
ε

2
. (4.7)
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Aus ζ0 ∈ Γ \ γ folgt dist(ζ0,M) = ε < 1, und somit die Existenz eines Punktes ρ0 ∈ M
mit ε ≤ |ζ0 − ρ0| < 1. Somit gilt ζ0 − ρ0 ∈ D, zudem muss wegen ρ0 ∈ M auch
maxD |φ(z + ρ0)− z| < ε

2
gelten, und es folgt

|φ(ζ0)− (ζ0 − ρ0)| <
ε

2
.

Damit gilt nun insgesamt

|φ(ζ0)| = |(ζ0 − ρ0) + φ(ζ0)− (ζ0 − ρ0)|
≥ |ζ0 − ρ0| − |φ(ζ0)− (ζ0 − ρ0)|
≥ ε− |φ(ζ0)− (ζ0 − ρ0)|

>
ε

2
.

Dies steht jedoch im Widerspruch zu (4.7).

Zum Abschluss dieses Abschnitts wollen wir noch zeigen, dass wir Satz 4.1.3 mittels einer
ähnlichen Beweistechnik auf einfach zusammenhängende Gebiete übertragen können.

Satz 4.1.9. Es sei G ⊂ C, G 6= C ein einfach zusammenhängendes Gebiet und {bm} eine
beliebige reelle Nullfolge mit bm > 0 für alle m ∈ N. Dann existiert eine meromorphe
Funktion φ ∈M(G) mit der folgenden Eigenschaft:
Zu jeder in G unbeschränkten Kurve γ existiert eine in G strikt unbeschränkte Folge
{zn} auf γ, so dass gilt:
Zu jedem j ∈ N0, zu jedem a ∈ C und zu jedem Kompaktum K ⊂ C existieren Folgen
{mk} und {nk} natürlicher Zahlen mit

φ(j)(bmk z + znk)→ a gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. Da G ⊂ C, G 6= C ein einfach zusammenhängendes Gebiet ist, existiert nach
dem Riemannschen Abbildungssatz eine konforme Abbildung ψ von D auf G. Wir setzen
für jedes n ∈ N

An :=

{
z : |z| = n

n+ 1

}
und

dn := dist(An, An+1) = min
a∈An
b∈An+1

|a− b| = 1

n2 + 3n+ 2
.

Weiter betrachten wir für n ∈ N die Mengen

Bn :=

{
z :

n

n+ 1
− dn

2
≤ |z| ≤ n

n+ 1
+
dn
2

}
,
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diese sind folglich in D enthaltene Kreisringe mit Bi ∩ Bj = ∅ für i 6= j. Mit Hilfe der
konformen Abbildung ψ definieren wir nun

Dn := ψ(Bn) = {z ∈ G : z = ψ(w) für ein w ∈ Bn}.

Dann ist jedes Dn eine kompakte, in G enthaltene Menge und es ist Di ∩ Dj = ∅ für
i 6= j. Ferner besteht für jedes n der Rand von Dn aus zwei disjunkten Jordankurven,
welche wir mit ∂1Dn und ∂2Dn bezeichnen. Hiermit definieren wir schließlich noch eine
Folge reeller Zahlen {hn} durch

hn := min
z1∈∂1Dn
z2∈∂2Dn

|z1 − z2| .

Offenbar ist hn > 0 für jedes n und wegen G 6= C gilt zudem hn → 0 für n→∞.
Es sei nun {qn} eine Abzählung der in Definition 4.1.2 eingeführten Menge Q, in welcher
jedes qn unendlich oft vorkommt. Auf der in G abgeschlossenen Menge E :=

⋃∞
n=1Dn

definieren wir folgende Funktionen

g(z) := qn(z) für z ∈ Dn,

ε(z) := hnn für z ∈ Dn.

Die Funktion g liegt dann in H(E), weiter ist auch ε aus H(E) mit ε(z) > 0. Gemäß
Lemma 1.2.10 existiert eine Funktion φ ∈M(G) ∩H(E) mit

|g(z)− φ(z)| < ε(z) für alle z ∈ E.

Folglich gilt für jedes n ∈ N

max
Dn
|qn(z)− φ(z)| < hnn. (4.8)

Es sei nun eine beliebige in G unbeschränkte Kurve γ gegeben. Dann existiert ein nγ ∈ N,
so dass γ ∩Dn 6= ∅ für jedes n ≥ nγ gilt. Zu jedem n > nγ wählen wir ein zn ∈ (γ ∩Dn),
so dass gilt

Hn :=

{
z : |z − zn| ≤

3hn
8

}
⊂ Dn.

Auf diese Weise erhalten wir eine Folge {zn}∞n=nγ+1 auf γ, welche wegen zn ∈ Dn für
alle n > nγ offenbar strikt unbeschränkt ist. Es bleibt zu zeigen, dass zu jedem j ∈ N0,
jedem a ∈ C und zu jedem Kompaktum K ⊂ C Teilfolgen von {bm} und {zn} mit den
gewünschten Eigenschaften existieren.
Dazu betrachten wir für jedes n > nγ die folgende Menge

Kn :=

{
z : |z − zn| ≤

hn
4

}
,
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welche offenbar Kn ⊂ H◦n mit dist(∂Kn, ∂Hn) = hn
8

erfüllt. Daher ist für jedes ζ ∈ Kn

die Menge {z : |z − ζ| ≤ hn
8
} in Hn enthalten. Aus (4.8) folgt für alle n > nγ

max
Hn
|qn(z)− φ(z)| < hnn. (4.9)

Es sei nun {al} eine Abzählung aller komplexen Zahlen mit rationalem Real- und Imagi-
närteil, weiter sei j ∈ N0 beliebig. Nach Definition der Menge Q existiert dann eine Folge
{nl} natürlicher Zahlen mit nl → ∞, so dass q(j)

nl (z) = al für jedes l ∈ N gilt. Weiter
gibt es ein l0 ∈ N, so dass nl > nγ für jedes l > l0 gilt. Aus (4.9) folgt für jedes solche l

max
Hnl

|qnl(z)− φ(z)| < hnlnl . (4.10)

Es sei nun ein l > l0 und ζ ∈ Knl ein beliebiger Punkt. Dann ist die Funktion qnl(z)−φ(z)

holomorph in {z : |z − ζ| ≤ hnl
8
} und wegen {z : |z − ζ| ≤ hnl

8
} ⊂ Hnl folgt aus (4.10)

max{
z:|z−ζ|≤

hnl
8

} |qnl(z)− φ(z)| < hnlnl ,

so dass wir schließlich mit der Cauchyschen Ungleichung erhalten

∣∣q(j)
nl

(ζ)− φ(j)(ζ)
∣∣ =

∣∣al − φ(j)(ζ)
∣∣ ≤ j!

(
8

hnl

)j
hnlnl =: c(j)hnl−jnl

.

Da dies für alle ζ ∈ Knl gilt, folgt insgesamt für jedes l > l0

max
Knl

∣∣al − φ(j)(z)
∣∣ ≤ c(j)hnl−jnl

. (4.11)

Die Folge {bm} ist nach Voraussetzung eine Nullfolge, daher können wir eine Teilfolge
{bml} so wählen, dass für jedes l ∈ N gilt

bml <
hnl
4 l

und somit auch l <
hnl

4 bml
.

Hieraus erhalten wir für jedes l ∈ N, dass {w : |w| ≤ l} ⊂ {w : |w| ≤ hnl
4 bml
} ist, so dass

sich aus (4.11) mit der Substitution w = 1
bml

(z − znl) für jedes l > l0 ergibt

max
{w:|w|≤l}

∣∣al − φ(j)(bml w + znl)
∣∣ ≤ max{

w:|w|≤
hnl
4bml

} ∣∣al − φ(j)(bml w + znl)
∣∣ ≤ c(j)hnl−jnl

.

(4.12)

Ist nun ein beliebiges a ∈ C gegeben, so existiert nach Definition der Folge {al} eine
Folge {lk} natürlicher Zahlen mit lk →∞ für k →∞ und

|alk − a| <
1

k
für alle k ∈ N. (4.13)
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Dabei existiert ein k0 ∈ N, so dass lk > l0 und somit nlk > nγ für jedes k > k0 gilt.
Folglich ist {znlk}

∞
k=k0+1 eine Teilfolge von {zn}∞n=nγ+1.

Ist schließlich K ⊂ C ein beliebiges Kompaktum, so existiert ein cK ∈ N, so dass
K ⊂ {z : |z| ≤ lk} für jedes k > cK gilt. Wegen (4.12) und (4.13) erhalten wir schließlich
für jedes k > max{k0, cK}

max
K

∣∣∣φ(j)(bmlk z + znlk )− a
∣∣∣ ≤ max

K

∣∣∣φ(j)(bmlk z + znlk )− alk
∣∣∣+ |alk − a|

< max
{z:|z|≤lk}

∣∣∣φ(j)(bmlk z + znlk )− alk
∣∣∣+

1

k

≤ c(j)h
nlk−j
nlk

+
1

k
.

Gemäß Definition der Folge {hn} folgt hieraus maxK

∣∣∣φ(j)(bmlk z + znlk )− a
∣∣∣ → 0 für

k → ∞, und somit die gleichmäßige Konvergenz auf K. Dabei ist {bmlk} eine Teilfolge
von {bm} und {znlk}

∞
k=max{k0,cK}+1 eine Teilfolge von {zn}∞n=nγ+1, wobei {zn}∞n=nγ+1 nach

Konstruktion eine Folge auf der Kurve γ ist. Da j ∈ N0, a ∈ C und das Kompaktum
K ⊂ C beliebig waren, ist der Satz bewiesen.

4.2 Maximale cluster sets entlang unbeschränkter
Kurven und Folgen

In diesem Abschnitt werden wir uns mit sogenannten cluster sets von Funktionen be-
schäftigen. Eine ausführliche Darstellung dieses umfangreichen Themas findet man etwa
bei Collingwood und Lohwater [8], hier werden wir nur kurz auf maximale cluster sets
entlang unbeschränkter Kurven und Folgen eingehen, wobei wir zunächst einmal defi-
nieren werden, was darunter zu verstehen ist.

Definition 4.2.1. Es seien G ⊂ C ein Gebiet, γ eine in G unbeschränkte Kurve und
{λn} eine in G unbeschränkte Folge. Weiter sei φ ∈M(G) eine meromorphe Funktion.

(i) Wir sagen die Funktion φ hat maximales cluster set entlang der Kurve γ, wenn
zu jedem a ∈ C eine in G strikt unbeschränkte Folge {zn} auf γ existiert, so dass
φ(zn)→ a für n→∞ gilt.

(ii) Wir sagen die Funktion φ hat maximales cluster set entlang der Folge {λn}, wenn
zu jedem a ∈ C eine strikt unbeschränkte Teilfolge {λnk} von {λn} existiert, so
dass φ(λnk)→ a für k →∞ gilt.
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Wir wollen daran erinnern, dass wir bereits am Ende von Kapitel 3 ein Ergebnis über
maximale cluster sets bewiesen haben, indem wir in Satz 3.2.10 gezeigt haben, dass
V-streckungsuniverselle Funktionen die Eigenschaft haben, auf jeder unbeschränkten
Kurve jedem Wert beliebig nahe zu kommen. Da die Menge dieser Funktionen resi-
dual in M∞(C) ist, können wir mit obiger Definition also zunächst einmal leicht das
folgende Ergebnis formulieren, welches sich auch bei Kierst und Szpilrajn [30] findet.

Korollar 4.2.2. Die Menge der meromorphen Funktionen, welche auf jeder unbeschränk-
ten Kurve maximales cluster set besitzen, ist residual in (M∞(C), ρ).

Im Folgenden werden wir in erster Linie zeigen, dass die in vorigem Abschnitt konstru-
ierten Funktionen über interessante Eigenschaften in Bezug auf maximale cluster sets
verfügen. Anschließend werden wir einige allgemeine Eigenschaften solcher Funktionen
zusammenstellen. Zunächst einmal gehen wir in Satz 4.1.3 auf den Sonderfall K = {0}
ein, welcher uns unmittelbar das folgende Ergebnis liefert.

Korollar 4.2.3. Es existiert eine meromorphe Funktion φ ∈M(C) mit der Eigenschaft,
dass zu jeder unbeschränkten Kurve γ eine strikt unbeschränkte Folge {zn} auf γ existiert,
entlang welcher die Funktion φ(j) für jedes j ∈ N0 maximales cluster set hat. Somit
hat φ(j) entlang jeder unbeschränkten Kurve maximales cluster set und das Bild jeder
unbeschränkten Kurve unter φ(j) liegt dicht in C.

Beweis. Die Aussage folgt unmittelbar aus Satz 4.1.3, wenn wir dort K = {0} setzen.

Bemerkung 4.2.4.

(i) Anders ausgedrückt hat die obige Funktion φ die Eigenschaft, dass zu jeder unbe-
schränkten Kurve γ eine Folge {zn} auf γ existiert, so dass für jedes j ∈ N0 die
Menge {φ(j)(zn) : n ∈ N} dicht in C liegt.

(ii) Neben dem bereits erwähnten Ergebnis von Kierst und Szpilrajn haben auch Gross
[20] und MacLane [43] meromorphe Funktionen φ mit der Eigenschaft konstruiert,
dass das Bild jeder unbeschränkten Kurve unter φ dicht in C liegt. Die dortigen
Beweise unterscheiden sich jedoch grundlegend von dem obigen, zudem gelten diese
Ergebnisse nicht für die Ableitungen von φ.

Bevor wir zu allgemeineren Eigenschaften von Funktionen mit maximalen cluster sets
entlang beliebiger Kurven kommen, wollen wir noch zeigen, dass für die Funktion aus
Satz 4.1.3 auch die folgende Aussage gilt.
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Korollar 4.2.5. Es existiert eine meromorphe Funktion φ ∈ M(C) mit der folgenden
Eigenschaft:
Für jedes j ∈ N0 hat die Funktion φ(j) entlang jeder unbeschränkten Folge {zn} mit
supn∈N |zn − zn−1| <∞ maximales cluster set.

Beweis. Es sei {zn} eine unbeschränkte Folge, so dass supn∈N |zn − zn−1| =: δ <∞ gilt.
Wir werden zeigen, dass die Funktion φ aus Satz 4.1.3 die obige Aussage erfüllt.
Nach Voraussetzung existiert eine unbeschränkte Kurve γ, so dass für jedes ζ ∈ γ gilt

{z : |z − ζ| ≤ δ} ∩ {zn : n ∈ N} 6= ∅. (4.14)

Ist nun j ∈ N0 beliebig und a ∈ C, so existiert zu K := {z : |z| ≤ δ} eine strikt
unbeschränkte Folge {ζk} auf γ, so dass für jedes k ∈ N gilt

max
K

∣∣φ(j)(z + ζk)− a
∣∣ < 1

k
. (4.15)

Gemäß unserer Wahl von γ existiert wegen (4.14) hierbei zu jedem k ∈ N ein Punkt
znk ∈ {z : |z − ζk| ≤ δ} ∩ {zn : n ∈ N}, und somit znk ∈ K + ζk. Folglich existiert zu
jedem k ∈ N ein ηk ∈ K mit znk = ηk + ζk, woraus wir unter Verwendung von (4.15) für
jedes k erhalten∣∣φ(j)(znk)− a

∣∣ =
∣∣φ(j)(ηk + ζk)− a

∣∣ ≤ max
z∈K

∣∣φ(j)(z + ζk)− a
∣∣ < 1

k
.

Also gilt
∣∣φ(j)(znk)− a

∣∣ → 0 für k → ∞, und da hierbei j ∈ N0 und a ∈ C beliebig
waren, folgt die Behauptung.

Bemerkung 4.2.6.

(i) Es ist klar, dass zu jeder unbeschränkten Kurve γ eine Folge {zn} auf γ mit der
in Korollar 4.2.5 geforderten Bedingung existiert. Eine Funktion mit der obigen
Eigenschaft hat also insbesondere die Eigenschaft, entlang jeder unbeschränkten
Kurve maximales cluster set zu besitzen. Somit ist Korollar 4.2.3 in Korollar 4.2.5
enthalten.

(ii) Weiter beachte man, dass die obige Funktion die Eigenschaft hat, dass für jede
unbeschränkte Folge {zn} mit supn∈N |zn − zn−1| <∞ die Menge {φ(j)(zn) : n ∈ N}
für jedes j ∈ N0 dicht in C liegt.

(iii) Man könnte sich fragen, ob das Ergebnis dahingehend verschärft werden kann,
dass die Funktion φ entlang jeder unbeschränkten Folge maximales cluster set hat,
allerdings sieht man leicht, dass dies nicht möglich ist. Wäre nämlich φ ∈ M(C)

eine solche Funktion und {λn} eine beliebige unbeschränkte Folge, so würde nach
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Voraussetzung zu a ∈ C eine strikt unbeschränkte Teilfolge {λnk} mit φ(λnk)→ a

für k → ∞ existieren. Betrachten wir dann die Folge {ζk} mit ζk = λnk , so ist
diese ebenfalls unbeschränkt, so dass φ nach Voraussetzung maximales cluster set
entlang {ζk} besitzt. Dies steht jedoch im Widerspruch zu φ(ζk)→ a für k →∞.

Wir werden nun einige Eigenschaften von Funktionen zusammenstellen, welche entlang
unbeschränkter Kurven maximale cluster sets haben. Insbesondere gelten diese Eigen-
schaften dann natürlich für die Funktion aus Satz 4.1.3.

Lemma 4.2.7. Es sei φ ∈ M(C), so dass φ(j) für jedes j ∈ N0 entlang jeder unbe-
schränkten Kurve maximales cluster set hat. Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Für jedes j ∈ N0 besitzt die Funktion φ(j) keinen asymptotischen Wert.

(ii) Für jedes j ∈ N0 besitzt die Funktion φ(j) keinen Picardschen Ausnahmewert, d.h.
φ(j) nimmt jeden Wert aus C̃ unendlich oft an.

(iii) Die Funktion φ hat unendlich viele Polstellen, insbesondere ist φ nicht aus H(C).

Beweis. Wir beweisen zunächst die erste Aussage, dazu nehmen wir an, dass die Funk-
tion φ(j) für ein j ∈ N0 einen asymptotischen Wert a ∈ C̃ hat. Folglich existiert eine
strikt unbeschränkte Kurve γ mit

φ(j)(z)→ a für z →∞, z ∈ γ. (4.16)

Nach Voraussetzung hat φ(j) maximales cluster set entlang der Kurve γ, das heißt zu
jedem w ∈ C existiert eine Folge {wn} auf γ mit wn →∞ für n→∞ und φ(j)(wn)→ w.
Für w 6= a steht dies im Widerspruch zu (4.16).

Die zweite Aussage folgt nun unmittelbar aus Satz 4.1.5. Hätte φ(j) nämlich einen Pi-
cardschen Wert a, so wäre a nach diesem Satz auch asymptotischer Wert. Wie eben
gezeigt, ist dies nicht möglich. Die dritte Aussage ist offensichtlich eine unmittelbare
Folgerung aus der zweiten.

Aus der Eigenschaft, dass eine meromorphe Funktion φ entlang jeder unbeschränkten
Kurve maximales cluster set besitzt, können also leicht weitere Aussagen gefolgert wer-
den. So nimmt jede solche Funktion jeden Wert aus C̃ unendlich oft an, insbesonde-
re kann keine ganze Funktion mit dieser Eigenschaft existieren. Es sei noch erwähnt,
dass Hayman [25] das im vorigen Abschnitt erwähnte Ergebnis von Iversen verschärft
hat, indem er zeigte, dass auch gewisse Klassen meromorpher Funktionen stets einen
asymptotischen Wert besitzen. Auch für diese Funktionen können somit die Aussagen
der obigen Korollare 4.2.3 und 4.2.5 nicht gelten.
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Wir wollen nun auch in Satz 4.1.9 auf den Sonderfall K = {0} eingehen, in welchem
wir eine in einem Gebiet G meromorphe Funktion erhalten, welche entlang jeder unbe-
schränkten Kurve maximales cluster set besitzt.

Korollar 4.2.8. Es sei G ⊂ C ein einfach zusammenhängendes Gebiet. Dann existiert
eine meromorphe Funktion φ ∈ M(G) mit der Eigenschaft, dass zu jeder in G unbe-
schränkten Kurve γ eine in G strikt unbeschränkte Folge {zn} auf γ existiert, entlang
welcher die Funktion φ(j) für jedes j ∈ N0 maximales cluster set hat. Somit hat die
Funktion φ(j) entlang jeder unbeschränkten Kurve maximales cluster set und das Bild
jeder unbeschränkten Kurve unter φ(j) liegt dicht in C.

Beweis. Im Fall G = C ist dies gerade die Aussage von Korollar 4.2.3. Im Fall G 6= C
folgt die Aussage unmittelbar aus Satz 4.1.9, wenn wir dort K = {0} setzen.

Bemerkung 4.2.9.

(i) Auch hier beachte man, dass die obige Funktion φ die Eigenschaft hat, dass zu
jeder in G unbeschränkten Kurve γ eine Folge {zn} auf γ existiert, so dass die
Menge {φ(j)(zn) : n ∈ N} für jedes j ∈ N0 dicht in C liegt.

(ii) Weiter sei bemerkt, dass das obige Korollar 4.2.8 in gewisser Weise eine Er-
weiterung eines Ergebnisses von Bernal-González, Calderón-Moreno und Prado-
Bassas [3] darstellt. Diese bewiesen im Jahr 2004 den folgenden Satz, hierbei ist

Osc(A) := {t ∈ ∂G : es existiert eine Folge {zn} in A mit lim
n→∞

zn = t},

wobei A eine in einem Gebiet G abgeschlossene Menge ist.

Satz 4.2.10 (Bernal-González, Calderón-Moreno, Prado-Bassas, 2004).
Es sei G ⊂ C ein Jordangebiet. Dann existiert ein dichter Unterraum D von H(G),
so dass jedes f ∈ D \ {0} entlang jeder unbeschränkten Kurve γ mit Osc(γ) 6= ∂G

maximales cluster set besitzt.

Im Gegensatz zu diesem Ergebnis gilt Korollar 4.2.8 auch für allgemeine einfach
zusammenhängende Gebiete, zudem bleibt die Aussage dort auch für jede Ableitung
richtig, und die Einschränkung Osc(γ) 6= ∂G entfällt. Allerdings ist die dortige
Funktion aus der Klasse der in G meromorphen Funktionen, ferner enthält Korol-
lar 4.2.8 keine Information über die Größe der Menge der Funktionen, für welche
die Aussage gilt.
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Über sukzessive Ableitungen
meromorpher Funktionen

In diesem Kapitel beschäftigen wir uns mit Ableitungen meromorpher Funktionen. Ins-
besondere wollen wir untersuchen, ob in Analogie zum Satz von MacLane (Satz 1.3.5)
auch meromorphe Funktionen existieren, so dass die Folge ihrer sukzessiven Ableitungen
über gewisse universelle Eigenschaften verfügt.

5.1 Der Satz von Pólya und die finale Menge einer
meromorphen Funktion

Zur Motivation wollen wir nochmal kurz auf den Satz von MacLane eingehen, welcher die
Existenz einer ableitungsuniversellen ganzen Funktion beweist, also einer ganzen Funk-
tion ϕ mit der Eigenschaft, dass die Folge {ϕ(n)(z) : n ∈ N} dicht im Raum aller ganzen
Funktionen liegt. Man kann sogar folgende Verschärfung dieses Satzes beweisen.

Lemma 5.1.1. Es sei {nk} eine Teilfolge der natürlichen Zahlen. Dann existiert eine
in H(C) residuale Menge U, so dass jedes ϕ ∈ U ableitungsuniversell bezüglich {nk}
ist, das heißt zu jedem ϕ ∈ U, zu jedem Kompaktum K ∈ M und zu jeder Funktion
f ∈ A(K) existiert eine Teilfolge {nkl} von {nk} mit

ϕ(nkl )(z)→ f(z) gleichmäßig auf K (l→∞).

Es stellt sich die Frage, ob dieses Ergebnis auf meromorphe Funktionen übertragbar
ist und ob auch meromorphe ableitungsuniverselle Funktionen existieren. In Anbetracht
der Tatsache, dass die Resultate über translations- und streckungsuniverselle holomor-
phe Funktionen auf den meromorphen Fall erweitert werden können, liegt die Vermutung

83



Kapitel 5 Über sukzessive Ableitungen meromorpher Funktionen

nahe, dass auch die Existenz meromorpher Funktionen mit universellen Ableitungsfol-
gen bewiesen werden kann. Wir werden jedoch sehen, dass dies nicht der Fall ist, und
dass die sukzessiven Ableitungen meromorpher Funktionen sich gänzlich anders als die
Ableitungen holomorpher Funktionen verhalten. Von großer Wichtigkeit für das gesamte
Kapitel wird hierbei ein bemerkenswerter Satz von Pólya [49] sein, welcher sich mit der in
Definition 2.2.5 eingeführten Menge der Nullstellenhäufungspunkte der Ableitungsfolge
einer meromorphen Funktion beschäftigt.

Definition 5.1.2. Es sei φ ∈ M(C) eine meromorphe Funktion. Dann nennen wir die
Menge der Nullstellenhäufungspunkte von {φ(n) : n ∈ N} die finale Menge von φ und
bezeichnen sie mit F(φ).

Bemerkung 5.1.3. Den Ausdruck „finale Menge“ haben wir in Anlehnung an den eng-
lischen Begriff „final set“ gewählt. Dieser wurde 1943 von Pólya ([50], S. 179) zur Be-
zeichnung der Menge der Nullstellenhäufungspunkte von {φ(n) : n ∈ N} vorgeschlagen,
da diese Menge in gewisser Weise die finale Position der Nullstellen von φ(n) darstellt.

Mit der in Definition 2.2.5 eingeführten Bezeichnung gilt also F(φ) = H0({φ(n)}) und
gemäß dieser Definition liegt ein Punkt z0 genau dann in F(φ), wenn in jeder Umgebung
U(z0) von z0 unendlich viele Ableitungen von φ eine Nullstelle haben. Der Satz von
Pólya besagt nun, dass die finale Menge einer meromorphen Funktion φ allein durch die
Lage der Polstellen von φ bestimmt ist, zudem ist sie geometrisch charakterisierbar. Im
Folgenden bezeichnen wir mit Pφ stets die Menge der Polstellen der Funktion φ.

Satz 5.1.4 (Pólya, 1922). Es sei φ ∈M(C) \H(C) eine meromorphe Funktion. Dann
ist die finale Menge von φ allein durch die Lage der Polstellen von φ bestimmt. Weiter
gilt z0 ∈ F(φ) genau dann, wenn auf dem Kreis {z : |z − z0| = d0} mindestens zwei
Polstellen liegen, wobei d0 := dist(z0, Pφ) ist. Besitzt die Funktion φ genau eine Polstelle,
so gilt F(φ) = ∅.

Bemerkung 5.1.5.

(i) Der Satz ist auch unter dem Namen „Pólya’s Shire Theorem“ bekannt und wird
üblicherweise in der obigen Fassung zitiert. Man beachte jedoch, dass Pólya in [49]
noch zwei interessante Zusätze beweist. Erstens bleibt die Aussage richtig, wenn
man anstatt der Menge der Nullstellenhäufungspunkte die Menge der w-Stellen-
häufungspunkte von {φ(n)} betrachtet, wobei w ∈ C ein beliebiger Wert ist. Zudem
beweist Pólya, dass sogar zu jedem z0 ∈ F(φ) und zu jeder Umgebung U(z0) von
z0 ein n0 ∈ N existiert, so dass φ(n)(z) für jedes n > n0 eine Nullstelle (bzw.
w-Stelle) in U(z0) hat. Hieraus folgt insbesondere, dass für jede Folge natürli-
cher Zahlen {nk} gilt F(φ) = H0({φ(n)}) = H0({φ(nk)}), das heißt die Menge der
Nullstellenhäufungspunkte von {φ(n)} ist identisch mit der Menge der Nullstellen-
häufungspunkte von {φ(nk)}.
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(ii) Offenbar ist die finale Menge einer meromorphen Funktion mit mindestens zwei
Polstellen stets eine in C abgeschlossene und unbeschränkte Menge, welche keine
inneren Punkte besitzt und aus der Vereinigung von Geraden, Halbgeraden und
Segmenten besteht. Weiter beachte man, dass zu jeder „geeigneten“ Menge F ⊂ C
meromorphe Funktionen φ mit F(φ) = F existieren, da bekanntlich zu jeder Folge
{zn} in C ohne Häufungspunkt in C stets meromorphe Funktionen φ existieren,
welche Pφ = {zn : n ∈ N} erfüllen.

(iii) Es sei bemerkt, dass die finale Menge einer ganzen Funktion sich gänzlich anders
verhält und dass in diesem Fall kein entsprechendes Ergebnis gilt. So konnten Edrei
und MacLane [12] im Jahre 1957 etwa beweisen, dass zu jeder in C abgeschlossenen
Menge F eine ganze Funktion ϕ mit F(ϕ) = F existiert.

Eine leichte Folgerung aus Satz 5.1.4 ist nun, dass keine meromorphe Funktion φ existie-
ren kann, welche im Sinne des Satzes von MacLane ableitungsuniversell ist, selbst dann
nicht, wenn wir uns auf die Approximation auf Mergelian Mengen beschränken, welche
außerhalb von Pφ liegen.

Korollar 5.1.6. Es existiert keine meromorphe Funktion φ ∈ M(C) \ H(C) mit der
folgenden Eigenschaft:
Zu jedem K ∈M mit K ⊂ C \ Pφ und zu jeder Funktion f ∈ A(K) existiert eine Folge
{nk} natürlicher Zahlen mit

φ(nk)(z)→ f(z) gleichmäßig auf K (k →∞).

Beweis. Wir nehmen an, φ ∈ M(C) \H(C) wäre eine Funktion mit dieser Eigenschaft
und betrachten einen Punkt z0 ∈ C\ (Pφ∪F(φ)). Für hinreichend kleines ε > 0 ist dann
K := {z : |z − z0| ≤ ε} ein Mergelian Kompaktum mit K ⊂ C \ Pφ. Gemäß unserer
Annahme existiert also eine Folge {nk} in N mit

φ(nk)(z)→ f(z) := z − z0 gleichmäßig auf K (k →∞).

Da die Funktion f eine Nullstelle an z0 hat, erhalten wir mit dem Satz von Hurwitz,
dass z0 ∈ H0({φ(nk)}) ⊂ F(φ) gilt, und somit einen Widerspruch.

Bemerkung 5.1.7. Eine ähnliche Überlegung liefert, dass eine ganze ableitungsuniver-
selle Funktion ϕ stets F(ϕ) = C erfüllen muss. Da die Menge dieser Funktionen residual
in H(C) ist, erhalten wir eine in H(C) residuale Menge an Funktionen, deren finale
Menge mit C übereinstimmt (siehe auch [18]). Nach dem Satz von Pólya kann keine
nichtganze meromorphe Funktion mit dieser Eigenschaft existieren.
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Somit ist klar, dass die Ergebnisse über ableitungsuniverselle holomorphe Funktionen
nicht auf den meromorphen Fall übertragbar sind. Insbesondere kann keine meromorphe
Funktion φ existieren, so dass die Folge {φ(n)} dicht in (M∞(C), ρ) ist. Es stellt sich
jedoch die Frage, ob die Folge der Ableitungen einer meromorphen Funktion schwächere
Universalitätseigenschaften besitzen kann. Hierzu geben wir zunächst folgende Variante
des Satzes von Pólya an, welche auf Hayman [24] zurückgeht.

Satz 5.1.8. Die Funktion φ sei meromorph in {z : |z − z0| < R} mit 0 < R ≤ ∞, und
φ besitze mindestens zwei Polstellen. Es sei d0 der Radius der größten Kreisscheibe um
z0, welche keine Polstellen von φ im Inneren enthält. Dann gilt:

(i) Falls auf dem Kreis {z : |z − z0| = d0} mindestens zwei Polstellen von φ liegen,
so hat φ(l)(z) für jedes δ > 0 und alle hinreichend großen l ∈ N eine Nullstelle in
{z : |z − z0| < δ}.

(ii) Falls auf dem Kreis {z : |z − z0| = d0} genau eine Polstelle von φ liegt, so gilt für
hinreichend kleines δ > 0∣∣φ(l)(z)

∣∣→∞ gleichmäßig auf {z : |z − z0| ≤ δ} (l→∞).

Bemerkung 5.1.9. Offenbar beinhaltet dieser Satz auch die Aussage von Satz 5.1.4.
Zusätzlich besagt er, dass die Punkte z0, bei denen auf {z : |z − z0| = d0} exakt eine
Polstelle von φ liegt, nicht nur keine Nullstellenhäufungspunkte von {φ(n)} sind, sondern
dass φ(n)(z) sogar für hinreichend kleines δ auf {z : |z − z0| ≤ δ} gleichmäßig gegen ∞
strebt.

Im Hinblick auf universelles Verhalten der Ableitungen ist die zweite Aussage des obigen
Satzes äußerst interessant. Es folgt nämlich unmittelbar, dass φ(n)(z) für jedes z /∈ F(φ)

punktweise gegen ∞ strebt, somit ist außerhalb der finalen Menge jede Form von Ab-
leitungsuniversalität ausgeschlossen. Natürlich ist auch Korollar 5.1.6 eine unmittelbare
Folgerung aus Satz 5.1.8.

5.2 Verhalten der Ableitungen auf der finalen
Menge

Der vorige Abschnitt hat gezeigt, dass bei Folgen von Ableitungen meromorpher Funktio-
nen nie universelles Verhalten außerhalb der finalen Menge auftreten kann. Insbesondere
haben wir gesehen, dass φ(n)(z) für jedes z /∈ F(φ) punktweise gegen ∞ strebt. Im Fol-
genden wollen wir untersuchen, wie sich die Ableitungen von φ in Punkten z ∈ F(φ)
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verhalten. Insbesondere stellt sich die Frage, ob in solchen Punkten universelles Verhal-
ten auftreten kann, das heißt, ob es meromorphe Funktionen φ und Punkte z0 ∈ F(φ)

gibt, so dass {φ(n)(z0) : n ∈ N} dicht in C ist. In den ersten beiden Unterabschnitten
werden wir sehen, dass im Allgemeinen auch auf der finalen Menge keine Universalität
zu erwarten ist, später werden wir allerdings einen Sonderfall betrachten, in welchem
wir positive Ergebnisse beweisen können.

5.2.1 Verhalten in gewissen Punkten der finalen Menge

Wir werden zunächst zeigen, dass die Ableitungen unter gewissen Voraussetzungen auch
in Punkten der finalen Menge stets gegen ∞ streben, auch in diesen Punkten ist uni-
verselles Verhalten somit ausgeschlossen. Zu diesem Zweck beweisen wir zunächst das
folgende Lemma, welches gewissermaßen Auskunft über das Wachstum der Ableitungen
von Hauptteilen gibt.

Lemma 5.2.1. Es sei ζ ∈ C und g(z) :=
∑n

j=1
aj

(z−ζ)j mit aj ∈ C und an 6= 0. Weiter
sei N ∈ N und z0 ∈ C ein fester Punkt mit z0 6= ζ. Dann existiert ein l0 ∈ N, so dass
für alle l > l0 gilt:

(i)
∣∣g(l)(z0)

∣∣ > (1− 1
N

) (n+l−1)!
(n−1)!

|an|
|z0−ζ|n+l ,

(ii)
∣∣g(l)(z0)

∣∣ < (1 + 1
N

) (n+l−1)!
(n−1)!

|an|
|z0−ζ|n+l .

Beweis. Im Fall n = 1 gilt offenbar g(z) = a1

z−ζ , und somit
∣∣g(l)(z0)

∣∣ = l! |a1|
|z0−ζ|l+1 , woraus

unmittelbar die Behauptung folgt.
Es sei also n ≥ 2. Für l ∈ N und jedes j ∈ {1, . . . , n− 1} gilt

(j + l − 1)!

(j − 1)!

(n− 1)!

(n+ l − 1)!
≤ (n+ l − 2)!

(n− 2)!

(n− 1)!

(n+ l − 1)!
=

n− 1

n+ l − 1
.

Somit folgt für l ∈ N

(n− 1)!

(n+ l − 1)!

|z0 − ζ|n+l

|an|

n−1∑
j=1

(j + l − 1)!

(j − 1)!

|aj|
|z0 − ζ|j+l

=
|z0 − ζ|n+l

|an|

n−1∑
j=1

(j + l − 1)!

(j − 1)!

(n− 1)!

(n+ l − 1)!

|aj|
|z0 − ζ|j+l

≤ |z0 − ζ|n

|an|

(
max

j∈{1,...,n−1}

|aj|
|z0 − ζ|j

) n−1∑
j=1

n− 1

n+ l − 1

=
c(n)

n+ l − 1
,
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wobei c(n) eine von n abhängige Konstante ist. Also gilt

(n− 1)!

(n+ l − 1)!

|z0 − ζ|n+l

|an|

n−1∑
j=1

(j + l − 1)!

(j − 1)!

|aj|
|z0 − ζ|j+l

→ 0 für l→∞,

so dass ein l0 ∈ N existiert mit

(n− 1)!

(n+ l − 1)!

|z0 − ζ|n+l

|an|

n−1∑
j=1

(j + l − 1)!

(j − 1)!

|aj|
|z0 − ζ|j+l

<
1

N
für alle l > l0.

Dann gilt aber auch
n−1∑
j=1

(j + l − 1)!

(j − 1)!

|aj|
|z0 − ζ|j+l

<
1

N

(n+ l − 1)!

(n− 1)!

|an|
|z0 − ζ|n+l

für alle l > l0. (5.1)

Nun beachten wir, dass für l ∈ N gilt

g(l)(z0) =
n∑
j=1

(−1)lj(j + 1) . . . (j + l − 1) aj
(z0 − ζ)j+l

=
n∑
j=1

(−1)l(j + l − 1)! aj
(j − 1)! (z0 − ζ)j+l

.

Unter Verwendung der Dreiecksungleichung und (5.1) folgt nun für jedes l > l0∣∣g(l)(z0)
∣∣ ≥ (n+ l − 1)!

(n− 1)!

|an|
|z0 − ζ|n+l

−
n−1∑
j=1

(j + l − 1)!

(j − 1)!

|aj|
|z0 − ζ|j+l

>

(
1− 1

N

)
(n+ l − 1)!

(n− 1)!

|an|
|z0 − ζ|n+l

.

Andererseits folgt aber auch∣∣g(l)(z0)
∣∣ ≤ (n+ l − 1)!

(n− 1)!

|an|
|z0 − ζ|n+l

+
n−1∑
j=1

(j + l − 1)!

(j − 1)!

|aj|
|z0 − ζ|j+l

<

(
1 +

1

N

)
(n+ l − 1)!

(n− 1)!

|an|
|z0 − ζ|n+l

.

Satz 5.2.2. Es sei φ ∈ M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens zwei Pol-
stellen. Es sei z0 ∈ F(φ) und ζ1, . . . , ζn seien die Polstellen auf {z : |z − z0| = d},
wobei d := dist(z0, Pφ). Hierbei seien ζ1, . . . , ζm die Polstellen höchster Ordnung und

gi(z) =
∑k

j=1

a
(i)
j

(z−ζi)j die zugehörigen Hauptteile für i ∈ {1, . . . ,m}, wobei 1 ≤ m ≤ n ist.
Für ein i ∈ {1, . . . ,m} gelte ferner∣∣∣a(i)

k

∣∣∣ > ∑
p∈{1,...,m}\{i}

∣∣∣a(p)
k

∣∣∣ . (5.2)

Dann gilt ∣∣φ(l)(z0)
∣∣→∞ für l→∞.
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Beweis. Es gelte zunächst n > m und z0 = 0. Für u ∈ {m + 1, . . . , n} sei Gu(z) =∑ku
j=1

a
(u)
j

(z−ζu)j
der Hauptteil von φ an ζu, so dass nach Voraussetzung k > ku für alle

u ∈ {m+ 1, . . . , n} ist. Es existiert ein δ > 0, so dass die Funktion

ϕ(z) := φ(z)−
m∑
i=1

gi(z)−
n∑

u=m+1

Gu(z)

holomorph ist auf {z : |z| ≤ d + δ}. Es sei M := max{z:|z|≤d+δ} |ϕ(z)|, so dass wir mit
der Cauchyschen Ungleichung für jedes l ∈ N erhalten∣∣ϕ(l)(0)

∣∣ ≤ l!M

(d+ δ)l
. (5.3)

Es gelte ohne Einschränkung
∣∣∣a(1)
k

∣∣∣ >∑p∈{2,...,m}

∣∣∣a(p)
k

∣∣∣, so dass ein N ∈ N existiert mit

C :=

(
1− 1

N

) ∣∣∣a(1)
k

∣∣∣− (1 +
1

N

) m∑
p=2

∣∣∣a(p)
k

∣∣∣ > 0. (5.4)

Mit Lemma 5.2.1 folgt nun, dass zu diesem N ein l0 ∈ N existiert, so dass für jedes
i ∈ {1, . . . ,m}, für jedes u ∈ {m+ 1, . . . , n} und für jedes l > l0 gilt

∣∣∣g(l)
i (0)

∣∣∣ > (1− 1

N

)
(k + l − 1)!

(k − 1)!

∣∣∣a(i)
k

∣∣∣
dk+l

,

∣∣∣g(l)
i (0)

∣∣∣ < (1 +
1

N

)
(k + l − 1)!

(k − 1)!

∣∣∣a(i)
k

∣∣∣
dk+l

und

∣∣G(l)
u (0)

∣∣ < (1 +
1

N

)
(ku + l − 1)!

(ku − 1)!

∣∣∣a(u)
ku

∣∣∣
dku+l

≤
(

1 +
1

N

)
(k + l − 2)!

(k − 2)!

∣∣∣a(u)
ku

∣∣∣
dku+l

.

Hierbei haben wir in der letzten Abschätzung verwendet, dass gemäß Voraussetzung für
jedes u ∈ {m + 1, . . . , n} gilt ku ≤ k − 1. Somit folgt für alle l > l0 unter Verwendung
von (5.3) und (5.4)

∣∣φ(l)(0)
∣∣ =

∣∣∣∣∣
m∑
i=1

g
(l)
i (0) +

n∑
u=m+1

G(l)
u (0) + ϕ(l)(0)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣g(l)
1 (0) +

m∑
i=2

g
(l)
i (0) +

n∑
u=m+1

G(l)
u (0) + ϕ(l)(0)

∣∣∣∣∣
≥
∣∣∣g(l)

1 (0)
∣∣∣− m∑

i=2

∣∣∣g(l)
i (0)

∣∣∣− n∑
u=m+1

∣∣G(l)
u (0)

∣∣− ∣∣ϕ(l)(0)
∣∣
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>

(
1− 1

N

)
(k + l − 1)!

(k − 1)!

∣∣∣a(1)
k

∣∣∣
dk+l

−
(

1 +
1

N

)
(k + l − 1)!

(k − 1)!

m∑
i=2

∣∣∣a(i)
k

∣∣∣
dk+l

−
(

1 +
1

N

)
(k + l − 2)!

(k − 2)!

n∑
u=m+1

∣∣∣a(u)
ku

∣∣∣
dku+l

− l!M

(d+ δ)l

≥ (k + l − 1)!

(k − 1)!

1

dk+l

((
1− 1

N

) ∣∣∣a(1)
k

∣∣∣− (1 +
1

N

) m∑
i=2

∣∣∣a(i)
k

∣∣∣)

−
(

1 +
1

N

)
(k + l − 2)!

(k − 2)!

n∑
u=m+1

∣∣∣a(u)
ku

∣∣∣
dku+l

− l!M

(d+ δ)l

=
(k + l − 1)!

(k − 1)! dl
C

dk
−
(

1 +
1

N

)
(k + l − 2)!

(k − 2)! dl

n∑
u=m+1

∣∣∣a(u)
ku

∣∣∣
dku

− l!M

(d+ δ)l

Da dieser Ausdruck für l→∞ gegen ∞ strebt, folgt schließlich∣∣φ(l)(0)
∣∣→∞ für l→∞.

Ist nun z0 ∈ F(φ) ein beliebiger Punkt, so betrachten wir die Funktion φ̃(z) := φ(z+z0).
Wie eben gezeigt, gilt dann φ̃(l)(0)→∞ für l→∞, somit folgt φ(l)(z0)→∞.

Falls alle Polstellen ζ1, . . . , ζn von höchster Ordnung sind, und somit n = m gilt, so
folgt die Behauptung auf analoge Weise, unter Beachtung dass dann keine Hauptteile
Gu existieren.

Ist also φ ∈M(C) und z0 ∈ F(φ), so dass unter den Polstellen, welche kleinsten Abstand
zu z0 haben, eine Polstelle höchster Ordnung ist, deren Hauptteil einen „dominierenden
Leitkoeffizienten“ im Sinne von (5.2) hat, so gilt φ(l)(z0)→∞ für l→∞. Man beachte,
dass diese Bedingung insbesondere dann erfüllt ist, wenn exakt eine Polstelle höchster
Ordnung vorliegt, so dass wir leicht die folgenden Korollare erhalten, hierbei bezeichnet
ord(ζ) die Ordnung der Polstelle ζ.

Korollar 5.2.3. Es sei φ ∈ M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens zwei
Polstellen. Es sei z0 ∈ F(φ) und ζ1, . . . , ζn seien die Polstellen auf {z : |z − z0| = d},
wobei d := dist(z0, Pφ). Für ein i ∈ {1, . . . , n} gelte ferner ord(ζi) > ord(ζj) für alle
j ∈ {1, . . . , n} \ {i}. Dann gilt∣∣φ(l)(z0)

∣∣→∞ für l→∞.
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Unter Verwendung von Satz 5.1.8 folgt hieraus noch unmittelbar das folgende Ergeb-
nis.

Korollar 5.2.4. Es sei φ ∈ M(C) eine meromorphe Funktion mit der Polstellenmenge
Pφ = {ζn : n ∈ N}. Es gelte ord(ζi) 6= ord(ζj) für jedes i 6= j. Dann gilt für jedes z ∈ C∣∣φ(l)(z)

∣∣→∞ für l→∞.

5.2.2 Verhalten in Punkten einer dichten Teilmenge der finalen
Menge

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen
im Allgemeinen auch in gewissen Punkten der finalen Menge stets gegen ∞ streben. In
diesem Abschnitt werden wir ähnliche Aussagen beweisen, wobei wir uns hierbei auf eine
dichte Teilmenge der finalen Menge beschränken werden. Es sei dazu zunächst ζ ∈ C\{0}
mit ζ = |ζ| ei ψ, wobei ψ ∈ [0, 2π) ist. Mit Gζ bezeichnen wir die Gerade durch den
Nullpunkt, welche das Segment [ζ,−ζ] in einem rechten Winkel schneidet, das heißt es
gilt

Gζ = {z : z = r ei (ψ+π
2
), r ∈ R}.

Weiter sei G′ζ die Gerade, die durch Verschiebung von Gζ um den Wert ζ hervorgeht,
also G′ζ := Gζ + ζ = {w : w = z+ ζ, z ∈ Gζ}. Auf dieser Geraden definieren wir folgende
Punktmenge

Mζ :=
⋃

l∈Q∩[− 1
2
, 1
2
]

(
{z : z = r ei (ψ+l π), r ≥ 0} ∩G′ζ

)
,

und setzen schließlich

Aζ := Mζ − ζ = {w : w = z − ζ, z ∈Mζ}. (5.5)

Offensichtlich ist Mζ eine abzählbare dichte Teilmenge der Geraden G′ζ , folglich ist Aζ

eine abzählbare dichte Teilmenge von Gζ . Ist nun z0 ∈ Aζ ein beliebiger Punkt, so ist
zunächst einmal klar, dass stets |z0 + ζ| = |z0 − ζ| gilt. Weiterhin beachte man, dass zu
z0 ∈ Aζ eindeutig bestimmte, teilerfremde natürliche Zahlen p, q mit p

q
< 1 existieren,

so dass gilt

z0 + ζ = |z0 + ζ| ei
(
ψ+π( 1

2
− p
q
)
)

und z0 − ζ = |z0 − ζ| ei
(
ψ+π( 1

2
+ p
q
)
)
. (5.6)

Da wir im weiteren Verlauf des Kapitels häufig auf diese Zahlen zurückgreifen werden,
führen wir folgende Notation ein. Ist zi ∈ Aζ ein beliebiger Punkt, so bezeichnen wir die
eindeutig bestimmten natürlichen Zahlen, welche (5.6) erfüllen mit pi und qi.
Weiterhin führen wir noch folgende Definition ein.
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Definition 5.2.5. Es sei ζ ∈ C mit ζ 6= 0. Dann definieren wir folgende Möbius Trans-
formation

mζ : C̃→ C̃ mit mζ(z) :=
z − ζ
z + ζ

.

Ist ζ ∈ C\{0} mit ζ = |ζ| ei ψ, so istmζ bekanntlich die konforme Abbildung des Gebiets{
w : w = ei (ψ−

π
2
) z, z ∈ {η : Im(η) > 0}

}
auf den Einheitskreis D. Die Menge Gζ ∪ {∞}

wird durch mζ auf ∂D abgebildet. Ist nun z0 ∈ Aζ ein beliebiger Punkt, so folgt wegen
|z0 + ζ| = |z0 − ζ| mit (5.6) offenbar

mζ(z0) =
z0 − ζ
z0 + ζ

= e
i
(
ψ+π( 1

2
+
p0
q0

)
)
e
−i
(
ψ+π( 1

2
− p0
q0

)
)

= e
2πi

p0
q0 , (5.7)

das heißt ein Punkt z0 ∈ Aζ wird durch mζ auf eine Einheitswurzel abgebildet.

Wir weisen noch darauf hin, dass die oben betrachtete Gerade Gζ nach dem Satz von
Pólya die finale Menge jeder meromorphen Funktion darstellt, welche exakt die beiden
Polstellen ζ und −ζ hat. In diesem Fall ist die Menge Aζ also eine dichte Teilmenge
der finalen Menge. Wir werden nun mit Hilfe der Menge Aζ zu jeder finalen Menge eine
entsprechende dichte Teilmenge definieren. Es sei dazu φ eine beliebige meromorphe
Funktion mit mindestens zwei Polstellen. Wir setzen zunächst

F̃(φ) := {z0 ∈ F(φ) : Es gibt exakt zwei Polstellen ζ1(z0), ζ2(z0) mit |z0 − ζi(z0)| = d0},

wobei d0 := dist(z0, Pφ). Folglich gilt F̃(φ) = F(φ) \ {y1, y2, . . . }, wobei {y1, y2, . . . } die
(höchstens) abzählbare Teilmenge von F(φ) ist, so dass zu jedem yi mindestens drei
Polstellen von φ existieren, welche kleinsten Abstand zu yi haben. Ist nun z0 ∈ F̃(φ) und
sind ζ1(z0), ζ2(z0) die beiden Pole auf {z : |z − z0| = d0}, so bezeichnen wir mit ζ12(z0)

den Mittelpunkt des Segments [ζ1(z0), ζ2(z0)], das heißt ζ12(z0) := 1
2
(ζ1(z0) + ζ2(z0)).

Hiermit definieren wir schließlich

F′(φ) := {z0 ∈ F̃(φ) : z0 − ζ12(z0) ∈ Aζ1(z0)−ζ12(z0)}.

Es ist klar, dass F′(φ) eine abzählbare dichte Teilmenge von F(φ) ist. Ist nun zi ∈ F′(φ),
so bezeichnen wir mit pi und qi die dem Punkt zi − ζ12(zi) ∈ Aζ1(zi)−ζ12(zi) gemäß (5.6)
zugeordneten ganzen Zahlen.
Wir werden im Folgenden Aussagen über das Verhalten der Ableitungen von φ in Punk-
ten z0 ∈ F′(φ) machen, wobei wir uns oftmals auf den Fall z0 ∈ Aζ beschränken können.
Zunächst benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 5.2.6. Es sei ζ ∈ C \ {0} und z0 ∈ Aζ. Weiter sei c ∈ C \ {0} mit c = |c| ei ϕ π,
wobei ϕ ∈ [0, 2) sei. Für eine Folge {nk} in N gelte

c+mnk
ζ (z0)→ 0 für k →∞.
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Dann gilt für ein b ∈ {0, . . . , q0 − 1} und alle hinreichend großen k ∈ N

c+mnk
ζ (z0) = c+ e

2πi b
q0 = 0.

Insbesondere gilt (−c)q0 = 1.

Beweis. Gemäß (5.7) gilt mnk
ζ (z0) = e

2πi
p0
q0
nk , so dass aus der Voraussetzung folgt

|c| ei ϕ π + e
2πi

p0
q0
nk → 0 für k →∞.

Hieraus folgt |c| = 1, weiterhin beachte man, dass zu jedem k Zahlen ak ∈ N0 und
bk ∈ {0, . . . , q0 − 1} mit nk p0 = ak q0 + bk existieren. Folglich gilt

e
2πi

p0
q0
nk = e

2πi(ak+
bk
q0

)
= e2πiak e

2πi
bk
q0 = e

2πi
bk
q0 ,

so dass e2πi
p0
q0
nk für k ∈ N nur endlich viele verschiedene Werte annimmt. Folglich exis-

tiert ein b ∈ {0, . . . , q0 − 1}, so dass für alle hinreichend großen k ∈ N gilt

mnk
ζ (z0) = e

2πi
p0
q0
nk = e

2πi
bk
q0 = e

2πi b
q0 = − |c| ei ϕ π = −c,

woraus die Behauptung folgt.

Satz 5.2.7. Es sei φ ∈M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens zwei Polstellen
und z0 ∈ F′(φ). Es seien ζ1 und ζ2 die beiden Polstellen mit kleinstem Abstand zu z0,
sowie g1(z) =

∑n
ν=1

aν
(z−ζ1)ν

und g2(z) =
∑n

ν=1
bν

(z−ζ2)ν
die zugehörigen Hauptteile. Ferner

existiere eine Teilfolge {lk} der natürlichen Zahlen und ein M ∈ N, so dass gilt∣∣φ(lk)(z0)
∣∣ < M für jedes k ∈ N.

Dann ist |aν | = |bν | für alle ν ∈ {1, . . . , n} und
(
−aν
bν

)q0 = 1 für aν , bν 6= 0, und es gilt

g
(lk)
1 (z0) + g

(lk)
2 (z0) = 0 für alle k hinreichend groß.

Beweis. Wir behandeln zunächst den Fall ζ1 =: ζ und ζ2 = −ζ, das heißt z0 ∈ Aζ∩F′(φ).
In einem ersten Schritt zeigen wir, dass für jedes ν ∈ {1, . . . , n} gilt

aν + bνm
ν+lk
ζ (z0)→ 0 für k →∞. (5.8)

Wir nehmen an, dass dies nicht gilt, und dass folglich mindestens ein ν ∈ {1 . . . , n}
existiert, für welches (5.8) nicht erfüllt ist. Wir bezeichnen das größte dieser Elemente
mit ν0. Dann existiert eine Teilfolge {lks} von {lk} und ein γ > 0, so dass für jedes s ∈ N
gilt ∣∣∣aν0 + bν0m

ν0+lks
ζ (z0)

∣∣∣ ≥ γ > 0.
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Es existiert ein δ > 0, so dass die Funktion

ϕ(z) := φ(z)− g1(z)− g2(z)

holomorph ist auf {z : |z − z0| ≤ |z0 − ζ| + δ}. Es sei M := max{z:|z−z0|≤|z0−ζ|+δ} |ϕ(z)|,
so dass wir mit der Cauchyschen Ungleichung für jedes l ∈ N erhalten∣∣ϕ(l)(z0)

∣∣ ≤ l!M

(|z0 − ζ|+ δ)l
. (5.9)

Nun gilt∣∣φ(lks )(z0)
∣∣ =

∣∣∣g(lks )
1 (z0) + g

(lks )
2 (z0) + ϕ(lks )(z0)

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

(−1)lks (ν + lks − 1)! aν
(ν − 1)! (z0 − ζ)ν+lks

+
n∑
ν=1

(−1)lks (ν + lks − 1)! bν
(ν − 1)! (z0 + ζ)ν+lks

+ ϕ(lks )(z0)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣(−1)lks
n∑
ν=1

(ν + lks − 1)!

(ν − 1)!

(
aν (z0 + ζ)ν+lks + bν (z0 − ζ)ν+lks

(z0 − ζ)ν+lks (z0 + ζ)ν+lks

)
+ ϕ(lks )(z0)

∣∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∣
n∑
ν=1

(ν + lks − 1)!

(ν − 1)!

(
aν (z0 + ζ)ν+lks + bν (z0 − ζ)ν+lks

(z0 − ζ)ν+lks (z0 + ζ)ν+lks

)∣∣∣∣∣− ∣∣ϕ(lks )(z0)
∣∣

≥ (ν0 + lks − 1)!

(ν0 − 1)!

∣∣∣∣aν0 (z0 + ζ)ν0+lks + bν0 (z0 − ζ)ν0+lks

(z0 − ζ)ν0+lks (z0 + ζ)ν0+lks

∣∣∣∣
−

n∑
ν=1
ν 6=ν0

(ν + lks − 1)!

(ν − 1)!

∣∣∣∣aν (z0 + ζ)ν+lks + bν (z0 − ζ)ν+lks

(z0 − ζ)ν+lks (z0 + ζ)ν+lks

∣∣∣∣− ∣∣ϕ(lks )(z0)
∣∣

=
(ν0 + lks − 1)!

(ν0 − 1)!

1

|z0 − ζ|ν0+lks

∣∣∣aν0 + bν0m
ν0+lks
ζ (z0)

∣∣∣
−

n∑
ν=1
ν 6=ν0

(ν + lks − 1)!

(ν − 1)!

1

|z0 − ζ|ν+lks
∣∣∣aν + bνm

ν+lks
ζ (z0)

∣∣∣− ∣∣ϕ(lks )(z0)
∣∣

≥ (ν0 + lks − 1)!

(ν0 − 1)!

γ

|z0 − ζ|ν0+lks

−
n∑
ν=1
ν 6=ν0

(ν + lks − 1)!

(ν − 1)!

1

|z0 − ζ|ν+lks
∣∣∣aν + bνm

ν+lks
ζ (z0)

∣∣∣− ∣∣ϕ(lks )(z0)
∣∣ .

(5.10)
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Gemäß unserer Annahme und der Wahl von ν0 gilt für jedes ν ∈ {ν0 + 1, . . . , n}

aν + bνm
ν+lks
ζ (z0)→ 0 für s→∞,

folglich existiert nach Lemma 5.2.6 ein s0 ∈ N, so dass für jedes ν ∈ {ν0 + 1, . . . , n} und
jedes s > s0 gilt

aν + bνm
ν+lks
ζ (z0) = 0. (5.11)

Weiter beachten wir, dass für ν ∈ {1, . . . , n} gilt∣∣∣aν + bνm
ν+lks
ζ (z0)

∣∣∣ ≤ |aν |+ |bν | . (5.12)

Aus (5.10) folgt nun unter Verwendung von (5.9), (5.11) und (5.12) für alle s > s0∣∣φ(lks )(z0)
∣∣ ≥ (ν0 + lks − 1)!

(ν0 − 1)!

γ

|z0 − ζ|ν0+lks

−
∑
ν<ν0

(ν + lks − 1)!

(ν − 1)!

1

|z0 − ζ|ν+lks
∣∣∣aν + bνm

ν+lks
ζ (z0)

∣∣∣− lks !M

(|z0 − ζ|+ δ)lks

≥ (ν0 + lks − 1)!

(ν0 − 1)!

γ

|z0 − ζ|ν0+lks

−
∑
ν<ν0

(ν + lks − 1)!

(ν − 1)!

(|aν |+ |bν |)
|z0 − ζ|ν+lks

− lks !M

(|z0 − ζ|+ δ)lks
.

Hieraus folgt
∣∣φ(lks )(z0)

∣∣ → ∞ für s → ∞, was einen Widerspruch zur Voraussetzung∣∣φ(lk)(z0)
∣∣ < M für jedes k ∈ N darstellt. Somit muss (5.8) für jedes ν ∈ {1, . . . , n}

gelten, woraus wir unter Verwendung von Lemma 5.2.6 folgern können, dass |aν | = |bν |
für alle ν ∈ {1, . . . , n}, und

(
−aν
bν

)q0 = 1 für aν , bν 6= 0 gilt. Weiter erhalten wir für alle
hinreichend großen k ∈ N und alle ν ∈ {1, . . . , n}

aν + bνm
ν+lk
ζ (z0) = 0.

Wegen

g
(lk)
1 (z0) + g

(lk)
2 (z0) = (−1)lk

n∑
ν=1

(ν + lk − 1)!

(ν − 1)!

(
aν (z0 + ζ)ν+lk + bν (z0 − ζ)ν+lk

(z0 − ζ)ν+lk (z0 + ζ)ν+lk

)
= (−1)lk

n∑
ν=1

(ν + lk − 1)!

(ν − 1)!

1

(z0 − ζ)ν+lk

(
aν + bνm

ν+lk
ζ (z0)

)
folgt die Behauptung im Fall ζ1 = −ζ2.

Der Nachweis der Aussage im allgemeinen Fall folgt durch die Substitution w = z+ ζ12,
wobei ζ12 der Mittelpunkt des Segments [ζ1, ζ2] ist.
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Bemerkung 5.2.8. Der obige Satz enthält in gewisser Weise eine Verschärfung von
Satz 5.2.2, falls z0 ∈ F′(φ) ist. Ist nämlich z0 ∈ F(φ), so dass exakt zwei Polstellen
von φ kleinsten Abstand zu z0 haben, so gilt nach Satz 5.2.2 offenbar, dass aus der
Voraussetzung

∣∣φ(lk)(z0)
∣∣ < M für jedes k ∈ N stets |an| = |bn| folgt, wobei an und bn

die Leitkoeffizienten der entsprechenden Hauptteile sind. Ist z0 ∈ F′(φ), so muss nach
Satz 5.2.7 sogar |aν | = |bν | für alle ν ∈ {1, . . . , n} gelten.

Aus diesem Satz können wir nun einige interessante Folgerungen ziehen.

Korollar 5.2.9. Es sei φ ∈ M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens drei
Polstellen. Weiter sei z0 ∈ F′(φ) und ζ1, ζ2 seien die beiden Polstellen mit kleinstem
Abstand zu z0, sowie g1, g2 die zugehörigen Hauptteile. Es gelte ferner z0 /∈ F(φ−g1−g2).
Dann gilt ∣∣φ(l)(z0)

∣∣→∞ für l→∞.

Ist φ ∈M(C) eine meromorphe Funktion mit exakt drei Polstellen, so gilt
∣∣φ(l)(z0)

∣∣→∞
für jedes z0 ∈ F′(φ).

Beweis. Wir nehmen an, die Aussage wäre falsch. Folglich existiert eine Folge {lk} in N
und ein M ∈ N, so dass

∣∣φ(lk)(z0)
∣∣ < M für jedes k ∈ N gilt. Wir setzen ϕ := φ−g1−g2,

dies ist gemäß Voraussetzung eine meromorphe Funktion mit mindestens einer Polstelle,
zudem gilt z0 /∈ F(ϕ). Mit Satz 5.2.7 folgt, dass für alle hinreichend großen k ∈ N gilt

φ(lk)(z0) = ϕ(lk)(z0) + g
(lk)
1 (z0) + g

(lk)
2 (z0) = ϕ(lk)(z0).

Gemäß Satz 5.1.8 gilt
∣∣ϕ(lk)(z0)

∣∣ → ∞ für k → ∞, so dass wir einen Widerspruch
erhalten.

Unter Verwendung von Satz 5.2.2 können wir auf ähnliche Weise das folgende Ergebnis
beweisen.

Korollar 5.2.10. Es sei φ ∈ M(C) eine meromorphe Funktion mit mindestens vier
Polstellen. Weiter sei z0 ∈ F′(φ) und ζ1, ζ2 die beiden Polstellen mit kleinstem Abstand
zu z0, sowie g1(z), g2(z) die zugehörigen Hauptteile. Es gelte z0 ∈ F(φ− g1 − g2) und es
seien λ1, . . . , λm die Polstellen höchster Ordnung von φ− g1 − g2 auf {z : |z − z0| = d},
wobei d := dist(z0, Pφ−g1−g2). Für die Leitkoeffizienten der zugehörigen Hauptteile gelte
ferner die Bedingung (5.2) aus Satz 5.2.2. Dann gilt∣∣φ(l)(z0)

∣∣→∞ für l→∞.
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Beweis. Analog wie im Beweis zu Korollar 5.2.9 nehmen wir an, die Aussage wäre falsch
und erhalten eine Folge {lk} in N und einM ∈ N, so dass

∣∣φ(lk)(z0)
∣∣ < M für jedes k ∈ N

gilt. Unter Verwendung von Satz 5.2.7 folgt, dass für hinreichend großes k gilt∣∣φ(lk)(z0)
∣∣ =

∣∣(φ− g1 − g2)
(lk)(z0)

∣∣ .
Aus der Voraussetzung folgt mit Satz 5.2.2, dass

∣∣(φ− g1 − g2)
(lk)(z0)

∣∣→∞ gilt, woraus
wir wie im obigen Beweis einen Widerspruch erhalten.

5.2.3 Ableitungsuniversalität in einem Spezialfall

Die vorigen Abschnitte haben gezeigt, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen
auch in Punkten der finalen Menge im Allgemeinen kein universelles Verhalten aufweisen.
Im Folgenden werden wir jedoch einen Sonderfall behandeln, in welchem wir Universali-
tät nachweisen können. Als Ausgangspunkt hierfür betrachten wir ein Beispiel. Es sei

r(z) :=
1

1− z2
,

diese Funktion ist meromorph in C mit den beiden Polstellen 1 und −1. Nach dem Satz
von Pólya gilt F(r) = {z : z = ix, x ∈ R}, insbesondere ist also 0 ∈ F(r). Da r in D
holomorph ist, gilt einerseits die Taylor Entwicklung

r(z) =
∞∑
ν=0

aνz
ν =

∞∑
ν=0

r(ν)(0)

ν!
zν ,

andererseits gilt für |z| < 1

r(z) =
1

1− z2
=
∞∑
ν=0

z2 ν ,

so dass wir durch Koeffizientenvergleich schließlich erhalten

r(ν)(0) =

{
ν! für gerades ν ∈ N,
0 für ungerades ν ∈ N.

Hieraus folgt zunächst, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen in Punkten der
finalen Menge nicht zwangsweise gegen ∞ streben, da offenbar nicht r(ν)(0) → ∞ gilt.
Weiter beachte man, dass gemäß Lemma 5.1.1 eine ganze Funktion h existiert, welche
bezüglich der ungeraden natürlichen Zahlen ableitungsuniversell ist, und für welche somit
insbesondere die Menge {h(n)(0) : n ∈ N, n ungerade} dicht ist in C. Setzen wir nun
φ(z) := r(z) + h(z), so gilt φ(n)(0) = r(n)(0) + h(n)(0) = h(n)(0) für jedes ungerade
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n ∈ N, so dass auch die Menge {φ(n)(0) : n ∈ N, n ungerade} dicht ist in C. Folglich
existieren meromorphe Funktionen φ und Punkte z0 ∈ F(φ), in denen sich die Folge der
sukzessiven Ableitungen von φ universell verhält. Ausgehend von diesem Beispiel werden
wir im Folgenden eine spezielle Klasse meromorpher Funktionen betrachten und zeigen,
dass „viele“ Funktionen aus dieser Klasse die Eigenschaft haben, auf „vielen“ Teilmengen
der finalen Menge eine Art Ableitungsuniversalität zu besitzen.

Lemma 5.2.11. Es sei ζ ∈ C \ {0} und z0 ∈ Aζ. Weiter sei n ∈ N. Dann gilt

(z0 − ζ)n = (z0 + ζ)n genau dann, wenn n = l q0 für ein l ∈ N ist,

wobei q0 die gemäß (5.6) bestimmte natürliche Zahl ist.

Beweis. Nach (5.7) sind folgende Aussagen äquivalent

(z0 − ζ)n = (z0 + ζ)n

mn
ζ (z0) = 1

e
2πi

p0
q0
n

= 1.

Da n, p0 und q0 aus N sind, und p0 und q0 zudem teilerfremd sind, ist dies genau dann
erfüllt, wenn n = l q0 für ein l ∈ N gilt.

Lemma 5.2.12. Es seien ζ und c aus C \ {0}. Weiter sei n ∈ N und die Funktion R

sei definiert durch
R(z) :=

c

(z + ζ)n
+

−c
(z − ζ)n

.

Schließlich sei E := {z1, . . . , zm} eine endliche Teilmenge von Aζ. Dann existiert eine
Teilfolge {nk} der natürlichen Zahlen, so dass für jedes k ∈ N gilt

R(nk)(zi) = 0 für alle i = 1, . . . ,m.

Beweis. Es sei ν ∈ N, dann gilt

R(ν)(z) = (−1)ν
n(n+ 1) · · · (n+ ν − 1) c

(z + ζ)n+ν
+ (−1)ν

n(n+ 1) · · · (n+ ν − 1)(−c)
(z − ζ)n+ν

= (−1)ν c
(n+ ν − 1)!

(n− 1)!

(
1

(z + ζ)n+ν
− 1

(z − ζ)n+ν

)

= (−1)ν c
(n+ ν − 1)!

(n− 1)!

(z − ζ)n+ν − (z + ζ)n+ν

(z2 − ζ2)n+ν
.
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Bei festem i ∈ {1, . . . ,m} gilt folglich R(ν)(zi) = 0 genau dann, wenn (zi − ζ)n+ν =

(zi + ζ)n+ν ist. Nach Lemma 5.2.11 ist dies genau dann erfüllt, wenn n+ ν = k qi für ein
k ∈ N gilt. Wählen wir nun ki so groß, dass k qi − n > 0 für jedes k > ki gilt, so folgt
für jedes ν(i)

k := k qi − n
R(ν

(i)
k )(zi) = 0.

Folglich existiert zu jedem i ∈ {1, . . . ,m} ein ki ∈ N, so dass R(ν
(i)
k )(zi) = 0 für jedes

k > ki gilt. Setzen wir nun

kE := max
i∈{1,...,m}

ki, K :=
m∏
i=1

qi und νk := kK − n,

so folgt für jedes k > kE

R(νk)(zi) = 0 für alle i = 1, . . . ,m.

Für die Folge {nk} mit nk := νkE+k erhalten wir nun die Behauptung.

Bemerkung 5.2.13. Die Aussage des obigen Lemmas wird für jede andere Wahl der
Koeffizienten der Hauptteile der Funktion R falsch. Wir betrachten etwa die Funktion

R1(z) :=
c1

(z + ζ)n
+

c2
(z − ζ)n

,

wobei c1 und c2 aus C \ {0} sind mit c1 6= −c2, und nehmen an, die Aussage des Lem-
mas würde gelten. Wir wählen eine endliche Menge {z1, z2} ⊂ Aζ, so dass die gemäß
(5.6) bestimmten natürlichen Zahlen q1 und q2 teilerfremd sind. Nach unserer Annahme
existiert dann eine Folge {nk} in N, so dass für jedes k ∈ N gilt

R
(nk)
1 (zj) = 0 für j = 1, 2.

Wegen

R
(nk)
1 (zj) = (−1)nk

(n+ nk − 1)!

(n− 1)!

c1 (zj − ζ)n+nk + c2 (zj + ζ)n+nk

(zj − ζ)n+nk (zj + ζ)n+nk

= (−1)nk
(n+ nk − 1)!

(n− 1)!

1

(zj − ζ)n+nk

(
c1m

n+nk
ζ (zj) + c2

)
erhalten wir c1mn+nk

ζ (zj) + c2 = 0, und somit mn+nk
ζ (zj) + c2

c1
= 0 für alle k ∈ N und für

j = 1, 2. Nach Lemma 5.2.6 gilt dann
(
− c2
c1

)q1 = 1 =
(
− c2
c1

)q2. Da q1 und q2 teilerfremd
sind, folgt − c2

c1
= 1, was jedoch im Widerspruch zu c1 6= −c2 steht.

Ausgehend von den obigen Überlegungen führen wir den folgenden Raum meromorpher
Funktionen ein.
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Definition 5.2.14. Es seien ζ und c aus C \ {0}, weiter sei n ∈ N. Dann setzen wir

Mn
ζ,c :=

{
φ ∈M(C) : φ(z) =

c

(z + ζ)n
+

−c
(z − ζ)n

+ h(z), h ∈ H(C)

}
.

Für φ1 = R + h1 ∈ Mn
ζ,c und φ2 = R + h2 ∈ Mn

ζ,c mit R(z) := c
(z+ζ)n

+ −c
(z−ζ)n und

h1, h2 ∈ H(C) setzen wir
∆(φ1, φ2) := δ(h1, h2),

wobei δ die Metrik der kompakten Konvergenz auf dem Raum H(C) ist, siehe auch
Bemerkung 1.2.23.

Man sieht leicht, dass (Mn
ζ,c,∆) ein metrischer Raum ist. Offenbar haben alle Funktionen

aus der Menge Mn
ζ,c exakt die beiden Polstellen ζ und −ζ. Nach dem Satz von Pólya

ist die finale Menge einer jeden solchen Funktion genau die Gerade, welche durch den
Nullpunkt geht und das Segment [−ζ, ζ] in einem rechten Winkel schneidet. Die in (5.5)
definierte Menge Aζ ist also eine dichte Teilmenge der finalen Menge der Funktionen
aus Mn

ζ,c. Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Folge der sukzessiven Ableitungen
solcher Funktionen durchaus gewisse universelle Eigenschaften besitzen kann. Zunächst
aber zeigen wir, dass (Mn

ζ,c,∆) ein vollständiger metrischer Raum ist.

Lemma 5.2.15. Der Raum (Mn
ζ,c,∆) ist vollständig.

Beweis. Es sei {φk} eine Cauchy-Folge in (Mn
ζ,c,∆) mit φk = R + hk für alle k ∈ N,

wobei R(z) = c
(z+ζ)n

+ −c
(z−ζ)n und hk ∈ H(C) ist. Dann existiert zu ε > 0 ein N ∈ N,

so dass für alle n,m > N gilt ∆(φn, φm) < ε. Wegen ∆(φn, φm) = δ(hn, hm) folgt, dass
{hk} eine Cauchy-Folge in H(C) ist. Da (H(C), δ) vollständig ist, existiert ein h ∈ H(C)

mit δ(hk, h)→ 0 für k →∞. Setzen wir φ(z) := R(z) + h(z), so folgt

∆(φk, φ) = δ(hk, h)→ 0 (k →∞),

das heißt die Folge {φk} konvergiert in (Mn
ζ,c,∆) gegen φ ∈Mn

ζ,c.

Satz 5.2.16. Es seien ζ und c aus C \ {0}, sowie n ∈ N. Dann existiert zu jeder
endlichen Menge E = {z1, . . . , zm} ⊂ Aζ eine in (Mn

ζ,c,∆) residuale Menge UE, so dass
die Menge {φ(n)(z)|E : n ∈ N} für jedes φ ∈ UE dicht in C(E) ist.

Beweis. Wir werden zum Beweis das Universalitätskriterium (Satz 2.1.6) verwenden.
Dazu setzen wirX = (Mn

ζ,c,∆) und Y = (Cm, de), wobei wir mit de die euklidische Metrik
bezeichnen. Dann ist X ein vollständiger metrischer Raum und Y ist separabel. Wir
betrachten für jedes j ∈ N die Abbildung Tj : X → Y mit Tjf := (f (j)(z1), . . . , f

(j)(zm)).
Man beachte, dass wir wegen der Endlichkeit von E = {z1, . . . , zm} den Raum Cm mit
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dem Raum C(E) identifizieren können, und dass die Dichtheit einer Menge in (Cm, de)

äquivalent zur Dichtheit in (C(E), dE) ist, wobei dE(f, g) := maxE |f(z)− g(z)| ist.
Wir zeigen zunächst, dass Tj für jedes j stetig ist. Es sei dazu j ∈ N fest, und {fk} eine
Folge in Mn

ζ,c mit fk = R + hk, so dass ∆(fk, f) → 0 für k → ∞ und für ein f ∈ Mn
ζ,c

mit f = R + h gilt, wobei R(z) = c
(z+ζ)n

+ −c
(z−ζ)n und hk, h ∈ H(C) seien. Dann folgt

δ(hk, h) → 0, und somit die kompakte Konvergenz von {hk} gegen h auf C. Nach dem
Satz von Weierstrass überträgt sich die Konvergenz auf die Ableitungen, so dass wir
insbesondere erhalten

max
E

∣∣∣h(j)
k (z)− h(j)(z)

∣∣∣→ 0 (k →∞),

und somit wegen f (j)
k − f (j) = R(j) + h

(j)
k −R(j) − h(j) = h

(j)
k − h(j) auch

max
E

∣∣∣f (j)
k (z)− f (j)(z)

∣∣∣→ 0 (k →∞),

woraus die Stetigkeit von Tj folgt.
Es bleibt die Transitivität der Folge {Tj} zu zeigen. Es seien dazu eine offene, nichtleere
Teilmenge U von (Mn

ζ,c,∆), und eine offene, nichtleere Teilmenge V von (Cm, de) gegeben.
Weiter seien g ∈ U und α = (α1, . . . , αm) ∈ V . Wir wählen ein ε > 0, so dass Uε(g) ⊂ U

und Vε(α) ⊂ V gilt, wobei Uε(g) und Vε(α) die ε-Umgebungen von g und α sind. Es
bleibt zu zeigen, dass ein φ ∈Mn

ζ,c und ein N ∈ N existiert, so dass gilt

φ ∈ Uε(g) ⊂ U und
∣∣φ(N)(zi)− αi

∣∣ < ε

m
für jedes i = 1, . . . ,m.

Dann folgt de(TNφ, α) < ε, das heißt TNφ ∈ Vε(α) ⊂ V , und somit mit dem Universali-
tätskriterium die Behauptung.
Nach Voraussetzung gilt g(z) = c

(z+ζ)n
+ −c

(z−ζ)n + j(z) = R(z) + j(z), wobei j eine ganze
Funktion ist. Gemäß Lemma 5.2.12 existiert eine Teilfolge {nk} der natürlichen Zahlen,
so dass für jedes k ∈ N gilt

R(nk)(zi) = 0 für jedes i = 1, . . . ,m.

Nach Lemma 5.1.1 existiert eine ganze Funktion ϕ, welche ableitungsuniversell bezüglich
der Folge {nk} ist, und welche δ(ϕ, j) < ε erfüllt, so dass wir schließlich für die Funktion
φ(z) := R(z) + ϕ(z) ∈Mn

ζ,c erhalten

∆(φ, g) = δ(ϕ, j) < ε,

und somit φ ∈ Uε(g). Wir betrachten nun die kompakte Menge E = {z1, . . . , zm} und die
Funktion u : E → C mit u(zi) = αi für i = 1, . . . ,m, welche offenbar aus A(E) = C(E)

ist. Da ϕ ableitungsuniversell bezüglich {nk} ist, existiert eine Teilfolge {nkl} mit

ϕ(nkl )(z)→ u(z) gleichmäßig auf E (l→∞),
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das heißt
ϕ(nkl )(zi)→ u(zi) = αi für jedes i = 1, . . . ,m (l→∞).

Insbesondere existiert ein l0 ∈ N, so dass für alle l > l0 gilt∣∣ϕ(nkl )(zi)− αi
∣∣ < ε

m
für jedes i = 1, . . . ,m.

Wählen wir ein festes l̃ > l0 und setzen N := nkl̃ , so erhalten wir insgesamt für jedes
i = 1, . . . ,m∣∣φ(N)(zi)− αi

∣∣ =
∣∣R(N)(zi) + ϕ(N)(zi)− αi

∣∣ =
∣∣ϕ(N)(zi)− αi

∣∣ < ε

m
,

und somit wegen φ ∈ Uε(g) die Behauptung.

Ist also eine endliche Teilmenge von Aζ vorgegeben, so haben „viele“ Funktionen aus
Mn

ζ,c die Eigenschaft, dass die Folge ihrer Ableitungen sich universell auf dieser endli-
chen Menge verhält. Im Folgenden werden wir dieses Ergebnis noch erheblich erweitern.
Zunächst einmal bemerken wir, dass der obige Satz auch für Funktionen gilt, bei denen
die Polstellen nicht symmetrisch zum Nullpunkt sind.

Bemerkung 5.2.17. Es seien ζ1 und ζ2 aus C mit ζ1 6= ζ2, weiter seien c aus C \ {0}
und n ∈ N. Wir betrachten die folgende Menge

Mn
ζ1,ζ2,c

:=

{
φ ∈M(C) : φ(z) =

c

(z − ζ1)n
+

−c
(z − ζ2)n

+ h(z), h ∈ H(C)

}
.

Wir bezeichnen mit ζ12 den Mittelpunkt des Segments [ζ1, ζ2], das heißt ζ12 := 1
2
(ζ1 + ζ2),

und setzen ζ := ζ12 − ζ1. Weiter betrachten wir die Abbildung

Tζ12 : (Mn
ζ1,ζ2,c

,∆)→ (Mn
ζ,c,∆) mit Tζ12φ(z) := φ(z + ζ12).

Man zeigt leicht, dass diese Abbildung bijektiv und stetig ist, das gleiche gilt für die
Umkehrabbildung T−1

ζ12
: Mn

ζ,c → Mn
ζ1,ζ2,c

mit T−1
ζ12
φ(z) := φ(z − ζ12). Nach Lemma 5.2.15

ist also auch (Mn
ζ1,ζ2,c

,∆) ein vollständiger metrischer Raum.
Ist nun φ ∈Mn

ζ,c und z0 ∈ F(φ), so dass die Menge {φ(n)(z0) : n ∈ N} dicht in C ist, so
besitzt die Funktion ϕ(z) := T−1

ζ12
φ(z) = φ(z − ζ12) ∈ Mn

ζ1,ζ2,c
diese Eigenschaft offenbar

im Punkt z0 + ζ12 ∈ F(ϕ).
Schließlich beachte man noch, dass für eine inMn

ζ,c residuale Menge U, die Menge T−1
ζ12

(U)

residual in Mn
ζ1,ζ2,c

ist. Da in diesem Fall nämlich eine dichte Gδ-Menge O =
⋂∞
n=1On

mit O ⊂ U existiert, folgt dies aus

T−1
ζ12

(U) ⊃ T−1
ζ12

(O) = T−1
ζ12

(
∞⋂
n=1

On) =
∞⋂
n=1

T−1
ζ12

(On),
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und den Eigenschaften der Abbildung T−1
ζ12

.
Somit folgt insgesamt, dass ein entsprechendes Ergebnis zu Satz 5.2.16 auch für die
Menge Mn

ζ1,ζ2,c
formuliert werden kann, dasselbe gilt für die folgenden Resultate, auch

wenn wir uns hierbei auf den Fall Mn
ζ,c beschränken werden.

Mit Hilfe des Satzes von Baire können wir den obigen Satz 5.2.16 unmittelbar erwei-
tern.

Korollar 5.2.18. Es seien ζ und c aus C \ {0}, weiter sei n ∈ N. Dann gilt:

(i) Es gibt eine in Mn
ζ,c residuale Menge U1, so dass die Menge {φ(n)(z)|E : n ∈ N}

für jedes φ ∈ U1 und jede endliche Menge E ⊂ Aζ dicht in C(E) ist.

(ii) Es gibt eine in Mn
ζ,c residuale Menge U2, so dass zu jedem φ ∈ U2 und zu jeder

Funktion h : Aζ → C eine Teilfolge {nk} der natürlichen Zahlen existiert mit

φ(nk)(z)→ h(z) punktweise auf Aζ .

Beweis. Es sei {Ik} eine Abzählung aller endlichen Teilmengen von Aζ . Nach Satz 5.2.16
existiert zu jedem k ∈ N eine in Mn

ζ,c residuale Menge UIk , so dass {φ(n)(z)|Ik : n ∈ N}
für jedes φ ∈ UIk dicht in C(Ik) ist. Die Menge

U1 :=
∞⋂
k=1

UIk

ist nach dem Satz von Baire residual in Mn
ζ,c und jedes φ ∈ U1 erfüllt offenbar die erste

Aussage.

Zum Nachweis der zweiten Aussage betrachten wir eine Folge {Ek} endlicher Teilmengen
von Aζ mit Ek ⊂ Ek+1 und

⋃∞
k=1Ek = Aζ . Wieder existiert zu jedem k ∈ N eine in Mn

ζ,c

residuale Menge UEk , so dass {φ(n)(z)|Ek : n ∈ N} für jedes φ ∈ UEk dicht in C(Ek) ist.
Wir betrachten die Menge

U2 :=
∞⋂
k=1

UEk ,

welche nach dem Satz von Baire residual ist. Ist nun ein φ ∈ U2 und eine Funktion
h : Aζ → C gegeben, so existiert zu jedem k ein nk ∈ N mit nk > nk−1 so dass gilt

max
Ek

∣∣φ(nk)(z)− h(z)
∣∣ < 1

k
.

Hieraus folgt die Behauptung.
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Somit ist gezeigt, dass die Ableitungen meromorpher Funktionen in Punkten der fi-
nalen Menge durchaus über gewisse universelle Eigenschaften verfügen können. Man
beachte jedoch, dass die obigen Ergebnisse sich stets auf Punkte aus der von uns de-
finierten abzählbaren dichten Teilmenge Aζ der finalen Menge beschränken. Mit Hilfe
einer Technik, welche auch bei Müller [46] verwendet wird, werden wir nun zeigen, dass
diese Einschränkung aufgehoben werden kann. Dazu führen wir zunächst die sogenannte
Hausdorff Metrik ein.

Definition 5.2.19. Es seien A 6= ∅ und B 6= ∅ kompakte Teilmengen von C. Dann ist
der Hausdorff Abstand zwischen A und B definiert durch

dH(A,B) := max{sup
a∈A

inf
b∈B
|a− b| , sup

b∈B
inf
a∈A
|a− b|}.

Für eine abgeschlossene Teilmenge E ⊂ C bezeichnen wir mit K(E) den Raum al-
ler nichtleeren kompakten Teilmengen von E. Versehen mit der Hausdorff Metrik, wird
(K(E), dH) zu einem vollständigen metrischen Raum.

Mit dieser Definition können wir nun das folgende Ergebnis formulieren.

Satz 5.2.20. Es seien ζ und c aus C \ {0}, weiter sei n ∈ N. Es bezeichne Fζ die finale
Menge der Funktionen aus Mn

ζ,c. Dann existiert eine in Mn
ζ,c residuale Menge U, so dass

für jedes φ ∈ U gilt:
Es gibt eine in K(Fζ) residuale Menge I, so dass {φ(n)(z)|I : n ∈ N} für jedes I ∈ I

dicht in C(I) ist.

Beweis. Es sei φ ∈Mn
ζ,c fest. Wir betrachten die Menge

Uφ :=
{
I ∈ K(Fζ) : {φ(n)(z)|I : n ∈ N} ist dicht in C(I)

}
,

und zeigen dass dies eine Gδ-Menge ist. Dazu sei P die Menge aller Polynome, deren
Koeffizienten rationale Real- und Imaginärteile haben. Diese Menge ist abzählbar und
nach dem Satz von Mergelian dicht in C(I) für jedes I ∈ K(Fζ). Nun gilt

Uφ =
⋂
p∈P

⋂
j∈N

⋃
n∈N

{
I ∈ K(Fζ) : max

I

∣∣φ(n)(z)− p(z)
∣∣ < 1

j

}
.

Da die Funktionen φ(n) und p auf jedem I ∈ K(Fζ) gleichmäßig stetig sind, folgt dass
die Menge {

I ∈ K(Fζ) : max
I

∣∣φ(n)(z)− p(z)
∣∣ < 1

j

}
offen ist. Folglich ist Uφ eine Gδ-Menge.
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Es sei nun Aζ die gemäß (5.5) definierte abzählbare dichte Teilmenge von Fζ und {Ek}
eine Abzählung aller endlichen Teilmengen von Aζ . Nach Definition der Hausdorff Metrik
ist {Ek} dicht in K(Fζ), und nach Satz 5.2.16 ist die Menge

UEk :=
{
φ ∈Mn

ζ,c : {φ(n)(z)|Ek : n ∈ N} ist dicht in C(Ek)
}

für jedes k ∈ N residual in Mn
ζ,c, so dass die Menge⋂

k∈N

UEk =
⋂
k∈N

{
φ ∈Mn

ζ,c : {φ(n)(z)|Ek : n ∈ N} ist dicht in C(Ek)
}

nach dem Satz von Baire ebenfalls residual ist. Für jede Funktion φ aus dieser Menge
gilt offenbar {Ek : k ∈ N} ⊂ Uφ, so dass Uφ eine dichte Gδ-Menge ist. Folglich gibt
es eine in Mn

ζ,c residuale Menge an Funktionen φ, für welche die Menge Uφ residual in
K(Fζ) ist. Hieraus folgt die Behauptung.

Dieses Ergebnis ist offenbar eine erhebliche Verschärfung von Satz 5.2.16. Es besagt in
gewisser Weise, dass „viele“ Funktionen aus der Menge Mn

ζ,c die Eigenschaft haben, auf
„vielen“ kompakten Teilmengen der finalen Menge eine Art Ableitungsuniversalität zu
besitzen, allerdings macht es keine Aussage darüber, wie diese Mengen konkret aussehen.
Da man jedoch mit einer Technik von Körner [31] leicht zeigen kann, dass der Raum
K(E), wobei E ⊂ C nicht einpunktig, zusammenhängend und abgeschlossen ist, eine
residuale Menge an überabzählbaren Mengen enthält, können wir leicht den folgenden
interessanten Zusatz beweisen.

Korollar 5.2.21. Es sei U die Menge aus Satz 5.2.20 und φ ∈ U. Dann gibt es eine in
K(Fζ) residuale Menge I, so dass jedes I ∈ I überabzählbar ist und {φ(n)(z)|I : n ∈ N}
für jedes I ∈ I dicht in C(I) ist.

Beweis. Aus Satz 5.2.20 folgt die Existenz einer in K(Fζ) residualen Menge I1, so dass
{φ(n)(z)|I : n ∈ N} für jedes I ∈ I1 dicht in C(I) ist. Es sei nun

I2 := {M ∈ K(Fζ) : M ist überabzählbar}.

Dann ist I2 residual in K(Fζ), so dass die Menge I := I1 ∩ I2 nach dem Satz von Baire
ebenfalls residual ist.

Bemerkung 5.2.22. Ist φ(z) = R(z) +h(z) ∈Mn
ζ,c eine Funktion und z0 ∈ Aζ ⊂ F(φ),

so dass ein M ∈ N und eine Folge {nk} in N mit
∣∣φ(nk)(z0)

∣∣ < M für alle k ∈ N
existiert, so folgt aus Satz 5.2.7, dass R(nk)(z0) = 0 für alle hinreichend großen k gilt.
Aus obigem Korollar lässt sich folgern, dass diese Bedingung im Allgemeinen jedoch nicht
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notwendig dafür ist, dass
∣∣φ(nk)(z0)

∣∣ < M für alle k ∈ N gilt. Nach diesem Korollar gibt
es nämlich Funktionen φ ∈ Mn

ζ,c und (überabzählbar viele) Punkte z0 ∈ F(φ) \ Aζ, so
dass {φ(n)(z0) : n ∈ N} dicht in C ist. Insbesondere existiert dann ein M ∈ N und eine
Folge {nk} in N, so dass

∣∣φ(nk)(z0)
∣∣ < M für alle k gilt, da hierbei aber z0 /∈ Aζ ist, gilt

nicht R(nk)(z0) = 0 für alle hinreichend großen k, wie man leicht aus den Beweisen zu
Lemma 5.2.11 und 5.2.12 folgern kann.

Wir werden nun noch zeigen, dass die obigen Ergebnisse scharf sind, indem wir be-
weisen, dass Funktionen φ ∈ Mn

ζ,c nie auf zusammenhängenden Kompakta K ⊂ F(φ)

ableitungsuniversell sein können. Dazu führen wir zunächst den Begriff der Dirichlet
Menge ein.

Definition 5.2.23. Es sei E ⊂ ∂D eine abgeschlossene Menge. Dann nennen wir E
eine Dirichlet Menge, wenn eine Teilfolge {nk} der natürlichen Zahlen existiert mit

max
E
|znk − 1| → 0 für k →∞.

Ein klassisches Ergebnis von Dirichlet besagt, dass jede endliche Menge E ⊂ ∂D eine
Dirichlet Menge ist, siehe etwa [27]. Der folgende Satz stellt nun einen interessanten Zu-
sammenhang zwischen den Ableitungen meromorpher Funktionen φ ∈Mn

ζ,c, der Möbius
Transformation mζ und Dirichlet Mengen her.

Satz 5.2.24. Es sei φ ∈ Mn
ζ,c. Weiter sei K ⊂ F(φ) ein Kompaktum und es existiere

eine Teilfolge der natürlichen Zahlen {nk} und ein M ∈ N, so dass gilt

max
K

∣∣φ(nk)(z)
∣∣ < M für alle k ∈ N.

Dann gilt für die Folge {νk} mit νk := n+ nk

max
K

∣∣∣∣(z − ζ)νk − (z + ζ)νk

(z + ζ)νk

∣∣∣∣ = max
K

∣∣mνk
ζ (z)− 1

∣∣→ 0 (k →∞),

das heißt die Menge mζ(K) ⊂ ∂D ist eine Dirichlet Menge.

Beweis. Wir gehen ähnlich vor wie im ersten Teil des Beweises zu Satz 5.2.7 und nehmen
an, die Aussage wäre falsch. Dann existiert eine Teilfolge {nkl} von {nk} und ein γ > 0,
so dass gilt

max
K

∣∣∣mn+nkl
ζ (z)− 1

∣∣∣ ≥ γ > 0 für alle l ∈ N. (5.13)

Nach Voraussetzung gilt φ(z) = c
(z+ζ)n

+ −c
(z−ζ)n +h(z) = R(z) +h(z), wobei h eine ganze

Funktion ist. Wir wählen ein festes δ > 0 und setzen

mK := max
K
|z − ζ| und MK := max

K
|z − ζ|+ max

K
|z|+ δ.
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Dann ist h für jedes z0 ∈ K holomorph in {z : |z − z0| ≤ mk + δ}, so dass wir mit der
Cauchyschen Ungleichung für z0 ∈ K und alle l ∈ N erhalten∣∣h(nkl )(z0)

∣∣ ≤ nkl ! c(z0)

(mK + δ)nkl
,

wobei c(z0) := max{z:|z−z0|=mK+δ} |h(z)| ist. Setzen wir C := max{z:|z|=MK} |h(z)|, so folgt
für alle l ∈ N

max
K

∣∣h(nkl )(z)
∣∣ ≤ nkl !C

(mK + δ)nkl
.

Weiter gilt für z0 ∈ K∣∣φ(nkl )(z0)
∣∣

=
∣∣R(nkl )(z0) + h(nkl )(z0)

∣∣
≥
∣∣R(nkl )(z0)

∣∣− ∣∣h(nkl )(z0)
∣∣

≥
∣∣∣∣(−1)nklc

(n+ nkl − 1)!

(n− 1)!

(z0 − ζ)n+nkl − (z0 + ζ)n+nkl

(z0 − ζ)n+nkl (z0 + ζ)n+nkl

∣∣∣∣−max
K

∣∣h(nkl )(z)
∣∣

≥ |c| (n+ nkl − 1)!

(n− 1)!

1

|z0 − ζ|n+nkl

∣∣∣mn+nkl
ζ (z0)− 1

∣∣∣− nkl !C

(mK + δ)nkl

≥ |c| (n+ nkl − 1)!

(n− 1)!

1

m
n+nkl
K

∣∣∣mn+nkl
ζ (z0)− 1

∣∣∣− nkl !C

(mK + δ)nkl
.

Da dies für jedes z0 ∈ K gilt, folgt unter Verwendung von (5.13)

max
K

∣∣φ(nkl )(z)
∣∣

≥ max
K

(
|c| (n+ nkl − 1)!

(n− 1)!

1

m
n+nkl
K

∣∣∣mn+nkl
ζ (z)− 1

∣∣∣− nkl !C

(mK + δ)nkl

)

= |c| (n+ nkl − 1)!

(n− 1)!

1

m
n+nkl
K

max
K

∣∣∣mn+nkl
ζ (z)− 1

∣∣∣− nkl !C

(mK + δ)nkl

≥ |c| (n+ nkl − 1)!

(n− 1)!

γ

m
n+nkl
K

− nkl !C

(mK + δ)nkl
.

Hieraus folgt jedoch maxK
∣∣φ(nkl )(z)

∣∣ → ∞ für l → ∞, was einen Widerspruch zur
Voraussetzung maxK

∣∣φ(nk)(z)
∣∣ < M für alle k ∈ N darstellt.
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Kapitel 5 Über sukzessive Ableitungen meromorpher Funktionen

Dieser Satz liefert somit eine hinreichende Bedingung dafür, dass eine Menge eine Di-
richlet Menge ist. Eine leichte Folgerung hieraus ist das folgende Ergebnis, welches man
auch aus einem Resultat von Körner [31] erhält.

Korollar 5.2.25. Es existiert eine in K(∂D) residuale Menge an überabzählbaren Di-
richlet Mengen.

Beweis. Nach Korollar 5.2.21 existiert eine Funktion φ ∈ Mn
ζ,c und eine in K(F(φ))

residuale Menge I an überabzählbaren Mengen, so dass {φ(n)(z)|I : n ∈ N} für jedes
I ∈ I dicht in C(I) ist. Aufgrund der Eigenschaften der Abbildung mζ ist die Menge
{mζ(I) : I ∈ I} eine residuale Teilmenge von K(∂D), zudem ist mζ(I) für jedes I ∈ I

überabzählbar. Weiter beachte man, dass zu jedem I ∈ I eine Folge {nk} in N und ein
M ∈ N existieren, so dass maxI

∣∣φ(nk)(z)
∣∣ < M für alle k ∈ N gilt. Aus Satz 5.2.24 folgt,

dass die Menge mζ(I) ⊂ ∂D für jedes I ∈ I eine Dirichlet Menge ist, und somit die
Behauptung.

Schließlich zeigen wir noch das folgende Ergebnis, hierbei bezeichnen wir ein nicht ein-
punktiges, zusammenhängendes Kompaktum als Kontinuum.

Korollar 5.2.26. Es sei φ ∈ Mn
ζ,c und K ⊂ F(φ) ein Kontinuum. Dann gibt es keine

Teilfolge {nk} der natürlichen Zahlen, so dass ein M ∈ N existiert mit

max
K

∣∣φ(nk)(z)
∣∣ < M für alle k ∈ N.

Insbesondere kann die Menge {φ(n)(z)|K : n ∈ N} nicht dicht in C(K) sein.

Beweis. Wir nehmen an, dass eine Folge {nk} in N und ein M ∈ N existieren, so dass
für ein φ ∈Mn

ζ,c gilt
max
K

∣∣φ(nk)(z)
∣∣ < M für alle k ∈ N,

wobei K ⊂ F(φ) ein Kontinuum ist. Aus Satz 5.2.24 folgt, dass die Menge mζ(K) ⊂ ∂D,
welche aufgrund der Eigenschaften von mζ ebenfalls ein Kontinuum ist, eine Dirichlet
Menge ist. Dies ist offensichtlich ein Widerspruch.

Bemerkung 5.2.27. Dieses Korollar besagt gewissermaßen, dass die obigen Ergebnisse
bestmöglich sind. So gibt es eine in Mn

ζ,c residuale Menge U, so dass zu jedem φ ∈ U

eine in K(F(φ)) residuale Menge I an (überabzählbaren) Kompakta existiert, so dass φ
auf jedem I ∈ I ableitungsuniversell ist. Es kann jedoch keine Funktion φ ∈Mn

ζ,c geben,
welche auf einem Kontinuum K ⊂ F(φ) ableitungsuniversell ist.
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